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??? INLEIDING. Het doel van dit proefschrift is dc bewerking cn rang-schikking van de gevallen waarin een oppervlak door middelvan een stralencongruentie [1, n] kan worden afgebeeld opeen plat vlak. Hierbij zijn te vermelden de mededeehngendie voor verschillende van deze gevallen gedaan zijn door :GUCCIA, Sur une classe de surfaces repr?Šsentables pointpar point sur un plan (Ass. fran?§aise pourl\'avancement des sciences, 1880). MiNEO. Sopra una classe di superficie unicursali (Lematematiche pure ed applicate, volume I, p. 220).Sturm, Geometrische Verwandtschaften IV.J. de Vries, Oppervlakken welke door een lineaire stralen-congruentie op een vlak kunnen worden afge-beeld (Versl. K. A. v. W., deel 25, p. 14H).



??? INDEELING.De gevallen waarin een oppervlak door middel van eenstralencongruentie [1, n] kan worden afgebeeld op een platvlak, zijn in te deelen als volgt: I. Oppervlakken van den graad n, a>n. met (nâ€”l)-voudigpunt, dc monotden; de afbeelding geschiedt door de stralen door den top. II. Oppervlakken van den graad m n-\\- 1, <Im n \\,met m-voudige rechte a en n-voudige rechte b; af-beelding door de transversalen over a en b. III. Oppervlakken van den graad n p 1, 0n p-M,met n-voudige kromme a" van den graad q en p-voudigerechte (i. welke Â? in (q--!) punten snijdt: afbeeldingdoor de transversalen over q en p. IV. Oppervlakken van den graad 2n l. 02n -l-l, metn-voudige kubische ruimtekromme a^; afbeelding doorde koorden. HOOFDSTUK 1. Â§ 1. In het algemeen heeft een straal door den top Tvan de mono??de , buiten den top nog ?Š?Šn punt met hetoppervlak gemeen, geeft dus van dat ?Š?Šne punt een beeldin zijn doorgang met een gegeven tafereel r. Alle puntenvan het oppervlak tezamen

leveren dus een afbeelding op rdoor middel van oo^ stralen door T, een ster. Deze is eenbijzonder geval van een lineaire congruentie, namelijk een.congruentie [1, 0]. (Pn



??? Terwijl zoo in het algemeen een punt van ^^ ?Š?Šn pro-jecteerende lijn bezit, en wel zijn verbindingslijn met dentop, wordt T zelf afgebeeld door alle ribben van den(n â€” l)\' graads raaklijnenkegel in T, en vindt zijn beeld der-halve in den doorgang van dezen, xnâ€”1. Indien er uitzonderingspunten H in t zijn, die namelijkniet ?Š?Šn maar meer punten van 0a afbeelden, dan zal HTmeer dan n punten met het oppervlak gemeen hebben, duser op liggen. H beeldt dan alle punten van HT af, en eenbundel vlakken om een as a zal cen reeks doorsnedenleveren, waarvan de beelden alle door H gaan. Zoeken wij,om tot de rechten door T op fpri gelegen te komen, dus degemeenschappelijke punten van die beeldkrommen.a/cfce cn De afbeelding van een vlakke doorsnede c" geschiedt blijk-baar door een kegel van den graad n; het beeld is dus eenc\'n. De beelden der oo\' doorsneden van den bundel vormenook een bundel: cen willekeurig punt X in r bepaalt ?Š?Šnpunt P als origineel, P levert ?Š?Šn vlak door a, dus

?Š?Šndoorsnede c" door P en ?Š?Šn c\'n door X. Het aantal basis-punten bedraagt n^ Hiertoe behooren n collineaire punten,de beelden der n snijpunten van a met het oppervlak dieimmers aan alle c" gemeen zijn. Dc overige n^â€”n basis-punten zijn dan punten H, /loo/??pimfen der afbeelding, door-gangen van evenzoovele rechten a^ op het oppervlak, wierbeelden zij zijn. Derhalve: de mono??de bevat n^â€”n rechtendoor den top. Dc projecties van dc oo^ vlakke krommen c" zijn duskrommen c\'" door de nfn â€” l) hoofdpunten. Omgekeerd isiedere c\'" door de hoofdpunten beeld van cen vlakke door-snee. Immers, indien wij op onze c\'" 3 punten P\' Q\' R\'aannemen, dan bepalen deze op het oppervlak P, Q en R.



??? door welk drietal een vlak. en hiermee een vlakke doorsneebepaald is. Het beeld van deze laatste zal een c\'n zijn doorde hoofdpunten en P\'.. Q\', R\'. en indien wij nu kunnenaantoonen dat dit beeld met de c\'n waarvan we uitgingenminstens V2 " (" 3) punten gemeen heeft, dan vallen dietwee samen en hebben wij het gestelde bewezen. Dus ge-vraagd te bewijzen: n(n-l) 3 ^ V2n(n 3) of  6^0 of (n-2)(n-3) >0 .hetgeen inderdaad hetgeval is, daar n. geheel getal, ^ 2 is. Â§ 2. Uit het aantal. 3(n^l)^ nodale krommen van denbundel in r kunnen wij de klasse van de mono??de aflezen.Immers, een nodale c\'n zal in het algemeen het beeld zijnvan een nodale ^n. dus van een. in een raakvlak door a ge-legen doorsnede. Echter zal vlak (aT) als doorsnede levereneen ^n met in T een (n-/)-voudig punt. waarvan het beeldis het samenstel van a\' (doorgang van vlak Ta door r)en (doorgang van den raakkegel in T). Dit beeld bevat n^l dubbelpunten, die niet op een raakvlak doora wijzen. Derhalve bedraagt dc klasse van de

mono??de:3(n-l)2- (n_l)=(n-l)(3n-4). Â§ 3. Bijzonderheden van het oppervlak veroorzaken nuook bijzonderheden in den bundel (c\'n) in r. Stel dat \'/\'n een rechte b bevat die niet door T gaat.De vlakkenbundel om b levert nu doorsneden, die ontaardzijn in b cn-l, terwijl in vlak (Tfe) de C"-! met haar(n-l),voudig punt T blijkbaar uit (n-1) rechten door Tbestaat. Deze laatsten snijden de verschillende c\'n-1 niet;



??? alle andere rechten door T. n(nâ€”l)â€”(nâ€”l) = (nâ€”l)^ inaantal, doen dat wel en vormen in hunne doorgangen metr de basispunten van den bundel (c\'"â€”\'). In dezen bundelzijn3(nâ€”2)^ nodale exemplaren; dus gaan nu door 15(nâ€”2)^vlakken, die ^P^ buiten b raken. Stel dat ^Pn een k-voudige rechte rk door T bevat. Devlakke doorsneden van den bundel hebben dan alle een/c-voudig punt op r. In den doorgang R van r hebben dathunne beelden evenzeer; in R vallen dan basispuntensamen en het aantal overblijvende enkelvoudige rechten doorT bedraagt n^^nâ€”R Stel dat een torsale rechte t door T bevat met door-gang T\'. De raaklijnen aan tvVee krommen uit den bundel,in de snijpunten met t, liggen dan in ?Š?Šn vlak, het langs taan het oppervlak rakende vlak. welks doorgang met r dangemeenschappelijke raaklijn is in T\' aan de twee c\'n vanden bundel in r. Deze laatste heeft nu twee samenvallendebasispunten; dan is er ?Š?Šn bundclexemplaar dat in T\' cendubbelpunt heeft, en evenzoo ?Š?Šn

cn met een dubbelpunt op t.Derhalve: op r ligt een dubbelpunt D van <!>Â?. Dc omgekeerde redenecring gaat ook op: als eendubbelpunt D bevat, is DT torsale rechte. Of algemeen:heeft een p-voudig punt, D, dan is TD een (pâ€”l)-voudigtorsale rechte. We zouden dit weer kunnen aantoonen nisboven door middel van (pâ€”1) gemcenschnppelljke raaklijnenIn den bundel van beeldkrommen, maar ook als volgt direct:een vlak .-r door TD = / geeft als doorsnee met eenkromme /c", die met / (n â€”1 f p) punten gemeen heeft, dusontaard is in lk^â€”K welke kromme A"â€”^ T tot (nâ€”2)-voudig punt, D tot (pâ€”l)-voudig punt bezit. AÂ?â€”1 zal danweer ontaard zijn in / An-2 (T"-3 Dp-2), p > 2 onder-



??? steld, enz. Zoo zullen z????veel, x, rechten zijn afgevallen, datnâ€”x ^ pâ€”X nâ€”Xâ€”1 graad van k aantal snijpunten aantal snijpunten(/, k) in D. (/. k) in T. of JC ^ pâ€”1X â€” p of X â€” pâ€” Indien x = p, dan zou k^-p niet door D gaan, evenmin lergens anders buiten T snijden, daar dit een (pl)-voudigpunt voor het oppervlak zou beteekenen, hetgeen niet on-dersteld is. l zou dan slechts (nâ€”pâ€”1) punten met /cn-p ge-meen hebben, wat onmogelijk is. Derhalve is x = p â€” 1. Daarnu / met - P 1 alleen T" â€” P â€” 2 en D gemeen heeft, isons vlak ji geen raakvlak, waaruit blijkt dat de (p â€” 1) rechtenTD geen gewone beschrijvenden maar torsalen zijn, hetgeente bewijzen was. Daar de beeldkrommen c\'n nu (pâ€”1) gemeenschappelijkeraaklijnen hebben in T\', blijven er nog slechts n(n â€”I) â€”p(pâ€”1) basispunten over als doorgangen van enkelvoudigerechten door T. Nemen wij p = n â€” 1, dan heeft \'/^n twee toppen, T, en Tj,en heet dimono??de. T,T2 is (nâ€”2)-voud[g torsaal, cn eenvlak door TjTj

geeft als restdoorsnee een kegelsnede doorT, en Tj. Verder zijn nog n(nâ€”1) â€”(nâ€”1) (nâ€”2) = 2(nâ€”1)enkelvoudige rechten door T, aanwezig, en 2(n -1) door Tj. Bij een trimono??de, met toppen T,, T2, T3, zijn er drie(nâ€”2)-voudige torsale rechten. Het vlak T, To T3 geeftdan als restdoorsnee een kromme van den graad nâ€”3(nâ€”2)= 6-2n. Daar 6â€”2n ^ O moet n ^ 3. Afgezien van hetgeval nÂ?=2 waar de toppen enkelvoudige punten worden,is een trimono??de dus een kubisch oppervlak. Het zelfde geldtvoor een quadrimon????de.



??? Â§ 4. Keeren wij terug tot de gewone mono??de <Z>n envragen eens naar hare krommen, die aan gegeven beeld-figuren zijn toegevoegd. Daartoe hebben wij in het algemeenslechts zoo\'n beeldfiguur uit T terug te projecteeren op hetoppervlak, d.i. de snijfiguur te bepalen van den projectee-renden kegel met Nemen wij b.v. een willekeurige rechte in r. De pro-jecteerende kegel is het vlak (Tl\') en snijdt als oorspronke-lijke figuur op de mono??de uit een vlakke kromme cn met(n-1) voudig punt in T. Anders wordt het, als het beelddoor een hoofdpunt gaat. Voor een punt H, namelijk is hetsnijpunt van H, T met 0n onbepaald; we kunnen dan dusalleen concludeeren dat het origineel een punt van a, bezit.Intusschen heeft dit tengevolge dat de bovengenoemde snij-figuur met de lijn a, bevat, zoodat de graad van heteigenlijke origineel, d.i. de figuur op <Pa die noodig en vol-doende is om de gegeven beeldfiguur door H, te geven,?Š?Šn lager is geworden. Wij zullen hiervan geen voorbeeldengeven bij het oppervlak

0n in \'t algemeen, maar ons nubepalen tot speciale waarden van n. Â§ 5. Zij n = 2, dan is onze mono??de een hijperbolo??dc.Hare twee regelscharen noemen we (a) en {b). De projectiegeschiedt nu uit een willekeurig punt T op het oppervlak,daar elk punt er van (n 1)-voudig is. De doorgangen A\' cn B\' van de twee beschrijvendena, en 6, door T leveren de twee hoofdpunten. Daar allebeschrijvenden van de regelschaar {b) a, snijden, gaan harebeelden alle door A\' en vormen daar een waaier. Evenzoois de projectie van dc regelschaar (a) de waaier door B\'. Een vlakke doorsnee geeft als beeld een kegelsnede c\'^door de twee hoofdpunten A\' cn B\'; cn omgekeerd: een te c^



??? kegelsnede door A\' en B\' moet geprojecteerd zijn dooreen quadratischen kegel, die met de hyperbolo??de behalvede rechten aj en 6, nog een kegelsnede gemeen heeft, waar-van dus het beeld is. on Om de afbeelding van een ruimtekromme pn op de hyper- bolo??de te beschouwen dienen wij te weten hoevele puntenQti gemeen heeft met de a-lijnen en met de 6-lijnen. Heeftzij b.v. Â? snijpunten met een a-rechte aj^ dan heeft zij er(n â€” a) met iedere 6-rechte, daar een vlak (aj b^) in npunten van de mono??de snijdt, d.i. in n punten op a| engelegen. Hieruit volgt weer dat het aantal snijpunten vanpn met iedere a-rechte a bedraagt. Stel nu, dat de p" niet door T gaat; dan is n â€” n-\\-(i,waar a en zijn de aantallen snijpunten buiten T metrespectievelijk een a cn een b lijn. De projecteerencie nc graads-kegel zal dan in t een kromme c\'n uitsnijden, die u maaldoor A\', /5 maal door B\' gaat. En omgekeerd levert deprojecteerende kegel van een c\'n met a-voudig punt A\' en fi-voudig punt B\', z???? dat a /? = n, als

snijflguur met dchyperbolo??de een pn als boven beschreven. Stel echter eens dat pn x-maal door T gaat, cn a en ft .snij-punten met de a- en fc-lijnen buiten T heeft; dus n = <i-\\- fi 2x.De X punten T van pn zullen geprojecteerd worden doorde X raaklijnen in T aan de kromme; deze zijn .v stralenvan den waaier T in vlak (aj 6,). Dc bceldkromme c\' heeftdan buiten A\' en B\' nog x snijpunten S met de lijn A\'B\',en haar graad is a ^ fi x â€” nâ€”x. In het bijzondere gevaldat ?Š?Šn der raaklijnen in T aan pn de lijn a, is, valt ?Š?Šnder punten S in A\' en ?Š?Šn der a snijpunten (pn aj in T.Er gaan dan evenzeer a takken van c\'P doorA\',maar ?Š?Šn van de takken heeft A\'B\' tot raaklijn.



??? Omgekeerd, gaat een kromme jn t a maaldoor A\', ft maal door B\' en snijdt zij A\'B\' daarbuiten nogin X punten, dan is zij het beeld van een j?Â? 2.vdieX maal door T gaat en buiten T nog a punten met iederea-lijn, punten met iedere 6-lijn gemeen heeft. Is c\' eenwillekeurige rechte, dan is a = o, p ~ o, a = 1, en het origineeldus een kegelsnede. Evenzoo is een willekeurige kegelsnede in r het beeld vaneen t)^, die in T een dubbelpunt bezit. We zien dus dat op de hyperbolo??de krommen van eikengraad mogelijk zijn; n = a in het eenvoudigste geval,uit welke betrekking wij voor iedere gegeven n minstens?Š?Šn stel waarden (a,kunnen vinden, z???? dat c\'Â? /^hetbeeld is van een ^m. Echter kunnen wij n â€” 7 b.v. splitsenin Â? = 4, p â€” 3 of in a = 5. 2. in welke twee gevallenwij ruimtekrommen op d > hyperbolo??de krijgen, die weliswaarvan denzelfden graad zijn, maar verschillend ten opzichtevan haar aantal schijnbare dubbelpunten. Dc eerste namelijkheeft er /i = 72 â€? â€? 3 \'/j â€? 3 â–  2 = 9. het aantal

dubbelpun-ten dat gelijkwaardig is met ?Š?Šn viervoudig en ?Š?Šn drievoudigpunt; de tweede \'/s â€? 5.4 "V2.2.1 = 11. Voor een willekeurigewaarde van h zullen uit de formule h =â€? \'/j I) \'/j fi{pâ€”])dan ook niet steeds twee geheele waarden voor n en p ge-vonden kunnen worden, zoodat wel krommen van iederengraad, maar niet van iedere /j-waarde op dc hyperbolo??dezullen voorkomen. Â§ 6. Nemen wij thans n â€” 3. dc kiibischc mono??de.In verband met het algemeen geval zien we dan: cr liggenzes rechten ak door T op die door dc zes hoofdpuntenM worden afgebeeld. Het vlak door Jk en ai snijdt \'P"^ nog



??? volgens een derde rechte, Cy\\, die niet door T gaat, enbeeldt deze fki in zijn doorgang Hk Hi met r af. Het aantal combinaties kl bedraagt ^ = 15, zoodat wij vinden: De kubische mono??de bevat 15 rechten die niet door T gaan.Vlakke c^ De oo ^ vlakke doorsneden c^ hebben kubische krommendoor de 6 hoofdpunten tot beelden, en omgekeerd is ^Ikekubische kromme van den complex, door de 6 Hk bepaald,het beeld van een vlakke doorsnee. Tot de C^ door de zespunten H behoort de driezijde (H, Hj, H3 H4, Hg H^);daar zij de drie rechten Cjj, C34, ^55 afbeeldt, liggen deze in?Š?Šn vlak, een drievoudig raakvlak aan de mono??de. Dezeheeft er zoo 15. Immers, ?Š?Šn zijde van een driezijde p q r, door de zes punten H, kan gekozen worden op ^ â€” 15 4.3 wijzen, daarbij de 2e zijde op -j-^ = 6 manieren; echter kunnen drie verschillende keuzen van de eerste zijde voerentot een zelfde driezijde, terwijl elk van die drie weer tweewegen opent naar eenzelfde exemplaar bij de keuze van detweede zijde. Ieder is

dus zes maal geteld en het totaal aantal drievoudige raakvlakken bedraagt = 15. O Nemen wij eens een rechte l\' in r. Zij is het beeld vande nodale c^, die het vlak (/\' T) op uitsnijdt. Gaat /\'door H,, dan bestaat de doorsnede uit dc rechte aj en eenkegelsnede door T die a, snijdt. Gaan we uit van een willekeurige c\'^ in r, en passenwij een andere methode toe om het origineel te vinden,n.1. de snijding met een door de hoofdpunten cn metden doorgang h^ van den raakkegel in T. De eerstesnijding levert zes gemeenschappelijke punten, de tweedevier, waaruit blijkt dat onze c\'^ een kromme afbeeldt,



??? die met een vlakke doorsnee zes punten gemeen heeft envolgens vier verschillende raakribben door den top T heen-gaat. Deze kromme is dus een met viervoudig punt T.De doorsnede van den projecteerenden quadratischen kegelmet fp^ zou ons dezelfde q^ geleverd hebben. Laat men echter c\'^ door Hj gaan, dan leidt ons dit niettot de conclusie van een gemeenschappelijk punt van encx. maar van een snijding van deze beide krommen met a,in verschillende punten. Voor de gemeenschappelijke puntenvan c^ en cx hebben we dus slechts te letten op de snijpuntender beelden buiten dc hoofdpunten. Dit zijn er vijf, terwijlc\'^ buiten Hj nog maar drie punten met gemeen heeft.Derhalve is het origineel een met een drievoudig puntin T, rustend op a,. Evenzoo geeft een c\'^ door H, en Hj een over a, en32 met dubbelpunt T. Ook geeft een c\'^ door H,, Hj, H3 een q^ over a,, aj, aj,door T gaand en een c\'^ door H,, Hj, Hj. H4 een erovera,. aj, aj, a^\', deze laatste kegelsnede is in cen vlak doorf56 gelegen, omdat

Hg H(, c\'^ in twee punten buiten dehoofdpunten snijdt, dus f56 koorde is van We zagen de afbeelding van een door T op drie a-lijnen rustend. Stel nu dat q"^ niet door den top gaat; uitT is dan ?Š?Šn koorde van q"^ te trekken, welke, daar zij vierpunten met \'P^ gemeen heeft, op de mono??de ligt. Wijkunnen haar a, noemen, zoodat de projectie van eendubbelpunt krijgt in H,. Of zij ook nog andere hoofdpuntenzal bevatten, of dus nog andere a-rechtcn zal snijden, isgemakkelijk na te gaan. Immers, snijding met ccn doorde hoofdpunten zal buiten deze laatsten drie snijpunten moetenleveren als beelden van de drie gemeenschappelijke punten



??? {c^ 0^}\', derhalve zes snijpunten in Hk waarvan twee alin Hl zijn gelegen. Wij zien dus dat een q^ op dieniet door T gaat, een a-rechte, b.v. a^, tot koorde zalhebben, op aj, a^, a^, a^ ?Š?Šnmaal zal rusten, niet zal snij-den. Wat betreft de rechten Cj^j, heeft c\',2 = H, Hj al driepunten met de beeldkromme gemeen in de twee hoofdpunten,er buiten dus geen meer; q^ zal dus C,2 niet snijden, enevenmin r,3, r^^; daarentegen ^23, Tj.,, Cjs- ^34. ^35. Q5.?Š?Šnmaal, en ^26- ^36Â? ^46- ^50 tweemaal. Dat er altijd krommen die niet door T gaan, opgevonden kunnen worden, blijkt als we omgekeerd te werkgaan: neem een q\'^ in r aan, met dubbelpunt H,, doorH2, H3, H4. H5, waarmee slechts zeven punten bepaald zijn.Zij snijdt een c\'^, door de hoofdpunten, buiten d?Šze laatstedriemaal, is dus het beeld van een ruimtekromme Aan-gezien deze geen trisecanten kan bezitten, kan zij ook nietuit ?Š?Šn harer punten als nodale kromme geprojecteerd wor-den; het dubbelpunt in H, wijst er dus op dat n^ niet doorT gaat.

Â??"> Algemeen: afbeelding van een pm die x maal door T gaat en de rechten ai in nog Â?k punten snijdt, geeft eenp\'m â€”x;want de projecteerende kegel is van den graad rnâ€”x, omdateen vlak door den top nog slechts zoovele punten met pmgemeen heeft. Snijding van p\'mâ€”x met cen door de hoofd-punten geeft 3(mâ€”x) snijpunten, verdeeld in rn buiten dehoofdpunten en er in, zoodat 3(rn - A\') ~ m -V/k. Tercontrole snijden wij p\' ook nog met y.^, hetgeen geeft2{m _ a:) = a: -f- In beide gevallen vinden wij 2 m â€” 3x = -iVik. Dimono??dc Â§ 7. Nemen we het bijzondere geval dat een dimo-no??de is. met toppen T, en Tj. Door elk van deze beide



??? gaan dan nog 3.2 â€” 2.1=4 rechten behalve de torsale tdie de toppen verbindt, zoodat het aantal hoofdpunten totvijf gereduceerd is. Zijn a^. 34. a-^, a^ de rechten door T,.63. 64, 65, die door Tj; het vlak (f 33) bevat dan. daarde doorsnee in Tj een dubbelpunt moet bezitten, in dedoorsnede nog een rechte door Tj. b.v. b^. Evenzoo mogenelkaar snijden a^ en 64. 35 en 65. a^ en b(y, terwijl de pro-jectie uit T] moge geschieden. We vinden dan in den doorgang H,2 van t tevens hareafbeelding, in H3. H4. H5. H(, de beelden van a^, a^, a^, a^,terwijl projectie van 63, 64, b^, b(, de doorgangen geeft vande vlakken {ta^), (t a^) enz.; derhalve H12 H3, H|2 H4, enz.De raaklijn r,2 in H,2 aan de raaklijnenkegelsncde is deprojectie van de lijn r. restdoorsnee met de mono??de vanhet raakvlak door t; cn tenslotte is H3 H4 het beeld vanC34, restdoorsnee van vlak (03 34), H3 H^ van C35, enz. Het is duidelijk dat 65 cn het vlak (33 34) in tweepunten van C34 doorboren, zoodat deze laatste de snijlijnis van vlak (a^ 34) met

vlak (b^ b(,). Evenzoo de overige ri,i. Van de vijftien driezijden door de basispunten zijn hier.met de twee in H12 samengevallen basispunten, slechts negenovergebleven, waarvan drie nog drievoudige raakvlakkenafbeelden, de overige 6 tweevoudige. Immers beschouw dedriezijde H,2 H3. H,2 H4. H5 Hf,; zij beeldt de vlakkedoorsnee 63 b^ C50 af. van wier drie hoekpunten twee alsraakpunt dienst doen, terwijl het derde het dubbelpunt T2 is. \'^"nono??dc Â§ 8. Bij een trimono??de vinden we door eiken top bultende twee torsalen nog 3 . 2â€”2 .2.1=2 rechten, 35 en a^door T,. b^ cn bf, door T2. f5 en C^ door T3, terwijl hetaantal hoofdpunten, evenals het aantal rechten door T,,



??? vier bedraagt. Vlak (ag fjz) geeft als restdoorsnee een rechtedoor Tjj zij dit 65. Dan liggen a^. t,^. h ook weer com-planair, enz. Wij krijgen dan als beeld van ^12 -^ HI2 ^13 -H34 ^23 HJ2 H34 as en a^ -Hg en H^ fcg en -> Hg H,2 en H^ H,2 en C?? -> Ha H34 en H^ H34 % -H5 H?? waar ^50 de restdoorsnee van vlak (aj ag) is. Verder is ernog (isG die het paar {brâ€ž b^) tot volledige vlakke doorsneeaanvult. Haar beeld moet zijn de raaklijn in H34 aan deraaklijnenkegelsnede, die immers met Hja H^, en H12 HÂ? detotale doorsnee van vlak (b^ b^) met de mono??de afbeeldt.Deze raaklijn is echter tevens projectie van de rechte r volgenswelke het raakvlak door fu het oppervlak nog snijdt, eninderdaad is deze rechte identiek met /Jgo. Want t^i heeftmet vlak (^5 b^) ?Š?Šn punt der mono??de gemeen, een puntvan ftif. aangezien zij noch bc, noch bc snijdt; vormt danmet ti3 een vlak, in hun snijpunt rakend aan de mono??de,dan echter langs dc geheele torsale f,3 rakend, waarmee degenoemde identiciteit

aangetoond is. Quadri\' Bij een quadrimono??de M^ gaan door de toppen geenmono??de f^chten behalve de drie torsalen. We hebben hier nogmaar drie hoofdpunten overgehouden en vinden gemakkelijkals boven de verschillende afbeeldingen. 04 Â§ 9. Voor n = 4 vermelden wij het bijzonder gevalvan het oppervlak van Steiner, de vierdegraadsmono??demet drie dubbelrechten door den top S. Dan is S dus triplanair



??? punt, daar een kubische raaklijnenkegel alleen drie dubbel-rechten kan bevatten wanneer hij ontaard is. De vlakke doorsneden hebben tot beelden rationale c\'*,wier drie dubbelpunten gelegen zijn in de doorgangen D,, D.^, D3der dubbelrechten. Niet iedere c\'* door de 3 hoofdpunten Dk is hier echterhet beeld van een vlakke c^. Want in Dk zijn negen be-palende punten gelegen, waarmee dus oo^ ?¨xemplaren be-paald zijn. Idiervan beelden oo^ de vlakke doorsneden af;de overigen ruimtekrommen q^ die de dubbelrechten totkoorden hebben. Een bundel vlakke doorsneden om een as a levert behalvede drie punten Dk nog vier collineaire basispunten K, debeelden der snijpunten van a met het oppervlak. Voor hetbepalen van de klasse van hebben wij noodig het aantalc\'* in den bundel die ontaard zijn in twee kegelsneden, daarhet raakvlak aan de doorsnee nog een vierde dubbelpunt,het raakpunt, als eisch oplegt, leder der twee c\'^ der ont-aarde figuur moet door D,, Dj, D3 en twee punten K gaan;het

aantal combinaties twee aan twee der punten K bedraagtzes en het aantal kegelsnedenparen dus drie. Hieruit volgt:de klasse van is drie.



??? HOOFDSTUK II. Â§ 1, Een oppervlak n 1 met m-voudige rechte aen n-voudige rechte b kan afgebeeld worden op een platvlak r door de bilineaire congruentie der transversalen overa en b, daar dezen in het algemeen behalve de snijpuntenmet a en b nog slechts ?Š?Šn punt P met het oppervlak ge-meen hebben. De doorgang P\' door r van de transversaaluit P is dan beeld van P. We noemen dus projecteerendelijn van P de lijn die behalve dit punt nog m punten methet oppervlak op a en n op fc gemeen heeft. Voor P op awordt dit een raaklijn in P aan het oppervlak die op b rust,daar er dan (m 1) gemeenschappelijke punten in P gelegenzijn. Evenzoo voor een punt van b. Zij A* doorgang van a door r, B* van b.Vlakke Willen we het beeld van een vlakke doorsnee cni " 1doorsnee moeken, dan bedenken we dat de projecteerende lijnen eenregelvlak vormen met richtkrommen cm n l, aenb. Hetbeeld c\' zal zeker door A* en B* gaan, daar uit deze tweepunten als behoorende tot de richtlijnen ?Š?Šn of meer be-

schrijvenden vertrekken, wier doorgangen zij dan vormen.Om te zien hoe vaak zij zoo een punt van c projecteeren,hoe vaak dus c\' door A* en B* zal gaan, zoeken wij dengraad .van het regelvlak en de veelvoudigheid der richt-lijnen. In het vlak van de doorsnee ligt als eenige op a en brustende rechte de verbindingslijn van de doorgangen A en 0m n l



??? B van a en b, die cm n -f 1 in ?Š?Šn punt buiten A en Bsnijdt. Slechts bij dit ?Š?Šne punt behoort A B als beschrijvendevan het regelvlak. Want om A b.v. af te beelden hebbenwe als projecteerende lijn noodig een raaklijn in A aan hetoppervlak; elk der m raakvlakken in A bevat ?Š?Šn raaklijndie op b rust en derhalve projecteerende van A is, en totdie m behoort niet de lijn AB in een willekeurige vlakkedoorsnee door A. Evenzoo voor B. Daar nu AB enkel-voudige beschrijvende van het regelvlak is en cm n 1enkelvoudige richtlijn, is de graad van het regelvlak m n 2;dit is tevens de graad van de beeldkromme. Verder zien we dat b den kegel, die cm -(- n -}" 1 uit eenpunt X van a projecteert, in m -f 1 punten buiten B snijdt.Ieder van die m 1 geeft, verbonden met X, een beschrij-vende van het regelvlak. zoodat a (rn l) voudigc richtlijnis. Evenzoo is 6 (n l)-voudige richtlijn en derhalve is debeeldkromme van câ„? n 1 een c\'m n 2 (A*m 1, B*n 1). Â§ 2. De snijding van twee zulke beeldkrommen brengtons, evenals bij de

mono??den, op de rechten van het opper-vlak: een projecteerende lijn, die met twee vlakke door-sneden twee verschillende punten gemeen heeft, ligt op hetoppervlak. Singuliere punten, hoofdpunten der afbeelding,zijn hier echter niet alleen de voetpunten Hk dier rechten,maar ook de doorgangen door t van a en b, namelijk A*en B*. Immers, vlak (B*a) snijdt\'/Â?m n 1 nog in een kromme1. waarvan alle punten in B* worden afgebeeld. Evenzoois A* beeld van een /cm l. Een gaan door B* van de beeld-figuur beteekent dus slechts voor het origineel een ontmoe-ting met k^ K en twee krommen, wier beelden elkaar inB* snijden, zullen in het algemeen twee verschillende puntenvan k^ 1 bevatten wier projecteerende lijnen ook verschillend 2



??? zijn en niet op het oppervlak liggen. De berekening voorp, het aantal rechten op ^m n l wordt dan aldus:(m n 2)2 = m n 1 (m 1)^ (n 1)^ p.Waaruit volgt p = 2 m n m n Het oppervlak bevat dus 2mn m n \\ rechten, die opa en b rusten. Wij noemen deze rechten /ik. waar A; = O .... (p â€” 1).Nog dient gewezen te worden op de rechte A*B* alssingulariteit: zij is in haar geheel de afbeelding van het?Š?Šne snijpunt D dat A*B* met het oppervlak oplevert buitenA* en B*. Rechte a Â§ 3. Het beeld van a krijgen we blijkbaar door hetregelvlak der rechten die 0m n l in punten van a aan-raken. Daar elk der m raakvlakken in zoo\'n punt ?Š?Šn raak-lijn, op b rustend, geeft, is a m-voudige richtlijn. Verder be-vat een vlak n door a (n 1) beschrijvenden van het regelvlak;de restdoorsnee met <?m n l is namelijk een kromme/cn 1,die a in n 1 punten snijdt, en de beschrijvenden zijn deverbindingslijnen dier snijpunten met den doorgang B| vanb door 71. We vinden dus voor den graad van het regelvlakhet getal m n 1 en zien tevens dat

door een willekeurigpunt Bl van b (n 1) beschrijvenden gaan, zoodat t (n 1)-voudige richtlijn is. Bedenken wc nog dat a de p rechtenop het oppervlak snijdt, dan is duidelijk dat het beeld a vana is een kromme am n l (A*ra, B*n 1, p Hk). Rechte b Evenzoo is het beeld van 6 een ^m n 1 (A*ni 1, B*n, p Hk). Contr?´le: Snijding van a en ?Ÿ moet alleen in de hoofd-punten gemeenschappelijke punten geven, daar a en b nietsgemeen hebben, maar beide de p rechten en de boven-genoemde restkrommen 1 en Am l snijden; b snijdt



??? namelijk An 1 in het n-voudige punt B* en AÂŽ 1 in m 4-1punten; analoog a. De contr?´le geeft dan: (m n 1)2 = (2 m n m n 1) m (m 1) n( n 1). hetgeen inderdaad juist is. Â§ 4. Om te zien welke krommen op ons oppervlak kunnenvoorkomen, beschouwen wij in r een willekeurige krommec\'r. Evenals bij de mono??den kunnen wij ook hier in hetalgemeen terugprojecteeren om het origineel te vinden, het-geen als projecteerende figuur hier het regelvlak levert derlijnen, die op a, b en c\' rusten en de figuur op het opper-vlak afbeelden die noodig en voldoende is om c\'r tot beeldte geven. Wij dienen echter te bedenken dat niet alleen,evenals bij de mono??den, de p rechten tot de doorsnee vanregelvlak en oppervlak kunnen behooren (namelijk als c\'r doorde punten Hk gaat) zonder dat zij van het origineel deeluitmaken, maar dat dit met de richtlijnen a en 6 van hetregelvlak altijd het geval is. Immers, een willekeurige krommein t. c\'\', zal in het algemeen tot projecteerende lijnen geenraaklijnen aan het oppervlak in

punten van a of b leveren,dus zal a ol b ook niet tot het origineel behooren ofschoonzij wel deel uitmaakt van de doorsnee. Van onze willekeurige c\'r vormen de projecteerende lijneneen regelvlak van den graad 2 r; t bevat namelijk behalve deenkelvoudige richtlijn c\'r de rechte A*B*, die voor elk van haarr snijpunten met c\'"" beschrijvende, alzoo r-voudige beschrij-vende is. Verder is a r-voudige richtlijn : vlak (A b), waar Aeen willekeurig punt van a is, snijdt c\'r in r punten, waaruitevenzoovele beschrijvenden over b naar A gaan. Evenzoois b r-voudige richtlijn. Derhalve is het origineel een ruimte-kromme van den graad 2 r (m n 1)â€”rmâ€”rn = r(m n 2)



??? Zij rust in r(m n 1) punten op a, zooals blijkt uit der{m n l) gemeenschappelijke punten van c\'^ met a, terwijlzij in D, het eenige snijpunt van A*B* met ^ buiten A* enB*. een r-voudig punt bezit vanwege de r snijpunten vanA*B* met c\'r. Gaat c\'r door A*, dan beteekent dit voor de ruimtekrommeeen snijpunt met Aim l, voor ons regelvlak dus ?Š?Šn be-schrijvende door A*. A*B* is dan ook niet als beschrijvendedoor het punt A* te rekenen, is derhalve (râ€”l)-voudigebeschrijvende, zoodat de graad van het regelvlak wordtr râ€”l=2râ€”1. Zoeken wij nu het aantal beschrijvenden,uit een willekeurig punt B van b, dan mogen we hiertoeook niet BA* rekenen, zoodat vlak (Ba) ons brengt totslechts (râ€”1) beschrijvenden, n.l. behoorende bij de (râ€”1)snijpunten met c\'r buiten A*. Wanneer c\'r a-maal gaat door A*geeft dit dus een vermindering van de veelvoudigheid van richt-lijn b met a. In het algemeen krijgen we dan als graad vande ruimtekromme wier beeld c\'r a-maal door A*, ^-maal doorB*, 4-niaal door het hoofdpunt

Hk gaat, (2 r - a /9) (m n 1) - m (r - /5) _ n (r _ a) _ r^= r (m n 2) - a (m 1) _ ^ (a 1) -welke ruimtekromme dan 4 maal op /ik rust. Snijding met de beelden van a en b geeft ons nog hetaantal snijpunten der ruimtekromme met deze twee lijnen. Dit resultaat is eenvoudiger te verkrijgen door snijdingmet een vlakke doorsnee. In t geeft dat r (m n 2) snij-punten, waarvan degenen die in de hoofdpunten liggen weerniet de< afbeelding zijn van snijpunten in het origineel. Wevinden dan onmiddellijk buiten de hoofdpunten het aantalr{m n 2) - a (m 1) - (n 1) â€” -TA, als graad der ruimte-kromme.



??? !o Â§ 5. De afbeelding wordt eenigszins vereenvoudigd doorX te leggen door ?Š?Šn der rechten hk, ho bijvoorbeeld, ho wordtdan A*B*, terwijl er verder nog 2m n m n andere trans-versalen over a en b op Cpm n l liggen. Daar ho tot het regelvlak van den graad m n 2 behoortdat een vlakke doorsnee cm n 1 afbeeldt, wordt de restvan de doorsnee van het regelvlak met r, het beeld vancm n 1 dus, gevormd door een kromme c\'^i n 1 met eenm-voudig punt A* en n-voudig punt B* en gaande door de2 m n m n overige hoofdpunten. Ook het beeld van a wordt eenvoudiger: een krommevan den graad (m n), die (m â€” l)-maal door A*. n-maaldoor B* en ?Š?Šnmaal door de andere hoofdpunten gaat.Analoog voor b. Â§ 6. Nemen wij als voorbeeld van deze afbeelding hetgeval m= 1, n= 1. het kubisch oppervlak. Het is bekend dat dit 27 rechten bevat. Dezen kunnenelkaar niet allen snijden, want: zij \'/, m) een paar snijdenden,dan ligt in haar vlak nog een derde rechte, n. Denken wijons nu door / nog zoo\'n drievoudig

raakvlak dat behalve lnog m\' en n\' moge bevatten, dan zal m\' de rechte m moetenkruisen of haar snijden op /. Dit laatste zou een kegelpuntvoor het oppervlak beteekenen, buiten de onderstelling. Duskruisen m en m\' elkaar,^e 27 Zij (fcp 62) een stel kruisende rechten op dan kan\'\'echten de afbeelding geschieden door de transversalen over dezetwee. Stellen wij nu in het voorheen gevonden aantalrechten m=l, rt=l, dan vinden wij het getal 5, van welkvijftal, op bi en b^ rustend, wij ons ?Š?Šn in het tafereeldenken: wij noemen deze laatste Cjj. De andere vier noemenwij 83, 34, ay a^, met doorgangen en beelden H3, H4, H5, Hg.



??? De doorgang van beeldt de rechte a, af, restdoorsneevan vlak (qj b^ met het oppervlak; de doorgang van b^analoog een rechte 82. Wij kunnen nu deze doorgangspuntenH, en H2 noemen in aansluiting aan de andere punten Hdie rechten afbeelden. Van de 27 rechten hebben wij zooal zeven in de beeldfiguur teruggevonden, zes in de puntenHfc en als zevende C12, waarvan ieder punt wordt afgebeeldin de geheele qj. Nu de overige twintig. Waartoe leidt onsin het tafereel b.v. de lijn ??j ? Uit het algemeene geval, waardeze lijn a heette, volgt terstond, voor m en n= 1, dat hetbeeld een kegelsnede zal zijn, gaande door Hj, H3, H4, Hj, H^.Evenzoo leidt tot de kegelsnede (H, H3 H4 H5 Hg). We vragen ons af of ook de kegelsneden bepaald doorvijf andere hoofdpunten een dergelijke beteekenis hebben.Daartoe bedenken we eerst dat een vlakke doorsnee, volgenshet algemeen geval, in t een c\'^ levert door de zes puntenHk . Deze wordt door elk der genoemde kegelsneden in vijfhoofdpunten gesneden, dus in

nog ?Š?Šn punt daarbuiten,zoodat alle zes kegelsneden door vijf punten Hk inderdaadrechten voorstellen. We hebben nu nog veertien lijnen thuis te brengen, envinden die afgebeeld in de verbindingslijnen Hk Hi . Immers,ook dezen hebben buiten de hoofdpunten nog slechts ?Š?Šnpunt met c\'^ gemeen. De combinatie A/ is op 15 manieren mogelijk, doch daar wij Hj H2 = Cja al gerekendhadden, vinden we hier inderdaad de veertien overigerechten Cki. We vonden dus: 6 ai.....ae afgebeeld door H,.....H^ kegelsneden (H2H3H4H5H6) enz.15 Ckl ,f .. H, H, Uit de beeldfiguur lezen we dat elkaar kruisen:



??? au en ai. \' k en hy au en ^k : dat ak en elkaar snijden. Ooksnijdt Cki de rechten ??k, bx, ak. a\\, zoodat zij de doorsnee isder vlakken (ak^*! ) en (ai b^), en tevens de rechten Cpq.waaruit volgt dat de c-lijnen drie aan drie in vijftien drie-voudige raakvlakken liggen. De a- en ?“-lijnen, twaalf in getal, vormen een bisextupel [l^XXXX\'^f^\'} geori??nteerd is, dat alleen twee elementen uit verschillende rij ?Šn verschillende kolom elkaarsnijden. Daar. zooals gemakkelijk is na te gaan. elke der27 rechten tien andere snijdt en dus zestien kruist, zijn er\' paren kruisende lijnen, zooals (a,, 6,) er ?Š?Šn is. Bijelk stel behoort slechts ?Š?Šn bisextupel. Want van a, en b^,boven elkaar gezet, uitgaande kunnen wij geen 6-lijnen inde bovenste rij krijgen, daar nooit zes a\'s en 6\'s doorelkaar onderling kruisend kunnen zijn, en ook geen c-lijnen,daar deze de index 1 zouden moeten bezitten om b^ te snijdenen die zouden moeten missen om a, te kruisen. Het ?Š?Šne,bij (ap/\'i) behoorende bisextupel behoort echter evenzeer bij 27 16

ieder stel (ak, zoodat wij in het geheel vinden -2^ = 36bisextupels. Â§ 7. Gaan wij na deze indeeling der 27 rechten eensna hoe verschillende krommen op het oppervlak op t wordenafgebeeld. Nemen wij in r een willekeurige rechte /\'. Zij snijdt eenc\'^ door de hoofdpunten in drie punten buiten Hk. is dushet beeld van een q^ op het oppervlak. Daar verder dekegelsneden (Hj Hj H3 H4 Hj) enz. elk twee snijpunten metleveren, de rechten Hk H| ?Š?Šn snijpunt, heeft de q^ de zesZz-Iijnen tot bisecanten, de c-lijnen tot unisecanten, terwijl zij,daar l\' niet door de punten Hk gaat, de a-rechten niet snijdt.Bij een andere afbeelding van het kubisch oppervlak



??? zullen we zien dat iedere q^ op ^^ zes der 27 rechten, zijhet dan ook niet het zestal Z\'-Iijnen, tot bisecanten heeft.Dat er inderdaad zulke krommen q^ op zijn, die anderedan de 6-lijnen tot koorden hebben, blijkt dadelijk als wijbij de afbeelding van twee andere kruisende rechten uitgaanen r weer leggen door ?Š?Šn der op gelegen transversalenover dit tweetal. Iedere rechte in dit nieuwe tafereel isdan beeld van een die behalve de twee gegeven kruisenderechten nog vier andere tot koorden heeft; waarmee het ge-stelde aangetoond is. Deze laatste q^ zal echter in ons oorspronkelijk tafereelniet als rechte afgebeeld worden. Hoe dan wel? Dat zalvan de ori??ntatie t.o.v. de verschillende lijnen afhangen, vanhet feit welk zestal hare bisecanten zijn. Wij willen daaromnu verband zoeken tusschen den graad r van haar beeld-kromme en het aantal snijpunten, at, met de lijnen at b.v.Snijden wij daartoe de beeldkromme met het beeld van eenvlakke doorsnee, dan is SrrzrS ^-?Ÿakof ^-fiakzzzSCr-1) 1)Verder vinden wij

uit het feit dat ruimtekromme en beeldwegens de (1,1) afbeelding hetzelfde geslacht hebben V2 (3-l)(3-2)-/i= V2(r - l)(r-2)- Vz-S\'.akCak- 1) waar de laatste term voorstelt het aantal dubbelpunten datgelijkwaardig is "met de ok-voudige punten der beeldkromme,en /i = aantal schijnbare dubbelpunten der ruimtekromme.Voor cen q^ is h=l, zoodat r^ â€” 3 f 2 = _ 2akof, in verband met 1) = 2)Aan de betrekkingen 1) en 2) moet voldaan zijn bij deafbeelding van een q^ op het kubisch oppervlak. Daar deze



??? hoogstens bisecanten kan hebben is a^ ^ 2, r^ _ 1 ^ 24,r ^ 5. Het beeld is dus hoogstens een c\'ÂŽ. Wij zullennagaan of de gevallen r = 5, 4,... 1, inderdaad alle kunnenvoldoen aan 1) en 2) bij eenige rangschikking van at.r = 5. Dan zou moeten zijn ^\'^Ok^r; 24 = 44-4 4 4 4 4als eenige mogelijke verdeeling der zes quadraten. Datwil zeggen: indien het mogelijk Fs een q^ door eene\'\'af te beelden in ons aangenomen tafereel, dan moet q^de zes a-lijnen tot koorden hebben, c\'ÂŽ de hoofdpuntenalle tot dubbelpunten; c\'ÂŽ (6 Hk^) dus. Maken wij nu desom 2\'ak op, dan komt ook formule 1) uit; zoodat in-derdaad zoo\'n c\'ÂŽ beeld van een q"^ op het oppervlakis. De ligging der andere rechten, t.o.v. volgt uitsnijding van hare beelden met c\'\'. In het overzichthieronder is zij voor elke r-waarde aangegeven,r = 4 =15 = 4 4 4 1 1 1. 3 der a-lijnen zijnkoorden, 3 unisecanten. ^\'ok = 9= 3(râ€”1). Het beeldis c\'" (H.^H^^Ha^H^ H, He).r = 3 2\'6ak2 = 8 = 4 4 0 0 0-r0. 2-0^ = 4 ^ 3(râ€”l). Dus z????n q^ bestaat niet op \'P^.2;

= 8 = 4 M I 1 1 1 0. E?Šn a-koorde, 4 a-uni-secanten, 1 a-nulsecante. ^\'ak = 6 = 3 (râ€”1). Het beeldis c\'3 (H,2H2 Ha H^ HJ. r = 2 J\'6ak2 = 3=l l l 0 0 0. 2\'ak = 3 = 3 (râ€”1). 3 a-unisecanten, 3 a-nulsecanten.Het beeld is c\'^ (H, Hj H3). 2"\'ak=0. 6 a-nulsecanten. Ieder dezer r-waarden vertegenwoordigt bij bepaalde in-deeling der a-lijnen een stelsel van oo^ krommen q^ opzooals blijkt uit het aantal bepalende punten der beeld-krommen, in de hoofdpunten gelegen: dit is telkens twee



??? minder dan benoodigd is voor het bepalen van ?Š?Šn kromme c\'.Echter kan bij r = 4 bv., het drietal a-lijnen dat als koordedienst doet op ^= 20 manieren gekozen worden, zoodater 20 stelsels van deze q^ zijn. Analoog voor r = 3 enz. Overzicht der krommen q^ op Beeld 6 koorden 15 unisecanten 6 nulsecanten stelsels c" a, .... ae Ckl bi....be 1 c\'* 3) a2a3C45C46 C56 bl b2b3a4 85 ae CaaCisCijbebj b4 20 en overige Ckl c\'Â? ai hl C26C36C46C56 a2....a5 b2....b5 aeb??CizCjaCHCis 30 â€? en overige Cki c\'2 hs b2 b, C56 C46 C45 ai a2a3b4b5b6 Cl 2 Cl 3 C23 a4 aj ag 20 cn overige Cki c\' Ckl a,----afi 1 In het geheel 72 De twee zestallen koorden en nulsecanten van elk stelselvormen een bisextupel. Ieder bisextupel hoort bij 2 stelsels,zoodat wij hier weer het getal 36 terugvinden



??? HOOFDSTUK III. Â§ 1. De afbeelding van een $n p l met n-voudigekromme a\'\' en p-voudige rechte /S die a"\' (qâ€”l)-maal snijdt,geschiedt door de rechten die in verschillende punten opa en ^ rusten, in dier voege dat de projecteerende lijn vaneen punt P is de lijn die behalve P nog n punten op a ennog p op met het oppervlak gemeen heeft. Voor P opa of /5 wordt zij raaklijn. Deze projecteerende lijnen vormen een congruentie (1,9):door een willekeurig punt P is het vlak (P^) te\'leggen datmet a buiten nog slechts ?Š?Šn punt U gemeen heeft, zoo-dat PU de eenige projecteerende lijn is door P; een wille-keurig vlak snijdt /3 in een punt V, a in q punten, die.verbonden met V, q projecteerende lijnen geven. Singuliere punten in r van deze (1,1) afbeelding zijn weer,behalve de voetpunten der op het oppervlak nog te vindenrechten, de q doorgangen van a"!, Ak*. en de doorgang B*van /3, welke alle beelden zijn van oo \' punten op het opper-vlak. ^\'a/cjce Â§ 2. Zij cn p 1 een vlakke doorsnee die in F, a indoorsnee

de q punten Gk moge snijden. De projecteerende figuur ishet regelvlak der rechten die in twee verschillende puntenop a en /3 en tevens op c rusten en dit snijpunt met c af-beelden. Gaan wij den graad en de veelvuldigheid der richt-lijnen na. Uit een punt A van a wordt c centraal geprojecteerd



??? volgens een kegel van den graad n p 1, die ft in (n 1)punten buiten c snijdt. Deze (n 1) geven, verbonden metA, evenzoovele beschrijvenden van ons regelvlak, het puntF daarentegen niet. Want dan zou A F het punt F moetenafbeelden; maar als punt van ft wordt F afgebeeld door praaklijnen aan $n p l, n.l. in elk der p raakvlakken in Fdoor de raaklijn die op a rust; en voor een willekeurig puntA op a zal in het algemeen A F niet tot die p raaklijnenbehooren; a is derhalve (n l)-voudige richtlijn. Evenzoovinden we dat richtlijn ft (p <?)-voudig is: de c projectee-rende kegel, met top B op ft, snijdt a in q {n p l)-q n-p{q-\\) = (p q)punten buiten ft en c, die elk een beschrijvende leveren. Depunten Gk tellen weer niet mee, om dezelfde reden als boven F;de punten A] ... Aq_, waarin ft de kromme a"! snijdt even-min, daar ft dan projecteerende lijn zou moeten wezen van F;voor een willekeurige vlakke doorsnee nu zijn de projectee-rende lijnen van haar snijpunt met ft de p raaklijnen, bovenreeds genoemd, waartoe in het

algemeen ft niet behoort. Dusft is (p ^)-voudige richtlijn. Merken wij nog op dat in hetvlak van c de punten Gk, verbonden met F, q beschrijvendenleveren, projecteerende lijnen van hun eenig snijpunt met cbuiten a en ft, dan volgt voor den graad van het regelvlak datcn p 1 afbeeldt het getal n p <7 1, en het beeld is eenc\'n p q 1 {qk*n \\, B*P q). Twee zulke krommen, c\\ en c\'j, hebben buiten A* en B*(n p 5  (n 1)^â€”(p q)^ gemeenschappelijke punten. Hiertoe behooren nog de (n p 1) beelden der snijpuntenvan c, en Cj, terwijl de overigen rechten op het oppervlak,rustend op a en ft, afbeelden. Derhalve: Het aantal rechten bedraagt s = n^ 2pn n p q^n^q.



??? Hare voetpunten geven s hoofdpunten Hk. Nemen we q=\\, dan vinden we het aantal in hoofdstuk IIgevonden. Verder is uit deze formule te lezen dat voor n = 1 hetaantal rechten op aznft rustend onafhankelijk van q is. Eenoppervlak cP p 2 met p-voudige rechte heeft er 3 p 2. Â§ 3. Zoeken wij het beeld van ft, dan is de projecteerendefiguur het regelvlak der raaklijnen in punten van Om nate gaan hoevele beschrijvenden van dit regelvlak uit eenwillekeurig punt B van ft vertrekken, bedenken we dat inelk der p raakvlakken in B al vast ?Š?Šn raaklijn ligt die opa rust, n.1. B Qk. als Qk (fc = 1 ... p) het eenige snijpunt vanzoo\'n raakvlak met a buiten is. De p raaklijnen zijn deprojecteerende lijnen van het punt B; ft zelf echter is ookraaklijn aan het oppervlak en rust ook op a ; kan zij nietook beschrijvende van het regelvlak zijn, dus een punt vanft, zij het dan niet B. projecteeren ? In dat geval moet er vooreen vlak n, wentelend om ft, een stand zijn waarin ook zijnlaatste snijpunt met aopft is terechtgekomen, en dat

geschiedtinderdaad voor (qâ€”1) standen. Terwijl .t gewoonlijk als rest-doorsnee geeft een cn l met n-voudig punt Q en (n i 1) snijpunten X, Y, Z .... met ft, zoodat QX, QY.....respectievelijk de punten X. Y.... afbeelden, ligt in deze (<?-l) gevallen Qop ft, zoodat van X, Y, Z.... cr n in Q zijn gevallen en nogslechts ?Š?Šn, Y b.v., er buiten ligt. De projecteerende lijnenvan X. Z, .... zijn nu de n raaklijnen aan cn 1 in Q. terwijlft van Y dc projecteerende lijn, alzoo beschrijvende van hetregelvlak is. Daar ieder punt van ft snijpunt is van richtlijnen beschrijvende, is tt raakvlak langs de geheele ft. We ziendus dat ft torsale rechte op het regelvlak is, en wel (q-l)-voudig torsale, derhalve 1) voudige richtlijn.



??? Voor den graad van het regelvlak volgt dan meteen, daarQX, QY, .... (n 1) beschrijvenden vormen in n, het getalp q_l4-n l= p Â??? n. Ook is duidelijk dat uit eenpunt Q van a (n 1) beschrijvenden vertrekken, zoodat a(n l)-voudige richdijn is en het beeld van ^ luidt:|3\'n p q (^An 1, Bp q 1. 5 Hk ) Contr?´le: voor het aantal gemeenschappelijke punten van met c\'n P q 1 vinden we buiten A*. B* en Hk :(n p ?§ l) {Ti p q)-g {n iy-ip q){p q-l)-n^-2 p n-n-p-q n^q=phetgeen inderdaad het aantal snijpunten van en c is. a<J Â§ 4. Het regelvlak dat a\'\' afbeeldt, heeft a tot n-voudige richtlijn: elk der n raakvlakken in een punt A van a snijdt/S in een punt dat verbonden met A een beschrijvende geeft. Stel het aantal beschrijvenden uit een punt B van ^isy,of wel stel Â§ is y-voudige richdijn. Een vlak door bevatals restdoorsnee met het oppervlak, zooals we reeds zagen,een met n-voudig punt Q op a. In de n raaklijnen in Q bezit het vlak n beschrijvenden van het regelvlak data afbeeldt, zoodat de graad hiervan is: y n, en het

beeldvan a een a\'v " (^ A*n, B**, s Hk). Combinatie met c\'n p q 1levert: (n p q l) {y n) = q n{n \\) y {p q) s q nwaaruit volgt, na invulling van de waarde voor s, y=p q. Zoo wordt het beeld van c een a\'n p q (9 A*n, B*P q, s Hk). c\'r in X Â§ 5. Zij nu c\'r een kromme in r die Ok maal door Hk gaat,a* maal door de q punten A*, maal door B*. dan wordtde graad der ruimtekromme die zij afbeeldt gegeven doorde vergelijking r(n-i-A\' 9 l) = 9 a* (n 1) (/t; ?§) m



??? welke uit snijding van c\'r met het beeld van een vlakkedoorsnee volgt. Combinatie met de beelden van a"? en ^ geeft ons even-zoo het aantal snijpunten van deze twee lijnen met deruimtekromme. Â§ 6. Beschouwen wij nu het geval van een kubischq=3 oppervlak met enkelvoudige kubische kromme en enkel-voudige rechte, koorde der kromme. Dus n = 1, p =z 1, q = 3.De kubische kromme moge er ?Š?Šn zijn die de zes a-lijnenvan tot koorden heeft, en zij dan a, degene, waaropalle projecteerende lijnen moeten rusten. Tot deze laatstenbehooren vijf rechten van n.1. cik, k = 2 ... 6. Haredoorgangen Hk zijn 5 hoofdpunten. Uit het algemeene geval lezen wij nu verder af dat hetbeeld van een vlakke c^ is een c\'^ Aj*^ B*" 5 Hk).a, levert in het tafereel een a^ (A,*2 A??*^ Aj^^ 5 h,^)en een r^ (A/" Aj* A,\'^ B^^ 5 Hk). Combineeren wij ter controle rÂŽ met a^, dan moeten wijtwee snijpunten vinden buiten de hoofdpunten. Nu is 25 = 3.2 4.3 5 A\', waaruit x = 2. Â§ 7. Stel nu n=l, p = 2, q = 2; dit is dus het geval van4e-

graadsoppervlak met een enkelvoudige kegelsnedeen een dubbelrechte die de kegelsnede in ?Š?Šn punt snijdt.Wij behoeven nu slechts uit te gaan van het met dedubbelrechte d, en kunnen aantoonen dat er dan altijd kegel-sneden op liggen, die d in ?Š?Šn punt snijden en dat elkdezer op 8 rechten van het oppervlak rust. Daartoe be-schouwen we eerst de verschillende vlakken om d en hunnerestdoorsneden met kegelsneden, en we willen nagaanvoor hoevele van die vlakken die kegelsnede uit een lijnen-



??? paar bestaat. Telkens wanneer dit het geval is ligt hetcentrum op en wij hebben dus het aantal snijpunten tezoeken van ons oppervlak met de meetkundige plaats diercentra, ; allereerst dus den graad dezer meetkundige plaats,het aantal centra dat vlak V" bevat namelijk. Zij 7?? een vlak door d dat als restdoorsnee met eenparabool geeft, en zij de vlakke doorsnee van metDe parabool moet dan twee samenvallende punten met yj*gemeen hebben, waarin tevens haar centrum gelegen is; ende gemeenschappelijke raaklijn, doorsnee van vlak n met VÂŽ,zal ook het oneindig verre punt DÂ°Â° van d moeten bevatten,d.i. dubbelpunt van y}*. Omgekeerd wijst iedere raaklijn, uitDÂŽ aan y* te trekken, op een parabool als restdoorsneein ?Š?Šn van de vlakken om d, dit is op een centrum in .En aangezien uit DÂ°Â° zoo 4.3 â€” 6 = 6 raaklijnen te trekkenzijn, snijdt /t VÂ°Â° in 6 punten en is haar graad 6. Van dczes punten die zij met ieder vlak om d gemeen heeft, ligter altijd maar ?Š?Šn buiten d, dus vijf er op. Letten

wij nuop de gemeenschappelijke punten van /u^ met ^P*. dan zijner van de 24 zes in VÂ°Â° gelegen en 5 X 2 op cf. Deze laatstenkunnen niet dienst doen als dubbelpunten van lijnenparen,daar zij dan tevens viervoudige punten voor het oppervlakzouden beteekenen, zoodat er slechts acht overblijven.Derhalve: Er zijn acht lijnenparen op het oppervlak in vlakken om dgelegen. Zal er nu een kegelsnede ??, bestaan op in ?Š?Šn punt Xrustend op d, dan zal het vlak door nog een kegelsnede??j, door X gaande, als restdoorsnee, geven. De acht lijnen-paren (ak, b^) zullen deze twee kegelsneden moeten ontmoeten,en, aangezien geen twee snijdende rechten op d en ?? kunnen



??? rusten, brengt a^ als snijlijn van ??j noodzakelijk mee Kals snijlijn van ??j,- zoodat (5, en d^ elk acht der rechtenat, bk ontmoeten, 8 kruisenden. Wij zien dus dat als een kegelsnede <5, te vinden is opin ?Š?Šn punt rustend op d, dan heeft zij acht kruisendender rechten ak, b^ tot unisecanten; en omgekeerd als eenkegelsnede bestaat in ?Š?Šn punt d snijdend en welke die achtrechten tot unisecanten heeft, dan heeft zij tien punten methet oppervlak gemeen en ligt er dus op. Wij kiezen nu dusuit av,b\\ acht kruisenden uit en willen nagaan of het mogelykis, een te vinden die ?Š?Šn punt met d gemeen heeft enverder op dat achttal rust, of liever op zeven er van, daar<52 dan reeds negen punten met fp* gemeen heeft, dus er ophgt en noodzakelijk, volgens het bovenstaande, een achtsterechte tot secante bezit. Beginnen wij eens met drie rechten ak. en beschouwen demeetkundige plaats M der kegelsneden door twee gegevenpunten P en Q. rustend op de drie akJ PQ zij /. Tot dezekegelsneden behooren de twee

lijnenparen /c, en /c2. waarCl en Cj de transversalen van /. Â?,.32.33 zijn. Op de meet-kundige plaats is / dus dubbelrechte, terwijl in elk vlak door/ nog ?Š?Šn kegelsnede door P en Q ligt. De graad van Mis dus vier, cn daar iedere rechte door P. cn evenzoo doorQ. daar drie punten van M bevat, zijn P en Q twee drie-voudige punten. We vinden dus een dimono??de, mettoppen P cn Q. n^ snijdt deze D^ in vier punten, zoodatvier kegelsneden door P en Q op aj. 32. a^, a^ rusten. Laten we nu Q over / loopen, dan zal de enkelvoudigeoneindigheid van kegelsneden die daarbij behoort een opper-vlak vormen dat / viervoudig bevat, en. daar in een vlakdoor / nog slechts ?Š?Šn exemplaar gelegen is, n.1. dat bepaaldis door P en de vier snijpunten met 3i, 32. ag, 34, zal de graad



??? van het oppervlak zes zijn. Er zijn dus zes kegelsnedendoor P die l tot koorde hebben en op a,. aj. ag, 34, a^. rusten. Door P nu ook loopend te nemen over l vinden we eenoppervlak van den graad acht als meetkundige plaats derkegelsneden die op a,. a2.33, a,. a^. rusten en / tot koorde hebben.Is er een rechte d, die de 5 rechten a snijdt, dan treft zijdit oppervlak in nog drie punten daarbuiten, zoodat er indrie vlakken door / een kegelsnede ligt die in verschillendepunten ^k en d snijdt. Het oppervlak omhuld door allevlakken, die elk zulk een c^ bevatten, is dus van de klasse drie; wij noemen het Zij 2*2 evenzoo omhuld door vlakken met kegelsneden,rustend opd,ai, 32-33, a^,ao. en 2*3 door die op d. a^, aj, 33,34, a;,dan zullen in het algemeen in een gemeenschappelijk raak-vlak de drie c^, die achtereenvolgens bij cn ^3 be-hooren, samenvallen, omdat zij de vijf snijpunten met d.3,. 32, 33, 34 gemeen hebben. En in die ?Š?Šne gemeenschappelijkekegelsnede vinden wij dan ?Š?Šn zooals we zoeken, n.1.

eendie d,a,. 32, 33. 34. 35. 96.^7 snijdt. De vraag is dus nu:hoeveel gemeenschappelijke raakvlakken bezitten en Beter echter kunnen we het duale geval nemen; eenkegelsnede heeft tot duale figuur een kegel en in plaats vanvinden wij dus de meetkundige plaats S, der punten,waaruit een quadratische kegel gaat die in zes van zijnraakvlakken respectievelijk de rechten cf, a,, 02, 33, 34, aj be-vat. Haar graad is drie. Analoog S^ en S3, en wij zoekennu het aantal snijpunten van deze drie. Uit zoo\'n snijpuntn.1. gaat ?Š?Šn quadratische kegel behoorend bij S,, ?Š?Šn bij S^,?Š?Šn bij S3, welke drie kegels vijf raakvlakken gemeen heb-ben, dus samenvallen tot zoo\'n kegel als we zochten. Echtermoeten we bedenken dat cf, aj, 32, ^3, 34 en dus ook de tweedetransversaal f over 3,. 32, 33, 34, op alle drii: de opper-



??? vlakken gelegen zijn. Immers: met een willekeurig punt Yvan a. bepalen 3.2,33,3^.35 en cf 5 vlakken als raakvlakkenvan den quadratischen kegel uit Y die aan de eischen voorS, voldoet. Y ligt dus op Sj, qp evenzoo alle punten van a,.terwijl t.o.v. $2 en S3 hetzelfde geldt. Nu vallen echter voor een punt P van ?Š?Šn dier zes lijnende kegels respectievelijk behoorend tot S,, S^ en S3 nietsamen tot een gezochten, daar zij slechts vier raakvlakkengemeen hebben. Wij hebben dus de gemeenschappelijkepunten van S,. S2 en S3 buiten a,. aj, 33, aâ€ž d en t opte zoeken. S, snijdt dan S^ daarbuiten nog in een q^ welkenegen punten met S3 gemeen heeft. Hoevele van dezenegen liggen nu op a, b.v. ? Leggen wij een vlak dooraj , dan snijdt dit op S, en Sj elk nog een kegelsnede uit.Drie van de vier snijpunten dier kegelsneden zijn de door-gangen van aj, 33 en 04, het vierde moet een punt van jj^zijn, zoodat de overige twee snijpunten van q^ met het vlakop a, moeten gelegen zijn. Evenzoo zijn a^Â? en 34 koor-

den van en van bovengenoemde negen gemeenschappe-lijke punten liggen dus acht op ak , slechts ?Š?Šn er buiten;zoodat wij tenslotte ?Š?Šn kegel vinden die in acht van zijnraakvlakken de lijnen aj, aj, 33, 3^, 3y 3(,, 3j, d bevat. Of duaal:er is ?Š?Šn kegelsnede die in acht van hare punten de rechtena,, a2, as, 34, Â?5, fl??. a^, d ontmoet. Zij snijdt dan noodzakelij-kerwijs als achtste rechte /ig of ftg. Aangezien uit de zestien rechten ak. ^^k op 128 maniereneen stel van zeven kruisenden te vinden is, zijn er 128 vandie kegelsneden\', zij zijn twee aan twee gelegen in 64 drie-voudige rsakvlakken, waarbij het 4e snijpunt der twee c^als dubbelpunt, de doorgang van d is. Dat getal 128 vinden we aldus: de eerste rechte kunnen



??? we op 16 wijzen kiezen, daarna de tweede op 14 wijzen,de derde op 12, enz. Het aantal zeventallen zou dan zijn 16. 14......4. Maar elk zevental, aangevuld door de noodzakelijke achtste tot achttal, kan door acht verschillendekeuzen van No. 1 veroorzaakt zijn, daarna nog door zevenkeuzen van No. 2, enz., zoodat het juiste aantal kegelsneden is16. 14.....4 = 128. 8. 7. Â§ 8. Nu de afbeelding zelf door de congruentie (1, 2)der transversalen over d en ??. d moge i snijden in D*,d in A* en B*. Zij verder Do het snijpunt {d. ??). Vlakke c* Een vlak, X\' dat een c^ uitsnijdt op het oppervlak,bevat van het regelvlak dat deze c^ afbeeldt tweebeschrijvende lijnen, de verbindingslijnen der twee doorgangenvan d^ met den doorgang van d. De graad van het projec-teerende regelvlak en van de projectie wordt dus al vastzes. Verder heeft de kegel die ??^ uit een punt van d projecteert,met c* 8 punten gemeen, waarvan twee in D, twee in Aen B, als D, A en B zijn de doorgangen van d en ??. Erblijven dus van de acht vier

over, die vier beschrijvenden uithet punt van d bepalen, zoodat deze viervoudige richtlijn is. Een punt van d^ levert evenzoo twee beschrijvenden, waar-uit volgt dat ??^ als dubbele richtlijn optreedt en het beeldvan onze vlakke doorsnee wordt: c\'\'\'(D*^ A*^ B*^). Snijding van twee zulke c\'^ brengt ons tot de acht rechtenaic op het oppervlak, die, naar we al wisten, op <5 en eirusten. Hare doorgangen, Hk, door r zijn hare beelden,hoofdpunten der afbeelding evenals D*, A*, B*. Voor een punt B van by vinden we als projecteerende



??? lijn BT, als T het punt (??a,) is; de verschillende punten van??, leveren zoo den waaier T in het vlak (a, 6,) en de door-gang door r van dit vlak. D* H,. is dan ^Â?eeW van 6,. Even-zoo D* Hk van b^. Dubbel- 5 9. Voor afbeelding van d treedt weer het regelvlak\'\'echte d. jg^ raaklijnen in punten van d op. ?? blijkt dubbele richtlijnte zijn: een punt S van d bepaalt met d een vlak dat nogeen kegelsnede uitsnijdt; de twee snijpunten van deze laatstemet d geven met S verbonden de twee beschrijvenden uit S. Zoo geeft ieder vlak door d twee beschrijvenden f. E?Šnstand echter brengt S op d in Dp, en in dien stand valt f,langs d, terwijl t^ raaklijn is aan de restkegelsnede; d geldtdus als enkelvoudig beschrijvende. De twee raakvlakken ineen punt D van de dubbelrechte aan het oppervlak bevattenbuiten deze elk nog ?Š?Šn ribbe van kegel (D, d), hetgeentwee beschrijvenden uit D beteekent. Dus is d drievoudigerichtlijn, en de graad van het regelvlak vijf. Zoo vinden wevoor het beeld van d een kromme d\'^ (D*3, A*^. 8

Hk). Â§ 10. Bij de afbeelding van <) zien we: in een punt Zvan <i is ?Š?Šn raakvlak aan te brengen; dit geeft met d ?Š?Šnsnijpunt, dus ?Š?Šn beschrijvende door Z van het regelvlakdat de kegelsnede afbeeldt; f) is enkelvoudige richtlijn. Inhaar vlak ligt als restdoorsnee nog een kegelsnede doorDy, het snijpunt van de dubbelrechte met d. Dq verbondenmet de drie overige snijpunten dier twee kegelsneden geeftdrie beschrijvenden. waaruit voor den graad van het regel-vlak het getal vijf volgt. Een vlak .t door de dubbelrechte bevat slechts ?Š?Šn be-schrijvende: het snijdt in nog ?Š?Šn punt buiten Dq, waarhet raakvlak in de snijlijn met 7t de beschrijvende levert.



??? Derhalve is d viervoudige richtlijn en het beeld van ?? een (D*^ A*. B*. 8 Hk). Â§ 11. Door nu het aantal snijpunten te bepalen in r metde beelden van d, d en c^ kunnen wij van verschillendefiguren in het tafereel het origineel leeren kennen. Zoo isRechte in r in het algemeen een rechte in r het beeld van een q^ die dvijfmaal en d vijfmaal snijdt, terwijl twee zulke krommenslechts ?Š?Šn punt gemeen hebben. Een rechte door D* echter heeft nog slechts twee puntenmet c\'?? gemeen buiten de hoofdpunten en eveneens met d\'twee. beeldt dus een c^ af die d tot koorde heeft. Zoo cor-respondeert de waaier om D* met de restdoorsneden vanvlakken om d. Ook zien we hier terug dat de acht verbindingslijnenD* Hk acht rechten afbeelden, die alle de dubbelrechte snij-den, doch d niet, n.1. de acht fc-lijnen.c\'m in T In het algemeen: stel in t gegeven een c\'m. ak maal doorHk gaand, /?*-maal door A* en B*, >\'*-maal door D*, enzij deze het beeld van een q^ die de rechten ak dan in Okpunten snijdt, d in ?Ÿ punten en d

in y. dan wordt het ver-band tusschen die verschillende grootheden aangegeven door de vergelijkingen 6 m = 4yM-4/?* 2\'ak n5 m = ?Ÿ5 m = 3y* \'i?Ÿ* Zay Ywaaruit n, ?Ÿ en y zijn te bepalen. Â§ 12. Wij zagen dat een vlakke c^ afgebeeld wordt ineen c\'ÂŽ\' Leggen wij omgekeerd in x een c\'^ viermaal doorD*. tweemaal door elk der punten A* en B* en tevens doorde acht punten Hk . dan is zij het beeld van een vlakke



??? doorsnee. Immers, in de hoofdpunten liggen dan V2. 4.5 2. % 2. 3 8 = 24bepalende punten voor de nemen wij er nog drie aan,P\', Q\' en R\', dan leveren dezen ons P, Q en R op hetoppervlak, wier verbindingsvlak een C* uitsnijdt die haarbeeld k\'^ ook door de 24 bepalende punten en P\'. Q\', R\' laatgaan. De 27 genoemde punten zijn echter voldoende omcen zesdegraadskromme te bepalen, er kunnen geen tweeverschillende exemplaren doorgaan ; dus c\'^ = k\'^, waarmeehet gestelde bewezen is. Iedere c\'ÂŽ (D*^ A*^. B*^. 8 HO is dus beeld van ccnvlakke c\\ Stel nu dat in r de c\'^ is ontaard in 2 krommenc\'3 (D*l A*, B*, 4 Hk). Dezen zijn natuurlijk afbeeldingen vantwee kegelsneden op het oppervlak, in ?Š?Šn vlak gelegen, dieelkaar o.a. op d snijden. Het aantal dier complanaire twee-tallen bedraagt evenveel als het aantal combinaties van vierpunten Hk die wij uit de acht maken kunnen, gedeeld doortwee, dus 35. Snijding met het beeld van Â?5 doet ons ziendat elk dezer kegelsneden in slechts ?Š?Šn

punt rust op ??. Stel c\'^ is samengesteld uit c\'^ (D*^ A*. B*, 6 Hk) enc\'2 (D^ A*. B*, 2 Hk). Deze c\'^ en c\'^ snijden beide, buiten dehoofdpunten, nog twee punten uit op een willekeurige c\'^door de hoofdpunten, zoodat ook zij wijzen op een vlakkedoorsnede die uit twee kegelsneden bestaat. Het aantal vandeze complanaire tweetallen is het aantal combinaties tweeaan twee der zes H-punten, dus 28. Van elk tweetal rustde ?Š?Šne in twee punten, de andere niet op d; want c\'^xÂ?^\'\'geeft 20 snijpunten alle in de hoofdpunten gelegen;engeeft er tien, waarvan acht in de hoofdpunten.



??? Â§ 13. Wij willen nu geraken tot het geval n = 2, p â€”1, q = 2,\'Â?=2/7=1 derhalve tot een vierdegraadsoppervlak met dubbele kegelsnede ?? welke door een enkelvoudige rechte op hetoppervlak eenmaal gesneden wordt. We gaan daartoe uitvan het met dubbele kegelsnede. Om ?Š?Šn of meer rechtente vinden van die op S rusten, beschouwen we tweevlakke doorsneden, z^ en yj* en vervolgens het regelvlakM der rechten die in verschillende punten deze beide en dsnijden. Zijn D^ en D2 de dubbelpunten van doorgangenvan d^ dus, en D3 en D4 die van Wanneer we nu uiteen punt P van ?? de beide vlakke doorsneden centraalprojecteeren, snijden de zoo gevormde vierdegraadskegelselkaar volgens zestien ribben, waarvan vier het punt P ver-binden met de vier snijpunten van x* cn V^*- Er blijvendus nog twaalf over die x* en rp* in verschillende puntentreffen en dus als beschrijvenden van ons regelvlak dienstdoen; waaruit volgt dat d op dit laatste twaalfvoudigerichtlijn is. Evenzoo zien we dat door een

punt Q van tp*van den quadratischen en den vierdegraadskegel die respec-tievelijk ?? en X* projecteeren. acht gemeenschappelijke ribbengaan, waarvan Q Dj cn Q D^ niet aan de eischen voorbeschrijvende van het regelvlak voldoen. Zij zijn beide dubbelte tellen ribben, zoodat er nog slechts vier andere door Qgaan en y)\\ evenals x*\' viervoudige richdijn is. Denken wijons nu in het vlak van x* vier doorgangen van tp* ver-bonden met D, en Dj. dan rusten deze acht rechten al open d, terwijl elk daarbuiten nog een vierde snijpunt heeftmet X*- Deze acht zijn dus beschrijvenden van M en degraad daarvan is 8 4 X 4 = 24. We snijden M nu met een derde vlakke doorsnee, nietbehoorende tot den bundel (x.rp) en vinden van de 96 ge-meenschappelijke punten 4X8 gelegen in de snijpunten



??? met j/ en en 2 X 2 X 12 in de dubbelpunten Dj en D^van (p*. De overige zestien liggen buiten de richtlijnen vanhet regelvlak. zij bepalen dus zestien beschrijvenden van Mdie ????k nog op (p* rusten, derhalve vijf punten met ge-meen hebben dus er op liggen. bevat 16 rechten die de dubbele kegelsnede snijden. Â§ 14. Kiezen wij nu ?Š?Šn dier zestien uit, aÂ?, dan is afte beelden op een plat vlak r door middel van de congru-entie (1,2) der rechten, die <5 en a, in verschillende puntensnijden. Hoofdpunten daarbij zijn al vast Dj*, Dâ€ž* en A*,doorgangen door r van ?? en a,. Beginnen wij met een vlakke die a, in AÂ?, ?? in dedubbelpunten D, en Dg moge treffen. De projecteerendelijnen vormen een regelvlak N met richtlijnen ??, a, cn c*.Een punt D op <5 bepaalt met a, een vlak dat c* in vierpunten, o.a. A,, snijdt; AÂ? D beeldt echter niet het puntAx af maar haar vierde snijpunt met fJ>*, buiten c* gelegen.Zij doet dus geen dienst als beschrijvende van N en uit Dvertrekken drie beschrijvenden, ?? is drievoudige

richtlijn. De vierdegraadskegel, die c^ centraal uit een punt A vana, projecteert, snijdt den quadratischen kegel (A,??) volgens achtribben; hiertoe behooren A D, en A Dj dubbel en a^ enkel,welk drietal geen punten van c* afbeeldt, zoodat slechts drieuit A vertrekkende beschrijvenden overblijven en ook a, drie-voudige richtlijn blijkt. Verder bevat het vlak van c* de tweebeschrijvenden A, Di en A* Do, zoodat de graad van N zeswordt en het beeld van c* een c\'^ (D/3, D./Â?, \' 16 Â§ 15. Twee zulke beeldkrommen hebben buiten Dj*, Dj*?Šchten negen punten gemeen, waarvan vier met de snij-



??? punten der twee vlakke doorsneden correspondeeren en deoverige vijf als nieuwe hoofdpunten optreden, doorgangenen beelden van vijf rechten 6k van 0K Wij noemen ze Bk.De rechten h. ?? in ?Š?Šn punt ontmoetend, behooren tot debovengenoemde zestien. Uit het bovenstaande blijkt: Van de zestien rechten op0* die ?? in ?Š?Šn punt snijden, wordt ieder door vijf andere dier zestien gesneden. Bij onze afbeelding over aÂ? zijn de vijf Wijnen degenendie door een punt worden afgebeeld. De projectie van a, zelfzullen wij straks behandelen. Blijven nog over tien rechten,die wij voorloopig Cx zullen noemen. Een c, heeft tot projecteerende figuur een regelvlak metenkelvoudige richtlijnen ??. a, en c,. Een vlak door c, bevat?Š?Šn beschrijvende, zoodat de graad van het afbeeldenderegelvlak twee wordt, het beeld van dus een c\'^ gaandedoor D/ en A*,. Echter moet deze c\'^ als zijnde projectie van een rechte, slechts ?Š?Šn punt met het beeldvan een vlakke doorsnee gemeen hebben, buiten de hoofd-punten.

Vergelijken wij daarom de c\'^ met eenc\'^ (Dl*^ D3*\\ Ax*^ 5 Bk), dan liggen negen gemeenschap-pelijke punten in Dg* en AÂ?*; er moeten dus nog tweein Bk gelegen zijn, en bijgevolg moet c. twee lijnen b^snijden en tot beeld hebben c\'^ (D,*, D/, AA Bk, B|). Wenoemen haar nu Cki: de tien rechten Cki geven zoo de tienkegelsneden pu. Ter verdere ori??ntatie, wat de zestien rechten betreft,merken wij nog op dat twee rechten c elkaar snijden alsbeide indices verschillend zijn. daar dan hare beelden p inde hoofdpunten slechts drie gemeenschappelijke punten be-



??? zitten. We kunnen ons nu de volgende indeeling in tweebiquadrupels voorstellen: bl bi bs C45 bi c,5 C25 C35 ^13 ^12 ^x 65 C,4 Coi C34 waarvan alleen twee elementen die in verschillende kolom ?Šn verschillende rij staan elkaar snijden. We kunnen zoo tien paren biquadrupels samenstellen. Want: de keuze van a, kan op zestien manieren geschieden. Daarna de keuze van drie, haar en ?? snijdende rechten 5.4 (hier fc,, b^ en 63) op y-^â€”10 manieren. Dan is het achttalbepaald, doch elk der acht elementen, als uitgangspunt ge-nomen, zou ons op ?Š?Šn wijze tot hetzelfde stel gevoerdhebben, zoodat we â€”y- = 20 biquadrupels vinden, verdeeldin tien tweetallen. Denken wij in dit verband even aan de 27 rechten vanhet kubisch oppervlak, waarvan ieder door zestien anderegekruist wordt, dan vinden wij nauwkeurige overeenkomstdoor de zestien op te schrijven die daar b^ kruisen, en inhet hierboven gevonden biquadrupel x te vervangen door 6. Â§ 16. Wij hebben nog niet bepaald de afbeeldingen vanen

a,. Voor a, hebben wij noodig het regelvlak der raaklijnenin punten van aÂ? , rustend op Een vlak n door a, snijdt?? in nog ?Š?Šn punt S, het oppervlak in nog een kromme c^die in S een dubbelpunt heeft en a, in drie punten snijdt,?Š?Šn doorgang van T, cn twee raakpunten R. Deze laatstetwee, verbonden met S, geven twee beschrijvenden, afbeel-dende lijnen respectievelijk van R, en R^; n bevat er dustwee en blijkt dubbele richtlijn te zijn. Voor ?Š?Šn standvan Jt echter valt S in T, het snijpunt van a, cn (5; in datgeval heeft de c^ twee samenvallende snijpunten met a^ in



??? T = S = R,, terwijl het derde snijpunt Rj met S verbondennu ax geeft als afbeeldende lijn Uit een punt A van a, gaandus als beschrijvenden a, zelf en de ?Š?Šne raaklijn in A dieop d rust, zoodat aÂ? dubbele richtlijn is en haar beeld wordteen a\',^ D/^ A,*\', 5 B^). Wij merken nog op dat in den stand van n, waarinax beschrijvende is geworden, de lijnen TS en R, S alsdubbelpuntsraaklijnen optreden, terwijl aâ€ž als verbindendetwee nu samenvallende punten van verschillende takken derc^. een gewone snijlijn blijft. T, als punt van aÂ?, wordtblijkbaar geprojecteerd door ?Š?Šn der dubbelpuntsraaklijnenT Rj, terwijl het als punt van (3 nog een afbeeldende lijnmoet bezitten: de andere dubbelpuntsraaklijn T S. We kunnendit dadelijk gebruiken bij de afbeelding van d die nu aande beurt komt. De projecteerende lijnen van d vormen het regelvlak derraaklijnen in punten dier kegelsnede die a, snijden. Wezoeken allereerst de veelvuldigheid der richtlijn a, en stellenderhalve de vraag: hoevele ribben van den kegel

(A,<3),waar A willekeurig op a* is genomen, zijn raaklijnen aanhet oppervlak in haar ontmoetingspunt met Â?H Bedenken wedat deze kegel met gemeen heeft ?? dubbel, aÂ? enkel, endus verder nog een dan is duidelijk dat een willekeurigekegelribbe A X haar vierde snijpunt met <P* op moethebben. Zij dit Y. Voor die kegelribben nu, waarvoor X = Y,wordt AX raaklijn in X, en daar q^ drie punten bezit opd zal dit driemaal het geval zijn; zoodat uit A al vast driebeschrijvenden van het regelvlak vertrekken. Kan echterax zelf ook niet beschrijvende worden, n.l. van het eenigepunt dat zij met gemeen heeft, T? Neen, dit gaat niet,daar wil straks zagen dat T afgebeeld wordt door de twee



??? daar genoemde dubbelpuntsraaklijnen, terwijl a, als beschrij-vende van een ander punt optreedt. Een willekeurig vlak door a^ bevat nu behalve dezedrievoudige richtlijn de twee dubbelpuntsraaklijnen in S alsbeschrijvenden, terwijl wij hieruit meteen zien dat ?´ dub-bele richtlijn is. Volgt dus voor het beeld van <5 een??\'s (D,*2. A/3, 5 Bk). Controle: Snijdt men deze ?´\'^ met a,\'-* dan vindt men 19snijpunten in de hoofdpunten, dus ?Š?Šn er buiten; dit is hetbeeld van het snijpunt [?´, a*). Â§ 17. Nu eenmaal de beelden van ?´, d en een vlakkedoorsnee bepaald zijn, kunnen wij deze weer gebruiken bijhet zoeken naar andere krommen op het oppervlak. Nemenwe b.v. in r een c\'^ (Dj*. Dj*. A/), dan wordt deze buitende hoofdpunten nog driemaal gesneden door het beeld vaneen vlakke c*. is dus projectie van een Combinatie meten ax\'* toont dat deze driemaal () ontmoet, tweemaala,; verder elke C\\,\\ tweemaal en de overige rechten niet. Laten wij echter c\'"^ ook gaan door B, b.v., dan ishet origineel een

kegelsnede x^ die in twee punten,aÂ? en in ?Š?Šn punt snijdt, en tevens de rechten fn voorft en / 1. Het vlak dier snijdt nog volgens eentweede kegelsnede. P. wier beeld met de c\'^ waarvan wijuitgingen een (D, Dj*^ Ax*^ 5 Bk) moet vormen, der-halve een c"Â? (D,*^ D^*^ K*\'. B,. B,, B^, B,) is. Zij moet met twee dubbelpunten vormen, waarin (i haar vlak doorboort,heeft dus die twee punten met ?? gemeen; daarentegen nietsmet aÂ?, die immers haar vlak al in een punt van treft.Verder snijdt zij ^2Â? ^h\' en de rechten cu. Omgekeerd is ook iedere c* als boven beeld van een X^.



??? Er zijn er zoo oo\' bepaald door de punten D/^Dj^^Ax*^B2... B5. en ook 00\' kegelsneden >Â?2 door Di*. D2*, A,*, B^Terwijl zooeven vergeleken werden een en die complanairwaren, kunnen wij t.o.v. een -willekeurige dezer en eenwillekeurige besluiten dat zij nog twee punten gemeenhebben: in de hoofdpunten hebben hare beelden er slechtszes. E?Šn wordt blijkbaar gevormd door het lijnenpaar(C23. C45), want de projecties dezer twee rechten, envormen juist samen een c\'\' (D/^, Dj*^ Bo .. . B5). Haarvult ook een tot vierdegraadsdoorsnee aan en evenzoo (C24.\'^35) en (^25\'^34)- Tenslotte vinden wij nog kegelsneden o op \'P* door een door-snede te maken met b.v. vlak (r^s, 6,). Het snijpunt [Cuby)moge U heeten. Daar reeds door Dj*. Dg*. A,*, Bj, Bjgaat.wordt de projectie van deze o-kegelsnede die /t^i^ tot c\'^moet aanvullen een c" A/^. Bj. B3. B^. B5). Dat ook Bj hierin genoemd moet worden blijkt aldus: 0 snijdt C12 en b, in vier punten, waarvan G en Lde doorgangen van f5, dus dubbelpunten van <P*

voorstellen,terwijl F en K evenals U raakpunten zijn. Door G b.v.loopen twee bladen van fP\\ waarvan het ?Š?Šne door 6, gaat.het andere door o. Het raakvlak in G aan het eerste bladzal dus een raaklijn, op a* rustend, bevatten, die G alspunt van fc, projecteert, terwijl een raaklijn in het andereraakvlak G als punt van o projecteert. Derhalve zal in 1 het punt G zich niet als gemeenschappelijk punt van 6,en a voordoen. W?Šl K daarentegen, daar dit enkel-voudig op het oppervlak is; zoodat het beeld van a ?Š?Šn-maal door B, moet gaan en de projectie van de geheelevlakke doorsnee in dit bijzondere geval dus een dubbelpuntB, bezit. Evenzoo zal moeten blijken dat /^jj slechts in ?Š?Šn punt



??? het beeld van a ontmoet buiten de hoofdpunten, n.1. in deprojectie van F. Dit klopt inderdaad: A,*.B,. Bj) heeft van haar acht gemeenschappelijke punten met de(Di*2, Da*^ Bi, B3. B4. B5) zeven gelegen in dehoofdpunten. Â§ I8. Veronderstellen wij nu als bijzonder geval van eenoppervlak 0Â? met dubbele kegelsnede dat deze laatste ont-aard is tot twee dubbelrechten, d^ en dÂ?. Gaan wij in denzelfden trant door van het algemeenegeval, dan zou dit dubbel lijnenpaar als ?Š?Šne richtlijn vande beeldende congruentie moeten dienst doen, terwijl detweede een rechte a, moet zijn, rustend op d^ of do. Stela, snijdt d^ in het punt T. Ieder punt van levert nuevenals ginds ?Š?Šn vlak door aâ€ž hetwelk de dubbelkegel-sncde buiten T in nog ?Š?Šn punt treft, n.1. ?Š?Šn van J,. Wezien dus dat de afbeeldende figuur wordt de congruentie[1,1] der transversalen over J, en a,, en wc zouden de af-beelding van dit oppervlak ook hebben kunnen beschouwenals bijzonder geval van het in hoofdstuk II behandelde. Om aan te

toonen dat er inderdaad zoo\'n rechte a* diedi snijdt op te vinden is, laten we een vlak om d^wentelen en beschouwen het stelsel van co > kegelsneden k^dat zich daarbij vormt als rcstdoorsneden met het oppervlak.In de formule r -\\-<) = 2q welke bij zulke stelsels dienst doet,is r, het aantal k^ rustend op een gegeven rechte, en q, hetaantal k^ rakend aan een gegeven vlak, gemakkelijk te be-palen : een willekeurige rechte snijdt 0\' in vier punten buitend.2, waarvan ieder een vlakke doorsnee door cf^ bepaalt endus een kegelsnede k^ die het bevat. Derhalve is r = 4. Verdergeeft een willekeurig vlak tot doorsnee een c^ met twee dubbel-punten D, cn D.J respectievelijk op c^, en dz\', raaklijnen in dit vlak



??? aan eenige kegelsnede zullen op cfz moeten rusten, dus doorDg gaan en C^ aanraken. Daar het aantal raaklijnen aan eenvlakke kromme uit een dubbelpunt in het algemeen n(nâ€”l) â€”6bedraagt, terwijl ieder ander dubbelpunt dit aantal nog mettwee vermindert, vinden we hier p = 4. Zoodat volgt voorhet aantal lijnenparen : ^ = 4. In vier vlakken om d^ is dekegelsnede ontaard in een lijnenpaar (ak , Â?k ), k= 2, 3,4.Evenzoo zijn er acht rechten bk , ?Ÿk paarsgewijs gelegen invier vlakken om dj ; samen 16 rechten. Â§ 19. We nemen nu aj als tweede richtlijn der congruen-tie, als a, dus, en de afbeelding geschiedt verder gewoon.Noemen we Dj*. Dj* en A,*, de doorgangen van cf,, c/2 ena, door het tafereel. Zij zijn alle drie hootdpunten: D,* beeldtalle punten der C^ af volgens welke vlak (D,*a,)het opper-vlak nog snijdt, D2* de punten van c/2 en A,* de c^ dierestdoorsnee is van vlak (Ai*c/i). Vlakke c^ Een vlakke c^ wordt nu geprojecteerd door een regelvlakvan den graad vijf; haar vlak bezit n.l., als D,, D2 en A,de

snijpunten zijn met dy. d., en a,, in D, A, zijn eenigebeschrijvende. Wij vinden nu weer op dezelfde wijze alsvroeger dat ??\'i drievoudige richtlijn is, a, tweevoudige,terwijl d2 twee verschillende punten van c* bevat, n.l. detwee op verschillende takken gelegen punten Dj. Het beeldder C\' wordt dus een c"\' [D^^ D2*\\ A,*^). Twee dier c\'^ hebben buiten de hoofdpunten en de beeldenharer\'vier snijpunten om nog vier gemeenschappelijke puntenB,,B2, 63,84, de projecties van vier der rechten welke weal gelegen wisten in vlakken om cf,. We noemen ze 6,, /jj,63, b^-. de met hen complanaire rechten zijn dan ?Ÿi,?Ÿj,,?Ÿ^.fi^.We zien dus dat een willekeurige der bovengevonden zestienrechten vijf andere er van snijdt.



??? ^e 16 De afbeelding der a-, b-, a- en ^-lijnen wordt als volgt:rechten ^^ wordt geprojecteerd door het regelvlak der raaklijnen inpunten van a,. rustend op c/,; uit een punt P van a, ver-trekt slechts ?Š?Šn beschrijvende, n.1. de eenige raaklijn in Pdie dl ontmoet; verder bevat een vlak n door a, nog eenvlakke c^ met dubbelpunt die drie snijpunten met a, levert, twee raakpunten R, en R^ en ?Š?Šn dubbelpunt D\'jvan de vierdegraadsdoorsnee. R, D\', en Rj D,\' zijn detwee in n gelegen beschrijvenden van het regelvlak, dat dusden graad drie heeft, terwijl tevens blijkt dat d^ dubbelerichtlijn is. Het is duidelijk dat de projectie van a, dan zalzijn een aV (D/^. D/, A,\\4Bk). De met haar complanaire rechte a, heeft al hare projec-teerende lijnen gelegen in vlak (a, d^), in een waaier gerang-schikt wiens top op dj ligt. In t geeft dit als beeld van Oide rechte D2* A/. Voor de overige a-lijnen vinden we kegelsneden in r: hareprojecteerende figuren zijn hyperbolo??den. Die voor aj b.v.heeft met behalve de drie richtlijnen cn cfj nog

een figuurvan den tweeden graad, twee rechten, gemeen; daar dezeno.a. op dl rusten moeten het 6-lijnen zijn, b.v. 63 en 64. ajontmoet dus deze 6-lijnen, de anderen niet en haar beeldwordt de c\'\' (D/. D/, B3, B4). Evenzoo levert a^ de c\'^ (D,*, D^*. A,*, B^, B4).Evenzoo geeft 34 de c\'^ (D,*. Dj*. B^, B3).Voor de a-lijnen vinden we eveneens kegelsneden: dehyperbolo??de met richtlijnen d,, ai en aj b.v. heeft metnog twee rechten gemeen, twee fc-lijnen ; en wel, daar ajdoor 63 en b^ gesneden wordt, moet dit aj-snijdend tweetal, zijn. Het beeld van Â?2 is dus de c\'^ (D, Dj*, Aj B,, B^)Evenzoo van (h de c\'^ (D,*, Dj*, A,*. Bj. B3).Ejn van Â?4 de c\'^ (D,*, Dj*, A,*. B,, B4).



??? De ??-lijnen geven de B-punten in t, terwijl de y^-rechtenweer worden afgebeeld door een waaier in vlak/Skcfj, wiensdoorgang Bk D, het beeld vormt. Door combinatie der beelden van al deze lijnen is nu teverifleeren dat ieder vijf andere snijdt, en na te gaan welkedat zijn. Dubbel" Â§ 20. Bepalen we nog het beeld van d,. De raaklijnen ,rechte d^ punten er van, voor zoover ze a, snijden, vormen eenregelvlak van den graad vier; want de twee raakvlakkenin een punt D/ leveren elk ?Š?Šn beschrijvende, terwijl eenvlak (p door d^ nog een kegelsnede als restdoorsnee bevat,wier twee snijpunten met c/p verbonden met den doorgangvan 3], twee beschrijvenden in (p leveren, d^ en a, blijkenbeide dubbele richtlijnen te zijn, terwijl c/2 twee punten van(p* op verschillende bladen gelegen, met di gemeen heeft.Als beeld vinden we dus een d,\' (D/2, D,*^ 4 Bk). Kegel\' Â§ 21. Beschouwen wij nu eens een dubbelraakvlak aan sneden oppervlak volgens twee kegelsneden r^ en s^ snijdt. Zij r^ degene die a, ontmoet. De

eenige beschrijvendevan het r^ afbeeldende regelvlak, die in het dubbelraakvlakgelegen kan zijn, zou de doorgangen van aj en d^ moetenverbinden; doch deze rechte beeldt niet een punt van r^ af,maar haar tweede snijpunt Q met Derhalve is het regel-vlak van den graad twee; het heeft aj en d, tot enkel-voudige richtlijnen, terwijl c/2 en elkaar in ?Š?Šn punt snijden.Ook heeft het met buiten de richdijnen nog ?Š?Šn fe-rechte,fcj bijvoorbeeld, gemeen, zoodat het beeld van r^ wordt een(D/,D2\\A,*,B,). Hieruit volgt meteen voor het beeld van de aanvullendes^: c\'3 D2*. A,*, B2. B3, B,^.



??? Ook heeft ieder der oo\' c\'^ (D,*. D2*. Aj*. B,) een kegel-snede r^ op (P* tot origineel en eveneens heeft 200 iederec\'3 D2*. Al*. B2, B3. B4) een s^. Uit het tweetal vrije snij-punten van deze twee beelden blijkt dat een r^ niet alleen haarbijbchoorcnde s^ snijdt buiten de dubbelpunten, n.1. in detwee raakpunten, maar tevens elke s^; en omgekeerd iederes^ elke r^. Vergelijken wij verder de afbeeldingen der zestienrechten met die der kegelsneden r^ en dan vinden we dat elke r^ gesneden wordt door j J ^^ ^^^^^^ ^^^ I P2 P3 Pielke s^ gesneden wordt door ! "4. Evenals dc bundel (D/, D/, Ai*, Bj) ons een stelseldubbelraakvlakkcn leverde, doet dat iedere bundelc\'^ (D|*. Da*, Al*, Bk). Er zijn dus vier van die stelselsdubbelraakvlakkcn.



??? HOOFDSTUK IV. Â§ 1. De afbeelding van het oppervlak 02n l metn-voudige kubische ruimtekromme a^ geschiedt door decongruentie [1,3] der koorden over o^. Zijn de doorgangender kromme door t A,*, Aj* en A3*, dan vormen dezenal een drietal hoofdpunten; A,* beeldt af de doorsnede vanden quadratischen kegel, die uit A^* centraal projecteert,met 02n l, derhalve een kromme van den graad2 {2n 1) â€” 3 n â€” n 2. Evenzoo A2* en A3*. Vlakke Zij nu weer c2n l een vlakke doorsnee die a^ in Aj*,doorsnee gn A3* snijdt. Het regelvlak dat haar afbeeldt heeft inhet vlak der doorsnede behalve c 2 n 1 nog drie beschrijvendenhggen, Ak*Ai*, en is dus van den graad 2 n 4. Verdersnijdt de quadratische kegel, die a^ uit ?Š?Šn harer punten Aprojecteert, l in 4n 2 punten, waaronder 3 n in dedoorgangen (a^, c2n l), die verbonden met A geen be-schrijvenden van het regelvlak leveren. Derhalve is a^ (n 2)-voudige richdijn en het beeld der vlakke doorsnee een c\'2n 4 (3 An 2). Het aantal snijpunten van twee zulke

krommen c\'2n 4buiten de hoofdpunten bedraagt (2 n 4)^ - 3 (n 2)1 waar-onder dan nog de 2 n 1 beelden der gemeenschappelijkepunten van de twee vlakke doorsneden. Er blijven dus nogn^ 2 n 3 in r over als doorgangen Hk en projecties vanevenzoovele rechten ak op het oppervlak, koorJen van a^Wij noemen dit aantal m. 02n l



??? Het oppervlak bevat n^ 2n 3 rechten die koordenvan a^ zijn. Â§ 2. Het regelvlak B dat afbeeldt, dat gevormd wordtdiis door de koorden van a^ die het oppervlak in ?Š?Šn vanhare steunpunten aanraken, moge o^ tot y-voudige richtlijnhebben. Nu kan een koorde het regelvlak alleen treffen opa\'; want indien ze dat b.v. deed in een punt P er buiten,dan ging door P een beschrijvende van B, d.i. een koordedie raaklijn is; dus een tweede koorde, hetgeen bij eenonmogelijk is. Hieruit volgt, aangezien i/-voudig is, datde graad van het regelvlak 2 y bedraagt; en daar ieder derm rechten twee punten van a^ bevat, zal het beeld van dezelaatste worden een c\'^y {3A*y,mH\\). Combinatie met deprojectie eener vlakke doorsnee, waarbij 3 n gemeenschappelijkepunten in het origineel optreden, geeft dan de vergelijking: {2 n 4)2 y = 3 (n 2, y 2 (n^ ^ 2 n 3) 3 nwaaruit volgt y = 2n 3. Het beeld a^ is dus eenÂ?Mn 6 (3 A*2n 3, mW). Â§ 3. Van aÂ? is nog de volgende bijzonderheid te vermelden: Nemen wij een punt R aan op n\',

dan behooren daarbijn punten S waarin de n raakvlakken in R de kromme nogsnijden. Eveneens gaan door S n koorden die in S raken.Daar verder het regelvlak dat afbeeldt deze kromme zelftot (2 n 3)-voudige richtlijn heeft, gaan van S in het ge-heel 2 n 3 koorden uit die in ?Š?Šn harer steunpuntenraken; n hiervan hebben haar raakpunt in S gelegen, dusn 3 hebben het in het andere steunpunt. Beschouwen wijnu de verwantschap tusschen twee punten S die aan eenzelfde punt R zijn toegevoegd, dan brengt ons een puntS tot n 3 punten R, en elk dezer tot (nâ€”1) andere punten S;



??? zoodat het kenmerkend getal van deze involutorische ver-wantschap is (nâ€”1) {n 3). Het aantal co??ncidenties,2 (n - 1) (n 3), levert ons het aantal punten R waar twee raak-vlakken samenvallen, d.i. het aantal cuspidaalpunten van a^. c\'r in t Â§ 4. Bepalen wij nog het origineel van een kromme c\'r in r,die Ok* maal door Ak* gaat en a^ maal door Hk. Het aantalharer snijpunten met het beeld eener vlakke doorsnee bedraagtbuiten de hoofdpunten r (2 n 4)â€”(n 2) 2\'ak*â€”2\'ak of (n 2) (2r-2\'ak*)-2\'aken dit is tevens de graad m der kromme pn^ waarvan c\'r hetbeeld is. Snijding met a\'4n 6 toont aan dat met a\' gemeenheeft (2 n 3) (2 r â€” 2\'ak*) â€” 2 2\'ak punten. 03 Â§ 5. Nemen we het bijzonder geval n=l, dan komen n = l terecht bij het kubisch oppervlak met enkelvoudige kubische kromme. Een vlakke doorsnee geeft ons in r eenc\'^ (3 A*3, 6 Hk), en er zijn zes rechten op het oppervlak,die koorden vormen van de Wij vinden hier dus hetresultaat waarop wij boven doelden, n.l. dat iedere

kubischeruimtekromme op een 2es van diens rechten tot koordenheeft. Zij vormen een sextupel van kruisenden als daar be-schreven, terwijl bleek dat altijd een ander sextupel alsnulsecanten optreedt en de overige vijftien rechten als uni-secanten. n = 2 Â§ 6. n = 2 geeft een met dubbelkromme (P, waaropelf koorden h van deze laatste gelegen zijn. De beelden der vlakke doorsneden zijn t\'ÂŽ (3 11 Hk);de projectie van a^ een (3 A*^ 11 Hk^). In T bepalen de drie punten A* met Hi een bundel kegel-



??? sneden, waarvan elk exemplaar nog drie vrije snijpuntenheeft met een c\'ÂŽ. Zij beelden dus een bundel ruimtekrommenQ^ af. Daar zij verder met c\'h (3 1 fHkÂŽ) nog vijf vrijesnijpunten hebben, rust elke q^ van den bundel in vijf punten op a^ Tot den bundel kegelsneden behooren ook tien C^ (3 A*, Hj, Hk).Voor dezen is de bijbehoorende q^ uiteengevallen in (ftk. Â??\').k 4= 1- Daar hk koorde van a\' is, heeft q^ nog drie puntenmet a^ gemeen. Evenzoo vinden wij tien q^ afgebeeld door C^ (3 A* Hj Hk),k 2, enz.; in het geheel ^^^ = 55 kegelsneden q^ op Daar c^ (3 A* Hk H,) en c^ (3 A* Hp H ^ )alleen dan eenpunt buiten de hoofdpunten gemeen hebben als k en lp of snijdt ieder der 55 q^ 36 andere, n.1. zooveel als hetaantal combinaties pq bedraagt uit negen indices.



??? Sr \'â– "â– â– <\' ^ B?‰. \' \'\' \' \' \'â– â–  - ^ \' warj?Ž?‚??iiat; .-^i???•tkco - -Â?f^t^tJ^lttv: Â?iJsbosjiijM?Š^. ?Žitrv â–  tCf.^M^ji^\'^.\'r .Â?fw? riif?? mJnu\'x^t^, . V??-ijo-\'^\'-\'r:-.\'\' f V- \' T \'- \'\' \' â– \'â€?â– .i\'it. ."n^am^ti V \' . gH \'A f) r.vbniv ooinav.^ÂŽ.-, b:- - \' nfife, , TLiH\'AtV\'i oÂ? (:H~ii\'?€ is^at pr . Ut .w?„niÂ? hf \'-yt^e "Â?SN^WJ l??^txt â€? .. r^-\' Â? .?„^vibtr} tt??e^ ?Žki JLif.ii??bvf ??Â?Â?tjBnl(joio3 \' \' i Ji!? he. KA?™r.SCft ?Ž-^asa- --WVU vt\'Sl^ii iÂ?\'; â€? m i??-rn w-\'?Š^x\'.rfcsb. â–  â€? " â–  - â€?â€? â– T .. vr?Ž .:r â– \'.y* tVL::-\'- t^ orr-- : -i-k. â–  â– r^.\'d^\'{\'a > ii:Â?.. ; \' -trJ -- r. s- \' _ \'V . , â–  . ^m.- IdSjis



??? .I:>briudizbi! iVjo ni ^ r TÂ? I. Het bewijs van W. van der Woude dat een eikrommeeen ??lHps is, \'wanneer zij aan zekere gestelde voorwaardenvoldoet, is onvolledig. Nieuw Arch. voor Wisk. Deel XIV. 4e stuk. II. Het bewijs van G. Schaake van zijne uitbreiding derstelling van Poncelet is overbodig. Nieuw Arch. voor Wlsk. XV, Ie stuk. III. De Methode van Gauss voor de numerieke berekeningvan bepaalde integralen laat zich met vrucht uitbreiden totgevallen, waar de integrand bezwaarlijk door polynomiakan worden benaderd. IV. Bij het beoordeelen van het normaal-zijn van een statis-tische frequentieverdeeling (Yk = frequentie van de klasse n met bovenste grens Xk. k = I.....n, Yi = N) make men bij voorkeur gebruik van het kenmerk, dat de punten 1 -??Â? 1 k \\ t/ â€” 00 (xk, Zk) ^Zk bepaald uit V â€žcollineair moeten zijn.



??? De transversalen van twee onderling loodrechte lijnelementenkunnen niet de stralen zijn van een astigmatischen lichtbundel. VI. Ten onrechte spreekt Zernike van een â€žnatuurlijke grens"van de stroomsterkte die m??t "e?¨nT galvanometer gemetenkan worden. V?•I. Het karakter .van de lichtwisseling der Mira-veranderlijkenis onbekend. ., -U-U... ; / - ;;i â€?. 1.



??? \' .â– â– va;- ^ -"â€?Â?\'K- â–  â–  - .â– ."â– i"-\'v;.;"- â–  > >â–  \'Vi "â–  > -> â€?.rjk\'vti;. â– 1\' Â?j. Â? . sÂ? i.
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