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INLEIDING.

et is als volgl mogelijk, de lijnelementen van een
monoide af te beelden op de puntenruimte.

Zij © een vast vlak, « een vaste rechte, O het (n — 1)-
voudige punt der monoide M*, P een punl van M?*
r een raaklijn in P, dus e = (P, r) een lijnelement.

Zij R=0(0,9), «={(a, R), S het snijpunt van vlak «
met OF, dan kan S beschouwd worden als beeld van e.

Omgekeerd is P het snijpunt van SO mel M”, & =(S, a),
s de snijliin van ¢ en @. Het raakvlak in [/” aan M*
snijdt & in een punt £, en nu is § het beeld van het
lijnelement, gevormd door I’ met PR,

Zoo is in 't algemeen aan ieder lijnelement e ¢én
punt S toegevoegd, terwijl omgekeerd aan hel punt S
hetzelfde lijnelement ¢ beantwoordl.

In het volgende wordt eerst de afbeelding van de
lijnelementen van een  hyperboloide behandeld.  Teder
punt van een hyperboloide is (2 — 1)-voudig, zoodal
cen  willekeurig  punt als top O gebruikt wordt.  Ver-
volgens wordt de afbeelding van de lijnelementen van
een algemeene monoide van den n1en graad besproken,
lerwijl de uitkomsten van dat onderzoek ten slotte toe-
sepasl worden op de kubische monoide.



HOOFDSTUK 1.

Afbeelding van de lijnelementen van een hyper-
boloide M* op de puntenruimte.

§ I.  Uitzonderingselementen. Er zijn lijnelementen,
die o' beelden hebben.

1. Zij @ de doorsnede van @ en M? P een punl
van @* » de raaklijn in £ aan ©* Hel snijpunt R
van » met @ is onbepaald, dus het vlak « door e ook.
[eder punt van OF is dus te beschouwen als beeld
van het lijnelement (P, »).

2. Zij apo=/{a, O) en 2* de doorsnede van a¢ en
M2 «p is vlak « voor alle lijnelementen van A% Als P
op 2* ligt, is het snijpunt van OZF met «p onbepaald,
zoodat een lijnelement (P, 7) van 2* alle punten van
(OF tot beelden heeft.

3. Zij A¢ het snijpunt van ¢ mel ©. Voor iedere
raaklijn door R = Ay aan M* is = onbepaald, zoodat
het beeld van een lijnelement, bestaande uit zoo'n
raaklijn » en haar rankpunt P de heele rechte OP is.
Al die raaklijnen » vormen een kwadratischen kegel
met top A¢, de punten P liggen op een kegelsnede a?
in het poolvlak van Adg¢ ten opzichte van M? (erwijl
de beelden van hel slelsel (P, ) den kwadratischen
kegel (O, =) vormen.

4. 7Zij w het raakvlak in O aan M® o een raaklijn
in 0O, A, het snijpunt van a met «. ledere straal o
van den waaier (0, ») is te beschouwen als verbindings-
lijn van O met zichzelf, zoodal het beeld van een lijn-
element (0, 0) een rechte wordt als snijlijn van « mel
het bij ¢ behoorende vlak «. Alle lijnelementen (0, o)
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hebben dus tot beelden de stralen van den waaier

(4, @).

8§ 1. Uitzonderingspunten. Er zijn punten, die on-
eindig vele lijnelementen afbeelden.

1. Een punt P van ¢*is beeld van oo! lijnelementen,
ieder bestaande uit P en een raaklijn in P aan M2

2. Ken punt 4 van « is beeld van ! lijnelementen
(P, ), waarbij P het snijpunt is van A0 met M* en »
een willekeurige raaklijn in P aan M>

3. Door O gaan twee beschrijvenden oy en oz van
M2, die @ resp. in O; en O snijden. Oy is beeld van
oo lijnelementen (P, 01), waarbij P elk punt van o
kan zijn. Zoo is Op beeld van oo! lijnelementen (P, oz).

4. Een punt U; van op is beeld van een slelsel
(P, r) van lijnelementen, waarbij de punten P de rechte
o1 beschrijven, lerwijl de raaklijnen » rusten op o en
op de snijlijn van @ mel « = (U\, a), een kwadratische
regelschaar U;® vormende. Ui* doorsnijdt M* volgens os
(2 maal geteld) en twee lijnen van de regelschaar,
waartoe o: behoort; deze gaan door de snijpunten van
o met O

700 beantwoordt aan ieder punt van oz ecen regel-
schaar U,®.

h. 7Zij P een punt van de in § I, 3 genoemde kegel-
snede «*. Bij het stelsel lijnelementen (P, »), bestaande
uit P en alle raaklinen in P2 aan M* behoorl één
vlak «, dit stelsel heeft dus één punt S tot beeld. De
punten S, die men verkrijgt als P zich langs a® ver-
plaatst, vormen een ruimtekromme, waarvan de graad
als volgt bepaald wordt.

Zij f een rechte door A¢ in @. Door f kan men 2
raakvlakken aan M2 aanbrengen, = mel raakpunt 7 en
7 mel raakpunt P'. Het vlak (a, f) bevat dus 2 punten
S en S als beelden van de waaiers van lijnelementen
(P,7) en (P',z). Van den kegel (O, 2*) rusten 2 be-
schrijvenden op a, zoodat @ 2 punten S beval, die
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ieder het beeld zijn van cen waaier van lijnelementen
(P, #). Aangezien een willekeurig vlak (@, f) 4 punten
ran de m. p. van S bevat, vormen de punten S ecen
ruimlekromme van den 4°® graad, o'

6. Het punt O is hoofdpunt van de afbeelding, en
heeld van een o0® stelsel lijnelementen (P, ») waarbij ieder
punt P van M? éénmaal in aanmerking komt. De raak-
lilnen » vormen een congruentie, met M? als richtopper-
vlak en de snijlijn so van «o en @ als richtlijn. Het is
dus een congruentie [2, 2|.

§ III.  Stelsels van ljnelementen en hun beelden.

1. Een waaier (P,») van lijnelementen heeft tot
heeld de punten van OP. Eén van die lijnelementen
zal dus O tot beeld hebben. Laat men P zich ver-
plaatsen langs een beschrijvende ¢ van M® en be-
schouwt men het stelsel (P, r) van alle lijnelementen
die O tot beeld hebben, dan vormt het stelsel raak-
lijnen (r) een kwadratische regelschaar R, die beschouwd
kan worden als het voorthrengsel van twee projectieve
vlakkenbundels, die 21 en s; = (20, @} tot assen
hebben.

R? snijdt © volgens so en de raaklijn aan @* in hel
snijpunt van »; met Q.

R? snijdt M? volgens » (2 maal geteld) en de be-
schrijvenden van de regelschaar (i), die gaan door de
snijpunten van s en M*

Op deze wijze correspondeert met iedere beschrijvende
rovan M? een regelschaar R%  Alleen voor de twee
lijnen 71, die gaan door de snijpunten van s en M?
ontaardt R* in de bewuste »; zelf, die dan oo! maal
geteld moet worden, en de waaier van raaklijnen in
het vlak (sg, 71).

Zoo is ook aan iedere beschrijvende 72 van de andere
regelschaar van M*® een R* toegevoegd, terwijl alle
regelscharen R* samen de in § 1I, 6 besproken congru-
entie [2, 2] vormen.
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2. Alle lijnelementen, die een beschrijvende »; van
M2 tot drager hebben, bepalen hetzelfde vlak «, zoodat
hun beelden een rechte &; vormen, die de snijlijn is
ran het vlak (0, r) met het vlak « door @ en het
snijpunt Ry van » met @. (0, ) snijdt M? volgens r
en de beschrijvende 0. door O van de schaar (re).
Het vlak « snijdt ©2 in R; en nog een punt R, waar-
door een beschrijvende 7’ van de schaar (1) gaat. De
lijnelementen waarvan ;" drager is, hebben tot beelden
de punten van een rechte &', die in hetzelfde vlak =«
ligt als &y, by en b moeten elkaar op o2 snijden. Dit
snijpunt is beeld van:

1e één lijnelement bestaande uit het snijpunt van
en oz, met 4 als drager.

2e ¢én lijnelement bestaande uit het snijpunt van '
en os, met 7 als drager.

3¢ ool lijnelementen, waarvan de punten zich op oa
bevinden, terwijl de dragers een kwadratische regelschaar
[1:* vormen, als beschreven in § 11, 4.

Ieder vlak « bevat 2 rechten by en b/, die o2 in een-
zelfde punl en « in 2 verschillende punten snijden. Het
stelsel (1) vormt dus een kubisch regelvlak B, met
o: als dubbele en @ als enkele richtlijn.

Bi® snijdt @ volgens @* en de rechte 490, als O het
snijpunt van oz en @ is.

Bi® snijdt M* volgens @, oz (2-maal geteld), en de twee
beschrijvenden ;" en @'’ van de schaar (1), die gaan
door de snijpunten A’ en A" van @ met M-

[ir zijn twee raaklijnen door Ag aan @2 leder vlak
door zoo'n raaklijn en « levert maar één rechte by,
hetgeen dan klaarblijkelijk een torsale rechte van By is.

700 correspondeert met de schaar (rz) van M* een
kubisch regelvlak B.* met O, als dubbele en a als
enkele richtlijn. Elk punt van B is dan beeld van
een lijnelement (P 22) waarbij P een punt van M* en
re de beschrijvende van de schaar (r2) is, die door P gaal.

Het vlak «o bevat van B3 de rechte @ en de rechlen,
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die O verbinden met de snijpunten van «o en @2 als
beelden van de beschrijvenden der (r)-schaar door die
punten. «, heval van Bs:® dezelfde lijnen, de twee laatste
thans te beschouwen als beelden van de beschrijvenden
der (re)-schaar door de snijpunten van «o en Q2

De doorsnijding van B:® en Be* bestaat uit:

1e a.

2¢ de lijnen, die O verbinden met de snijpunten van
o en @ -

S8R0 2

4¢ de 4° graads-ruimtekromme %, die in § II, 5
genoem'd is. Deze kromme moet o.a. gaan door het
snijpunt van @ en @2'" en door dat van a2 en a:”’. Dal
deze kromme werkelijk 7' moet zijn, blijkt uit het volgende:

Flen willekeurig punt S van die kromme is beeld
van 2 lijnelementen (I, 7)) en P, 72), waarbij P het
snijpunt is van SO met M* »; en ry de beschrijvenden
door P zijn. Dil kan alleen als »; en 72 hetzelfde viak
hebben, maar dan is S ook beeld van ce! lijnelementen
bestaande uit ” en een raaklijn in P aan M? die ook
datzelfde vlak « bepalen. leder raakvlak aan M2 dal
hierbij in beschouwing komt, bevat één raaklijn door
Ap. Al deze raaklijnen vormen den raakkegel mel
top Ag, terwijl de raakpunten P op de in § II, 5 ge-
noemde kegelsnede «* liggen. De verzameling der
punten S moet dus wel ! zijn.

3. Zij @ een willekeurig vlak, m zijn snijlijn met @
en ® de kegelsnede, volgens welke @« M? snijdt.  Zij
(P, 7) het stelsel lijnelementen, dat ontstaat als P langs
©* beweegl en r steeds aan ® raakl. leder punt R
van o levert een vlak « = (@, 1), behoorende bij 2 lijn-
elementen (P, r) en (P,7), als » en »' de raaklijnen
door R aan g* voorstellen. De beelden S van (P, )
en S van (7, 7') liggen in «.  De kegel (0, ) snijdt «
in 2 punten, zoodat 2 lijnelementen van »* hun beeld
op a hebben. Daar in een willekeurig vlak « 4 beeld-
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punten liggen, is het beeld van het stelsel (P, ) van
lijnelementen in het vlak 2 een ruimtekromme van den
4en graad, oL

De snijpunten van o* met M® zijn:

1°  de snijpunten van p* en @,

2% de raakpunten op de raaklyjnen door 4, aan p*
(2 maal raakl « aan p2).

3% een dubbelpunt in O; het vlak «o bevat O als
beeld van 2 lijnelementen, want ook door het snijpunt
‘an o en m gaan 2 raaklijnen aan p®

4% één punt op o1 en één op os.

p* raakt @ in de snijpunten van z* en .

p* heeft dus a tot koorde, O tot dubbelpunt en ¢
tot dubbelraakvlak.

Als het vlak x bizondere standen inneemt, kan het
gebeuren dat ' ontaardt

Als p* door O gaal, ontaardt p* in een rechte en
een vlakke kubische kromme. Zij nl. o de raaklijn in
0 aan % Ko het snijpunt van o en ¢, w het raakvlak
in O aan M? A, het snijpunt van a en @ dan wordt
als beeld van (0, 0) gevonden de rechle A, Ry (volgens
§ 1, 4. Wat de overige elementen van p* belreft, een
punt R van m geeft het aanzijn aan een vlak 2 = (a, R)
dat p volgens A, R doorsnijdt. Door R gaan twee
raaklijnen aan 2°, met raakpunten P’ en . De beelden
van deze lijnelementen zijn de snijpunten van OP" en
OF" met A, R Er onstaat dus een verwantschap (2, 1)
tusschen de stralen der waaiers (.-1,,_, ) en (0, z). Het
voorthrengsel daarvan is een vlakke kubische kromme,
die 2 maal door O en 1 maal door A, gaal, als beeld
van de lijnelementen van p?

Als p de rechte a bevat, dan is @ het vlak x voor
alle lijnelementen van z®  Een element (£, 7) van p*
heeft dan P tot beeld. Laat P en P de raakpunten
zijn op de raaklijnen p’ en p" uit A, aan p* De lijn-
elementen (P, p") en (I, p") hebben dan de rechten
OP" en OP" tot beelden. p' is nu onlaard in een
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kegelsnede en 2, haar snijdende, rechien door 0.

4. Zij M de pool van het vlak x fen opzichte van
M2 De ribben van den kegel (M, ) raken dan aan
M* in de punten van p® De beelden van het aldus
verkregen stelsel van oo! lijnelementen vormen een 4°
graads-ruimtekromme, 4 mel koorde ¢ en dubbelpunt
0. Immers, de kegel (B, w*) snijdt op @ een kegel-
snede iy in, die door een willekeurig vlak door a in
2 punten gesneden wordl, zoodat dit viak het viak « is
voor 2 lijnelementen van het stelsel. Bovendien rusten
twee beschrijvenden van den kegel (0, 12%) op a, zoodal
cen willekeurig vlak « #ier beeldpunten van lijnelementen
van het stelsel beval.

De snijpunten van ! met M? zijn:

1°. de snijpunten van x® en o.

2% de snijpunten van x? en het vlak (a, D).

3% een dubbelpunt in O: er rusten twee raaklijnen
door MM aan M* op de lijn s = (o0, @).
PALLL

. ¢én punt op o1 en één op 0.

Zij pi de centrale projeclie van ® uit 0 op @; de
vier snijpunten van ph en 2y zijn de snijpunten van
1 en Q.

Als ¢* door O gaat, ontaardt de kegel (O, %) in twee
waaiers (0, ) en (0, w). MO raakt in O aan M2 Zij
It het snijpunt van MO en @, dan is olk punt van
A B te  beschonwen als beeld van het lijnelement
(0, 10). Een willekeurig viak « door @ bepaalt é6n
straal van den waaier (dy, ), terwijl zijn snijlijn met
@ wy in twee punten snijdL. a behoort dus bij twee [ijn-
elementen (P, p') en (I, p") van het stelsel. Als de
genoemde  waaierstraal door Ax OFP' en OF" resp. in
7" en 1" snijdt, dan zijn 7" en 7” beelden van (P, p")
en (I, p’). Er bestaat dus weer een verwantschap (2, 1)
tusschen de stralen van den wanier (;-I‘,,,‘u.} en die van
den waaier (0, ), en hel voorthrengsel daarvan, de
m. p. der punten 7' is een vlakke kubische Kromme,
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die 2 maal door 'O en 1 maal door Ax gaat. ='isdus
nu ontaard in een rechte en een vlakke kubische kromme.
Als w de rechte a bevat, is geen ontaarding van !
te constateeren.
5. In 'talgemeen zal een ruimtekromme van den
4 graad gevonden worden als beeld van een enkel-
voudig oneindig stelsel van lijnelementen (P, ), zoodanig
gekozen dat de m.p. van P een kegelsnede van M?is,
terwijl de m. p. van » op @ een kegelsnede insnijdt.
Immers, dan zal een willekeurig vlak door a het vlak
a zijn voor 2 lijnelementen uil het stelsel, terwijl de
kegel met top O en richtlijn (P)* @ in 2 punten snijdt.
Als m. p. van » kan b, een der regelscharen van M?*
dienen.

6. Als w aan M* raakt, ontaardt ® in een lijnen-
paar mu, ms, terwijl de pool M van . in hel snijpunt
van miy en me komt. De in 3 en 4 genoemde stelsels
van lijnelementen zijn identick geworden, en bestaan uit :

1% de lijnelementen, waarvan oy drager is.  Deze

hebben een rechte by van By® tot beeld (§ 111, 2).
2° de lijnelementen, waarvan e drager is. Deze
hebben een rechte b van B:® tot beeld.

3% het stelsel (A, m), als m een willekeurige raaklijn

in M aan M* is. Deze waaier moet dubbel geteld
worden, en heeft MO tot beeld.

7. Zij o771 een op M? gelegen ruimtekromme, die
de beschrijvenden van de schaar (1) in 3 punten snijdl.
en die van de schaar (2) in 9 punten. Een willekeurig
raakvlak aan M* snijdt é8+7 dan in B punten.
Projecteert men o4 +7 centraal uil een willekeurig punt
van M* op een willekeurig vlak, dan ontstaat in dat
vlak een kromme van den graad 2 -9 met een -
voudig en een p-voudig punt. De klasse van deze
kromme, en dus ook die van o +7, is derhalve
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(.’S_l_?') (l’s_i—?' ])M-)- iz B (B—_I) e 5 (7' 1=
=203y. Dit getal geeft dus den graad aan van het
raaklijnenregelvlak van 93+7.

Beschouwt men nu de lijnelementen van 57+7, dan

blijkt dal door een willekeurige rechte door Ao 2 3+
raakvlakken aan 28 +7 aan te brengen zijn, dat dus het
vlak door die rechte en « het vlak « is voor 23y
lijnelementen van &7 +7. Bovendien snijdt « den kegel
met top O en richtkromme 37+7in 3 © » punten, zoodat
B -+ o lijnelementen van het stelsel hun beeld op «
hebben. De. beeldkromme J van dit stelsel heeft dus
tot graad 28y + 3+ . 0ok «, is « voor 2 3y lijn-
elementen, die dan O tot beeld hebben, zoodat 4 in O
een 2 Bo-voudig punt heeft, en @ in 8- o punten
snijdt.

In het bizonder, als § van den 3¢n graad is, wordt
het stelsel lijnelementen van 2 afgebeeld op een kromme 47
met 4-voudig punt in O en « als trisecante.

Als 3=y =1 genomen worden, krijgl men het geval,
dat onder n’ 3 in deze paragraal behandeld is.

§ IV. Stelsels van beelden  met  bijbehoorende  1jn-

elementen.

1. Een willekeurige rechte & der ruimte is heeld
van een stelsel (£, ») van lijnelementen, waarbij de
m. p. der punten I” een kegelsnede 3% is, die door het
vlak 3=(b, O) op M*wordt ingesneden. De raaklijnen »
an dit stelsel vormen een regelvlak, waarvan de graad
als volgt bepaald wordl:

De rechte & snijdt de in § 111, 2 genoemde regelvlakken
Bi? en Bs? ieder in 3 punten. Het komt dus G-maal
voor, dat een » van het stelsel samenvall met een be-
schrijvende van M®. Verder raken de lijnen » de hyper-
boloide M* in de punten van 32 zoodal deze kegelsnede
bij de doorsnijding van hel regelvlak met M? dubbel
geteld moet worden. Deze doorsnijding bestaat nu uit
6. rechten en 2 X % is dus van den graad 10, zoodat
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het gezochte regelvlak van den Hen graad is, en B3
genoemd zal worden.

Het vlak 3 bevat als beeld van de lijnelementen
van (3° een kubische kromme o?* (§ III, 3). b snijdt 5*
in 3 punten Ch, (2 en C5.  Als nu OC;, 0Cs en 00
[3* resp. in de punten Bj, B: en Bssnijden, dan zullen
de raaklijnen in Bi, Bs en By aan 3* tot B hehooren.
Deze drie raaklijnen vormen met 3* de doorsnede van
B® en f3..

Het vlak @ snijdt B® volgens de raaklijnen aan ¢*
in de snijpunten van @*met 3, en een kubische kromme,
die 0. a. gaat door de 6 punten van @2 ingesneden
door de 6 beschrijvenden die B> en M* gemeen hebben.

Bizondere standen van b:

a) Als b door O gaat, snijdt zij M* in nog een punt
P, en is nu beeld van de lijnelementen (P, ») waarbij »
iedere raaklijn in P aan M? kan voorstellen. De rechte b
snijdt in O zoowel o1 als 02. O, beschonwd als punt
van o1, is dan beeld van een stelsel, waarvan de raak-
lijnen een kwadratische regelschaar ;2 vormen, als
genoemd in § II, 4. Voor O beschouwd als punt van
oz valt hetzelfde op te merken. Deze twee kwadratische
regelscharen vormen met den waaier (P, ) het thans
ontaarde regelvlak BS.

b) b ligt in @©. De regelvlakken Bi®* en Bs® uit
§ 11, 2 hebben o.a. ©? gemeen, en bezitten ieder nog
een rechte in @ Een willekeurige rechte & in @ snijdt
Bi* en Be? dus samen in 4 punten, waarvan er 2,
Iy en I%, op @2 liggen. Deze punten zijn ieder beeld
van een slelsel van o' lijnelementen (79, ») vesp. (I, 7),
waarvan de dragers » een waaier vormen in het raak-
vlak in Iy resp. Iy aan M2 (§ I, 1). Voor een rechte
in @ valt B® dus uiteen in een kubisch regelvlak en
twee waaiers,

¢) b s ecen rechte van M?  Laat b samenvallen mel
een rechte van de schaar (). Een punt P van b is
dan beeld van een lijnelement (£, 7) waarbij » een van
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de raaklijnen in P aan M? is. Verplaatst men P langs b,
dan vormen de #’s van dit stelsel een kwadratische
regelschaar R;? die beschouwd kan worden als voort-
brengsel van twee projectieve vlakkenbundels met assen a
en b, Ry? en M? snijden elkaar volgens b (2 maal
seteld) en de op « rustende beschrijvenden van M2 as’
en az. Het snijpunt By van b en @ is weer heeld van
een waaler. Het snijpunt van b en os is beeld van
kwadratische regelschaar Uz?  Daarmee is de bij deze b
behoorende B* compleet.

2. Voor een rechte ?', die samenvalt met een be-
schrijvende van de schaar () vindt men een dergelijk
stel van (wee kwadratische regelscharen Re2, U2 en
een waaier met top Re in het raakvlak in R; aan M2
Een ontaarde kegelsnede van M? is dus beeld van een
slelsel van oo! lijnelementen, waarvan de dragers een
fignur van den 101en graad vormen.

Een willekeurige kegelsnede 82 van M? is heeld van
een stelsel (P, »), waarbij de punten P op de kegel-
snede 3% liggen, terwijl de raaklijnen » een regelvlak
vormen, waarvan te verwachlen is, dat het van den
graad 10 zal zijn. Het blijkt te ontaarden. Immers,
de snijpunten By en B van 3?2 en @ zijn singulier, en
ieder beeld van een waaier van lijnelementen. [Hel
snijpunt van 3% en oy is beeld van een kwadratische
regelschaar U? dat van 8% en o2 is beeld van een Us2,
Blijfft dus over een regelvlak van den 4en graad, daf
de overige punten van (3% (ot beelden heeft. Dit blijkt
ook nog uit de volgende redencering:

Behalve de snijpunten van 3* met @, o1 en o2 heefl
£* met ieder van de kubische regelvlakken By® en Bg*
nog 2 punten gemeen, n.l. die op Bi* liggen op i en
en i, die op B:® liggen op @’ en as”. Het komt dus
vier maal voor, dat een beschrijvende van het gezochte
regelvlak samenvalt met een rechte van M® Bovendien
raken het regelvlak en M* elkaar in de punten van 32
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zoodal deze kegelsnede bij de doorsnijding dubbel geteld
moet worden. Aangezien de doorsnede met M? van den
graad 8 is, moet het bewuste regelvlak van den 4den
graad zijn.

3. De punten van cen willekeurig viak o zijn beelden
van o lijnelementen (7, r), zoodanig dat bij ieder punt
P van M*® één i behoort. De raaklijnen » van dil stelsel
vormen een congruentie [4, 4. Tmmers de kromme 7!
uit § LI, 4 snijdt J in 4 punten, die ieder het beeld
zijn van een lijnelement, waarvan de raakliin door het
aldaar genoemde punt M gaat. De stergraad van de
congruentie is dus veer. Eveneens snijdt de kromme p?
uit § 1, 3 9 in 4 punten, die ieder het beeld zijn van
een lijnelement van de t.a.p. genoemde kegelsnede p*
De veldgraad der congruentie is dus ook wvier.

Het vlak ¢ bevat 9 singuliere punten:

1% het snijpunt met @ is het beeld van een waaier.

2", de snijpunten met @* zijn, ieder, beeld van een

waaier.

3". de snijpunten met oy en oz zijn, ieder, beeld van
cen kwadratische regelschaar,
de snijpunten met ¢' (§ 1, 5) zijn, ieder, beeld
van een waaier.

Als d door O gaat, zullen de krommen o' en 7, die
ieder een dubbelpunt in O hebben, ¢ buiten O nog
slechls in 2 punten snijden. De punten van 4 zijn dan
beelden van een stelsel van lijnelementen, waarvan de
raaklijnen een congruentie [2, 2| vormen. Bovendien
1s O zell beeld van een slelsel, waarvan de raaklijnen

een congruentie |2, 2] vormen (§ 11, 6).



HOOFDSTUK 11.

Afbeelding van de lijnelementen van een algemeene
monoide M? op de puntenruimte.

§ 1.  Uilzonderingselementen.

1. Zij @" de doorsnede van @ met de algemeene
monoide van den graad », M”. leder lijnelement (P, )
van @" heeft dan alle punten van PO (ol beeld.

2. Zij ay=/{(a, 0), en A* de doorsnede van «, en
M*; A" heeft in O een (2 — 1)-voudig punt, zoodat een
rechte door O A" nog in één punt snijdt.  Een lijn-
element (P, 7) van A" heeft ieder punt van OF lol beeld.

3.« bevat » — 1 raaklijnen in O aan A", dus aan M”.
Voor ieder van deze lijnelementen (0, »)is 2y het vlak .
Als verbindingslijn van O met O is te beschouwen elke
beschrijvende van den raakkegel K* ' in O aan M”.
De doorsnede van K" —1' met «, bestaat nit de »n — 1
juist genoemde raaklijnen, die dus samen de afbeelding
vormen van elk van die raaklijnen afzonderlijk.

4. ledere andere raaklijn » in O vormt met O een
lijnelement (O, 7) dat tot beeld heeft elk punt van een
vlakke kromme x"—! te verkrijgen als de doorsnede
van het bij dat lijnelement behoorende vlak 2« mel den
raakkegel Kn —1 in 0.

b, Voor elke raaklijn uit 4o aan M* is 2 onbepaald.
Zij r zoo'n raaklijn en P het raakpunt, dan is ieder
punt van OF beeld van het lijnelement (P, 7). Het
1e pooloppervlak van A¢ ten opzichte van M” is een
monoide M*~! mel top 0. Hun doorsnede, d.i. de
m. p. van de raakpunten P op alle raaklijnen » uif
Ap aan M, is dus een kromme "~ et 0 als
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(n —1) (n — 2)-voudig punt. Het stelsel lijnelementen,
waarvan de raaklijnen door A4, gaan, heeft dus tot
beeld een kegel K*('—U met top O en richtkromme
ixﬂ(n~l)

§ 1. Uitzonderingspunten.

1. Een willekeurig punt 77 van @" is beeld van oo!
lijnelementen, ieder bestaande uit 77 en een raaklijn in
F aan M~

2. Een willekeurig punt 4 van « is beeld van oo!
lijnelementen, ieder bestaande uit het snijpunt L van
04 met M* en een raaklijn in L aan M.

3. Het in § I, 4 genoemde vlak « behoort bij 2 — 1
raaklijnen in O aan M, zoodat ieder punt van z* !
beeld is van n—1 lijnelementen.

4. Zi) P een punt van dein § I, 5 genoemde kromme
" =D Alle raaklijnen » in Paan M” leveren hetzelfde
vlak «, zoodal hel stelsel (P, ) één punt S tot beeld
heeft. De punten § vormen een ruimtekromme, waar-
van de graad als volgt bepaald wordt:

Zij [ een rechte in @ door Adg. De klasse van een
algemeene monoide is (2 — 1) (3 n—4), zoodal men
door /" (n — 1) (3 »—4) raakvlakken aan M* kan brengen.
Het viak (a, f) is dus « voor (n—1) (3 n —4) slelsels
(P, 7). Van den kegel K*2'= Y die O tot top en a*#—D
tot richtkromme heeft, rusten 2 (1 — 1) beschrijvenden
op «a. In een willekeurig vlak door « liggen dus

m—1)Br—4)+2n—1)=m—1)Bn—?2)
punten &, zoodat de m. p. van § een ruimtekromme
o =1)Bn—2) is.

D, Llen monoide M" bevat »n (n — 1) rechten oz door
den top O. Alle lijnelementen, waarvan zoo'n rechte
o+ drager is, hebben het snijpunt Oz van ox en @ tot
beeld.

6. Een willekeurig punt U van o is beeld van oo!
lijnelementen, zoodanig dat bij ieder punt van o één
raaklijn  behoort.  Deze raaklijnen rusten alle op de
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snijlijn s van het vlak « =/(U, a) met ©, en bepalen op
die s=nijlijn en op or twee projeclieve puntenreeksen,
vormen dus een kwadratische regelschaar U=

7. O is hoofdpunt der afbeelding. Bij ieder punt P
van M” is een raaklijn » fe vinden, zoodat O beeld is
van (P, ). De raaklimen » uit het aldus verkregen
stelsel vormen een congruentie, waarvan M” richtopper-
vlak en s= (2, @) richtlijn is. De omhullingskegel van
een willekeurig punt ¢ der ruimte is van den graad
n(n — 1), zoodat door @ u(n— 1) raaklijnen gaan, die
op s rusten. Een willekeurig vlak & der ruimte snijdt
s in een punt X en M” volgens een kromme &*. Door
X kunnen #n(n—1) raaklijnen aan & in & getrokken
worden. Hiernit volgt, dat de raaklijnen van hel stelsel
lijnelementen, dat O tol beeld heeft, een congruentie
(n(n—1), n(n—1) vormen.

§ 1. Stelsels van ljnelementen met hun beelden.

1. Zij ¢" de doorsnede van een willekeurig viak J
met M, en d de snijliin van ¢ met ©. Uit een punt /)
van « kunnen »(n—1) raaklijnen aan 2" getrokken
worden; het vlak (¢, D) is dus het vlak « voor n (n —1)
lijnelementen van 2". DBovendien rusten van den kegel
met top O en richtkromme o* »n beschrijvenden op «,
zoodat een willekeurig vlak « » (n — 1) -+ # = %? punten
bevat, die ieder het beeld zijn van een lijnelement van
o”.  Het beeld van hel stelsel lijnelementen van M* in
een willekeurig vlak is dus een ruimtekromme » van
den graad #*. De snijpunten van p met M* zijn:

1. de » snijpunten van 0" en Q.

2% n(n—1) punten op "% want het gebeurt » (n — 1)

maal dat een vlak « aan ¢" raakt.

3% n(n—1)* punten in O. Het vlak 2y snijdl d in
een punt 0, waardoor » (n — 1) raaklijnen aan o”
gaan, die alle O tol beeld hebben; pgaat dus
met n (n— 1) takken door 0.

49, n(n — 1) punten op de rechten o, op ledere
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rechte één. Tedere or snijdt " in één punt; de
raaklijn in dat snijpunt aan ¢" hoort thuis in een
onder § I, 6 genoemde kwadratische regelschaar
U2, heeft dus één punt van oy tot beeld.

Ter controle zij opgemerkt:

n-+tnm—1)+nn—1)>+nnr—1)=x»

Als het vlak 3 bizondere standen inneeml, kan hetl
gebeuren dat p ontaardl.

a) & bevat a. Uit het punt Ae kunnen n (n — 1) raak-
lijnen ¢" getrokken worden, zoodat voor # (n — 1) lijn-
elementen van " het vlak « onbepaald wordl. Deze
hebben dus ieder tot beeld de rechte die O met hun
raakpunt verbindt. Voor de overige lijnelementen van
9" is o het vlak &, zoodal die elementen 3" lol beeld-
kromme hebben. 5 ontaardt in dit geval in 2 (n — 1)
rechten door O en de vlakke kromme 0"

) & gaat door 0. 3" heeftin O dan een (# — 1)-voudig
punt. Zij » een van de »— 1 raaklijnen in O aan 2",
en R={(r, ®). Het beeld van (0, ) is dan een vlakke
kromme #" ', door den raakkegel K” ' van O op het
vlak @« = (@, R) ingesneden. De klasse van 4" is nu
nn—1)—m—1)(n—2)=2(n—1). Door een wille-
keurig punt D) van d gaan nu 2 (» — 1) raaklijnen aan
o, zoodat @ = (a, D) dienst doet voor 2(—1) lijn-
elementen van ¢, Als beeld van de lijnelementen van
2" vindt men nu het voortbrengsel van de verwantschap
tusschen de stralen der waaiers (As 3) en (0,3). Aan-
gezien dil een verwantschap |2 (2 — 1), 1{ is, wordl het

voortbrengsel een kromme van den graad 2 (n— 1)+
4+1=95n—1. » is nu ontaard in n —1 vlakke

in -1

kromme %" —' en cen vlakke kromme p*

¢) O bevalt ecen rechte op. " ontaardt dan in oxeneen
kromme 8*—* met (z— 2)}-voudig punt in 0. De lijnele:
menten, waarvan o drager is, hebben het snijpunt O van
s en @ tot heeld. Alleen het element (0, 0x) heeft tot beeld
cen vlakke kromme 2" =7 zooals genoemd in § I, 4. Hel-
zelfde valt op te merken voor de » — 2 lijnelementen (O, )
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als » een raaklijn in O aan 4"~ voorstell. Door een
willekeurig punt Dvand kunnen 2 (z — 2) raaklijnen
aan 9"~ ' pgetrokken worden. Het beeld van 3"~ * wordt
dus een kromme van den graad 2(n — 2) + 1 =2n — 3,
verkregen op de in &) beschreven wijze. oz en 9" —*
snijden elkaar buiten O nog in een punt P. De ool
lijnelementen, die ontstaan door I te combineeren met
alle raaklijnen in > aan M”, moeten ook geacht worden
te behooren tot de lijnelementen van ¢*, en wel ieder
2 maal geteld. Als beeld van dezen waaier vindt men
dus de punten van or 2 maal geteld. p is nu onl-
aard in n—1 vlakke krommen 2"~ een vlakke
kromme p?* =3 en 2 maal ox.

d) ¢ bevat 2 rechten oren o, 3" is nu uiteengevallen
in or, o en een kromme 3" ~* met (n — 3)-voudig punt
in 0. Op geheel analoge wijze vindt men nu:

1°. De lijnelementen van oz hebben O, tot beeld, die
van o 0.

20, De lijnelementen (0, 0x), (0, 0) en (O, #), als »
een van de »— 3 raaklijnen in O aan " ~? is,
hebben ieder een kromme " —* tot beeld.

3% De beeldpunten van de overige lijnelementen van

0"~ ?* vormen een vlakke kromme p?" s,

De snijpunten P en € van oz eno; melt "2 be-
hooren ieder bij een waaier van raaklijnen, die
tot beeld hebben de punten van o: resp. o,
ieder 2 maal geteld.

¢) ¢ raakt M* ¢n D. ¢" heeft nu 1) als dubbelpunt.
Daardoor wordt de klasse van ¢" n(n—1)—2=
—n?— n—2. Ken willekeurig vlak door @ is nu het vlak «
voor n®— n— 2 lijnelementen van 3", terwijl de kegel
(0,0") @ in n punten snijdt. et beeld van * wordt
nu een ruimtekromme van den graad 2?2 —pn — 2 4 n =
—n?— 2. Zij r een willekeurige straal van den waaier
(D, ), dan moel OD als beeld van het stelsel van oo!
lijnelementen (0, r) dubbel geteld worden.
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2. Zi h een hoofdraaklijn van M*, die M" in H 3-
puntig aanraakt. De hoofdraaklijnen van een monoide
vormen een congruentie [3(n — 1) (n — 2), 3 n (n — 2)].
Het beeld van het stelsel (H, h) is een oppervlak, waar-
van de graad als volgt bepaald wordt:

Een willekeurig vlak « door « snijdt @ volgens een
rechte f. Alle hoofdraaklijnen, waarbij dit vlak « be-
hoort, moeten f snijden en vormen dus een axiaal
regelvlak uit de congruentie, dat tot graad heeft

Sm—1)(n—2)+3nn—2)—=8m—2)(2n—1).

De m. p. der punten H op de rechten 2 van dit
axiaal regelvlak is een ruimtekromme, die @ snijdt

1 in de 3% (» — 2) buigpunten van @",

2° in de » snijpunten van f en @”, maar ieder van
deze laatste punten is I voor 2 rechien h van het
regelvlak. De kromme (/) is dus van den graad

3nn—2)+2n=nBn—4)

(H)"B» =1 gaat in het algemeen niet door O, omdal
alleen de n (n — 1) rechten o, als eigenlijke hoofdraak-
lijnen te beschouwen zijn, en deze rusten in het alge-
meen niet op /. De kegel met top O en richlkromme
(H)"@n=9 4] dus op « een kromme " =% insnij-
den die beeld is van alle rechten &, die op f rusten.
Bovendien is ieder punt A van a beeld van o' lijn-
elementen, waarvan de raaklijnen een waaler vormen
om het snijpunt L van OA en N* (§1I,2). Hieronder
bevinden zich twee hoofdraaklijnen; e is dus een dubbel-
rechte op het beeldoppervlak. De congruentie der hoofd-
aaklijnen heeft dus tot beeld een oppervlak S van den
araad 2 (32 — 4) -+ 2, omdat dit de graad is van de
doorsnijding van S met een willekeurig vlak .

Fen willekeurige rechte door O, die M in H snijdl,
bevat 2 punten, in 't algemeen buiten O, die beelden
zijn van (f1, hy) en (H, he) als by en he de hoofdraak-
linen in H voorstellen. Daaruit volgt dat OH en S
in O n(3n—4) gemeenschappelijke punten hebben.
S heeft dug in O een #n (3 n — 4)-voudig punt.
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3. Zij @ een willekeurig punt der ruimte. Alle
raaklijnen uit ¢ aan M” vormen een kegel van den
graad n(n—1), met QO als (n — 1) (n — 2)-voudige
rechte. Immers, de raakpunten P op deze raaklijnen
vormen ecn kromme 7"~ met Oals (i — 1) (n — 2)-
voudig punt. Hieruit volgt dat de kegel (0, ) van den
graad n(n—1)— (n—1) (k. — 2) =2 (n — 1) is, zoodat
2 (n-— 1) beschrijvenden op a rusten. De kegel (0, 7)
snijdt @ volgens een kromme van den graad n (n — 1),
zoodat een willekeurig vlak door « het vlak « is voor
n(n — 1) lijnelementen van hel stelsel (P, 7). Als beeld
van dit stelsel vindl men dus een ruimtekromme r van
den graad 2(n —1)+nn —1) = —1) (n + 2).

De n(n —1) (n - 2) snijpunten van = en M* zijn als
volgt verdeeld :

1°. de n(n—1) punten van z""~% in @;

20. de n(n—1) punten van z"™ =" in het vlak (a, ();

3% n(n—1)% punten in O; er rusten n(n — 1) raak-

lijnen door @ op de rechte sy = (&, @).

4% n(n — 1) punten op de rechten o, op iedere

rechte één.

§ IV. Stelsels van beelden met  bijbehoorende lijnele-

menten.

1. De punten van een willekeurige rechte & der
ruimte zijn beeld van een stelsel lijnelementen (P, #),
zoodanig dal de m. p. der punten I’ de kromme {§ is,
volgens welke het vlak = (0, 5) en M* elkaar snijden.
De raaklijnen » vormen een regelvlak, waarvan de graad
bepaald wordt door na te gaan, wal de doorsnede met
¢ is. Tot die doorsnede behoort #* in de eerste plaats.
In § II, 1b bleek, dat de lijnelementen van §” tot beelden
hebben de punten van een vlakke, in 8 gelegen, kromme
van den graad 2% —1. Daardeze b in 25 — 1 punten
snijdt, bevat # nog 2% — 1 rechten van het regelvlak.
Dit, is dus van den graad n +4-2n — 1 =85 — 1, en
zal genoemd worden B™—1,
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Als b bizondere standen inneemt, kan het gebeuren
dat B* ~* ontaardt,

a) b rust op a. Zijn snijpunt 4, met @ is dan beeld
van een stelsel lijnelementen, ieder bestaande uit het
snijpunt L van 04, met M” en een raaklijn in L aan
M”. B3~ * ontaardt dan in een waaier en een B — 2

b) b in @. leder van de » snijpunten 7' van b met
@” is dan beeld van @' lijnelementen, ieder bestaande
uit /' en een raaklijn in /' aan M", zoodat B**—' in
dit geval ontaardt in » waaiers en cen regelvlak B** =,

2. Zij 4 een willekeurig vlak, dat M" volgens een
kromme o" snijdt. De punten van " zijn beelden van
een slelsel (P, r), waarbij ¢" de m.p. van P is, terwijl
de raaklijnen » een regelvlak D vormen, dat met § in
de eerste plaats 9" gemeen heefl.” Verder blijkt uit § 11,
1 dat de lijnelementen van 0" tot beelden hebben de
punten van een ruimtekromme p, die ¢ in 2* punlen
snijdt, alle op 0" gelegen. Hiervan moeten de » snij-
punten van ¢" met @, die singulier zijn, en dadelijk al-
zonderlijk genoemd worden, afgetrokken worden. Het
regelvlak D bevat dus #?—»n beschrijvenden, die in 4
gelegen zijn. De graad van D is dus »?— n -+ n=n2
Daarbij komt, dat ieder van de snijpunten van 4" en @
singulier is, en beeld van @' lijnelementen, waarvan
de raaklijnen een waaier vormen. Bovendien snijdt 2"
ieder van de (i — 1) rechten oz in één punt, dat
beeld is van @' lijnelementen, waarvan de raaklijnen
een kwadratische regelschaar U? vormen. Bij D voegen
zich dus » waaiers en n(n—1) kwadratische regel-
scharen.

3. De punten van een willekeurig vlak 3 zijn beelden
an een stelsel (P, ), zoodanig dat aan ieder punt 7
van M" één raaklijn » is toegevoegd; deze raaklijnen
vormen een congruentie.

Alle raaklijnen uil een willekeurig punt Q aan M*



2.

=~

hebben tot beeld de punten van een ruimtekromme
=0 m+2  dig Bin (n — 1) (2 + 2} punten snijdt. Dus
(n—1) (n + 2) raaklijnen door een willekeurig punt
hebben hun beeld in £.

De lijnelementen van een willekeurige vlakke door-
snede 3" hebben tot beelden de punten van een ruimte-
kromme p die £ in n? punten snijdt.  Dus in een
willekeurig vlak liggen n? lijnelementen van M”, die hun
bheelden in  hebben. '

Het bovengenoemde stelsel van raaklijnen » vormt
dus een congruentie [(n— 1) (n -+ 2), n2].

Als # door O gaat, vall deze congruentie uiteen in
twee andere.

Zoowel =10 (2 qls » hebben in O een n(n —1)-
voudig punf, en snijden dus § builen O nog in
nn—1) (n -+ 2) — w(n — 1) =2 (n—1),respectievelijk
n2—n (n—1)=n punten. Terwijl O zelf beeld is
van een congruentie [z (» — 1), n (e — 1)], behoort bij de
overige punten van £ dus een congruentic [2 (n — 1), n].



HOOFDSTUK III.

Afbeelding van de lijnelementen van een kubische
monoide M® op de puntenruimte.

Als toepassing worden hier de resultaten vastgelegd
voor een kubisch oppervlak M* met een kegelpunt O.
Dit oppervlak bevat 6 rechten or door den top O,
terwijl ieder vlak door 2 van die rechten o en on M?
nog volgens een buiten O gelegen rechte pun snijdt. M?
bevat dus 15 rechlen pp..

§ .  Uitzonderingselementen.

1. Voor een lijnelement (P, ») van de doorsnede @°
ran @ en M? is het snijpunt met @ onbepaald, dus het
vlak « ook. Het beeld van (P, #) is dus de punten-
reeks op OP.

2. Zij A* de doorsnede van M? metl het vlak «, =
= (a, 0). «, is «z voor ieder lijnelement (£, 7) van 2° en het
snijpunt van a, en OL is onbepaald. Het beeld van (L, /)
is dus de puntenreeks OL.

3. « bevat 2 raaklijnen lyen/; in O aan A% Als
verbindingslijn van O met zichzell moet beschouwd
worden iedere beschrijvende van den raakkegel K? in
O aan M® K2 snijdt @ volgens i enle. Als beeld van
(0, 1) moet dus ieder punt van /; en /z beschouwd worden;
als beeld van (0, [s) eveneens.

4. ledere andere raaklijn » in O aan M® vormt met
O een lijnelement (0, ) dat tot beeld heefl elk punt
van een kegelsnede 2 door het bij die raaklijn be-
hoorende vlak « op K? ingesneden.

5. Voor elke raaklijn » uit Ag aan M® is « onbe-



24

paald. Als P het raakpunt op » is, dan Is ieder punt
van OP beeld van (P, 7). De m. p. van P is een ruimte-
kromme % met dubbelpunt in 0, als doorsnede van M?
met het pooloppervlak van Ag ten opzichte van M®. De
kegel (0, 2°) is dus van den 4" graad.

§ 1. Uitzonderingspunten.

{. Ieder punt I van ©¥ is beeld van o' lijnelementen
(I, 7), waarbij » een willekeurige raaklijn in /"aan M® is.

2. Teder punt A van a is beeld van o! lijnele-
menten (L, 7), waarbij L het snijpunt van OA en M®is
en r een willekeurige raaklijn in L aan M

3. Het in § I, 4 genoemde vlak « behoort bij 2 raak-
lijnen in O aan M’ zoodal ieder punt van den kegel
K2 beeld is van 2 lijnelementen (O, »).

4. Het raakvlak in elk punt P van «°® (zie § I, 5)
snijdt @ volgens een rechte f door Ag, zoodat bij alle
raaklijnen in P aan M? hetzellde vlak « behoort. Het
snijpunt S van OP met « is dus beeld van oo! lijn-
elementen (£, r) waarvan de raaklijnen » een waaier
om 7 vormen.

Door f gaan 10 raakvlakken aan M? zoodat het vlak
(a, f) 10 punten S bevat. Bovendien snijdt de kegel

K* = (0, ") « in 4 punten. De punten S vormen dus

een ruimtekromme ',

h. Het snijpunt Oz van @ mel een rechte o is beeld
van de ! lijnelementen, waarvan o drager is.

6. Een willekeurig punt U van o is beeld van oo
lijnelementen (£, #) waarbij P willekeurig op or ge-
nomen kan worden, en w één van de raaklijnen in I’
aan M? is. De lijnen u snijden op de snijlijn s van
xz=— (U, a) met @ en op or lwee projectieve punlen-
recksen in, vormen dus een kwadratische regelschaar U2,

7. 0, als hoofdpunt, is beeld van een stelsel (P, ),
waarbij ieder punt P van M? eenmaal voorkomt, terwijl
bij iedere I één » behoort. De #»’s vormen een con-
aruentie (6, 6).



§ III. Stelsels van ljjnelementen met hun beelden.

1. De lijnelementen van M? gelegen in een wille-
keurig vlak g, hebben tot beeld een ruimtekromme p?
met een 6G-voudig punt in O, en a als trisecante.

Bizondere standen van o :

a) o bevat a. Iet stelsel (P, ») in 3 beval 6 raaklijnen Agp,
die ieder een rechte door O tot beeld hebben. De overige
lijnelementen hebben de punten van 0% zelf tot beeld.

b) & raakt aan M?. De doorsnede o7 krijgt dan in het
raakpunt [) een dubbelpunt. Als beeld van ¢ vindt
men nu een ruimtekromme (7, en verder O, 2 maal
geteld als beeld van den waaier (), 9).

¢) o gaat door O. Nu krijgt é* een dubbelpunt in O.
Als dy en ds de dubbelpuntsraaklijnen zijn, hebben
(0,dy) en (O, ds) ieder een kegelsnede tot beeld, door K#
op het bij ieder van die lijnelementen behoorende vlak
a ingesneden. De rest van o° heeft tot beeld een in o
gelegen vlakke kromme p°

d) o bevat cen rechte or.  De restdoorsnede is dan een
kegelsnede 92 door O. Alle elementen, waarvan o drager
is, hebben hel snijpunt Op van oz en @ tot beeld ; alleen
(0, 0;) heeft tot beeld een kegelsnede =% als genoemd
in § I, 4, evenzoo de raakliin in O aan 4% Het beeld
an o2 is een vlakke p*.  In het snijpunt D van or en
52 raakt & aan M® et beeld van den waaier (D, d) is
de rechte or, 2 maal geteld.

¢) o drievoudiy raakvlak. De doorsnede met M? ont-
aardt dan in 3 rechten. Daarbij zijn twee gevallen te
onderscheiden.

z) ¢ gaat door 0. &* bestaat dan uit de rechten oz,
0r en pr. Het beeld van or is O dat van o, is On Het
beeld van pw is een rechte als snijliin van het vlak
(O, per) met het bij pir behoorende vlak . Het beeld
van (0, oz), evenals dat van (0, o), is een kegelsnede =2
Zij P; het snijpunt van ox en pg, £ dat van o en pu.
De waaiers (Pr, 3) en (P d) hebben dan resp. de rechten
OF: en OF, ieder dubbel geteld, tot beeld.
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) o gaat niet door O. &° bestaat dan uit 3 rechten
pu, zoodanig dat de indices van 1 tot 6 ieder éénmaal
voorkomen. Iedere rechle piw heeft tot beeld een rechte,
die snijlijn is van het vlak (O, pr) met het bij pa be-
hoorende vlak «. Als P, @ en R de snijpunten zijn der
drie rechten px onderling, dan zijn de rechien OP, 0@
en OR ieder dubbel te tellen als beelden van de
waaiers (P, 3), (@, d), en (R, d).

2. Zij P een punt van M’ » een willekeurige raak-
lijn in P. Het stelsel (P, r) heeft dan de puntenreeks
OF tot beeld.

3. De hoofdraaklijnen & vormen een congruentie
(6,9). Zij H op iedere h het raakpunt, dan is het beeld
van het stelsel (H,h) een oppervlak S'" met dubbel-
rechte @ en een 15-voudig punt in O.

4. Alle raaklijnen » uil een willekeurig punt Q der
ruimte raken M? in de punten P van een ruimtekromme
7% met een dubbelpunt in O. Het stelsel (P, ) heeft
tot beeld een ruimtekromme 7' met een 6-voudig punt
in O en a als quadrisecante.

§ IV, Stelsels van beelden met bijbehoorende ljnele-

menten.

1. De punten van een rechte & zijn beelden van een
stelsel (P, 7). De punten P vormen de doorsnede S
van M* en het vlak 8= (0, 0). De rechten » vormen
een regelvlak BS,

Als b in @ ligl, ontaardt B® in 3 waaiers van raak-
lijnen, die de snijpunten van & en @* tot toppen hebben,
en een BS.

Als b op a rust, in het punt A, ontaardt B® in een
waaier mel als top het snijpunt van 04, en M* en
een B



(£9]

7

2. De punten van een vlakke doorsnede &° =zijn
beelden van een stelsel (7,7). De m.p. van P is 37,
de raaklijnen » vormen een regelvlak 1%

3. De punten van een willekeurig vlak 3 zijn de
beelden van 2 lijnelementen (£, 7). Bij iedere P van
M? behoort één ».  THet stelsel () vormt een congruentie
(10,9). Als 2 door O gaat, valt deze uiteen in een bij
O behoorende congruentie (6, 6) en een congruentie (4, 3).
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STELLINGEN.

Een trimonoide en een quadrimonoide kunnen zonder
ontaarding alleen bestaan voor den graad 3.

1L

In een Nederlandsche verhandeling over het onmeetbare
setal is het gebruik van het woord «fundamentaalreeks»
te verkiezen boven dat van het woord «fundamentaalrij».

[Dr. F. Scunun, Het Getalbegrip, Hoofdstuk TII.]

[11.

De kennis van de meer-dimensionale meetkunde en
ran de niel-euclidische meetkunden is voor den physicus
gewenschit.

IV.

De relativiteitstheorie heeft voorloopig alleen weten-
schappelijk belang,

V.

Het is van groot belang, zoowel voor het onderwijs
als voor de maatschappij, de H. B.S. niet zonder meer
open te stellen voor iedereen, die «met vrucht> lager
onderwijs genoten heefl



32
VL.

et is wenschelijk, bij de opleiding van den mathe-
maticus eenige aandacht te schenken aan de geschiedenis

der Wiskunde.













\
! -“H R PN

.
&)

. 4 w4 1 , ‘ = : : / : ; » : :
b y il ’ b
T — = P
u%.. “k a4 v ' :
A e N R Bl esatata bl e s s A .—owﬁ.:ﬂ.—ﬂ A L Bk} N
et e NI M M 0 g - ey A . e A : “
VR N A
it e ; b + s le
Rt mﬁa . ) no.“.. ...._.T.in‘"..-.ﬂ ) i : RO
i AT A slalit
w SR SRhon:
MRt P,
T

ety 3T eIt S PR AT A e oy NN 9 T - - r v ig 3
R PR T i R T e : TR i
et LRI KRG R ROk aERRR R
13! Rl .ﬂ & Teps w.fn“...»s....._ﬂ.t
it _ ¥
B 00 s
:
i

0 i 3
Aeh iy ¢ ._rmo

LU N & "
m....u‘.;,. ity .,.ﬂ__.a.w. Teliiehated

] . : 152 Yo tadate H:...... Jetn
q i 1503 S s on._._.auo e} S
.?m : i e S R
il

i i SR
i ¢ i : i i
_H .W...m 4 ﬂ. .u.w.rn. . [y

oty :ﬁ__“.

MY
DR
b ......"" it

AR

SaGEBA
v HICAH,
SN N IS “.ﬂ.

* ¥ A »
ﬂ..ﬁno. : i el Tt il

+
4, O AP %
i _ KRR | !

-m ..'en)-‘l
._m. Pt g i
S
i e A
..w«..e?. Eyt
[}
el THeat
it
W

T,

]

o

{73

e
o
e

-
e
ol

-
st
0

TSN

3

i

0

s

)

ey

e
v,

e
e
e

=

B i

a5
3
T
s
e
=L
Sr

0

a

D
-
GO
o
e

b
.".T..“!ﬁu.
O O
4% LI Vet
i .,m._-...é. i el MM
i iy 1y ] ; wa ey
4 u“mﬁumf ."a....a. { Horli it
BRI
; by
me.wm .u.T..._g ....ﬁ.“a
it , f
BRI ' " o \
St i

4 .-.P
i
Hani

1D
§

g
raty

e

e

\ > '
N
i

3
)

)
="

£y

-
e

S

e

-

e}
M
St

..;«m.na.ﬁ x

i

()

SR

Tyl
TN
ST NI Tatebidy
.M_,r.-.m...ﬁ..n ”“".m.u.. & T”._..nﬁ.ﬂmnpn
R i

.
TR
i 0 .). m._.w.m
T 16k
Gttt ot
ARG

.

S
bl
(RIS

et
e

o

e

o
PR

& .

e
i

-
Cg

-
Lt

Sa -

s

&7 )

238
i

()

"%

-

-

LI

.—? ¥ Ly
itk tity | bt
) ! i i .“u..

-
——

i

4
=y

Ay 2 VL
) . ; g ) g 13

v
; i
SRR ﬁ )
RN 2 e
EHI aba! 1l bl
i)
h
3 THIR '
M . wnrww —u. 4
d *, SN2 L)
RRRRLEAR : R
DTN B i
IO CIN I M T i) )
R St T N : s
W
51} vish A
'
") HHRR &J:...;.
i r..— “ 3N &%7 i
»w ! 3 —. 4 KNS PES
4 | N
i
.m,.ﬂ it * 210 )
e e ML
AL [t ' Q
SRS
adadatitetete
e Mu B ) 0
saanE
. EHR I L

.
.r.
_._u..".,.x"..}f T i
I v Al MW rw
v : {4 ) s
ule, ¥ : M)
m—.ﬂ \ "..“MA.«.__-."...”.M‘“M
] ) i
g _'.. n“ :
: HhBa it
L3 ) L3I0 + g he
2 :‘...4 AR 4 BOIIEH t 3 '
BhL : NSRS )
Gantit bl R R RN uw”?
ORI RDAG IR MR AT * M. b Sty
J”.A 1 ..w.“.,n" b { w.. 2! Pt ..3”7 i
o o) .m i :..‘.._ﬂ-. !
...— ,.u?m“.m“mm ‘.nm,n w.. L
: h
.“"n R ik Bl m.. } .w e ﬂ.:w. it
M ML 3 0 WRSHIGERII
..‘". st i ..m._ i ...MT..,...
) ke 5 3 M MR
W .ﬁ ) W v feulai bt ant M
MRS TP AR AR RN % s
R R R 0 hathitis
LR R R ) . ) b
w...““_.r.u.. ﬁm...n LS %
B
Ve LR |
st i : IR
+ H + i N s
; xﬁm ty : fn B R
s BBRRRRISLD SRR b

v
““ __w ] i~
! §

s HGSTS: “

1} W fia
() (M ASEY
. SEHNHONEEEHEHE R AR ;



http://www.tcpdf.org

