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INLEIDING.

De aanleiding tot het schrijven van dit proefschrift is ge-

weest de kennisname van hetgeen door Dr. Jan de Vries

omtrent vlakke nulstelsels is bekend gemaakt in de navermelde,

in de Verslagen der Koninklijke Akademie van Wetenschappen

te Amsterdam gepubliceerde, mededeelingen :

18
23,
34
44

5"

Vlakke lineaire nulstelsels. (XXI bl. 1070).

Lineaire nulstelsels in het platte vlak. (XXVI bl. 1485).
Nulstelsels in het vlak. (XXVI bl. 1142).

Twee nulstelsels, die door een net van kubische krommen
worden bepaald. (XXV bl. 954).

Nulstelsels, welke door lineaire stelsels van vlakke al-
gebraische krommen worden bepaald. (XXVII bl. 948).

Na eenige inleidende, in hoofdstuk I van dit proefschrift

samengevatte, opmerkingen, worden in de hoofdstukken II,

I11,

1%

28

S

IV en V achtereenvolgens behandeld:

Niet-lineaire nulstelsels zonder singuliere punten en stralen,
(hoofdstuk II).

Enkel- en meervoudig singuliere punten en stralen,
(hoofdstuk III).

Nulstelsels (lineaire of niet-lineaire), die enkel- en meer-
voudig singuliere punten en stralen bezitten, (hoofd-
stukken IV en V). ‘

Het zesde hoofdstuk is in hoofdzaak gewijd aan de sin-

guliere punten en stralen van lineaire nulstelsels en bevat
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daar van een uitgewerkte toepassing op een nulstelsel, dat
door een bundel van algebraische krommen wordt bepaald.

Het laatste hoofdstuk is een uitbreiding van de vierde
der bovengenoemde mededeelingen, waarbij gebruik gemaakt
is van de door Dr. Jan de Vries in zijn mededeeling ,,Over
netten van algebraische krommen"”, (Verslagen XIII bl. 708)
berekende klasse der kromme van Zeuthen. Een aantal der
in dit hoofdstuk afgeleide uitkomsten is, langs anderen weg,
door Dr. Jan de Vries gevonden in zijn mededeeling ,,Ken-
merkende getallen voor netten van algebraische krommen”.
(Verslagen XXIII bl. 862).



HOOFDSTUK L

Bepaling van een nulstelsel. Singulier punt.
Singuliere rechte. Lineaire nulstelsels.

§ 1. Onder een viak nulstelsel N (n, m) verstaat men
een wederkeerige verwantschap tusschen de punten en de
stralen van een vlak, waarbij aan elk punt worden toege-
voegd ‘n nulstralen door dat punt, aan elken straal m op
hem gelegen nulpunten.

Een nulstelsel (n, m) kan bepaald worden door de ver-
gelijkingen :

(1) | ux=1u; x; +uy X + Uy X3 =0,

@ | f(x u=a® u”— o.

Immers, kiezen wij een rechte (u) dan bepalen deze twee
vergelijkingen m op die rechte gelegen punten, haar snij-
punten met een kromme c™, van den graad m; kiezen we
een punt (x) dan bepalen de twee vergelijkingen n door (x)
gaande stralen, de raaklijnen uit (x) aan een kromme K,, van
de klasse n.

Een rechte is singulier, als al haar punten nulpunten zijn.
Een punt is singulier, als al de door het punt gaande stralen

nulstralen zijn,

§ 2. Is n of m een van beide (of beide) gelijk 1, dan
spreekt men van een lineair nulstelsel,

Voor m—1 bepalen u,—o0 en f (x, u) = a, uy" — o een
nulstelsel (n, 1), waarbij door een punt n nulstralen gaan,
op een rechte slechts één nulpunt ligt, het snijpunt van die
rechte met de rechte a, uy® — o. Een rechte u, — o zal
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singulier zijn, als aan de vergelijkingen u, = o en a, uyn==o
onafhankelijk van x;. kan voldaan worden, dus als

by e Wy
== 0,
a; ug" .,  a, ug"
Uy VAL
= 0,
ag ug" ,  a; ug"
2 SRy
e 0'
ay Uun ] a| Ur.[n
of
a; ug u, — a; ug". u = 0o, :
a, ug". u; — a; Uy U — 0,
a; ug® u; — a; ug". u; = 0.

Dc eerste twee van deze vergclijkingen geven (n 4 1) op-~
lossingen. Hieronder zijn er n, die volgen uitu, =oen a, us" = o.
Deze voldoen niet aan de derde vergelijking. Voor de overige
(n + 1)2— n oplossingen geldt

a; ug® a, Ug"

it = 2 - en
u, u,

a- i.lun s uu“

g SRt e  ISFOOK
u, Uy

a ug® a; ug" % .

R = — of a; ug™ u =a; u," u,
U| U.3 )

Deze voldoen dus ook aan de derde vergelijking. Derhalve:
Een nulstelsel (n, 1) is in het bezit van n’> + n + 1 singu-
liere stralen. _

Een nulstelsel (1, m) kan bepaald worden door de ver-
gelijkingen:

u, — o en f (x, u) = a,™ uy = 0. ledere rechte draagt m
nulpunten, ieder punt slechts één nulstraal.
Een nulstelsel (1, m) is in het bezit van m?> + m + I singu-

liere punten.



HOOFDSTUK II.

Een nulstelsel (n, m) zonder
singuliere punten of rechten.

§ 1. Niet-lineaire nulstelsels behoeven geen singuliere
punten of singuliere stralen te bezitten.

Stellen we in het volgende, dat n en m beide > 1 en
dat geen singuliere punten of stralen aanwezig zijn.
Wentelt (z) om een vast punt (y), dan geldt steeds: u, = 0.
De meetkundige plaats der op (u) gelegen nulpunten is dan
te vinden door eliminatie van u, uit:

Uy =0, Uy = 0, a™ uyg" = 0.

Uit de eerste twee vergelijkingen volgt:

U u, U
sz-xa X3+ X Xp » X
Yz r ¥Ya Yi Yi Y IRTY 5
de derde vergelijking overgaat in
a™ | (Xy y3—X; yo) + @ (Xs Vi =% ¥3) + a5 (%1 y,—%; yy)}"= 0
of, als we den determinant|a x y|; voorstellen door (¢ x y) in:
(1) a,™(axy)r=o.

Daar iedere straal door (y) deze kromme buiten (y) slechts
in m punten mag snijden, is (y) op deze kromme een n-
voudig punt, waarin de n nulstralen van (y) raaklijnen

, waarmee

zijn,



(Y)n+m

(V’n-%m

(N n,)

(ny)

6

De meetkundige plaats der, op alle door een vast punt (y)
getrokken stralen gelegen, nulpunten is een kromme (Y )n+m,
de nulkromme van (y), met vergelijking :

(1) a,™(axy)r=o0. Zij is van den graad n-+ m, met een
n-voudig punt in (y).

Eveneens:

Doorloopt (x) een vaste rechte v, dan omhullen de nul-
stralen van (x) een kromme (v)ntm met vergelijking
(2) (a u v} uq®=o,vandeklasse n+m, die v tot m-voudige
raaklijn heeft. \

§ 2. Uit een punt (X) vertrekken n nulstralen, de raak-
liinen aan de aan (X) toegevoegde K.. Vallen er hiervan
twee samen, dan is (X) in het bezit van een dubbelen nul-
straal. Opdat twee raaklijnen samenvallen moet (X) op de
betrokken K, gelegen zijn. De vergelijking van K, is in
lijncodrdinaten f (X, u)=o.

Deze zal in puntcodrdinaten een vergelijking F (x, X) = o
hebben. Ligt (X) op deze K., dan moet gelden F (X, X) - o.
Dus :

De meetkundige plaats der punten, die in het bezit zijn van
een dubbelen nulstraal, is een kromme (N 1y,), met vergelijking

F (x,x)=o0.

Bij ieder punt (X) van (Nn,) behoort een dubbele nul-
straal.

De dubbele nulstralen zullen een kromme (n,) omhullen.

Beschouwen we alleen die K, waarop het toegevoegde
punt (X) gelegen is, dus op (N»;) gelegen punten (X). De
hierbij behoorende krommen K, (als omhulden van rechten
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beschouwd) kunnen tot singulariteiten dubbel- of keerpunten
hebben, Het kan dus voorkomen dat (X) met zoo'n dubbel-
of keerpunt samenvalt.

Vait (X) met een dubbelpunt van K, samen, dan heeft
K, in (X) twee dubbelpuntsraaklijnen, die beide een dubbelen
nulstraal voor (X) vertegenwoordigen. Deze raken dus beide
aan de kromme (n,). Tusschen (Nn,) en (n,) is een één-een-
duidige verwantschap. De dubbele nulstraal in een punt van
(Nn,) is een raaklijn aan (n;). Komen op bovengenocemde
wijze twee raaklijnen van (n,) in hetzelfde punt van (Nn)
samen, dan moet dit punt dus een dubbelpunt op (N n,) zijn.
Dus: Het aantal punten, dat in het bezit is van twee dub-
bele nulstralen, is het aantal dubbelpunten van (Nn,).

Valt (X) met een keerpunt van zijn toegevoegde K, samen,
dan heeft K, in (X) één keerpuntsraaklijn, die de samenval-
ling van twee dubbelpuntsraaklijnen is. Het punt (X) is dan
ook op (Nn,) een keerpunt. Het bevat dan een drievoudigen
nulstraal.

Het aantal punten, dat in het bezit is van een drievoudigen

nulstraal, is het aantal keerpunten van (Nn,).

Op een rechte (U) liggen m nulpunten, de snijpunten van

(U) met de aan (U) toegevoegde c™ Vallen twee nul-

punten samen dan is de rechte raakliin aan deze c". De

vergelijking van c¢® in puntcodrdinaten is f(x, U)=o. In

lijncoordinaten heeft c™ een vergelijking F' (u, U) = 0. Op-

dat (U) aan c® raakt, moet dus gelden F' (U, U)=o.

@ . De rechten, die een dubbel nulpunt bevatten, omhullen
u

s een kromme (ny,) met vergelijking F' (u, u) = o.

Ny ledere raaklijn (U) van (nn,) bevat een dubbel nulpunt.
- De dubbele nulpunten zullen op een kromme (N,) liggen,
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Beschouwen we alleen de ¢, waarvan de bijbehoorende
rechte (U) aan c¢™ raakt. Deze c® (als meetkundige plaats
van punten beschouwd) kan tot singulariteiten dubbelraak-
lijnen en stationaire raaklijnen hebben. Het kan voorkomen
dat (U) met zoo'n dubbelraaklijn of stationaire raaklijn
samenvalt.

Valt (L) met een dubbelraaklijn van c™ samen, dan liggen
er op (U) twee dubbele nulpunten, die beide op (N.) liggen.
Bij deze beide punten van (N,) behoort dezelfde nulstraal
(U), die raaklijn aan /ny,) is. Tusschen (N,) en (ny,) is een
één-eenduidige verwantschap. De nulstraal, waarop een punt
van (N,) dubbel nulpunt is, is een raaklijn van (nn,).

Heeft een raaklijn aan (nn,) twee dubbele nulpunten met
(N,) gemeen, dan moet ze dubbelraakliin van (ny,) zijn.

Valt (U) met een stationaire raakliin van c® samen, dan
ligt er op (U) een drievoudig nulpunt, dat ook op (N,) ligt.
De daarbij behoorende nulstraal is dan stationaire raaklijn
van (nn;). Dus: Het aantal stralen, dat in het bezit is van
twee dubbele nulpunten, is het aantal dubbelréakhjnen
van (nn,).

Het aantal stralen, dat in het bezit is van een drievoudig

nulpunt, is het aantal stationaire raaklijnen van (nx,).

§ 3. De nulkromme (P)ntm van een punt P is van den
graad n 4 m en heeft in P een n-voudig punt. De klasse
van (P)ntm js dus m?+2 nm—m. Uit P vertrekken dus
m? 4+ 2nm—m—2n=(2n+m) (m—1) raaklijnen aan deze
nulkromme. Op deze stralen zijn twee nulpunten samenge-
vallen. Derhalve:

De klasse van de omhulde der stralen met dubbel nulpunt
(nno) is (2n 4-m) (m—1).

En eveneens;
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De graad van de meetkundige plaats (Nn,) der punten,
die in het bezit zijn van een dubbelen nulstraal is
(2m -+ n) (n—1).

§ 4. De bij twee willekeurige rechten v en w behoorende

krommen
(V)o+m == (@auv)™ ugn = o en
(Wh+m= (au w)" ug" = o

hebben (n -+ m)? gemeenschappelijke raaklijnen, waartoe echter
behooren de n nulstralen van het punt vw.

Dus zijn er (n+ m)*— n stralen, die een nulpunt op ieder
van twee gegeven rechfen werpen. Hieruit volgt weer:
Wanneer een punt N een rechte v doorloopt, zullen de
overige nulpunten der bij het punt N behoorende nulstralen
op een kromme van den graad (n -+ m)’—n liggen. Deze
kromme zal enkelvoudige punten bezitten in de op u gelegen
dubbele nulpunten en (m—1I)-voudige punten in de m nul-
punten van uv.

En verder:

Er zijn (n+ m)*—m punten, die een nulstraal zenden door
ieder van twee gegeven punfen. Wanneer een nulstraal n
een waaier (P) beschrijft, zullen de overige nulstralen der op
n gelegen nulpunten een kromme van de klasse (n + m)*—m
omhullen, die de door P gaande dubbele nulstralen tot enkel-
voudige raaklijnen zal hebben en de n nulstralen van P tot
(n—1I)-voudige raaklijnen.

§ 5. Denken we aan een vaste rechte a. Een punt P
op a bevat n nulstralen. Op ieder dier nulstralen liggen nog
m—1 (in het algemeen niet met P samenvallende) nulpunten
Qi ....Qu-1. We gaan in een waaier (M) aan een
straal p = M P toevoegen elken straal g =M Qj, waarbij
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P altijd op a gelegen is en Qj op een der nulstralen van
P nulpunt is. Aan een waaierstraal p zijn toegevoegd n(m—1)
stralen g. Beschouwen we nu een waaierstraal als een
straal g. Er zijn (n + m)?>—n nulstralen, die een nulpunt op
a en een op § werpen. Dus aan g zijn (n+m)’-n stralen
p toegevoegd. Het aantal coincidenties is dus n(m - 1)+
(n + m)>—n. De nulkromme van M snijdt a in n + m punten.
Door M gaan dus n + m stralen, die een nulpunt op a be-
vatten en ieder nog m~—1 andere nulpunten Q. Hierdoor
ontstaan (n -+ m) (m— 1) coincidenties. Er blijven dan nog
over n?+2nm - n-+m coincidenties, die ontstaan als een
punt Q met een punt P samenvalt, dus als op a een dubbel
nulpunt ligt. Dus:

De graad van de meetkundige plaats der dubbele nul-
punten, de coincidentiekromme (N,), is n*+2nm— n i m.

En eveneens:

De dubbele nulstralen omhullen een kromme (n,) van de

klasse m?+2nm — m | n.

§ 6. De dubbele nulpunten liggen op de kromme (N,'
Op iederen nulstraal met dubbel nulpunt liggen nog m-—2
andere nulpunten. Deze zullen ook op een meetkundige
plaats, de complementaire kromme, liggen. Hiervan bepalen
we den graad als volgt: '

Denk weer aan een vaste rechte a. Een punt P op a be-
vat n nulstralen, die alle nog m—1 (in het algemeen niet
met P samenvallende) nulpunten Q; . .. Qm—1 bevatten.
We voegen nu in een waaier (M) aan een straal ¢, =M Qi
een straal g, = M Qg toe (u + 4), en omgekeerd. Dit doen
we voor ieder punt P van a. Beschouwen we een waaier-
straal door M als straal g¢,. Er zijn dan (n + m)’—n nul-
stralen, die op ieder der twee vaste rechten g, en a een
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nulpunt werpen. leder dier stralen bevat nog m—2 overige
nulpunten, die met M verbonden de aan ¢, toegevoegde
stralen g, leveren,

Het kenmerkende getal van deze involutorische verwant-
schap is dus
(m—2) |(n+m)*—n} en het aantal coincidenties (g; = ¢,)
is dus 2 (m—2) {(n+ m)*~n]. De nulkromme van M snijdt
a in n+m punten Ry. ledere straal M Ry bevat (m—1) (m—2)
paren Q,, Q, en vertegenwoordigt dus (m—1) (m—2) coin-
cidenties. Trekken we dus (n+ m) (m—1) (m—2) coincidenties
af van het totale aantal, dan blijven er over
(m—2) (m?+ 3 nm-+ m+ 2n’—n) coincidenties, die ontstaan
door het samenvallen van twee nulpunten op een straal, die
op een vaste rechte a een derde nulpunt werpt. Dit getal
is de graad van de complementaire kromme. Dus:

De meetkundige plaats der groepen van (m—2) nulpunten
gelegen op nulstralen, die een dubbel nulpunt bezitten, is
een kromme, waarvan de graad is
(m—2) (m*+3nm+m+ 2n’*—n).

Eveneens:

De groepen van (n—2) nulstralen, die bij de punten be-
hooren, welke verder nog in het bezit zijn van een dubbelen
nulstraal, omhullen een kromme, waarvan de klasse is
(n—2) (n*+3nm+n+ 2m*—m).

§ 7. Als volgt kunnen we nu het aantal stralen met twee
dubbele nulpunten afleiden. We voegen in een waaier (M)
involutorisch aan elkaar toe de stralen ¢, en ¢, naar de
enkelvoudige nulpunten N, der nulstralen met een dubbel
nulpunt N,. Een straal ¢, bevat (m—2) (m? + 3nm+m+2n’- n)
punten N;. Bij ieder punt N, behoort een nulstraal met
dubbel nulpunt. Op ieder dier nulstralen liggen verder nog
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m—3 enkelvoudige nulpunten. Dus is het kenmerkende getal
van deze verwantschap (m—2) (m—3) (m?+3nm+m +2n?—n).
Het aantal coincidenties is
2 (m—2) (m-3) (m?+ 3 nm + m { 2n*—n). Door M gaan
(2n +m) (m—1) stralen met dubbel nulpunt (II § 3). Op ieder
dier stralen liggen m-—2 enkelvoudige nulpunten. Deze stralen
veroorzaken dus een aantal coincidenties gelijk aan
(m—2) (m—3) (2n + m) (m—1). Trekken we dit aantal van
het totale aantal coincidenties af, dan blijven er over
(m—2) (m—3) { 2n+m)’+ 3m} coincidenties. De helft hier-
van is het aantal stralen met twee dubbele nulpunten, Dus:
In een nulstelsel (n,m) zijn
'fs (m—2) (m—3) | (2n+m)*+3m | stralen met twee dub-
bele nulpunten.

Hieruit volgt tevens:

Het aantal dubbelraaklijnen van (nx,) is

'Y, (m—2) (m~3 | (2n+ m)*+ 3m}.

In een nulstelsel (n, m) zijn
1/, (n—2) (n—3) | (2m + n)* + 3n ) punten met twee dubbele
nulstralen.
Het aantal dubbelpunten van (Nn,) is
'f; (n—2) (n—3) { (2m | n)*+ 3n|

§ 8. Het aantal stralen met drievoudig nulpunt vinden
we door de volgende verwantschap. In een waaier (M)
voegen we aan de stralen p, die M verbinden met dubbele
nulpunten N, op nulstralen ny, toe de stralen g, die M ver-
binden met de overige op denzelfden nulstraal gelegen nul-
punten N,. Een straal p snijdt (N,) in (n?4+2nm-—n + m)
punten N,, die ieder een nulstraal geven met m—2 punten N,.
Dus is het eerste kenmerkende getal (m—2) (n?+ 2nm—n +m).
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Een straal ¢ snijdt de complementaire kromme in

(m—2) (m*+3nm+m -+ 2n?-n) punten N;. Door ieder punt
N, gaat een nulstraal, waarop een dubbel nulpunt N, ge-
legen is. Dus het tweede kenmerkende getal is

(m-—-2) (m?+3nm + m + 2n?>—n). Het aantal coincidenties is
(m-2)(3n’+5nm + m? 4+ 2m-—2n).

Door M gaan (2n + m) (m—1) stralen met dubbel nulpunt.
Op ieder dier stralen ligt een punt N, en m—2 punten N,.
Hierdoor ontstaat een aantal coincidenties gelijk aan
(m~2)(2n+m) (m—1). Er blijven dan nog over
(m—2) 3n°+ 5nm + m? + 2m—2n—2nm + 2n—m? 4 m)=
3(m—2) (n?’++nm + m) coincidenties. Dit aantal coincidenties,
ontstaan door het samenvallen van een punt N, met een
punt N,, geeft ons het aantal stralen met drievoudig nul-
punt. Dus:

In een nulstelsel (n,m) zijn 3 (m—2)(n®+nm + m) stralen
met drievoudig nulpunt.

Tevens:

Het aantal stationaire raaklijnen van (nn,) is
3(m—2) (n? + nm + m).

In een nulstelsel (n, m) zijn 3(n—2) (m? + nm + n) punten
met een drievoudigen nulstraal.
Het aantal keerpunten van (N1,) is 3(n—2) (m?4+nm + n).

§ 9. In een waaier (M) voegen we aan de stralen p—=MN
de stralen g = MN! toe, waarbij N en N' nulpunten op
een zelfden nulstraal zijn en N nulpunt op p is. De m nul-
punten van een straal p bezitten ijeder nog n—1 andere
nulstralen, elk met m—1 nulpunten N Aan een straal p
zijn dus m(n—1) (m—1) stralen g toegevoegd. De overige
nulpunten der nulstralen, die alle een nulpunt op een straal
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q werpen, liggen op een kromme van den graad (n <+ m)*—n
(I § 4). Deze kromme en de nulkromme van M hebben
(n +m) {in4m)-n } gemeenschappelijke punten, waartoe
de nfm—1) niet in M gelegen nulpunten der n nulstralen
van M behooren, alsmede de m nulpunten van ¢, die en-
kelvoudige punten van (M)nim en (m-— 1)-voudige punten
van de eerste kromme zijn.

Dan blijven er nog (n+m){ (n4+mpP—(n+m—1) | ge-
meenschappelijke punten over. Dit moeten punten zijn, die
een nulstraal door M zenden, terwijl een van hun overige
nulstralen een nquunt op q werpt. Aan een straal q zijn dus
(n+m)-{ (n+m)? (n + m—1) | stralen p toegevoegd. Van de
m(n—1) (m—1)+ (n + m) {(n+ m)‘—(n + m—1) } coincidenties
der verwantschap worden er (m—1) (m? - 2nm—m + n) ver-
oorzaakt door de m?  2nm—m + n door M gaande dubbele
nulstralen n,, daar deze ieder één nulpunt bezitten, dat twee
nulstralen door M zendt en dus ieder m--1 paren N, N’
bevatten. Het aantal, n®+ 3n?m + 2nm?—n?—2nm +2n - m,
der overige coincidenties is het aantal der door M gaande
stralen, waarop een dubbel nulpunt enkelvoudig nulpunt is.
Derhalve:

De klasse van de omhulde der nulstralen, waarop een
dubbel nulpunt enkelvoudig nulpunt is; is

n®+3n*m 4 2nm?*—n*—2nm +2n + m

De nulpunten, die een dubbelen nulstraal tot enkelvoudigen
nulstraal bezitfen, zijn gelegen op een kromme van den graad
m? 4 3nm* + 2n’m—m?—2nm 4 2m + n.

§ 10. Het aantal gemeenschappelijke punten van de nul-
kromme (P)atm en (N.) is (n+m) (n*+2nm—n +m). Dit
aantal is gelijk aan
(2n + m) (m—1) + (n* + 3n’m + 20m?—n?—2nm + 2n + m).
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Noodzakelijkerwijs moeten beide krommen dus één punt ge-
meen hebben in ieder der (2n + m) (m 1) dubbele nulpunten
der door P gaande stralen nn, en, zooals te verwachten
was, één punt in ieder der

n’+3n?m + 2nm?—n’—2nm  2n + m dubbele nulpunten, die
enkelvoudige nulpunten zijn op een door P gaanden straal

(11 § 9).

Het aantal gemeenschappelijké punten van (P)otm en
(Nn,) is (n+ m) (2m + n) (n—1). Dit aantal is gelijk aan
2(m? + Znm—m + n) + (n—2) (n® + 3nm + n + 2m*—m).
In verband met II §5 en §6 volgt hieruit dat beide krommen
twee punten gemeen hebben in de punten Nn,, die den dub-
belen nulstraal door P zenden, en één in de punten Nn,, die
een enkelvoudigen nulstraal door P zenden.
De kromme (N'n,) zal in ieder van haar punten geraakt worden
door de nulkrommen van alle punten van den dubbelen
nulstraal, die bij het beschowwde punt van (Nn,) behoort.

De raaklijnen van de omhulde (nn,) zullen in hun raak-
punt met (nn,) tevens raaklijn zijn van alle krommen (p)a+m,
behoorende bij stralen p, die door het op den beschouwden

straal ny, gelegen dubbele nulpunt gaan.

§ 11. Het kan voorkomen, dat een punt op twee niet
samenvallende nulstralen dubbel nulpunt is. Dan heeft de
kromme (N,) in dat punt een dubbelpunt. We zullen zoo'n
punt aanduiden met N,*" Vallen de beide nulstralen, waar-
op het punt dubbel nulpunt is, samen, dan heeft (N,) in
dat punt een keerpunt. We zullen een dergelijk punt voor-

stellen door IN,*%
En eveneens zullen we met n,™:N een nulstraal aanduiden,



16

die van twee van zijn nulpunten dubbele nulstraal, dus
dubbelraakliin van (n,) is, terwijl n,N? dubbele nulstraal van
twee samengevallen nulpunten en dus stafionaire raaklijn

van (n,) is.

Beschouwen we een verwantschap tusschen de waaier-
stralen p=MN,; en g =MN,!, waarbij N, een punt Nn,
is en N,! een der overige nulpunten van den bij N, be-
hoorenden dubbelen nulstraal. Daar de meetkundige plaats
(Nn,) van den graad (2m + n) (n—1) is en op iederen dub-
belen nulstraal m—1 nulpunten liggen, waarvan n, een
enkelvoudige nulstraal is, zijn aan een straal p dus
(m—1) (2m + n) (n — 1) stralen g toegevoegd. De punten, die
een dubbelen nulstraal tot enkelvoudigen nulstraal hebben,
liggen op een kromme van den graad
m? 4+ 3nm? + 2n’m—m?—2nm + 2m + n en dit is tevens het
aantal stralen p, dat aan een straal g wordt toegevoegd (1§ 9).
De m? +2nm—m +n door M gaande dubbele nulstralen
bevatten m—1 paren N;, N,! en veroorzaken dus
(m - 1) (m? + 2nm—m 4 n) coincidenties. De overige
3n’m + 3nm’—n’*—4nm—m? + 3n + 3m coincidenties geven
ons het aantal dubbele nulstralen, die in het punt Nn, een
dubbel nulpunt bezitten. Dat het gevonden aantal in zich
zelf duaal is, is in overeenstemming ‘met het feit, dat iedere

N2 ¢én punt N,"? bevat.

straal n,
Het aantal stralen n,N? (tevens stationaire raaklijnen van

(n,)) is 3n’m + 3nm>*—n*—4nm—m?+ 3n + 3m.

Het aantal punten N," (tevens keerpunten van (N,)) is
3n’m + 3nm*—n?—4nm—m?+ 3n  3m.

De keerpunten van (N,) zijn gelegen op de stationaire

raakliinen van (n,).
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We voegen in een waaier (M) aan elkaar toe de stralen
p=MN, en ¢g=MN,, waarbij N; een der overige nul-
punten is van een nulstraal, waarop het dubbele nulpunt N,
enkelvoudig nulpunt is. Een straal p snijdt (N,) in
n?4 2nm—n+ m punten N,, die ieder op n—1 nulstralen
enkelvoudig nulpunt zijn. Ieder dier nulstralen bevat m—1
nulpunten N,. Aan een straal p zijn dus
(m—1) (n—1) (n?+2nm—n + m) stralen g toegevoegd, De
overige nulpunten van de stralen, die een nulpunt op een
straal g werpen, liggen op een kromme van den graad
(n+ m)>—n (II § 4), die met de meetkundige plaats der dub-
bele nulpunten (n?+2nm—n+m) {(n+m)’—n]} punten ge-
meen heeft. Daar dit dubbele nulpunten ziin, waarvan een
nulstraal een nulpunt op g werpt, behooren hiertoe (II § 6)
(m—2) (m? + 3nm + m + 2n?*—n) dubbelz nulpunten, waarvan
de straal nn, een nulpunt op g werpt en n?+ 2nm—n +m
op q gelegen dubbele nulpunten. De overige

(n?+2nm—n+m) { (n+m)'—n }

—(m—2) (m? + 3nm + m + 2n*—n)—(n’+ 2nm—n + m) gemeen-
schappelijke punten zijn dubbele nulpunten, die enkelvoudige
nulpunten zijn op nulstralen, welke tevens een nulpunt op g
werpen. Tevens is hun aantal gelijk aan het getal, dat aan-
geeft, hoeveel stralen p aan een straal q zijn toegevoegd.
Van de n*+5n°m + 7n’m? + 2nm*—3n*—9n?m—3nm? -+ 6n2
+6nm—2n + 2m coincidenties der verwantschap worden er
(m—1) (0 + 3n’m + 2nm?—n? - 2nm + 2n + m) geleverd door
de door M gaande stralen, waarop een dubbel nulpunt en-
kelvoudig nulpunt is (II § 9), die ieder m—1 paren N, N,
bevatten. Dan blijven er nog

nt + 4n’°m + 4n’m?—2n3—5n’m + nm? + 5n? + 2nm—m? + 3m
coincidenties over, die ontstaan als een punt op twee nul-
stralen dubbel nulpunt is, waarbij de mogelijkheid bestaat,
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dat deze twee nulstralen zijn samengevallen. Het aantal

punten (N,»*+ N, is de helft van dit aantal coincidenties.
Het aantal punten (N,™®+ N,"?) [tevens singuliere punten

van (N,) ] is

Yy(n*+4n’m+4n®m? — 2n® — 5n®m-nm® + 5n* + 2nm — m? 4 3m).

Het aantal stralen (n,™ N + n,?) [tevens singuliere raaklijnen
van (n,)] is /s (m*+4nm’ 4 4n*m*—2m*—5nm? 4+ n? m + 5m?
4+ 2nm—n? 4 3n).

Daar het aantal punten N,"® en stralen n,N?reeds in het
begin van deze § is afgeleid, kan door aftrekking het aan-

N,N

tal punten N,™® en het aantal stralen n, gevonden

worden.

§ 12. Het aantal gemeenschappelijke punten van (Nn,)
en (N,) is (2m 4 n) (n—1) (n? +2nm —n + m) =
(1) n*+4n°m +4n® m*--2n*—5n* m—2nm? 4 n? { nm—2m?
Deze moeten gelegen zijn:
19, in de
(2) 3n?m + 3nm?—n?—4nm—m? + 3n + 3m punten N,*2 (11§ 11).
2°. in punten N,, die op een dubbelen nulstraal enkelvoudig
nulpunt zijn. Als volgt bepalen we het aantal dezer punten.
Denk aan een vaste rechte I. Een dubbel nulpunt N, zendt
n—1 nulstrzlen uit, waarop N, enkelvoudig nulpunt is. Deze
nulstralen snijden [ in n—1 punten P, ...Pn—1. We voegen
in een involutorische verwantschap aan een punt Py de
overige n—2 tot dezelfde groep behoorende punten toe.
Het kenmerkende getal van deze verwantschap is
(n—2) (n®+3n’m + 20m?*—n?—2nm+ 2n +m) (II § 9). Het
aantal coincidenties is hiervan het dubbele. De n? 4 2nm—n + m
op [ gelegen punten N, veroorzaken
(n—1) {(n—2) (n? + 2nm—n + m) coincidenties. Het dan nog
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overblijvende aantal coincidenties is het door ons gezochte
aantal punten N, in het bezit van een dubbelen nulstraal.
waarop N, enkelvoudig nulpunt is. We vinden:
(3) n'+4n*m | 40’ m*—2n°—11n? m—8nm? + 3n? | 9nm
— 6n—6m.

We zien nu: " el

De som van tweemaal het aantal (2) en het aantal (3) is
het aantal (1). Hieruit volgt, dat (Nn,) en (N,) in de eerste
soort snijpunten [de keerpunten van (N,)] twee punten,
in de. tweede soort snijpunten slechts één. punft gemeen
hebben,



HOOFDSTUK III.

Singuliere punten en stralen.

§ 1. Wij zullen onder S een k-voudig singulier punt ver-
staan, waarmee bedoeld wordt dat Sy op elken straal k nul-
punten vervangt.

Eveneens nemen we aan dat s, een r-voudig singuliere
straal is, als s, voor elk van zijn punten r samengevallen
nulstralen vertegenwoordigt. Gaan we eerst na of de nul--
kromme van een punt Sy ook van den graad n+m is. De
nulstralen van de op een rechte v gelegen punten omhullen
de kromme (v)at+m. Uit Sy kan men n-m raaklijnen aan
(v)atm trekken, die v in n+m punten snijden. Er zjn in
den waaier (S,) dus n-+m stralen, die een nulpunt op v
werpen. '

De nulkromme van Sy is dus van den graad n+ m. Daar
jedere straal door Sy slechts m—k nulpunten buiten S, be-
vat, moet Sy op (Sy)n+m een (n + k)-voudig punt zijn.

En eveneens zullen de nulstralen van de punten van den
singulieren straal s, een kromme (s/)nt+m van de klasse n +m
omhullen, die s. fof (n+ r)-voudige raaklijn heeft.

§ 2. Een nulstelsel (n, m) wordt voorgesteld door de twee
vergelijkingen:
(1) ux=u x +u; X+ Uy X3=0,
(2) f(x, uy=a™uz"=o.
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De nulkromme van een punt (y) heeft tot vergelijking :
(3) a™ (axy)*=o0 of

(4) ™ {ay (X3 ¥5-Xs Ya) + @ (X3 Y3-%; ¥a) + a5 (%) y2-%2 1)} =o0.
Stel (y) is het punt O,. De nulkromme van O, is dan
(5) ax™(q x,—a, x;)" = 0, een kromme met in O; een n-
voudig punt.

Onderstellen we nu, dat O, een k-voudig singulier punt
is, dan moet, volgens III § 1, O; op deze nulkromme een
(n + k)-voudig punt zijn. De vergelijking van deze nulkromme
moet dan als hoogste macht van x; bevatten x,m—k,

Dus vergelijking (5) moet van den vorm zijn
(6) am—k (b x + b, xp)* (@, x,—a, x;)" = 0.

Dit nulstelsel moet dus oorspronkelijk bepaald zijn door
de twee vergelijkingen:

(1) ux=u;x, + U, X+ U3 X3=0, \
(8) f(x, u)=am—k(b, x; + b, x;)¥ uz™ = o.
Gaan we nu na, wat de vergelijking van de nulkromme van
een willekeurig punt (y) in dit nulstelsel wordt. Daar-
voor geldt:

U ¥y +Uy Yo+ Uz Y3=0,

U, X+ Uy Xp+Ug X3 = 0,

a,m-k (b, x; + by x)* uz® = o.

Door eliminatie van u, vinden we voor de vergelijking
van deze nulkromme am—k (b, x; + b, x,)* (a x y)* = 0. (9)

Uit deze vergelijking blijkt dat deze nulkromme in het
algemeen in het k-voudig singuliere punt O, een k-voudig
punt heeft.

De coefficient van x;m+n-k in vergelijking (9) gelijk nul
gesteld, bepaalt den raaklijnencomplex van de nulkromme
in O,. Deze coefficient is van den vorm:
azm—k (b, x; + b, x,)* (2, y,—¢a, y2)" en is. dus een homogene
functie van den graad n in y, en'y, die niet van y,



22

athangt. Alleen nulkrommen van punten, die op eenzelfde
door O, gaande rechte liggen, hebben in O, dezelfde
k raaklijnen. Dus:

In een k-voudig smguher punt heeft de nulkromme van dit
punt zelf een (n + k)- uoud:g punt.

De overige nulkrommen hebben alle het k-voudig singuliere
punt tot k-voudig punt, terwijl nulkrommen van punten, die
op eenzelfde, door Sy gaande rechte gelegen zijn, in Sy de-
zelfde raaklijnen hebben.

En eveneeens:

De kromme (s, )n+m, behoorende bij een r-voudig singuliere
rechte, heeft die rechte tot (m+ r)-voudige raaklijn.

De krommen (v)a+m, behoorende bij alle’overige rechten v,
hebben s. tot r-voudige raaklijn, terwijl twee krommen
(v)n+m en (v')ntm alleen dan s, in dezelfde punten raken,
als de bijbehoorende rechten v en v' de rechte s, in het-
zelfde punt snijden.

Voor k=1 vinden we dus een nulkromme (S )o+m met
in S, een (n+ 1)-voudig punt; de overige nulkrommen hebben
in S; een enkelvoudig punt.

Voor r=1 is s; van (s )n+m een (m -+ l)-voudige raaklijn
en van de overige krommen (v)atm een enkelvoudige
raaklijn.

§ 3. Daar we uit Sy n + m raaklijnen aan de omhulde
(v)n+m kunnen trekken, bestaan er dus n+ m nulstralen met
één nulpunt op v:.en k samengevallen nulpunten in S,. Als
k=m, dan zijn deze rechten singulier.’

In een nulstelsel (n,m) kan een m-voudig singulier punt
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dus slechts bestaan als gemeenschappelijk punt.van n 4+ m
door dit punt gaande singuliere rechten.

Eveneens kan in een nulstelsel (n, m) een n-voudig singu-
liere rechte slechts bestaan, als er op deze rechte tevens

n 4+ m singuliere punten gelegen zijn.



§ 1.
(zie 11 § 3)

§ 2.
(zie I1 § 4)

HOOFDSTUK IV.

Een nulstelsel (n, m) met één k-voudig singulier
punt S; en één r-voudig singuliere rechte s.

De nulkromme van een willekeurig punt P heeft in P
een n-voudig punt en in Sy een k-voudig punt. Dus gaan
er door P (n+m)(n4+m—1)—n(n—1)—k(k—1)—2n=
(2n + m) (m—1)—k (k—1) raaklijnen aan (P)atm, die niet in
P raken. Dus de kromme (nn,) is van de klasse

(2n+m) (m—1)—k (k—1).

Eveneens:

De graad van (Nn,) is

(2m+n) (n—1)—r (r—1).

Tevens blijkt, dat enkelvoudig singuliere punten of stralen
noch de klasse van (nn,), noch den graad van (Nn,) ver-

minderen.

De bij twee willekeurige rechten v en w behoorende
krommen (v)nim en (w)a+m hebben (n 4 m)* gemeenschappelijke
raaklijnen, waartoe behooren de n nulstralen van het snijpunt
van v en w. Maar beide krommen hebben s, tot r-voudige
raaklijn en zullen met s, in het algemeen niet dezelfde raak-
punten hebben. Dus is s, van deze beide krommen een
r’-voudig gemeenschappelijke raaklijn, Er blijven dus nog
over (n + m)?*—n—r? gemeenschappelijke raaklijnen van (v)a+m
en (W)n+m. Dus:
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(zie 11§ 5)
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Er zijn (n -+ m)*—n—r? stralen, die een nulpunt op ieder
van twee gegeven rechfen werpen.

En hieruit volgt:

Wanneer een punt N een rechte v doorloopt, zullen de
overige nulpunten der bij het punt N behoorende nulstralen
op een kromme van den graad (n -+ m)*—n—r* liggen, die
in de op v gelegen dubbele nulpunten enkelvoudige punten
bezit en (m—1)-voudige punten in de m nulpunten van o.
Daar er n-+m nulstralen zijn, die een nulpunt op v werpen
en k samengevallen nulpunten in het singuliere punt S be-
zitten, zal deze kromme Sy tot (n - m) k-voudig punt
hebben.

Eveneens:

Er zijn (n+ m)*—m—Kk* punten, die een nulstraal zenden
door ieder van twee gegeven punten.

Wanneer een nulstraal n een waaier (P) beschrijft, zullen
de overige nulstralen der op n gelegen nulpunten een kromme
van de klasse (n+ m)>—m—£k? omhullen. Deze kromme zal
de door P gaande dubbele nulstralen tot enkelvoudige raak-
lijnen hebben; ze zal de n nulstralen van P tot (n—1)-voudige
raaklijnen bezitten en de singuliere rechte s, tot (n+m) r-

voudige raaklijn.

Beschouwen we dezelfde verwantschap als in Il § 5, mits
a niet door Sy gaat. Een straal p geeft n(m—1) stralen q.
Er zijn (n+m)?>—n—r? nulstralen met een nulpunt op a en
een op een waaierstraal q. Dus een straal g geeft
(n + m)*>—n--r* stralen p. Het aantal coincidenties is dus
n(m—1) + (n + m)>~n—r% De nulkromme van M snijdt a
in n+m punten, waardoor (n+m) (m—1) coincidenties ont-
staan. We vinden zoo:
De graad van (N,) is n®+2nm—n + m—r?,
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En de klasse van (n,) is

m? 4+ 2nm—m 4 n— k=2

Beschouwen we dezelfde verwantschap als in II § 6, mits

(zie I1§6) weer a niet door Si gaat. Als we een waaierstraal als straal

§ 5.
(2ie 11§ 7)

q, beschouwen, dan zijn er (n+4 m)?>—n—r? nulstralen met
een nulpunt op q; en een op a. leder dier nulstralen bevat
nog m—2 nulpunten. Het kenmerkend getal van de ver-
wantschap is dus (m—2) {(n+ m)’~n—r® ! en het aantal
coincidenties is 2(m—2) { (n+m)*~n~-r?}. De door M
gaande waaierstralen met nulpunt op a veroorzaken weer
(n +m) (m—1) (m—2) coincidenties. De nulkromme van het
punt Sy snijdt a in n+m punten. Er zijn dus n+m nul-
stralen met een nLilpunt op a en met k samengevallen nul-
punten in Sy. (De overige nulpunten van deze nm nul-
stralen kunnen gescheiden nulpunten zijn, daar a willekeurig
te kiezen is.) De waaietstraal M S, vertegenwoordigt dus
(n+ m) k(k—1) coincidenties van een straal g, met een
straal q;,. We vinden voor het resteerende aantal coinci-
denties:

2(m—2) {(n+ m)*—n—r®}-(n+m) (m—I1) (m—2)—(n + m)
k(k—1)=

(m—2)(m®+ 3nm -+ m + 2n’—n) - 2(m—2)r*—(n + m) k (k—1).
De graad van de complementaire kromme is

(m—2)(m? + 3nm +m+ 2n*—n)—2(m—2)c*—(n+ m) k(k—1).

De klasse van de duaal daaraan toegevoegde kromme is
(n—2) (n*+ 3nm+n+2m?- m}—2 (n—2)k*—(n+m) r(r—1).

Beschouwen we dezelfde verwantschap als in I[§7. Een
straal g, bevat (m—2) (m? + 3nm + m + 2n%—n)—2 (m—2)r?
—(n + m)k(k—1) punten N, gelegen op een straal met een



27

dubbel nulpunt. Op ieder dier stralen liggen nog m~ 3 overige
nulpunten. Dus is het kenmerkende getal van deze verwant-
schap (m—3) | (m—2) (m*+ 3nm + m + Zn?-—n—2r?)—
(n + m) k(k—1)} en het dubbele hiervan is het aantal coin-
cidenties. Door M gaan (2n + m) (m-—1)—k (k—1) stralen
nn,, die ieder m—2 enkelvoudige nulpunten dragen en waar-
door een aantal coincidenties gelijk aan
(m—2) (m—3){(2n +m) (m—1)-k (k—1) ] ontstaat. Er blijft
dus een aantal coincidenties over gelijk aan (m—2) (m - 3)
(40 + 4nm + m? + 3 m—4r)—(m—3) (2n +m +2) kk-1).
De helft hiervan is het aantal stralen met twee dubbele nul-
punten. Dus:

Het aantal stralen met twee dubbele nulpunten is
Yy (m=2)(m—3){ (2n + m* + 3m—4r> | —, (m—3) (2n +
m+ 2) k(k—1).

Het aantal punten, dat in het bezit is van twee dubbele
nulstralen, is
'f2(n--2) (n—3) [ (2m + n)* + 3n—4k*} =, (n—3) (2m +
n + 2) rfr—1).

§ 6. Beschouwen we dezelfde verwantschap als in Il §8. Een
(zie I1§8) straal p snijdt (N,) in n? + 2am—n + m—r? punten N,, die
ieder een straal nn; geven, waarop m—2 punten N,. Dus
is het eerste kenmerkende getal (m—2) (n® + 2nm —n + m—r2),
Een straal g snijdt de complementaire kromme in (m—2)
(m®+ 3nm + m + 20> —n—2r%)—(n + m) k(k—1) punten N,.
Door ieder punt N, gaat een nulstraal ny, met dubbel nul-
punt. Dus is het tweede kenmerkende getal
(m—2) (m? + 3nm + m + 2n*—n—2r%)—(n + m) k(k-—1).
Door M gaan (2n + m) (m—1)—k (k—1) stralen ny, met
ieder een punt N, en m—2 punten N,. Hierdoor wordt een
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aantal coincidenties veroorzaakt gelijk aan
(m—2) | (2n + m) (m—1)—k(k—1) }. Trekt men dit af van
de som der beide kenmerkende getallen, dan vindt men:
Het aantal stralen met drievoudig nulpunt is

3(m—2) (n*+nm+m—r?)—(n=+2) k(k—1).

Het aantal punten met drievoudigen nulstraal is
3(n—2) (m?>+nm+n-~kY)—(m+2) c(c—1).

Opmerking: Tot het bovenstaande aantal stralen met
drievoudig nulpunt kunnen stralen behooren, die een enkel-
voudig- of tweevoudig singulier punt tot drievoudig nulpunt
hebben. Is k=2, dan is dit het geval met de n+ 2 stralen,
die in S, aan (S,)n+m raken.

Evenzoo zullen, als r=2, tot het aantal punten met drie-
voudigen nulstraal behooren de m + 2 punten, waarin s, aan

(sa)n+m raakt.

§ 7. Beschouwen we dezelfde verwantschap als in I1 § 9. Aan

(zieI1§9) een straal p zijn weer m (n—1) (m—1) stralen g toegevoegd.

De overige nulpunten der nulstralen, die alle een nulpunt

op een straal g werpen, liggen op een kromme van den

graad (n+m)’—n—r? (IV§2). Deze kromme en de nul-

kromme van M hebben (n 4 m) [(n 4 m)*—n—r? | punten ge-

meen, waartoe de n(m—1) niet in M gelegen nulpunten

der n nulstralen van M behooren en de m nulpunten van q,

die enkelvoudige punten van (M)nim en (m—I)-voudige

punten van de eerste kromme zijn. Bovendien liggen er

(n + m)k? gemeenschappelijke pilnten in het punt S,, dat op

(M)otm een k-voudig en op de eerste kromme' een (n -+ m)
k-voudig punt is. :

Ten slotte vinden we dus (n+m) {(n+m)—n-r®}—n
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(m—1)—m (n—1)—(n+ m)k® = (0 + m) { (n + m)*—(n+ m—1)—
(k*+ %) | gemeenschappelijke punten, hetgeen punten moeten
zijn, die een nulstraal door M zenden, terwijl een van hun
overige nulstralen een nulpunt op g werpt.

Tevens is (n+m) { (n + mP’—(n+ m—1)—(k*+r?) | het aan-
tal stralen p, die aan een straal ¢ zijn toegevoegd. De
m? + 2nm—m + n—k? door M gaande dubbele nulstralen ver-
oorzaken (m—1) (m?+ 2nm—m n—k?) der coincidenties.
Het aantal,
n’+ 3n°m + 2nm?’—n?—2nm + 2n-m—(n + 1)k’—(n + m)?
der overige coincidenties is het aantal der door M gaande
stralen, waarop een dubbel nulpunt enkelvoudig nulpunt is.

De kiasse van de omhulde der nulstralen, waarop een
dubbel nulpunt enkelvoudig nulpunt is, is
n?+ 3n*m + 2nm?*—n®*—2nm + 2n + m—(n + Ik*—(n + m) r%

De nulpunten, die een dubbelen nulstraal tof enkelvoudigen
nulstraal hebben, liggen op een kromme van den graad
m® + 3nm? + 2n2m—m2_—2nm +2m 4 n—(m+ 1) r*—(n+ m)k?

Het aantal gemeenschappelijke punten van (P)ntmen (N,)
is (n+ m) (n®+ 2nm—n + m—r1?).

Hiervoor kunnen we schrijven:

[(2n+m) (m—1)—k(k—1) |+ {n + 30’m + 2nm®-n?—2nm
+2n4+m-(n+1)k*~(n+m)r?} +k [ (n+2) k—1}

Beide krommen hebben slechts één punt gemeen in ieder
der (2n+m) (m—1)-k(k—1) dubbele nulpunten der door
P gaande stralen nn, en ook slechts één punt in ieder der
n’ + 3n’m + 2nm?*—n?—2nm + 2n + m—(n + 1)k?*—(n + m)r?
dubbele nulpunten, die enkelvoudig nulpunt zijn op een
door P gaanden straal (II § 10). De overige k {(n +2) k—1 ]
gemeenschappelijke punten moeten in Sy vallen. Daar (P)atm
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in Sy een k-voudig punt heeft, volgt hieruit:-
De meetkundige plaats (N,) der dubbele nulpunten heeft
het k-voudig singuliere punt tot {(n+2) k—1 }-voudig punt.
De omhulde (n,) der dubbele nulstralen zal de r-voudig
singuliere. rechte fot | (m 4 2) r—1 }-voudige raaklijn bezitten.

Het aantal gemeenschappelijke punten van (P)otmen (N n,)
is (n+m) ! (2m +n) (n—1)—r (r—1)}. Hiervoor kunnen we
schrijven 2(m? + 2nm—m 4 n- k% + | (n—2) (0?4 3nm +n
+2m*—m)—2 (n—2)k?~ (n + m) r(r—1) | +k { 2(n—1)k }. Ver-
gelilken we dit met IV§3 en §4 en II§ 10, dan volgt
hieruit, dat de 2(m?+ 2nm—m + n—k? gemeenschappelijke
punten gelegen zijn in de punten Nn,, die den dubbelen
nulstraal door P zenden, de (n—2) (n? + 3nm + n + 2m?—m)—
2(n—2)k*—(n 4 m) r(r—1) gemeenschappelijke punten in de
punten Nn,, die een enkelvoudigen nulstraal door P zenden
en de overige k | 2(n—1)k | dus in Sy. Daar (P)atm in Sk
een k-voudig punt heeft, volgt hieruit: -

De meetkundige plaats (Nn,) der punten, die in het be-
zit zijn van een dubbelen nulstraal, heeft het k-voudig singu-
liere punt tot {2 n—1)k |-voudig punt.

De omhulde (ny,) der stralen met dubbel nulpunt heeft
de r-voudig singuliere rechte tot | 2(m—1) r |-voudige raaklijn.

Ten einde het aantal stralen n,N? af te leiden, maken we
gebruik van dezelfde verwantschap als in II § 11. Aan een
straal p zijn (m—1) {{n—-l)(Zm +n)—r(r—1) | stralen ¢ toe-
gevoegd. Aan een straal q zijn
m? 4 3nm? + 2n’m—m?—2nm + n +2m - (m + 1)r? - (n + m)k,
stralen p toegevoegd (IV § 7). De m? + 2nm—m + n—k? door
M gaande dubbele nulstralen bevatten m —1 paren N,, N,!
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en veroorzaken dus (m—1) (m® + 2am—m+n—k?) coincidenties.
Dat (Nn,) in -een k-voudig singulier punt een |2(n—1)ki-
voudig punt heeft (IV § 8), moeten we opvatten alsof k, in
Si samenvallende, punten ieder in het bezit zijn van 2(n—1)
dubbele nulstralen. Dan zijn er op ieder dier dubbele nul-
stralen '/, k (k—1) paren N;, N;! in S, vereenigd. In het
geheel geldt het punt Sy dus voor 2(n—1). '/, k(k—1) paren
Nj. N,! en het levert dus (n— 1k (k—1) coincidenties. Dan
blijft er. nog een aantal coincidenties over groot (m-—1)
{(n—1) 2m 4 n)—r (t—1) |+ m®+ 30m* { 20’m—m?—2nm 4 n
+2m—(m + 1)r*—(n + m)k*—(m—1) (m?+ 2nm—m + n—k?)—
(n—1)k (k = 1) = 3n’m + 3nm*—n*—4nm—m? + 3n  3m—2mr?
+{m—1)r—2nk?{ (n—1) k. Dit aantal blijkt weer in zich
zelf duaal te zijn.

Het aantal stralen n,™? (tevens stationaire raakliinen van
(ny), die niet singulier zijn) is
3n’m + 3nm? - n*—4nm-m? + 3n + 3m—2mrc* 4+ (m ~1) r—

2nk® + (n—1) k.

Het aantal punten N,"* (tevens keerpunten van (N,), die
niet singulier zijn) is
3n’m + 3nm?*—n?*—4nm—m? 4 3n 4 3m—2mr* + (m—1) r—
2nk*+ n- Dk,

De tweede in II § 11 gebruikte verwantschap zal ons ook
nu weer het aantal punten (N,™* + N,"?) geven. Aan een
straal p zijn (n—1) (m—1) (0®+20m—n 4+ m- r?) stralen g
toegevoegd. De overige nulpunten der stralen, die een nul-
punt op een straal g werpen, liggen op een kromme van
den graad (n + m)’—n—r2 (IV § 2). Van de
(0 +2 nm—n + m—r?)| (n+ m)®>—n—r?| punten, die deze
kromme gemeen heeft met de kromme (N,) zijn er (m—2)
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(m? + 3nm + m + 2n%—n)—2(m - 2) r>—(n + m) k(k —1) gelegen
in punten N,, waarvan de straal nn, een enkelvoudig nul-
punt op ¢ werpt (IV § 4); n*+ 2nm —n + m—r? liggen er in
de op ¢ gelegen dubbele nulpunten en (n+ m)k {(n+2)k—1)
liggen er in Sy (IV § 2 en § 8). De overige gemeenschappelijke
punten van deze beide krommen zijn dubbele nulpunten, die
enkelvoudig nulpunt zijn op een nulstraal, welke tevens een
nulpunt op ¢ werpt. Het aantal van deze punten is dus het
getal, dat aangeeft hoeveel stralen p er aan een straal ¢ zijn
toegevoegd. Het aantal coincidenties der verwantschap is:
(n—1) (m—1) (n?+ 2nm—n +m—r?) + (n* + 2nm—n + m -r?)
i (0 + mP—n—r* | —(m—2) (m*+3nm + m + 2n’—n) + 2 (m—2)
r2 4+ (n+ mk (k—=1)—(n? + 2nm—n + m—r’)—(n + m) k
f(n+2)k—1}. De n’+ 3n’m + 2om*—n?—2nm + 2n 4 m—
(n+ 1)k*—(n + m)r? door M gaande stralen, waarop een
dubbel nulpunt enkelvoudig nulpunt is (IV §7), bevatten
ieder m—1 paren N:, N, en leveren dus (m—1) {n® + 3n’m
+2nm?—n’—2nm + 2n + m—(n + 1)k?~ (n + m)r? coincidenties.
Er blijft dan nog een aantal coincidenties over gelijk aan
n' + 4n°m + 4n’m®— 2n3—5n’*m + nm? 4 5n? + 2nm — m? 4+ 3m +
(—2n?—4nm + 2n + m—4)r? + (r?) X (£2)—(n + 1)2 k2

Het aantal punten (N,™®+ N;*?) is
1y [ n'+ 4n*m + 4n*m? — 2n8—5n%m + nm? + 5n® + 2nm—m®
+3m+ (—2n*—4nm + 2n + m—4) o+ (%) X () —(n + 1)? K?},

Door aftrekken kan men het aantal punten N,™® vinden.
Bovendien stelt bovenstaande uitkomst het aantal fweevoudige
punten van (IN,) voor, waarvan er dan 3n’m + 3nm’—n*—
4nm—m? + 3n + 3m—2mr? + (m—1)r—2nk? + (n—1)k in
keerpunten liggen. Zooals reeds is afgeleid zal (N,) nog in
het ksvoudig singuliere punt een ! (n+ 2) k—1) }-voudig
punt bezitten,
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Het aantal stralen (n,N-N 4 n,N?) is
"o | m* ¢ 4nm® + 4n’m*—2m3—5nm? + n®m + 5m? 4 2nm—n?
+3n + (—2m*—dnm + 2m + n—4k* + (k%) X (k)—(m + 1)2 2,
waarvan men het reeds bekende aantal stralen n,N? moet
aftrekken, om het aantal stralen n,™N te vinden,

Bovenstaande uvitkomst is tevens het aantal tweevoudige
raaklijnen van (ny), waarvan er echter 3n’m + 3nm? -n? —
4nm—m? + 3n 4 3m—2mr? + (m—1) r—2n k? + (n—Dk
stationaire raaklijnen zijn, terwijl (n;) nog de r-voudig singu-
liere rechte tot | (m+2) r—1 }-voudige raaklijn heeft.

Opmerking :

De in dit hoofdstuk afgeleide uitkomsten mogen niet
toegepast worden op nulstelsels, waarbij k —=m of r—n is.
[III § 3. De nulkromme van het punt S, bestaat uit n +m
singuliere rechten. In de in IV § 4 gebruikte verwantschap
zal de waaierstraal M S, dus niet (n 4 m) m (m— 1) coincidenties
vertegenwoordigen. |



HOOFDSTUK V.

Een nulstelsel (n, m) met meerdere singuliere punten
en stralen.

'§ 1. Denken we aan een nulstelsel (7, m) met @ enkel-
voudig singuliere punten, a, tweevoudig singuliere punten. ...,
ay k-voudig singuliere punten en f, enkelvoudig singuliere
rechten, f; tweevoudig singuliere techten...., fi; r-voudig
singuliere rechten.

Met dezelfde methoden, die in IV gevolgd zijn, kan dan
gevonden worden:

De klasse van (nn;) is (2n+m) (m—1) —Z'ax k (k—1).
De graad van (Nny)is (2m+n) (n—1)—28 r(c—1).
De graad van (N,) is n? 4+ 2nm—n + m—ZX f; 1’
De klasse van (n;) is m* + 2Znm—m + n—2 ax k2

De graad van de complementaire kromme is
(m—2) (m? + 3nm+m + 202—n)—2 (m—2) 2'f; r*—(n + m)
ax k (k—1).
De klasse van de duaal daaraan toegevoegde kromme is
(n—2) (n? + 3nm + n + 2m?—m)—2 (n—2) T di k’—(n + m)
2 fe r(c—1).

Hetr aantal stralen met twee dubbele nulpunten is
'/, (m—2) (m—3) {20 + m}* + 3m—4 24, «* {—'f; (m—3)
(2n +m +2) Zax k (k—1).
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Het aantal punten met twee dubbele nulstralen is
'l (a—=2) (n—3) { 2m + n)® + 3n—4 2 a k? L—1, (a—3)
(2m+n+2) b r(c—1).

Het aantal stralen met drievoudig nulpunt is
3(m—2) (0’ +nm + m-2 f r)—(n+2) Sax k(k—1).
Het aantal punten met drievoudigen nulstraal is
3(n-2) (m?+nm+n—2a,k})—(m+2) =8 r(c—1).

De klasse van de omhulde der nulstralen, wéarop een dubbel
nulpunt enkelvoudig nulpunt is, is
0’ + 3n’m + 2nm?~n*—2nm + 2n + m—(n + 1) £ k> —(n - m)
SRz U

De nulpunten, die een dubbelen nulstraal tot enkelvoudigen
nulstraal hebben, liggen op een kromme van den graad
m? + 3nm? + 2p°’m—m*—2nm + 2m + n—(m + 1) T B, 12—

(0 +m) X a, k2, -

Het aantal stralen n,N? en het aantal punten N,a2 is
3n°m + 3nm*—n’—4nm -m? + 30 + 3m—2m X f,r? + (m—1)
X fe r—2n X ax k? + (n—1) X ai k.

Het aantal punten (Ny**+ N,*?) is .

' | n* + 40°m + 4n’m?’—2n3—5n’m + nm? + 5n? 4+ 2nm—
m? + 3m 4 (—2n’—4nm + 2n + m—4) 2 B, e + (X f: 19 x
(2 Ber’)—(n+1)% Zax k2,

- Het aantal stralen (n,™ ™ +n,N?) is -
', | m* + 4nm?® 4 4n?m?—2m*—5nm? + n’m + 5m? + 2nm —n?
+ 3n + (—2m’—4nm + 2m + n—4) Y a, k? + (2 o k?) X
(2 a k) —(m+ 1)* 22|,

Gaan we, evenals in IV § 8 geschied is, het aantal ge-
meenschappelijke punten van (P)n+m en (N,) bepalen, dan
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vinden we, dat er hiervan Z a k { (n+2) k—1| in de sin-
guliere punten moeten vallen. Onderstellen we, dat (N) in
een k-voudig singulier punt een xy-voudig punt heeft, dan
moet dus

Zak | (n+2) k—1 = ¥ a k xi of

Tak [(n+2) k- l—xk'} = 0.

Daar deze lineaire betrekking in @ geldt, onverschillig
welke waarde n heeft, volgt hieruitk | (n4+2)k—1—x} =o.
Dus xx = (n+2) k—1.

(N,) heeft in ieder k-voudig singulier punt een { (n+2) k—1}-
voudig punt.

(n,) heeft iedere r-voudig singuliere rechte tot { (m+2) r—1}.
voudige raaklijn.

En op dezelfde wijze kan afgeleid worden: (Nn,) heeft
in ieder k-voudig singulier punt een | 2(a—1) k }-voudig
punt.

(nny) heeft iedere r-voudig singuliere rechte tot { 2(m—1) r}-
voudige raaklijn.

§ 2. We zullen nu nog afleiden, hoe vaak de com-
plementaire kromme door ieder singulier punt gaat. De
gemeenschappelijke punten van een nulkromme (P)a+m en
de complementaire kromme, waarvan het aantal (n - m)
(m—2) (m? + 3nm + m + 2n*—n)—2 (n + m) (m—2) % f,. r*—
(n+m)? Saxk (k—1) is, zullen gelegen zijn:

19, In de singulicre punten. Onderstellen we, dat de com-
plementaire kromme in een k-voudig singulier punt een 1]~
voudig punt heeft, dan is het aantal in singuliere punten
gelegen snijpunten 2 a k I]i.

29, In de m—2 enkelvoudige nulpunten der door P gaande

stralen ny,. Dit aantal snijpunten is dus
(m—2) { 20+ m) (m—1)—2 ax k (k—1) J.
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3% In, op niet door P gaande stralen ny, gelegen, enkel-
voudige nulpunten, die een nulstraal door P zenden. Dit
aantal moeten we nog afleiden. Beschouwen we een ver-
wantschap tusschen de stralen g = MN en g, = MN' van
een waaier (M), waarbij N en N'! nulpunten van eenzelfden
zoodanigen nulstraal zijn, dat een zijner overige m—2 nul-
punten een anderen nulstraal door M zendt. Volgens IV § 7
behooren bij een straal g, (n+ m) {0+ m)*—(n 4+ m—1)—
(Xax k4 = B, 1?)| punten, die een nulstraal door M zenden
en een anderen nulstraal bezitten, waarop een nulpunt N
ligt, dat tevens op q, is gelegen. Deze laatste nulstraal be-
zit verder nog m—2 nulpunten N'. Het kenmerkende getal
van de verwantschap is dus

(m—2) (0+m) {(n4+mpP—(n+m—1)—(Z ack2+2 B 1?) ! en
het aantal coincidenties is hiervan het dubbele,

De n nulstralen van M vormen n (n—1) paren nulstralen,
waarop de m—1 niet in M gelegen nulpunten (m—1) (m—2)
paren N, N! vormen. Het aantal der hierdoor veroorzaakte
coincidenties is n(n—1) (m—1) (m—2). De
m? + 2nm—m + n—2X ax k? door M gaande dubbele nulstralen
bevatten ieder m—1 nulpunten, die den dubbelen nulstraal
slechts tot enkelvoudigen nulstraal hebben. Ieder dier dub-
bele nulstralen bevat dus (m—1) (m—2) paren N, N!. Het
hierdoor veroorzaakte aantal coincidenties is
(m—1) (m—2) (m? + 2nm—m +n—2 a; k?). (M)a +m en (S})n+m
hebben (n+m)® gemeenschappelijke punten, waarvan er
(n+k)k in Sy vallen, (ax—1)k* in de overige k-voudig sin-
guliere punten, X'q;i® (i & k) in de overige singuliere punten
enm—Fk in de niet in S, gelegen nulpunten der rechte MS,.
De overige (n+ m)*—nk—m + k—2'a; k* gemeenschappelijke
punten zijn punten, die een nulstraal door M en een nul-
straal door Sy zenden. Op dezen laatsten nulstraal geldt S,
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voor k (k—1) paren N, N'. Het singuliere punt Sy veroor-
zaakt dus een aantal coincidenties gelijk aan

i (n + mPP—nk—m + k— Zak*} k(k—1). Allesinguliere punten
veroorzaken tezamen een aantal coincidenties gelijk aan
(n+ mPS a k(k—1)—n 2 a k? (k—1)—m 2 o k (k—1) +
Sa k(k—1)—2 o k2 X Zack(k—1).

De overige coincidenties kunnen slechts ontstaan als op
een niet door M gaanden straal ny, een enkelvoudig nul-
punt ligt, dat een nulstraal door M zendt. Het aantal dier
coincidenties is
2(m—2)(n+m) {(n+mP—(n+m—1)—(X a k® + 2 3 r?){—n
(n—1)(m—1) (m—2)—(m—1) (m—2) (m?+ 2nam—m + n—X a
k)— (n4+m)? Zak (k—1) + n 2 o k? (k—1) + m X ack
(k—1)—Zax k? (k—1) + 2 ack® X Zak(k—1) en dit is
tevens het gezochte aantal snijpunten.

Wij vinden dus de gelijkheid:

(n+m) (m—2) (m?43nm+m+2n°—n)—2 (m—2) (n+ m)
Sfer2—(n+m) ok (k—1)= Za ki + (m—2) {(2n 4 m)
(m—1)—2 ax k (k—1) } +2(m—2)(n+ m) { (n+ m)’—(n + m—1)
—(2 ack? + Zf, r¥) | —n(n—1) (m—1) (m—2)—(m—1) (m—2)
(m? 4+ 2nm—m + n— o k¥)—(n + mfF Tap k(k—1) + n oy k?
(k—1)4+mZak (k—1)— 2 a k* (k—1)+ 2w k? X 2oy k (k—1),
waaruit men kan afleiden: _

Sag kI = 2 ack? m* + 2nm—m—2n—2n k—2k --2 a; k
(k—1)} + Z axk(k—1) (nk + 3k —2). (Sy)ntm heeft in Sy een
(n + k)-voudig punt, in alle overige k-voudig singuliere punten
een k-voudig punt en in alle i-voudig singuliere punten
(i & k) een i-voudig punt. De klasse van (Syntm is dus
m? + 2nm —m — 2nk — 2 ay k (k—1). Door S gaan dus

m?+ 2nm—m—2nk—2 ay k (k—1)—2 (n+k) raaklijnen aan
(Sk)ntm, die deze kromme niet in Sy raken. Op ieder dier
raaklijnen ligt één dubbel nulpunt, terwijl k der overige
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- nulpunten in Sy samenvallen. Deze dubbele nulpunten ver-
oorzaken, dat de complementaire kromme reeds met
k | m?® + 2nm—m—2n—2nk—2k—X'a k(k—1) } takken door
Sk gaat en daar we ondersteld hebben, dat de complementaire
kromme in S; een IJi-voudig punt heeft, kunnen we dus
Ji=k | m? + 2am—m - 2n—2nk—2k—2'ax k (k—1) } + Zs
stellen. Dan is
2y k2 { m? + 2nm—m—2n—2nk—2k—Fa, k (k- 1) R
Zi=2a k? |m? 4 2nm—m—2n—2nk—2k—2" ap k (k—1)} +
Zack(k—-1) (nk +3k—2). Dus 2ok Z=2Zack (k—1) (nk
+3k—2) of Za[k{(k—1) (nk +3k—2)—Z; )] =o0. Daar
deze lineaire betrekking in ax geldt, onverschillig welke
waarde n heeft, volgt hieruit:

Zy=(k—1) (nk +3k—2). Dus:

De complementaire kromme gaat met
I m? 4 2nm—m—2n—2nk—2k—2 oy k (k—1) | k + (k—1)(nk+
3k—2) takken door een k-voudig singulier punt.

De duaal aan de complementaire kromme toegevoegde
kromme heeft een r-voudig singuliere rechte fot { n* + 2nm—
n—2m—2mr—2r—2'p. r (c—1) } r + (¢—1) (mr + 3r—2)-

voudige raaklijn.



HOOFEDSTUK VI.

Lineaire nulstelsels.

§ 1. De in hoofdstuk V gevonden uitkomsten kunnen
ook toegepast worden op de nulstelsels, die n of m een
van beide, of allebei gelijk aan 1 hebben, mits rekening ge-
houden wordt met het steeds aanwezig zijn van m* 4+ m+ 1
singuliere punten bij een nulstelsel (I, m) en van n*+n+1
singuliere stralen bij een nulstelsel (n, 1) (I § 2). Hieronder
worden enkelvoudig singuliere punten en stralen verstaan.
Ofschoon bij ieder nulstelsel «0? nulkrommen behooren,
vormen deze alleen in een nulstelsel (1, m) een nef, want
door twee willekeurige punten P en Q gaat dan slechts één
nulkromme; de daarbij behoorende waaiertop is het sm]punt
van de bij P en Q behoorende nulstralen.

Tot de m*+ 2m + 1 gemeenschappelijke punten van twee
nulkrommen (P)l+m en (Q)l+m behooren de m nulpunten
van P Q. De overige m? +m + 1 gemeenschappelijke punten
zijn m?+ m + 1 singuliere punten, daar ze meer dan één nul-
straal bezitten. De singuliere punten zijn dus tevens basis-
punten van het net der nulkrommen.

We gaan nu opsporen met hoeveel men het aantal enkel-
voudig singuliere punten moet verminderen, als een nul-
stelsel (1, m) in het bezit is van een k-voudig singulier punt.
Beschouwen we het nulstelsel (1, m), dat bepaald wordt door
de vergelijkingen :

(1) uy—o,
(2) aym—k (b x; +b, x;)ug =0



41

en dat dus O; tot k-voudig singulier punt heeft. De codr-
dinaten van een singulier punt moeten onafhankelijk van
u, aan de vergelijkingen (1) en (2) voldoen. Dus moet

gelden:
' X , Xz
(3) - k K 4, = 0,
a; axm—k (b; x; + b, x,)* , @, a;m—k (b, x + b, x,)
X9 i X3
(4) : k 1 = 0,
a, a,m—k (b, x, + b, x,)* , ay a,m—k(b, x; + b, x,)
X3 [ X|
(5) k k Ck K = §oF
ay axm—k (by x, +b, %)% , @, axm=k (b, x, 4 b, x;)

of

(3a) a, axm—k (b, x; +b, x,)5 x;, — a;m—k(b, X, + by X,k x,=0,
(4a) a; asm—k (b x, + b, x,)* x,—a, axm—k (b, x, + b, x,)*. x;=0,
(5a) a; asm—k (b, x, +b, x,)* x;—aza,m -k (b, x; + b, x,)%. x, =o.
De eerste twee van deze vergelijkingen geven gezamenlijk
(m + 1)? oplossingen, waaronder m oplossingen volgend uit
X, == 0 en a, a,;m—k (b) x; + b, x.)* = 0. De (m+ 1)>—moverige
gemeenschappelijke oplossingen van de vergelijkingen (3a)
en(4a) voldoen nietaan x, = oenaan a, a,m—k (b, x; + b, x,)*=o.
Voor deze oplossingen geldt dus

@ axm—k (b, X, +bax,)" — ayacm—k (b x; +byx,)k

X X3
g a,m-k (b] X + bz Xz)k 5

X3

Dus voldoen deze oplossingen ook aan vergelijking (5a).
Maar bij de gemeenschappelijke oplossingen van (3a) en (4a),
volgend uit x,=— o0 en a, a,m—k (b, x, + b, x,)s= o, zijn er
nog k, waarvoor x; =—o0 en X, = 0. Ook deze voldoen aan
(5a). We vinden dus in het geheel (m + 1)>—m + k gemeen-
schappelijke oplossingen van de vergelijkingen (3a) en (4a),
die ook aan de vergelijking (5a) voldoen. Daar vergelijking
(3a) een kromme voorstelt met in O;een (k + 1)-voudig punt
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en vergelijking (4a) een kromme met O, tot k-voudig punt,
geldt O; voor k (k+ 1) gemeenschappelijke punten dezer
beide krommen, die ook op de kromme liggen, welke voor-
gesteld wordt door vergelijking (5a). Het aantal niet in O,
gelegen gemeenschappelijke punten der door (3a), (4a) en (5a)
voorgestelde krommen is dus
(m+1)>—m+ k—k(k—1)=m? + m + 1—k% Dus heeft het
nulstelsel nog m? + m + 1—k? enkelvoudig singuliere punten.
leder k-voudig singulier punt vermindert het aantal enkel-
voudig singuliere punten van een algemeen nulstelsel (1, m)
met k2; iedere r-voudig singuliere rechte vermindert het
aantal enkelvoudig singuliere rechten van een algemeen nul-
stelsel (n, 1) met r%

§ 2. In III § 2 is aangetoond, dat nulkrommen, behoorende
bij punten, die op eenzelfde door Sy gaande rechte gelegen
zijn, in Sy dezelfde % raaklijnen hebben. Is het singuliere
punt een enkelvoudig singulier punt, dan hebben alle nul-
krommen dit punt tot enkelvoudig punt, terwijl nulkrommen
van punten, die gelegen zijn op eenzelfde door S, gaande
rechte, in dit punt dezelfde raaklijn hebben. We zullen nu
aantoonen, dat er lineaire nulstelsels kunnen bestaan, waar-
bij nulkrommen van op eenzelfde door S; gaande rechte
gelegen punten alle deze rechte tot raaklijn hebben. Het
zal dan blijken, dat het singuliere punt, ofschoon het een
enkelvoudig punt op een willekeurige nulkromme is, een
tweevoudig singulier punt is.

(1) ux=o0 en

(2) am—! (b x; +b;x;) ug = o

bepalen een nulstelsel (1, m) met O, tot enkelvoudig singulier
punt. De nulkromme van een punt IJ heeft tot vergelijking
(3) a;m—1 (b;x; +b;x;) (2xy)=0 en is dus een kromme
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met O, tot enkelvoudig punt. De nulkromme van O, wordt

voorgesteld door

(4) am-—1 (b, x, + b, %) (a) x;—a; x,) = 0. Ze heeft dus in
O, een dubbelpunt. We kunnen vergelijking (3) ook
als volgt schrijven:

(3a) a,m—1(b; x, + b, X3) { X3 l('-zz Yi—a o) + X, (g Ya—a3 ¥y )+

" %, (a3 y2—@, y3)} = 0, waaruit blijkt, dat de raaklijn

van deze kromme in O, tot vergelijking heeft:

(5) ap (a4 y,—a yy) (b x; +b; X)) = o, waarbij

(6) am—1==a,x;m-14(a'x' a, x,) x;m—2 4., .. gesteld is.
Vergelijking (5) schrijven we in den vorm

(5a) ay by (a3 yi—0a; y2) X; + a5 by (23 yi—0a, y,) X, = 0. De ver-
gelijking van de rechte O; IJ is:

(7) y2x;—y1 % =o0.
We zien nu, dat vergelijking (5a) in den vorm (7) over-
gaat als

(8) aybya,==0, ab,a,=o0 en ayb o = a,b,a,. Dan

moeten in vergelijking (2) de termen in x;m—1 x; u, en x;m—1 x, u,

ontbreken, terwijl de termen in x;m—1x u, enxym-1x,u,

dezelfde coefficient moeten hebben. Het nulstelsel is dan

nog een (1, m). De nulkrommen, behoorende bij alle op

eenzelfde door O, gaande rechte gelegen punten, hebben

alle dan O; nog tot enkelvoudig punt, maar alle hebben ze

met die rechte fwee samengevallen punten in O, gemeen.

Op alle door O, gaande stralen is O, dus niet een enkel-

voudig maar een tweevoudig nulpunt. Dus is O, een fwee-

voudig singulier punt. We zullen een dergelijk tweevoudig

singulier punt in het vervolg aanduiden met S,* en een

nulstelsel, dat singuliere punten S,* bezit, met N* (1, m).

De vergelijking (4) der nulkromme van O; kan vollediger

geschreven worden als

(4a) { ap x;m—1 + (a; x; + 3, X)) x;m—2+ .. ... } (by x; + by x,)
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(4 x,—a, x;) = o of

(4b) a, b, @, x; x, x,;m—1 - a; b, a, x; x, x;m—1—a; b, a, x;2x,m—1
+ag by oy x,2x;m—1 4 (3 x; + 3, %) (b x, + by x5) (4 x,—a, %)
X;m-2 L ....=0,

Voeren we de, in de vergelijkingen (8) gevonden, be-
trekkingen in (4b) in, dan vinden we, dat de termen met
x;m—1 alle wegvallen. Dz vergelijking van de nulkromme
van O; is dus:

(4c) (a; x; + a5 %;) (by i + by %) (@ x,—aty x;) xm—2 4 ... = 0.

De nulkromme van het tweevoudig singuliere punt O; = S,*
heeft dus dit punt tot drievoudig punt.

Spcren we nu nog het aantal der enkelvoudig singuliere
punten op. Hun aantal is het aantal, niet door O; voorge-
stelde, gemeenschappelijke oplossingen der drie vergelijkingen:
(9) a,am—!(b; x, + b x;). ;—@, a;m—1 (b; x; + b, x;). x, =0,
(10) ay a;m—1(b, x, + b, x;). x,—a, a,m—1 (b, x; + b; x,). x; =0,
(11) a a;m—1 (b, x; 4 b, x,5). X3—azam—1 (b, x; + b, x,). x; = 0.

De eerste twee vergelijkingen geven (m+1)*> gemeen-
schappelijke oplossingen, waaronder m oplossingen, vol-
gend wuit
X, =0 en a, a.m—! (b x + by x;) := 0 of uit

X, =0 en [als we de vergelijkingen (8) in rekening brengen]
{ ag by @y Xy xym—1 4y (a; X, 33 %,) (by X, +bs X5) x;m—2+...=0.

Daar de tweede van deze vergelijkingen een kromme voor-
stelt, die in O; een enkelvoudig punt heeft met x, —o tot
raaklijn, vertegenwoordigt O, twee van deze m oplossingen.
Deze twee oplossingen voldoen ook aan vergelijking (11),
de overige m—2 oplossingen niet. Verder geven de. verge-
lijkingen (9) en (10) nog (m + 1)>~m oplossingen, die vol-
doen aan i
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% a,m-1 (bl X + b, Xz) — a, a,m—I (bl X + b, Yz) -

b o} X3

az a;m—1 (b, x; + b, x,)

X3

en die dus ook aan vergelijking (11) voldoen. Van de (m + 1)?
gemeenschappelijke oplossingen der vergelijkingen (9) en (10)
voldoen er dus m?+2m+1—m+2=m?+m+3 ook aan
vergelijking (11). Als we de vergelijkingen (8) in rekening
brengen, gaan de vergelijkingen (9) en (10) over in
(9a) {02 (a; x, +a; x5) (b x; +ba X5). x—a (3 %1 +a, x))
(by % +baxp) % } xym -24+....=0,
(10a) — ay b, a; x, x3m+{ (ag by a3 X, + ag b, 5 x;) x,—a, (a; x
+a;% ) (by % +by %)} xsm—14....=0.
(9a) is de vergelijking van een kromme metin O, een drie-
voudig punt en in O, heeft die kromme de rechte x, =o
niet tot raaklijn, (10a) stelt een kromme voor met O; tot
enkelvoudig punt en in dat punt x,=o0 tot rasklijn. Van
de gemeenschappelijke punten der door (9a) en (10a) voor-
gestelde krommen liggen er dus 3 in O, zoodat er m® + m + 3
—3 of m?+ m, niet in O gelegen, gemeenschappelijke punten
dezer krommen moeten bestaan, die tevens punten van de
door (11) voorgestelde kromme zijn. Dus bezit dit nulstelsel
m? + m enkelvoudig singuliere punten.
We zien, dat dit nulstelsel in de volgende twee opzichten
niet aan de eerder gevonden regels voldoet:
1°. Alle nulkrommen hebben in het tweevoudig singuliere .
punt S,* een enkelvoudig punt, behalve die van het singu-
liere punt S;* zelf, die dit punt tot drievoudig punt heeft.
20  Het aantal enkelvoudig singuliere punten wordt door
het bestaan van dit tweevoudig singuliere punt niet met vier
maar slechts met één verminderd.
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En eveneens zal bij de nulstelsels (n, I) het aantal enkel-
voudig singuliere rechten slechts één minder zijn, als er een
tweevoudig singuliere rechte s,* is, die enkelvoudige raaklijn
van alle krommen (p)n+1 is, maar zoodanig, dat krommen
(p)n+ 1, behoorende bij door eenzelfde punt van s,* gaande
rechten, in dit gemeenschappelijke punt van p en s,* aan

s,* raken,

§ 3. Op een N* (1, m) mogen de in V gevonden uit-
komsten niet toegepast worden, daar de nulkrommen in S,*
geen dubbelpunt hebben.

Denken we aan een N* (I, m) met « tweevoudig singu-
liere punten S, en m?4 m+ 1—a enkelvoudig singuliere
punten S;.

De nulkrommen hebben dus geen meervoudige punten.
Door een punt P gaan (1l +m)m—2=(m+2) (m—1) raak-
liinen, die de nulkromme wvan P niet in P raken. Hiertoe
behooren a rechten P S,*. Dus:

De klasse van de omhulde (nn:) is (m+2) (m—1)—a.

De graad van de kromme (N,), die niet van de singuliere
punten afhangt, is 1+ 2m—1+m=3m,

Gebruiken we dezelfde verwantschap als in IV § 4, dan
is daarvan het kenmerkend getal
(m—2) { (1 +m)>—1 } =m (m—2) (m+2). Het aantal coinci-
denties is 2m (m—2) (m 4 2). De door M gaande waaier-
stralen met nulpunt op a veroorzaken (m +1) (m—1)(m—2)
coincidenties, Het aantal (m—2) (m?+4m+ 1) der overige
coincidenties is het aantal op a gelegen punten, die enkel-
voudig nulpunt op een nulstraal nyp zijn. (S;*)l+m snijdt a
in 1+ m punten. leder van deze punten is enkelvoudig nul-
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punt op een straal nyy (N,=3S,%). Daar er a punten S,* zijn,
volgt hieruit:
De graad van de complementaire kromme is
(m—2) (m® + 4m + 1)—(m + 1) a.

Gebruiken we dezelfde verwantschap als in 1V § 5, dan
is daarvan het kenmerkende getal (m—3) maal het getal,
dat den graad van de complementaire kromme aangeeft.
De door M gaande stralen ny, geven een aantal coincidenties
gelijk aan (m—2) (m—3) maal het getal, dat de klasse van
(nn,) aangeeft. Het aantal overblijvende coincidenties is
2(m—3) (m—2) (m?+4m+1)—22 (m + 1) (m—3)—(m—2)
(m—3) (m+2) (m—1)+a(m—2) (m—3)= (m—3) {(m—2)
(m*+7m +4)—(m+4) a }.

Het aantal stralen met twee dubbele nulpunten is

Yy (m—3) {(m—2) (m*+7m+4)—(m+4)a).

De verwantschap, die in IV § 6 gebruikt is, heeft tot
eerste kenmerkende getal (m—2) maal het getal, dat den
graad van (N,) aangeeft. Het tweede kenmerkende getal is
gelijk aan het getal, dat den graad van de complementaire
kromme aangeeft. De door M gaande stralen ny; veroor-
zaken een aantal coincidenties gelik aan (m—2) maal het
getal, dat den graad van (nn2) aangeeft. Het aantal stralen
met drievoudig nulpunt is dus 3m(m —2) + (m—2) (m?+ 4m + 1)
—a(m+1)=(m—2) (m+2) (m=1)+a(m—-2)=3 {(n—2)
(2m 4 1)—a . Hierbij zijn echter stralen, waarop het drie-
voudig nulpunt in een punt S,* valt, want daar S," een
drievoudig punt op (S,*)[+m is, gaan er door ieder punt S,*
drie nulstralen [de drie raaklijnen aan (S,*)l+m], die in S,*
drie samengevallen nulpunten bezitten. Er zijn dus 3 a nul-
stralen, die een punt S,* tot drievoudig nulpunt bezitten.
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Het aantal stralen met drievoudig, niet singulier, nulpunt is
3{(m—2).2m + 1)-2a.

Het aantal gemeenschappelijke punten van (N,) en een
nulkromme (P)l+m is 3m (m + 1). Hiervoor kunnen we
schrijven: {(m 4 2) (m-—1)—a 1+ 2(m?+ m + 1—a) + 3a.

De (m+2) (m-1)—a gemeenschappelijke punten zijn ge-
legen in de, op de door P gaande stralen ny; gelegen dub-
bele nulpunten. De 2 (m?+ m + 1—a) gemeenschappelijke
punten liggen in de m?{m41—a enkelvoudig singuliere
punten, die volgens IV § 8 dubbelpunten van (N,) zijn. De
3a gemeenschappelijke punten moeten dus in de « punten _
S,* wvallen. Daar deze punten enkelvoudige punten van
(P)l+m zijn, volgt hieruit:

De meetkundige plaats (N,) heeft in ieder punt S,* een
drievoudig punt.

§ 4. Het volgende nulstelsel is een N* (1, m). Aan iedere
rechte worden als nulpunten toegevoegd de punten, waarin
die rechte twee samengevallen punten gemeen heeft met een
tot een gegeven bundel (Cs) behoorende kromme, Een wil-
lekeurige rechte wordt door de bundelkrommen in de groepen
van een I, gesneden. Daar deze I, 2(n—1) coincidenties
heeft, liggen er op een rechte 2(n—1) nulpunten.

Een willekeurig punt P bezit slechts één nulstraal, de
raakliin in P aan de door P gaande bundelkromme. Het
nulstelsel is dus een N (1, 2n0—2). Het aantal singuliere
punten moet dus gelijkwaardig zijn met 4n®-6n+ 3 enkel-
voudig singuliere punten.

In den bundel zijn 3(n—1)? krommen in het bezit van
een dubbelpunt. Door een dubbelpunt D gaat slechts de
nodale kromme, maar alle door D gaande stralen hebben
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in D met deze kromme twee punten gemeen. Op iederen
door D gaanden straal is D dus nulpunt. In de, door den
bundel (C") op een door D gaande rechte, gevormde I, ver-
tegenwoordigt D slechts één dubbelpunt. Dus is D enkel-
voudig singulier.

Beschouwen we een rechte door een basispunt B. Alle
bundelkrommen snijden deze rechte in B en in groepen van
n—1 punten, die een In—1 vormen met 2n—4 coincidenties.
Als we B niet meetellen, liggen er op een rechte slechts
2n—4 nulpunten. B telt dus op de beschouwde rechte voor
twee nulpunten. Dit is met alle door B gaande rechten het
geval. B is dus tweevoudig singulier.

Het nulstelsel bezit dus 3 (n - 1)? enkelvoudig singuliere
punten, gelegen in de dubbelpunten der nodale krommen en
n? tweevoudig singuliere punten, gelegen in de basispunten
van den bundel.

Nu is echter 3 (n—1)?-- n?=4n?—6n + 3 en dit is juist het
aantal enkelvoudig singuliere punten, waarmee het totale
aantal singuliere punten gelijkwaardig moet zijn. Dit doet
reeds vermoeden, dat de basispunten punten S,* zullen zijn.

Alle stralen van een waaier (P) zullen aan bundelkrommen
raken. De nulkromme van P is de meetkundige plaats van
de raakpunten; de nulstraal van P is de raaklijn in P aan
die nulkromme. Hieruit volgt, dat de nulkromme van P de-
zelfde kromme is, als de poolkromme van P ten opzichte
van den bundel (Ce). Het is bekend, dat de poolkromme
van een willekeurig punt P enkelvoudige punten heeft in de
dubbelpunten D en in de basispunten B, maar dat alle pool-
krommen van, op een door een basispunt B gaande rechte
gelegen, punten in B aan die rechte raken en dat de pool-
kromme van B in B een drievoudig punt heeft.

Het blijkt dus, dat de basispunten geheel voldoen aan
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de eischen aan een punt S;* gesteld. Dus:

Het nulstelsel N* (1, 2n—2) heeft 3(n—1)* punten S, en
n® punten S,".

Passen we er nu de in § 3 afgeleide uitkomsten op toe,
dan vinden we:

De klasse van de omhulde (an,) is 3n(n—2). Een straal
nn, is een stationaire raaklijn van een Co Dus:

De stationaire raaklijnen der krommen van een bundel (C*)
omhullen een kromme van de klasse 3n(n—2).

Voor den graad van (N,) vinden we 6(n—1). (N,) is de
inflexickromme van den bundel. De graad van de inflexie-
kromme is dus 6(n- 1).

Voor het aantal stralen met twee dubbele nulpunten vinden
we 3(2n—5) (n®—n?—6n + 4).

Het aantal stralen, die twee maal stationaire raaklijn van
een bundelkromme zijn, is 3(2n—5) (n*—n*—6n + 4).

Het aantal stralen met drievoudig, niet singulier, nulpunt
is 6(3n—2) (n—3).

Het aantal krommen met een undulatiepunt is dus

6(3n—2) (n—23).

(N,) heeft in de punten S,* drievoudige punten en dubbel-
punten in de punten S, (VI§3 en V § 1). De meervoudige
punten van (N,) kunnen in een nulstelsel (1, m) slechts in
singuliere punten gelegen zijn, want een meervoudig punt
van (N,) moet dubbel nulpunt op meer dan één nulstraal
zijn. Hieruit volgt: ,

De singuliere punten van de inflexiekromme zijn n? drie-
. voudige punten in de basispunten en 3(n—1)* dubbelpunten
in de dubbelpunten der nodale bundelkrommen.

In het nulstelsel N* (1, 2n—2) bevat een rechte, die twee
punten S,* verbindt, vier nulpunten; een rechte, die een
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punt S,* verbindt met een punt S|, bevat drie nulpunten.
Daar m =- 2n—2 even is, zijn deze rechten singulier als m = 2,
dus als n = 2. Elke rechte heeft dan tot nulpunten haar
raakpunten met twee kegelsneden van een bundel. Het nul-
stelsel is dan een N* (1, 2). De vier basispunten van den
kegelsnedenbundel zijn punten S,*; de drie dubbelpunten
der ontaarde bundelkrommen zijn punten S,. Daar op een
verbindingslijn van twee basispunten steeds een dubbelpunt
ligt, zijn er zes singuliere rechten, de zes verbindingslijnen
der vier punten S,*, dus de zes zijden van een volledigen

vierhoek.



HOOFDSTUK VIL.

Nulstelsels, die door netten van algebraische krommen
bepaald worden.

§ 1. We beschouwen een algemeen net [C*] en veronder-
stellen, dat n > 3. Denken we aan een willekeurige rechte a.
Een punt P van a is basispunt van een tot [C*] behoorenden
bunde] (C7). In dezen bundel is in het algemeen slechts één
kromme aanwezig, die in P aan a raakt en dus a nog in
n—2 punten Q snijdt. We voegen in een verwantschap de
punten Q aan P toe. Bij ieder punt P behooren n—2 punten
Q. Beschouwen we nu een punt Q. Dit is basispunt van
een bundel (C=), die alle met a nog n—1, niet in Q gelegen
punten gemeen hebben. Deze punten bepalen op aeen In—1,
met 2n—4 coincidenties. Derhalve zijn aan ieder punt Q
2n—4 punten P toegevoegd. De verwantschap tusschen de
punten P en Q heeft 3n-6 coincidenties. Dus is a in 3n—6
punten I stationaire raaklijn van een netkromme. We voegen
in een nulstelsel deze punten I aan a als nulpunten toe.
Daar in den bundel, die I tot basispunt heeft, drie krommen
voorkomen, waarop I buigpunt is (de inflexickromme van
een bundel heeft een basispunt tot drievoudig punt, VI § 4),
is I in het bezit van drie nulstralen. Het nulstelsel is dus
een N (3, 3n—6). Daar in een algemeen net [C®] als n > 3
geen figuren voorkomen samengesteld uit een rechte en een
Cn—1 en we bovendien onderstellen, dat het net [C=] geen
basispunten heeft, zal het nulstelsel geen singuliere stralen
of singuliere punten bezitten. We kunnen op dit nulstelsel
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dus de regels toepassen, die in hoofdstuk II zijn afgeleid.

We vinden dan:

De klasse van nyy is 3n(3n - 7).

De graad van (Nag,) is 6(2n—3).

De graad van (N,) is 3(7n—1 2).

De klasse van (n,) is 3(3n%—7n + 3).

De graad van de complementaire kromme is

3(30—8) (3n’—2n—3).
Het aantal stralen met twee dubbele nulpunten is
“fz (n+2) (n—1) (n—3) (30—8).

Het aantal stralen met drievoudig nulpunt is 9(3n—8) (4n—5).
Punten met twee dubbele nulstralen kunnen niet voorkomen.
Het aantal punten met een drievoudigen nulstraal is

9(3n?—9n 4 7).

De klasse van de omhulde der nulstralen, waarop een
dubbel nulpunt enkelvoudig nulpunt is, is 6(9n°—2 5n . 18).
Het aantal punten N,*? en het aantal stralen n,? is

18(n—2) (4n—5).
Het aantal punten (N, N,*%) is 3(57n?—192n 16 8).
Het aantal stralen (n,¥N . n,N2) js
/, (n—1) (n—2) (9n2—15n - 1).

§ 2. Een dubbel nulpunt kan een undulatiepunt U van
een netkromme zijn; op de vierpuntige raaklijn u, die deze
kromme in het punt U bezit, zijn twee nulpunten in I ver-
eenigd. Tot de meetkundige plaats (N,) behoort dus de meet-
kundige plaats (U) der undulatiepunten en tot de omhulde
der stralen (nn,) zal de omhulde (u) der vierpuntige raaklijnen
behooren. We kunnen als volgt bewijzen, dat ook in de
dubbelpunten D der nodale krommen uit het net [Co] één
straal een dubbel nuip;mt bezit en dat deze straal de basis-
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raaklijn ¢t is, behoorende bij den door D bepaalden bundel (C#).

In het begin van de vorige § is er opgewezen, dat de
krommen van het net [C*] op een willekeurige rechte a een
verwantschap [2n -4, n—2] bepalen tusschen de punten P,
waarin netkrommen met de rechte a twee samengevallen
punten gemeen hebben en de overige n—2 punten Q, die
ieder dier krommen nog met de rechte gemeen heeft. Is de
beschouwde rechte een basisraaklijn ¢ van een tot het net
behoorenden bundel en is D het op f gelegen dubbele basis-
punt, dan is nog aan een punt P, dat niet in D gelegen is,
een groep van n—2 punten Q toegevoegd. Aan een niet
in D gelegen punt Q zijn nog 2n—4 punten P toegevoegd.
Daar de door Q bepaalde bundel (C?)in het algemeen slechts
één exemplaar door D zendt en alle door D gaande krom-
men in D twee samengevallen punten met t gemeen hebben,
zal altijd een der tor eenzelfde groep behoorende punten P
in D liggen. Projecteeren we nu de punten P door middel
van een waaier (O;), de punten Q door middel van een
waaier (O,), dan zijn ook de stralen O, P en O, Q door
middel van een verwantschap, de verwantschap I, aan el-
kaar toegevoegd. Bepalen we den graad van de kromme V,
die de meetkundige plaats is van de snijpunten der aan
elkaar toegevoegde stralen uit beide waaiers.

Op een straal O, Q liggen 2n—4 punten van V' in de
snijpunten van O, Q met de aan O, Q toegevoegde stralen
O, P. O, is een (n—2)-voudig punt van V, want de n—2
stralen O, Q, die aan den door O, gaanden straal O, P
zijn toegevoegd, zullen dezen straal in O, snijden. De graad
van de kromme V' is dus2n—4 +n—2 = 3n—6. Daar echter
D tot ‘alle groepen van punten P behoort, zal op iederen
straal van den waaier (O,) één punt van de kromme V ge-
legen zijn in het snijpunt van dien straal met O; D. De
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geheele rechte O; D maakt dus deel uit van V en V zal
dus bestaan uit O, D en een kromme V', waarvan de graad
3n—7 is. Deze kromme V! is de meetkundige plaats van
de snijpunten der stralen O, Q van den waaier (O;) met de
in een verwantschap, de verwantschap I, aan deze stralen
toegevoegde groepen van 2n—5 stralen O, P, die we ver-
krijgen door uit de tot dusver beschouwde groepen van
2n—4 stralen O; P één maal den straal O, D te verwijderen.
Beschouwen we in deze verwantschap den straal O, Q=0, D,
D is dubbel basispunt van een bundel (C?); de krommen
van dezen bundel hebben alle met ¢ nog n—2 niet in D
gelegen punten gemeen, die op ¢ een In—2 vormen, die
2n - 6 coincidenties bezit. Dus gaan er door D 2n—6 net-
krommen, die, behalve in D, nog in een ander punt twee
samengevallen punten met f gemeen hebben. De aan O, D
toegevoegde groep stralen O, P bevat dus 2n—6 niet door
D gaande stralen. Daar de groep uit 2n—5 stralen moet
bestaan, zal de straal O; D er dus nog toe moeten behooren,
Op den straal O, D zal dus in D één punt van de kromme
V1! liggen. De kromme V! snijdt of raakt ¢ dus in D en
snijdt in het eerste geval ¢ verder nog in 3n—8 punten, in
het tweede geval in 3n—9 punten. Dit zijn de niet in D
gelegen punten, waarin f stationaire raaklijn van een net-
kromme is en dus nulpunten van f. Daar het aantal op ¢
gelegen nulpunten 3n—6 moet zijn, moet D in het eersfe
geval dus een dubbel nulpunt zijn en t de daarbij behoorende
straal ny,: in het tweede geval is D een drievoudig nulpunt
met t tot straal nys.

§ 3. De meetkundige plaats (N,) der dubbele nulpunten,
die van den graad 2In-—36 is, bestaat dus uit:

1°. de kromme 4 van Jacobi, waarvan de graad 3(n—1) is,
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2", de meetkundige plaats (U) der undulatiepunten, waarvan
de graad dus 3(6n—11) is.

De dubbelpuntsraakliinen d der nodale netkrommen, die
een kromme van de klasse 3(n—1)(2n—3) omhullen (kromme
van Zeuthen), behooren tot de stralen, waarop een dubbel
nulpunt enkelvoudig nulpunt is en die een kromme van de
klasse 54n?—150n + 108 omhullen, Hieruit volgt, dat de
stralen, die stationaire raaklijn van een kromme C= zijn in
een punt, waarin een andere netkromme een undulatiepunt
bezit, een kromme omhulllen van de klasse

54n*—150n 4 108 —6n? 4 15n—9 = 48n?—135n -+ 99.

De nulkromme van een punt P is van den graad 3n—3.
Ze heeft met de kromme (U) 9(n—1) (6n—11) punten ge- .
meen, waartoe er 48n*—135n 4+ 99 behooren, die, als undu-
latiepunt van een netkromme, de vierpuntige raaklijn niet
door P zenden. Er blijven dus
54n*—153n 4 99—48n? 4 135n—99 = 6n(n—3; punten over,
die, als undulatiepunt van een netkromme, de vierpuntige
raaklijn wel door P zenden,

De omhulde (1) der vierpuntige raaklijnen is van de

 klnsse 6n(n—3).

En daar de stralen ny,, die een kromme van de klasse
3n(3n—7) omhullen, basisraaklijnen of vierpuntige raaklijnen
zijn, volgt hieruit:

De omhulde (f) der basisraaklijnen is van de klasse

3n(n—1).

§ 4. In VII § 1is voor den graad van de complementaire
kromme: gevonden 3(3n—8) (3n*—~2n—3). In een nulstelsel
N (n, m), zonder singuliere punten of rechten, kan men den
graad van de complementaire kromme ook als volgt bepalen:
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Als p een willekeurige rechte is, dan is het aantal ge-
meenschappelijke raaklijnen van (p)atm en de kromme (ny,)
het product van de getallen, die de klasse van beide krommen
bepalen. Dit aantal is dus ook het aantal stralen ny,, die
een nulpunt op p werpen. Tot dit aantal behooren er eenige,
die een dubbel nulpunt op p werpen; het aantal hiervan is
de graad van (N;). Deze stralen moeten als gemeenschappelijke
raaklijnen van (p)a+m en (nn,) twee maal geteld worden
(I1 § 10). Trekt men hun aantal dus twee maal af van het
eerste aantal, dan blijft er over het aantal stralen nns, die
een enkelvoudig nulpunt op p werpen en dit geeft ons
tevens den graad van de complementaire kromme. Bij een
bepaalde meetkundige plaats (N,) behoort dus een complemen-
taire kromme, waarvan de graad is:

(n4+m) x {klasse van (nx) }—2 X { graad van (N,) }
De meetkundige plaats (N,) van het nulstelsel N (3, 3n—6)
bestaat uit:

4 [graad 3(n—1)], (U) [graad 3(6n—11)],
waarbij behoort als (nn,) waarbij behoort als (ny,)
(t) [klasse 3n(n—1)]. (u) [klasse 6n (n—3)].

Passen we op (U) en (u) bovenstaanden regel toe voor het
vinden van den graad der complementaire kromme, dan
vinden we 3(6n°—24n°+6n+22). 4 en (t) geven volgens
denzelfden regel 3(n—1) (3n?—3n—2).

Bij (U) behoort een complementaire kromme, waarvan de
graad 3(6n°—24n? 4 6n + 22) is en bij A een complementaire
kromme, waarvan de graad 3(n—1I) (3n*—3n -~ 2) is.

[De som van deze twee getallen is 3(3n—8)(3n*— 2n—3),
de graad van de complementaire kromme, zooals die in
VII § 1 is afgeleid.]
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§ 5. Een volkomen overeenkomstige berekening als in
II § 7 is uitgevoerd voor het algemeene nulstelsel N (n, m)
zonder singuliere punten of rechten, kunnen we nu toe-
passen op:

1% (U), (u) en de complementaire kromme van (U),

20 4, (t) en de complementaire kromme van .

We vinden achtereenvolgens voor de aantallen coincidenties:

19, 6(6n"—24n? + 6n + 22) (3n - 9)—(3n —8) (3n—9) 6n(n—3)=
18(n—1) (n—3) (3n?—4n—-22),

29, 6(n—1) (302—3n—2) (3n0—9)—(3n - 8) (3n—9) 3n(n—1)=

9n—1) (n—3) (3n*+2n - 4).

[De som van deze aantallen is 27 (n+2) (n—1) (n-3)
(3n—8), zie VII § 1.]

§ 6. De berekening, zooals die geschied is in II § 8
voeren we uit met:
1°. (U), (u) en de complementaire kromme van (U),
2° A, (t) en de complementaire kromme van .
We vinden dan voor de aantallen coincidenties:
1°0 (3n-8) 3(6n—11) + 3(6n’—24n? + 6n + 22)—6n (n—3)
(3n—8) = 3(7n —22) (4n—3).
2°. (3n—8) 3(n - 1)+ 3(n—1)(3n>—3n—2)—3n(n—1)(3n—8)=
6(n—1) (4n—5).
[De som van deze aantallen is 9(3n— 8) (4n—35), zie VII § 1.]

§ 7. We gaan het totale aantal punten N, splitsen in
het aantal op (U) gelegen punten N," en het aantal op
A gelegen punten N,o%

Uit een punt N, = U vertrekt een nulstraal nn;=u en
nog twee nulstralen n, waarop U een enkelvoudig nulpunt
is. We voegen in een verwantschap aan het punt P, waarin
u een willekeurige rechte ! snijdt, de beide punten Q toe,
waarin de nulstralen n de rechte [ snijden. [De aan deze
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verwantschap duaal toegevoegde is in Il § 11 gebruikt om
het aantal stralen n,"? af te leiden.] Daar de klasse der om-
hulde (u) 6n(n—3) is, zijn aan een punt P 12n(n—3) punten
Q toegevoegd. Uit een punt Q vertrekken 48n*—135n + 99
stralen, waarop een punt U enkelvoudig nulpunt is (VII § 3).
Dus zijn aan een punt Q 48n>—135n + 99 punten P toege-
voegd. Van de 60n>—171n + 99 coincidenties vallen er
6(6n—11) in de 3(6n-11) op [ gelegen punten U. Dan
blijven er nog 60n?—207n + 165 coincidenties over. Dus:
1°. Het aantal door op (U) gelegen punten N,** veroor-
zaakte coincidenties is 3(5n—11) (4n-—5).
Voeren we dezelfde berekening uit met de op 4 gelegen
punten N, = D, de basisraaklijn en de twee dubbelpunts-
raaklijnen, dan vinden we 6n(n—1) 4 3(n—1) (20—3)—
6(n—1)=3(n—1) (4n—>5).
2%, Het aantal door op 4 gelegen punten N,"* veroorzaakte
coincidenties is 3(n—1) (4n—35).
De som van deze aantallen is 18(n—2) (4n—5), zie VII § 1.]

§ 8. Op overeenkomstige wijze, als in II § 11 is geschied,
gaan we het aantal op (U) gelegen punten (N, * + N,") be-
palen. Aan een straal p zijn 2(3n0—7) 3(6n—11) stralen g
toegevoegd. Beschouwen we een straal q. De overige nul-
punten van de stralen, die alle een nulpunt op q werpen,
liggen op een kromme van den graad (3n—3)—3 =9n*—
18n + 6, die met (U) 3(6n—11) (9n*—18n + 6) punten ge-
meen heeft, waarvan 3(6n’—24n” + 6n + 22) gelegen zijn in
punten U, waarvan de straal u een nulpunt op q werpt
(VII § 4) en 3(6n—11) in de op g gelegen punten U. Dus
zijn aan een straal g toegevoegd 3(48n*—183n? + 222n—77)
stralen p. Verminderen we het aantal coincidenties met
(3n - 7) (48n2—135n + 99), het aantal coincidenties veroor-
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zaakt door de door M gaande stralen, waarop een punt U
enkelvoudig nulpunt is (VII § 3), dan vinden we:
1°. Het aantal door op (U) gelegen punten (N,™® -+ N,*?)
veroorzaakte coincidenties is 6(50n?—171n + 154.
Gaan we op overeenkomstige wijze te werk met 4 en
(t), dan vinden we:
2(3n—7) 3(b—1) + 3(n—1) (9n*—18n + 6)—3(n— 1) (3n>—
3n—2)—3(n—1)—(3n—7)3(n—1)(2n—3)=42 (n—1)(n—2).
2%, Het aantal door op .1 gelegen punten (N,™*+ N,"?)
veroorzaakte coincidenties is 42(n—1) (n—2).
[De som wvan deze aantallen is 3(114n>—384n + 336),
zie VII § 1.]

§ 9. Gaan we de uitkomsten der § § 5, 6, 7, 8 thans met
elkaar in verband brengen en er de beteekenis van opsporen.
Daar de kromme van Jacobi van een netzonder basispunten
geen dubbel- of keerpunten bezit, kunnen de op 4 gelegen
punten N,"* en Ny™" slechts gelegen zijn in de gemeen-
schappelijke punten van 4 en (U). Een der twee nulstralen,
waarop het punt dubbel nulpunt is, is dan een basisraaklijn,
de andere is een vierpuntige raaklijn. Hieruit volgt, dat
ieder der op 4 gelegen punten N,** tevens een der in § 7
(1°) berekende coincidenties veroorzaakt. Het aantal der in
§ 7 (2°) berekende coincidenties is gelijk aan het op 4 ge-
legen aantal punten N,*%. Daar deze zelfde punten ook ieder
een coincidentie bijdragen tot het in § 7 (1°) berekende aan-
tal coincidenties, zal het overige aantal der in § 7 (1% be-
rekende coincidenties veroorzaakt worden door de' op (U)
gelegen punten N;*, waarbij beide nulstralen, waarop U
dubbel nulpunt is, vierpuntige raaklijnen zijn. Ieder
dier punten veroorzaakt één wvan deze coincidenties. We
vinden dus:
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Het aantal punten, waarin twee netkrommen een undulatie-
punt bezitten met dezelfde vierpuntige raaklijn, is
6(2n—>5) (4n—>5).

§ 10. Het aantal op 4 gelegen punten N, is 3(n—1I)
(#n—35). Deze, en ook de op 4 gelegen punten N,»=, dragen
ieder slechts één coincidentie bij tot het in § 8 (29 be-
rekende aantal coincidenties, daar slechts een der beide nul-
stralen, waarop het punt dubbel nulpunt is, een basisraak-
lijn is. Het in § 8 (2% afgeleide aantal coincidenties is ge-
lijk aan het op < gelegen aantal punten (N,*» + N.,*?). Door
aftrekking vinden we:

Het aantal op A gelegen punten N,»* is 3(n—1)(10n—23).

Zoo'n punt moet een dubbelpunt van een netkromme
zijn, waarbij één der dubbelpuntsraaklijnen een vierpuntige
raaklijn (oneigenlijk) vertegenwoordigt. Zoo'n punt is een
flecnodaalpunt. Het aantal krommen in het net, die een
flecnodaalpunt bezitten, is 3(n—1) (10n—23),

§ 11. Gaan we nu na, hoe het in § 8 (1°) afgeleide aan-
tal coincidenties ontstaat. Ieder op (U) gelegen punt N,2,
waarvan de samengevallen nulstralen beide vierpuntige raak-
lijnen zijn, zal twee dezer coincidenties veroorzaken. Dit
aantal coincidenties is dus 12(20—5) (4n—5). Ieder op 4 ge-
legen punt N2, zoowel als ieder op 4 gelegen punt N,mn,
zal één dezer coincidenties veroorzaken, daar deze beide
soorten punten slechts één vierpuntige raaklijn bezitten,
Hierdoor ontstaan dus 3(n—1) (40—5) + 3(n—1) (10n—23)
coincidenties. De overige coincidenties worden (telkens twee
tegelijk) veroorzaakt door op (U) gelegen punten N, =,
waarbij de beide nulstralen, waarop U dubbel nulpunt is,
vierpuntige raaklijnen zijn.
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Het aantal dier punten is dus 3/, { 100n*—342n 4 308—
4(2n—5) (4n—5)—(n—1) (4n—5)—(@n—1) (100—23) } =
27 (302—10n + 10).

Het aantal punten, waarin tiwvee netkrommen een undulatie-
punt bezitten met wverschillende vierpuntige raaklijnen, is
27(3n?—10n + 10).

En dus: De undulatiepunten der krommen van een net [C®]
zijn gelegen op een kromme van den graad 3(6n—11) met
27(3n>—10n + 10) dubbelpunten en 6(2n—5) (4n—35) keer-

punften.

§ 12. Bij de 3(n—1) (4n—5) op 4 gelegen punten IN,?
moet de basisraaklijn met één der dubbelpuntsraaklijnen zijn
samengevallen. Zoo'n punt is dan basispunt van een, in het
net begrepen, bundel (C¢), waarvan alle krommen in dit
basispunt drie punten met elkaar gemeen hebben. Het punt
is dan een drievoudig basispunt. Dus:

Het net bezit 3(n—1) (4n—>5) bundels, waarvan de krommen
elkaar osculeeren. Voor het totale aantal der volgens § 7
door punten N;" veroorzaakte coincidenties hebben we
18(n—2) (4n—5) gevonden, welk aantal tevens het totale
aantal punten N,°? moet zijn (II § 11). Dit aantal hebben
we gesplitst in 6(2n—5) (4n—5) op (U) gelegen punten
N,*? en 3(n—1) (4n—5) op (U) en 4 gelegen punten N,
die in het totale aantal twee maal begrepen zijn. Daar deze
punten ieder twee coincidenties veroorzaken en ieder punt
N,*2 slechts aanleiding tot één coincidentie geeft, volgt hier-
uit, dat deze punten drievoudige nulpunten moeten zijn.

§ 13. De gemeenschappelijke punten van 4 en (U) kunnen
slechts gelegen zijn in de 3(n—1) (4n—5) op 4 gelegen
punten N,*? en de 3(n—1) (10n—23) op 4 gelegen punten
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N_>= Het aantal gemeenschappelijke punten van 4 en (U)
is 3(n—1) 3(6bn—11), waarvoor we kunnen schrijven:
2 X3 (n—1) (4n—5)+ 3(n—1) (10n—23).

De flecnodale punten zijn dus snijpunten van A en (LI):
de drievoudige basispunten zijn raakpunten van A en ().
In deze 3(n—1) (4n—>5) drievoudige basispunten hebben A
en (U) dus 6(n - 1) (4n—5) punten gemeen.

§ 14. Beschouwen we nu het in § 6 (2% afgeleide aantal
coincidenties. Daar de basisraaklijn ¢ altijd in het dubbelpunt D
stationaire raaklijn van een netkromme is, zal, als op ¢ in D
een drievoudig nulpunt gelegen is, ¢ in D vierpuntige raaklijn
van een netkromme zijn. Maar dan is D tevens een undula-
tiepunt van een netkromme. Het aantal in § 6 (2°) berekende
coincidenties is dus tevens begrepen in het in § 6(19 afgeleide
aantal coincidenties. Hieruit volgt, dat 15(n— 4)(4n—5) coin-
cidenties veroorzaakt worden door op (U) gelegen punten,
die drievoudig nulpunt op een nulstraal u zijn. Dit zijn punten,
waarin een netkromme een vijfpuntige raék]ijn heeft. Dus:
In het net komen 15(n—4%) (4n—5) krommen voor met een
vijfpuntige raaklijn.

De, bij de 6(n—1) (4n—5) in § 6 (2°) afgeleide coincidenties
behoorende, drievoudige nulpunten moeten als punten van
4 en als punten van (U) beschouwd worden; zij behooren
tot de gemeenschappelijke puaten van beide krommen en
zijn als zoodanig dus dubbelpunten van de meetkundige
plaats (N,) en moeten derhalve punten zijn, die op fwee
nulstralen drievoudig nulpunt zijn. Het zijn dus gemeen-
schappelijke punten van 4 en (U), die zelfs fwee samenge-
vallen nulstralen uitzenden (de basisraakliin is tevens de
vierpuntige raaklijn). Op deze beide samengevallen nulstralen
is het punt dan een drievoudig nulpunt. De coincidenties
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zullen dus veroorzaakt worden door de 3(n— 1) (4n—5) drie-
voudige basispunten, waarvan we reeds weten, dat ze de
op 4 en (U) gelegen punten N:2? zijn. Voor het totale aan-
tal stralen met drievoudig nulpunt is gevonden 9(3n—8)
(4n—>5). Hiervoor kunnen we schrijven:

15(n—4) (4n—5)+ 4 X 3(n—1) (4n—5). Dit zijn de vijf-
puntige raaklijnen en de dubbele nulstralen der drievoudige
basispunten. Ieder drievoudig basispunt levert dus vier coin-
cidenties van het totale aantal. Inderdaad zal een drievoudig
basispunt, als punt van 4 beschouwd, op twee samenge-
vallen nulstralen drievoudig nulpunt zijn en dus twee coin- .
cidenties leveren; als punt van (U) beschouwd levert het

nogmaals op twee samengevallen nulstralen twee coincidenties.

§ 15. Beschouwen we nu nog de uitkomsten van § 5.
De in § 5 (29 gevonden uitkomst levert het aantal malen,
dat op een basisraaklijn £ een tweede dubbel nulpunt ge-
legen is. Is dit tweede dubbel nulpunt een dubbel basispunt
met den beschouwden straal ¢ tot basisraaklijn, dan geelt
deze basisraaklijn aanleiding tot twee coincidenties; is het
tweede dubbel nulpunt een undulatiepunt met £ tot vier-
puntige raaklijn, dan geeft de basisraaklijn slechts aanleiding
tot één der in § 5 (2°) afgeleide coincidenties. De beteekenis
van dit aantal coincidenties is dus:

De som van tweemaal het aantal basisraaklijnen f, die in

twee dubbele basispunten basisraakliin zijn en het aantal

basisraaklijnen, die in een niet in D gelegen punt U vier-

puntige raaklijn van een netkromme zijn, is gelijk aan
Yn—1) (n—3) (3n® + 2n—4).

En' de beteckenis van het in § 5 (19) afgeleide aantal
coincidenties is:

De som van fweemaal het aantal vierpuntige raaklijnen u,
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die twee netkrommen in een undulatiepunt raken en het aan-
tal vierpuntige raaklijnen, die bovendien in een niet in U
gelegen punt D basisraaklijn zijn, is

18(n—1) (n—3) (3n*—4n—22).

We kunnen het aantal basisraaklijnen, die in een niet in
D gelegen punt U vierpuntige raaklijn zijn, als volgt afleiden.
In IT § 2 is er op gewezen, dat de stralen met drievoudig
nulpunt stationaire raaklijnen van de omhulde (ny,) zijn.
De 15(n—4) (4n—5) vijfpuntige raakliinen van netkrommen
zullen stationaire raaklijnen van de omhulde (u) ziin. De
bij de 3(n—1) (4n—5) drievoudige basispunten behoorende
tweevoudige nulstralen zijn ieder in het bezit van een drie-
voudig nulpunt en zijn dus stationaire raaklijnen van de om-
hulden (u) en (t). De krommen (t) en (u) hebben
3n(n—1) 6n(n—3) = 18n? (n—1) (n—3) raaklijnen gemeen,
waartoe de bovengenoemde 3(n—1) (4n—5)gemeenschappelijke
stationaire raaklijnen behooren, die we viermaal moeten tellen.
Dan blijven er nog 6(n—1) (3n>—9n?—8n + 10) gemeen-
schappelijke raaklijnen over. Dit zijn basisraaklijnen, die in
een niet in D gelegen punt vierpuntige raakliin van een
. netkromme zijn. Met dit aantal moeten we dus de beide
in § 5 afgeleide aantallen verminderen. Na deeling door
twee vinden we dan:

Het aantal basisraaklijnen, die in twee dubbelpunten basis-
raaklijn zijn, is 3, (n—1) (3n3—3n’—14n + 16).

Het aantal vierpuntige raaklijnen, die twee netkrommen

in een undulatiepunt raken, is
3(n—1) (6n®>—30n’—22n + 188).

De basisraaklijnen omhullen dus een kromme van de klasse
3n(n—1) met *[;(n—1)(3n’—3n*—14n + 16) dubbelraaklijnen
en 3(n—1) (4n—>5 stationaire raaklijnen.
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De vierpuntige raaklijnen omhullen een kromme van de
klasse 6n(n—23) met 3(n—1) (6n®*—30n*—22n + 188) dubbel-
raaklijnen en 9(2n—7) (4n—5) stationaire raaklijnen.

§ 16. In VII§1 is nog de graad van de meetkundige
plaats (N n,) afgeleid en het aantal punten met drievoudigen
nulstraal. In verband met II § 8 vinden we:

De punten, die de eigenschap hebben, dat twee nulstralen
zijn samengevallen, liggen op een kromme van den graad
6(2n—3), die 9(3n>—9n+7) keerpunten en geen dubbel-
punten bezit.

Volgens VII § 1 omhullen de dubbele nulstralen een kromme
van de klasse 3(3n2—7n+ 3). De stralen n,™ N zijn hiervan
de dubbelraaklijnen, de stralen n,N? de stationaire raaklijnen.
In VII§ 1 is voor het totale aantal stralen (n,™ N + n,N?) ge-
vonden %, (n—1) (n—2) (9n’—15n—1) en voor het totale
aantal stralen n,N?: 18(n—2) (4n-—5).

Het totale aantal stralen n,™ N is dus
9, (n—2) { (h—1) (In*—150—1)—4(4n—5) } ="/, (n—2) (9n°—
24n2—2n + 21), terwijl de 18(n—2) (4n—5) stralen n,N? ge-
vormd worden door 6(2n—5) (4n—35) stralen n,N? [de stralen,
die in een undulatiepunt vierpuntige raaklijn van twee net-
krommen zijn] en 3(n—1) (4n—>5) stralen n,N?, die ieder
twee stralen n,N? vervangen en dus vierpuntige raaklijnen
van de omhulde der dubbele nulstralen zullen zijn. We
vinden dus:

De dubbele nulstralen omhullen een kromme van de klasse
3(3n%= 7n + 3) met °J, (n—2) (9n°—24n>—2n + 21) dubbel-
raaklijnen, 6(2n—>5) (4n—5) stationaire raaklijnen en 3(n—1)
(4n - 5) vierpuntige raaklijnen.
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§ 17. De meetkundige plaatsen (Nn,) en 4 hebben
18(n—1) (2n—3) punten gemeen, waartoe de 3(n-—1)(4n—5)
drievoudige basispunten behooren, die punten N;*? zijn en
dubbel geteld moeten worden, omdat ze drievoudig nulpunt
op den dubbelen nulstraal zijn. De overige 12(n—1) (n—2)
gemeenschappelijke punten zijn dubbelpunten van netkrommen,
die dubbel nulpunt op een enkelvoudigen nulstraal zijn en
waarbij de dubbele nulstraal ontstaan is door het samen-
vallen van twee dubbelpuntsraaklijnen. Het zijn dus keer-
punten van netkrommen.

In een net zijn 12(n—1) (n—2) krommen met een keerpunt.

(Nn;) en (U) hebben 18(2n—3) (6n—11) punten gemeen,
waartoe de 6(2n—5) (4n—5) op (U) gelegen punten be-
hooren, waarin twee netkrommen dezelfde vierpuntige raak-
lijn bezitten en de 3(n—1) (4n—5) drievoudige basispunten,
ieder, evenals de eerstgenoemde gemeenschappelijke punten,
weer tweemaal te tellen.

De overige 6(16n*—2In -+ 44) gemeenschappelijke punten
zijn punten, die undulatiepunt van een netkromme zijn,
terwifl twee andere netkrommen in dit punt dezelfde stationaire

raaklijn bezitten.

§ 18. We hebben in VII § 1 ondersteld, dat n < 3. Gaan
we nu nog het geval n=3 beschouwen. De graad van de
meetkundige plaats der dubbele nulpunten zal, als er geen
singuliere rechten aanwezig zijn, 3(7n—12)=27 zijn. De
graad van de kromme van Jacobi is zes. Daar een rechte,
die vier punten met een C® gemeen heeft, een bestanddeel
van die kromme vormt, zal de meetkundige plaats der un-
dulatiepunten, waarvan de graad 27—6 = 21 is, nu vervangen
worden door 21 enkelvoudig singuliere rechten s. We hebben
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dus een nulstelsel N (3,3) met 21 enkelvoudig singuliere
rechten s. We vinden dan (volgens V § 1):
De klasse van (nn,) is 18.
De graad van (Nun;) is 18.
De graad van (N,) is 6.
De klasse van (ns) is 27.
Het aantal stralen met drievoudig nulpunt is nul.
Het aantal punten met drievoudigen nulstraal is 63.
De klasse van de omhulde der nulstralen, waarop een
dubbel nulpunt enkelvoudig nulpunt is, is 18.
Het aantal punten N,*? en het aantal stralen n,N? is 42.

§ 19. Daar de meetkundige plaats der dubbele nulpunten
slechts door 4 gevormd wordt, zullen alle stralen n; basis-
raaklijnen zijn. Dus:

De basisraaklijnen van een net [C'] omhullen een kromme
van de klasse 18.

Daar de klasse van de omhulde der nulstralen, waarop
een dubbel nulpunt enkel-voudig nulpunt is, 18 is, vinden we:
De dubbelpuntsraakliinen omhullen een kromme van de
klasse 18(kromme van Zeuthen).

§ 20. De kromme van Jacobi bezit geen dubbel- of keer-
punten. Derhalve kunnen de op 4 gelegen punten N,o* slechts
punten zijn, waarin de dubbele nulstraal ontstaan is door
samenvallen van een basisraaklijn met een singuliere rechte.
Er zijn op 4 dus 42 punten gelegen, die als punten N,*
een’ singuliere rechte tot tweevoudigen nulstraal bezitten.
Daar deze punten verder nog slechts één enkelvoudigen
nulstraal hebben, moet in zulk een punt een netkromme in
het bezit zijn van een dubbelpunt, waarvan de singuliere
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rechte een dubbelpuntsraaklijn en tevens de hasisraaklijn van
den door dit punt bepaalden, tot het net behoorenden, bundel
ts. Zulk een punt is dan van dezen bundel een drievoudig
basispunt.

In het net zijn dus 42 bundels, waarvan de krommen el-
kaar in een basispunt osculeeren.

§ 21. Berekenen we, volgens de tweede in IV § 9 en
V § 1 gebruikte verwantschap, het aantal coincidenties door
punten (N,™" 4 N,"?) veroorzaakt, dan vinden we daarvoor
42. Deze coincidenties kunnen slechts veroorzaakt worden
door het op een nulstraal samenvallen van twee nulpunten
in een punt, dat reeds dubbel nulpunt op een anderen nul-
straal is, waarbij deze laatste nulstraal niet singulier mag
zijn. (Bij het bepalen der kenmerkende getallen van de ge-
bruikte verwantschap zijn we, zooals uit IV § 9 blijkt, uit-
gegaan van dubbele nulpunten, waarbij de er bij behoorende
straal nn, niet singulier is; immers voor den graad van (N,)
is n? + 2nm—n + m —r? gebruikt.) De tweede nulstraal, waarop
het punt dubbel nulpunt is, kan dus echter wel singulier
zijn en zal, daar de kromme van Jacobi slechts enkelvoudige
punten bezit, zelfs singulier moeten zijn. De 42 drievoudige
basispunten zullen tot de 42 coincidenties geen enkele bij-
dragen, daar ze slechts een singuliere rechte tot dubbelen
nulstraal bezitten. De coincidenties worden dus veroorzaakt
door 42 op 4 gelegen punten N,™*, waarbij de cene nul-
straal ny, singulier is en de andere niet. Hierbij zal de niet-
singuliere nulstraal ny, de basisraaklijn zijn. De singuliere
rechte is een der dubbelpuntsraaklijnen van de netkromme,
die in N,™* een dubbelpunt heeft.

§ 22. De 6 X 21 gemeenschappelijke punten van 1 met
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de 21 singuliere rechten moeten gelegen zijn in de 42 drie-
voudige basispunten, die op 4 punten N,*? zijn, en in de
42 punten N,»» Op iedere singuliere rechte liggen twee
dubbelpunten, die snijpunten zijn van de rechte met de
kegelsnede, waarmee ze een tot het net behoorende kromme
vormt. In deze punten is de, bij den door zoo'n punt be-
paalden bundel behoorende, basisraaklijn niet de singuliere
rechte. In de overige op een singuliere rechte s gelegen punten
van A moet de singuliere rechte wel de basisraaklijn zijn,
daar, als dit niet het geval was, de ontaarde netkromme,
waarvan s een bestanddeel uitmaakt, niet fwee samengevallen
punten met de basisraaklijn gemeen zou hebben. We zien
dus nu:

De 42 op 4 gelegen punten N,™* zijn gelegen op 21
singuliere rechten in de 21 X 2 dubbelpunten van de door
een singuliere rechte en een kegelsnede gevormde netkrommen.
Hierbij is de basisraaklijn niet de singuliere rechte. De 42
op .1 gelegen punten N, zijn gelegen op 21 singuliere
rechten in de 21 X 2 drievoudige basispunten. Hierbij is de
basisraaklijn tevens de singuliere rechte. Als gemeenschappelijke
punten van < en een singuliere rechte moeten deze punten
tweemaal geteld worden. Dus zal A iedere singuliere rechte
in deze punten raken.

De 21 singuliere rechten zijn dubbelraaklijnen van de
kromme van Jacobi. De zes gemeenschappelijke punten van
de kromme van Jacobi en een singuliere rechte zijn dus:
twee enkelvoudige snijpunten in de twee dubbelpunten van
de door de rechte bepaalde ontaarde netkromme en twee
raakpunten in de twee op de rechte gelegen drievoudige
basispunten.

§ 23. Volgens IV§ 8 en V § 1 zouden we vinden, dat
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de omhulde der basisraaklijnen, dat is de omhulde (ny,),
iedere singuliere rechte tot viervoudige raaklijn heeft. Dit zou
dan beteekenen, dat iedere singuliere rechte in vier van haar
punten basisraaklijn is. Daar ze echter slechts in twee punten
basisraaklijn is (in de drievoudige basispunten), kan ze slechts
in twee punten een raaklijn van (nn,) zijn. In die punten is
ze dan een stationaire raaklijn. Daar er geen stralen met
twee dubbele nulpunten en geen stralen met drievoudig nul-
punt zijn, vinden we dus:

De basisraaklijnen omhullen een kromme van de klasse 18,
die de 21 singuliere rechten, ieder in twee punten, fot sta-

tionaire raaklijnen heeft.

§ 24. In VII§18 is nog de graad van (Nn,) en het
aantal punten met drievoudigen nulstraal afgeleid. Daaruit
volgt: De punten, die de eigenschap hebben, dat twee nul-
stralen zijn samengevallen, liggen op een kromme van den
graad 18 met 63 keerpunten en geen dubbelpunten.

De dubbele nulstralen omhullen een kromme van de
klasse 27. Deze kromme zal, volgens IV § 8 en V § 1, iedere
singuliere rechte tot viervoudige raaklijn bezitten. Daar
iedere singuliere rechte slechts van twee drievoudige basis-
punten een dubbele nulstraal is, kan ze (n,) slechts in twee
punten raken en moet ze in die punten een stationaire raak-
lijn van (n,) zijn.

Bij de berekening van het aantal stralen (n,™N 4 n,N?)
vinden we 294 coincidenties der gebruikte verwantschap.
Deze coincidenties ontstaan als een der overige nulstralen
van een nulpunt, dat een dubbelen nulstraal tot enkelvoudigen
nulstraal heeft, met dezen dubbelen nulstraal is samenge-
vallen. Hierbij kan deze dubbele nulstraal wel een singuliere
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rechte zijn, want de enkelvoudig singuliere rechten zijn ieder
van twee drievoudige basispunten dubbele nulstraal. leder
drievoudig basispunt veroorzaakt twee - coincidenties. De
overige 210 coincidenties moeten geleverd worden door
105 stralen n,N'N. Deze stralen moeten dubbelraaklijnen van
de omhulde (n;) zijn. :

De dubbele nulstralen omhullen een kromme van de klasse
27 met 105 niet-singuliere dubbelraakliinen en met de
21 singuliere rechfen, ieder in fwee punten, tot stationaire
raaklijnen.

Het aantal gemeenschappelijke punten van (Nn,) en 4 is
6 X 18 = 108. Hiertoe behooren de 42 drievoudige basis-
punten, die dubbel geteld moeten worden, daar zoo'n punt
als dubbel nulpunt op s, den dubbelen nulstraal, beschouwd
kan worden. De overige 24 gemeenschappelijke punten zijn
punten, die dubbel nulpunt op een enkelvoudigen nulstraal
zijn en waarbij de dubbele. nulstraal is ontstaan door het
samenvallen van twee dubbelpuntsraaklijnen. Dus:

In het net zijn 24 krommen met een keerpunt.

§ 25. Het net [C?] van kubische krommen geeft nog aan-
leiding tot een ander nulstelsel. De netkrommen bepalen op
een willekeurige rechte een involutie I;? van den derden
graad en den tweeden ‘rang, die een neutraal puntenpaar
bezit, dus twee punten, die met elk punt van de rechte een
groep der I, vormen en die dus fwee basispunten vormen
van een in het net [C?] begrepen bundel. Deze basispunten
B voegen we aan de rechte als nulpunten toe. Daar een
willekeurig punt B slechts één bundel (C%) bepaalt,. worden
aan B als nulstralen toegevoegd de acht rechten b, die B
met de overige basispunten van den door B bepaalden
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bundel verbinden. Het nulstelsel is dus een N (8, 2). Als
we onderstellen, dat het net [C?] geen basispunten bezit,
zal N (8, 2) geen singuliere punten hebben. De meetkundige
plaats der dubbele nulpunten in dit nulstelsel is de kromme
van Jacobi; de omhulde der stralen nn; is de omhulde der
basisraaklijnen. De 21 rechten, die tot de ontaarde net-
krommen behooren, zullen singuliere rechten zijn. Daar we,
als we geen singuliere rechten in rekening brengen, voor
den graad van (N,) 90 vinden, volgt hieruit, dat de singuliere
rechten ieder tweevoudig singulier moeten zijn. Dan wordt
de graad van (N,): 90—21 X 4 = 6 (de graad van de kromme
van. Jacobi).

Voor de klasse van (nns) vinden we 18. Dit is weer de
klasse van de omhulde der basisraaklijnen.

Voor de klasse van de omhulde der nulstralen, waarop
een dubbel nulpunt enkelvoudig nulpunt is, vinden we 18,
de klasse van de omhulde der dubbelpuntsraaklijnen (de
kromme van Zeuthen).

Verder vinden we:

De stralen n, omhullen een kromme van de klasse 42;
de stralen, waarop een dubbel nulpunt enkelvoudig nulpunt
is, omhullen ook een kromme van de klasse 42. Deze over-
eenkomst in klasse is geen toeval, daar, zooals we zullen
zien, de beide krommen samenvallen. Als een basispﬁnt B
in het bezit is van een dubbelen nulstraal n,, dan moeten
er op n, nog twee basispunten van den door B bepaalden
bundel liggen. Daar slechts op een singuliere.rechte drie
niet samenvallende basispunten van eenzelfden bundel kunnen
liggen, moeten twee van de drie op n, gelegen basispunten
zijn samengevallen tot een dubbel basispunt, waarbij echter
n; niet de basisraaklijn kan zijn, daar ook in dit geval n,
een singuliere rechte zou zijn. En dubbele nulstraal is dus
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een verbindingslijn van een der zeven aan een dubbel basis-
punt toegevoegde enkelvoudige basispunten met het bijbe-
hoorende dubbele basispunt. Het is dus tevens een straal,
waarop een dubbel nulpunt enkelvoudig nulpunt is. Dus:
De verbindingingslijnen van een dubbel basispunt met de
zeven er aan toegevoegde enkelvoudige basispunten omhullen
een kromme van de klasse 42,

Voor het aantal punten met drievoudigen nulstraal vinden
we 336. Tot de drievoudige nulstralen kunnen singuliere
rechten behooren, die, daar ze voor ieder harer punten twee
nulstralen vertegenwoordigen, dus punten kunnen bevatten,
die de singuliere rechte tot drievoudigen nulstraal hebben.
Op een drievoudigen nulstraal moeten vier basispunten liggen,
waarvan er minstens twee moeten samenvallen. Vallen op
een drievoudigen nulstraal twee basispunten samen, dan is
de drievoudige nulstraal een singuliere rechte, die van de
twee, tot de groep van vier behoorende niet samengevallen
basispunten een drievoudige nulstraal is. Dit is het geval
met twee enkelvoudige op een singuliere rechte gelegen
basispunten, die behooren bij een bundel, waarvan twee
basispunten zijn samengevallen in een op de singuliere rechte
gelegen dubbelpunt van de ontaarde kromme, waarvan de
singuliere rechte een bestanddeel is. Op iedere singuliere
rechte liggen vier dergelike punten. Dus is ze van vier
harer punten een drievoudige nulstraal. De 21 singuliere
rechten tellen dus voor 84 stralen n;. De overige 252 drie-
voudige nulstralen moeten stralen zijn, waarop: drie nul-
punten zijn samengevallen tot een drievoudig basispunt.
Aan ieder dier drievoudige basispunten zijn zes tot denzelfden
bundel behoorende basispunten toegevoegd, die ieder één
drievoudigen nulstraal bezitten.
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Voor het aantal drievoudige basispunten vinden we dus
weer 42.

Voor den graad van (Nn,) vinden we 42. Deze kromme
heeft de punten met niet-singulieren, drievoudigen nulstraal
tot keerpunten. Dat zijn de 42 zestallen van basispunten, die
aan de drievoudige basispunten zijn toegevoegd.

Voor het aantal punten met twee dubbele nulstralen
vinden we 1050. Het aantal coincidenties der bij de be-
rekening gebruikte verwantschap is dus 2100.

Als een nulpunt in het bezit is van twee dubbele nul-
stralen, dan is het een der vijf enkelvoudige basispunten
van een bundel, die fwee dubbele basispunten bezit. In ieder
der twee dubbele basispunten komen vijf van deze dubbele
nulstralen samen. Noemen we de enkelvoudige basispunten
B,, B,, B;, B,. B;, de dubbele basispunten By,; en By,,.
Beschouwen we den nulstraal B, By, , als een dubbelen nul-
straal van zijn nulpunt B,, dan worden in de bij de be-
rekening gebruikte verwantschap aan dezen straal toegevoegd
de nulstralen, die B, verbinden met B,, B;, B,, B;, B; en B,.
Het samenvallen van de nulstralen B, B, en B, B, levert
een coincidentie, waarmee echter tevens het samenvallen der
twee basispunten B; en B, gepaard gaat. Als gevolg daar-
van ontstaan de coincidenties der stralen B, B; met B, B,
B, B; met B, B,, B, By met B, B, en B; B; met B, B,. Uit-
gaande van den nulstraal B, B;,; vinden we dus vijf coin-
cidenties. Eveneens zullen de overige vier in Bg,; samen-
komende dubbele nulstralen ieder vijf coincidenties leveren.
In het geheel leveren twee bij elkaar behoorende dubbele
basispunten dus 25 coincidenties. Het totale aantal 2100
coincidenties wordt dus veroorzaakt door 84 paren van
dubbele basispunten. Het net bevat dus 84 bundels, waarvan
de krommen elkaar in twee basispunten raken.
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De 84 vijftallen van enkelvoudige basispunten, die aan
deze paren gekoppelde dubbele basispunten zijn toegevoegd,
zijn dubbelpunten van (Nn,). Derhalve:

De zeventallen van basispunten, die aan de dubbele basis-
punten zijn toegevoegd, liggen op een kromme (Nn,) van
den graad 42, met 252 keerpunten [in de aan de drievoudige
basispunten toegevoegde enkelvoudige basispunten] en 420
dubbelpunten [in de aan de paren van gekoppelde basis-
punten toegevoegde enkelvoudige basispunten].

Voor het aantal punten N,»* en stralen n,N? vinden we 84.
Deze worden vertegenwoordigd door de 21 X 4 punten, die
een singuliere rechte tot drievoudigen nulstraal hebben.

Gaan we het aantal punten (N,™* -+ N,*?) opsporen, dan
vinden we 42 coincidenties der gebruikte wverwantschap.
Op iedere singuliere rechte liggen twee dubbelpunten van
de ontaarde netkromme, waartoe de rechte behoort. Deze
punten zijn dubbel nulpunt op de niet met de singuliere
rechte samenvallende basisraaklijn en zijn verder nog in het
bezit van een nulstraal, de singuliere rechte, die geheel uit
nulpunten bestaat. Het zijn dus punten N,*?, waarbij één
der nulstralen nn, niet singulier is (zie VII § 21). Ieder dier
punten veroorzaakt echter slechts één coincidentie. De 42 punten
Nje » zijn dus gelegen in de 21 X 2 dubbelpunten der ont-
aarde krommen.

. Voor het aantal coincidenties, geleverd door stralen
(n,N'N 4 n,N?), yvinden we 504. Hiervan wordt een gedeelte
veroorzaakt door de 84 paren gekoppelde dubbele basis-
punten. De verbindingslijn van twee bij elkaar behoorende
dubbele basispunten is dubbele nulstraal van de beide dubbele
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basispunten. leder der fwee in eenzelfde dubbel basispunt
gelegen basispunten zal met de beide in het andere dubbele
basispunt gelegen basispunten een coincidentie leveren. leder
paar dubbele basispunten veroorzaakt dus vier coincidenties.
Zoo vinden we er dus reeds 336. De overige 168 coincidenties
worden geleverd door de 21 X 4, bij de dubbelpunten der
ontaarde netkrommen behoorende, op een singuliere rechte
gelegen, enkelvoudige basispunten. De vier, op een zelfde
singuliere rechte gelegen, enkelvoudige basispunten kunnen
we ieder als een dubbel nulpunt beschouwen, terwijl zij allen
de singuliére rechte tot drievoudigen nulstraal hebben, Iedere
singuliere rechte levert dus acht van deze coincidenties.
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STELLINGEN.

15
Een nulstelsel (n, o) is in het bezit van een oneindig aantal
singuliere rechten, de raaklijnen van een kromme der klasse
n: een nulstelsel (o, m) bezit een oneindig aantal singuliere

punten, die op een kromme van den graad m gelegen zijn.

II.

Er zijn voorbeelden aan te wijzen van niet-lineaire nul-
stelsels, waarbij de meervoudig singuliere punten eigenschappen

bezitten, overeenkomende met die van de singuliere punten S;*.
(Diss. VI § 2.)

I11.

Bij de bepaling der klasse van de omhulde der harmonische
poollijnen is door Dr. Jan de Vries niet opgemerkt, dat in
jeder der punten Dy twee takken der kromme e,'?

beide takken der kromme ¢'? raken.

(Jan de Vries. ,De quadrupelinvolutie der
cotangentiale punten wvan een kubischen
bundel”. K. A. v. W, XXII, bl. 1385.)

aan de

IV.

Door Dr. Jan de Vries is bij de bepaling der klasse van
de omhulde der raaklijnen in"de keerpunten van den complex
over het hoofd gezien, dat de krommen (D)r en (D)a ook

de 6(n—1)? kritische punten gemeen hebben.
(Jan de Vries. ,,Kenmerkende getallen voor

een drievoudig oneindig stelsel algebraische
vlakke krommen”. K. A. v. W, XXIII, bl.907.)



V.

De door Dr. Jan de Vries in zijne mededeeling ,,Over
lineaire stelsels van algebraische vlakke krommen” (K. A. v. W,
XIII, bl. 751 § 5) bepaalde aantallen t, en ts,, zijn te groot.

VI

Het is niet geoorloofd een punt te beschouwen als een
cirkel, waarvan de straal nul is.

VII.

De afleiding van 'E.‘Goursat der 'noodzakelijke en vol-
‘doende voorwaarde voor ‘het lineair -afhankelijk ‘zijn *van n
functie’'s y, (x), y2 (x),...., ya (x) is niet volledig.

(E. Goursat. ,,Cours d’Analyse Mathématique.”
“T. I, p. 424, 3ieme ‘¢dition:)

VIIL

“Ten ‘onrechte beweert ]. Bertrand, dat de oplossing van
het in ,,Calcul des Probabilités”, § 29 p. 30, gestelde vraag-
stuk gevonden moet worden door toepassing van den regel
der samengestelde waarschijnlijkheid.

IX.

Het bepalen der brekende hoeken van eenige achter en
.tegen relkaar .geplaatste prisma’s .met gegeven brekingsindices
door  de ‘voorwaarden, dat de ‘li¢htstraal, die met minimum-
deviatie het stelsel verlaat, in ieder prisma de hierbij be-
hoorende kleinste afwijking zal vertoonen, is slechts mogelijk,
indien het aantal prisma's oneven is en hun 'brekingsaan-

wijzers aan zekere voorwaarden voldoen.

X.
.Bij ‘het ‘Middelbaar- .en Voorbereidend Hooger Onderwijs
worden .de /leerlingen :niet woldoende geoefend in zelfcritiek.
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