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HOOFDSTUK I
Inleiding

I — INTERFERENTIE VAN RONTGENSTRALEN EN WARMTEBEWEGING
(DEBIJE)

In 1912 verscheen de eerste theoretische behandeling door von
Laue 1) van de interferentie van Réntgenstralen bij buiging door
kristallen, een door von Laue en zijn medewerkers Friedrich en
Knipping ontdekt verschijnsel #). De invloed van de warmtebe-
weging der kristalatomen op de scherpte en intensiteit der op-
tredende interferentie-maxima wordt in deze behandeling nog
buiten beschouwing gelaten.

Door Debije is deze invloed van de temperatuur het eerst theo-
retisch onderzocht %). Experimenten met het doel de temperatuur-
invloed te bestudeeren waren nog niet uitgevoerd, zoodat het niet
mogelijk was de uitkomsten met het resultaat van metingen te
vergelijken.

Volgens de Braggsche opvatting zal het spectrum van de ne
orde, dat optreedt als een evenwijdige bundel Roéntgenstralen
met golflengte , die onder een invalshoek 4 ten opzichte van een
recks evenwijdige netvlakken met afstand d invalt, beschouwd
mogen worden als te zijn ontstaan door terugkaatsing tegen deze
vlakken, als geldt:

LIS RS =0wVE e o s S oy, (1)

In de eerste verhandeling van von Laue worden de atomen in
de netvlakken vastgelegd, waardoor de bijdragen van al deze
atomen tot het spectrum in phase zullen zijn. Door Debije wordt

') M. v. Laue, Sitzungsber. d. Kgl. Bayer. Akad. d. Wiss. 303, 1912.

%) W. Friedrich, P. Knipping und M. v. Laue, Ann. d. Phys. 41, 971, 1913
en M. v. Laue, Ann. d. Phys. 41, 989, 1913.

%) Verh. der deutsch. Phys. Ges. XV, 678, 738 en 857, 1913.
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nu nagegaan welke verandering de interferentie-maxima zullen
vertoonen als de atomen, tengevolge van de warmtebeweging,
zich over kleine afstanden uit het netvlak verplaatsen (een ver-
plaatsing in het netvlak is van geen invloed). Bij deze berekening
worden de atomen als onathankelijk van elkaar beschouwd, ter-
wijl elk atoom door cen quasi-elastische kracht aan zijn even-
wichtsstand gebonden wordt gedacht. Bovendien wordt aange-
nomen dat de temperatuur, waarbij de waarnemingen plaats
vinden, z66 hoog is, dat van een afwijking van de aequipartitie
der energie mag worden afgezien,

Van een bepaalde configuratie der atomen wordt in een be-
paalde richting de intensiteit berekend, de verkregen intensiteit
wordt vermenigvuldigd met de waarschijnlijkheid voor het op-
treden van de beschouwde configuratie en door te sommeeren
over alle mogelijke configuraties wordt een waarde gevonden voor
de gemiddelde intensiteit in een bepaalde richting. De genoemde
waarschijnlijkheid wordt berekend volgens de Maxwell-Boltz-
man’sche verdeelingswet. Gevonden wordt dat de warmtebeweging
de intensiteit der maxima verzwakt doch de scherpte niet ver-
andert, terwijl een verstrooide straling optreedt, waarvan de
intensiteit maximaal is daar, waar de interferentie-intensiteit
het sterkst verzwakt is.

Door M. v. Laue is deze theorie uitgebreid voor roosters met
een meer-atomige basis 1),

Een zeer belangrijke uitbreiding van de theorie geeft Debije in
zijn artikel | Interferenz von Réntgenstrahlen und Wirmebe-
wegung”, als hij de bovengenoemde beperkingen laat vallen 4
Allereerst de zeker niet gerechtvaardigde onderstelling, dat de
atomen als van elkaar onafhankelijk mogen beschouwd worden.
De beweging, die een atoom onder invioed van de warmtebe-
weging uitvoert, wordt nu beschreven als een superpositie van
elastische golven, waarvan de trillingsgetallen uit het elastische
spectrum gevonden kunnen worden ’). Vervolgens wordt de
quantenhypothese van Planck bij de berekening ingevoerd. Het

1 M. v. Lane, Ann, d. Phys. 42, 1561, 1913,

*) P. Debye, Ann. d. Phys, 43, 49, 1914,

®) Phys. Zeitschr. 13, 297, 1912 en 14, 15 en 65, 1913. Verder Born: Dy-
namik der Kristallgitter en Atomtheoric des festen Zustandes.
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al of niet bestaan van een nulpuntsenergie wordt in het midden
gelaten. De invioed van de warmtebeweging wordt berekend
voor beide gevallen. Daar wij telkens op dit artikel zullen terug-
komen laat ik een kort overzicht van de berekening volgen:

Laat Op een kubisch rooster, bestaande uit N atomen, ecn
vlakke primaire golf invallen met frequentie w en golflengte A
z00, dat de Voortp]antingsrichting met een rechthoekig X-Y-Z
codrdinatenstelsel richtingscosinus «,, B,, v, vormt. In een punt

Op afstand r wvan de oorsprong van het codrdinatenstelsel
ee

, 1n
n richting met richtingscosinus «, B, v, kan de intensiteit ge-
durende een kleine tijd, groot ten opzichte van de trillingstijd
van de Réntgenstraal, klein ten opzichte van de tijd noodig
VOOor een merkbare verandering in de configuratie der atomen,
Voorgesteld worden door:

5 B[ (o—to) (%5=X5) -+ (B-Bo) (V=Y o)+ (=) (Z52)]
J_;;;e (x Bo) (y-ya)+ (v

o otl(omarg) (U=’)+ (B=Bo) (v-v') + (=, ) (w-w)] 2

> 21 . i
waarin y — = terwijl x,, y,, z, de coérdinaten van een wille-

?ccurig atoom voorstellen, wanneer er geen warmtebeweging
15 (dus x,=1la, y,—ma, z =na) en u, v, w de com-
Ponenten der verschuiving. A wordt onafhankelijk gesteld van
%or Boy Yor @, B, v. Bovendien is de formule in zooverre gespe-
cialiseerd, dat alle atomen gelijk worden genomen. De tijd,
gedurende welke de gemiddelde intensiteit .wordt waargenomen,
Is groot t.o.v. de tijd, waarin de configuratie der atomen merk-
baar verandert. Een tweede bepaling van een middelwaarde
moet dus plaats vinden met betrekking tot de componenten der
verschuiving u, v, w. De gemiddelde waarde van de laatste fac-
tor van (2) kan bepaald worden, als de waarschijnlijkheid van
€en willekeurige configuratie bekend is. Als deze gemiddelde
Waarde voorgesteld wordt door e, dan vinden we voor de gemid-
delde intensiteit :

Jm = é‘s‘: ; Zehi.ei%[(oc_ao) (XO—X;) 3 (@‘Bo)(yo_}’;) 2 (T'—YU)(ZU—Z;)] S (3)
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Ter berekening van e worden nu normaalcodrdinaten inge-
voerd volgens Born en von Kérmén, zoodat de potentiéele en
kinetische energie en u, v, w in deze coordinaten kunnen worden
uitgedrukt:

u=5% QU+ QUDY ............ (4)

Debije stelt nu

Q' =Qcosd Q"=0Qsin$
waarin & onafhankelijk van de tijd is en onregelmatig wisselt
bij overgang van de eene naar de andere eigcntrilling, waardoor
nu in verband met andere betrekkingen geschreven kan worden:
=5 2k Qx Accos (Q—8) ............ (4)
waarin Q = lo + m¢ -} ny.
De potentiéele en kinetische energie kunnen geschreven worden
in de vorm

= b 2 A2
0=tS ¥ uig
T na L 2
rt5Y 1oL ¥ n

De Q, worden door Debije als normaal-coérdinaten beschouwd.

In bovenstaande uitdrukkingen heeft de eerste sommatie be-
trekking op de N punten van de phasenkubus (— = <o, §, y < + ),
terwijl k =1, 2, 3 gesteld moet worden, daar w? voldoen moet
aan een vergelijking van de derde graad, die drie reéele wor-
tels heeft. (Zie Born: Dynamik der Kristallgitter); tenslotte
stelt p de massa van het atoom voor.

Wordt nu in een 6N-dimensionale Q-P ruimte een volume
element '
dRE==_cl ()T BIFaRrrrn dQ,y dPy
aangenomen, dan kan de waarschijnlijkheid, dat het atomen-
systeem codrdinaten en impulsen heeft, die aan dit element be-

antwoorden, gelijk gesteld worden aan
WdR
De invoering van de normaal-codrdinaten levert de mogelijk-
heid W gelijk te stellen aan een produkt van factoren
Wieooo Weoooo Woy,

1) Voor v en w gelden natuurlijk dgl. nitdrukkingen.
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waarbij W, alleen afhangt van de twee bij elkaar behoorende
coérdinaten ), en P,. Daardoor wordt verkregen
e =1I, K, en dus M = Z, log K..

K, wordt berekend door gebruik te maken van de quanten-
hypothese van Planck in de oorspronkelijke vorm, wanneer
de nulpuntsenergie = 0 wordt gesteld, met nulpuntsenergie wordt
ter berckening van K, deze hypothese in de nieuwe vorm toe-
§€past. In de voor M afgeleide uitdrukking komt nu nog voor
de phasenconstante 5. Om nu tot de definitieve uitdrukking voor
M te komen voert Debije een middelwaarde-bepaling uit t. o. v.
8, daarbij onderstellend dat de bewegingen van naast elkaar
gelegen atomen geheel van elkaar onafhankelijk zijn. Hij laat
dus zijn aanvankelijke onderstelling een oogenblik los. Door
H- Faxén is aangetoond '), dat deze inconsequentie niet noodig
15. De door hem uitgevoerde berekeningen laten zien, dat in enkele
opzichten de uitkomsten van Debije wijziging ondergaan, in het
algemeen veranderen echter de resultaten niet.

De nu gevonden uitdrukking voor M is nog niet geschikt om
VOor een experimenteele toetsing gebruikt te worden. Als ver-
€envoudiging gevende veronderstelling voert Debije nu in, voor
€en regulair kristal, dat de voortplantingssnelheid van de elas-
tische golven onafhankelijk is van het trillingsgetal. Door de
benaderings-rckening is het mogelijk voor M de volgende for-
mule op te stellen
SHINE AN ) s L e (6)

pka?e X
geldig voor het geheele temperatuur-gebied. Hierin is © de karak-

—M =

tenistieke temperatuur van het kristal, x = T h en k zijn de con-

stanten van Planck en Boltzmann, 9 is de hoek tusschen de in-
valsrichting en de waarnemingsrichting 2). Voor ®@(x) wordt een
tabel gegeven.

Voor de twee gevallen T << 0 en T >> © worden afzonderlijke
- formules afgeleid, waaruit bliikt dat in het eerste geval de tem-

Peratuurcoéfficient, die het Debije-effect bepaalt, evenredig is
_-—-—_—_—I—__

') H. Faxén, Ann. d. Phys. 54, 615, 1918.
") & uit (1) is de helft van de hier optredende 9.
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met T2 en in het tweede geval met T. Tevens blijkt dat hier een
dergelijke wet geldt als bij de soortelijke warmte voor één-atomige

: oy C)
lichamen nl. dat het temperatuurverloop alléén afhangt van T

Door gebruik te maken van de resultaten verkregen in deze theo-
rie is het mogelijk in de uitdrukking voor M de elastische constan-
ten te ontgaan, waardoor het mogelijk is het verloop der optre-
dende verschijnselen te voorspellen zonder elastische metingen
te behoeven.

In bet geval van een nulpuntsenergie moet (6) vervangen wor-
den door:

3h? V1 o))
e o MRS oS e et U S {
M= ore (L—cos e ) 2

De gemiddelde intensiteit in een bepaalde richting kan nu voor-
gesteld worden door:

J = =5 (Z + eML) ................ (7)
waarin
= b ¥ eix[(a—ao)("‘:o—xo)+(3_B0)(YO~},0) ~_I_(.Y_—Yo)(Z()“Z"cy)] - (7;)
Imn 1"m’n’ :
terwijl
Z = N(1 — CM) ................. (7”)

De dubbele sommatie L is dezelfde als die optreedt in de theo-
rie van von Laue; vit L wordt de plaats der interferentie-maxima
bepaald. Uit de gegeven formules blijkt dat de scherpte der inter-
ferentie-maxima niét (M is nl. onafhankelijk van I, m, n, I', m’, n),
de intensiteitsverdeeling in de ruimte wél wordt beinvloed door
de warmtebeweging.

De interferentie-intensiteit neemt tengevolge van de warmte-
beweging exponentiéel af en wel des te sneller naarmate de hoek
tusschen invals- en waarnemingsrichting grooter, de temperatuur
hooger en de golflengte kleiner is (M is steeds evenredig met

1 —cos &
R‘.’.
een verstrooide intensiteit, die daar het intensiefste is, waar de
interferentie-intensiteit het sterkst verzwakt is en omgekeerd.

). De interferentie-intensiteit is steeds vergezeld van
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Voor T =0 wordt M =0 zoodat, wanneer nulpuntsenergie
niet bestaat, het temperatuur-effect verdwijnt, terwijl in het
tegengestelde geval, zooals uit een numerieke discussie volgt, het
temperatuur-effect een zeker experimenteel te vinden bedrag
bereikt.

Door Lorentz is nog opgemerkt, dat men in werkelijkheid noch
met absoluut monochromatische straling noch met één enkele
Invalsrichting werkt ). Bij het experiment zal men dus in een
bepaalde waarnemingsrichting energie van verschillende golf-
1““&10 en invalsrichting samenvatten. Voor de juiste intensiteits-
bt’rekcning zal dus een integratie over een golflengte-gebied en
over verschillende invalsrichtingen noodzakelijk zijn. De invloed
hiervan op de werkelijk waar te nemen intensiteit in een inter-
fcrcntie-pu11t wordt bepaald door de ,Lorentzsche factor”

1 ISl § e
lﬁm:;ﬁ{?' waarin h,, h,, h; de drie getallen zijn,
. 2 8 a”

die de orde van het spectrum bepalen.

2 — ANDERE THEORETISCHE ONDERZOEKINGEN OP DIT GEBIED —
UITBREIDING EN VERBETERING VAN DE THEORIE VAN DEBI]E

Voordat Debije in zijn tweede publicatie de zooeven besproken
Vverbeteringen in zijn theorie invoerde, had ook Schrédinger het
probleem behandeld, evencens omdat hij zich niet vereenigen
kon met de onderstelling dat de atomen hun bewegingen uitvoeren
Onafhankelijk van elkaar %). Hij heeft behandeld het geval van een
lineair rooster, als dit bestaat uit gelijke atomen op gelijke af-
stand a, in de onderstelling, dat twee atomen een kracht op elkaar
pitoefenen, die gelijk nul is als hun afstand a bedraagt, evenredig
'8 met de afstandsverandering en wel z66, dat de kracht bij grootere
afstand dan a aantrekkend, bij kleinere afstand afstootend is.

Hij komt tot het resultaat, dat de buigingsbeelden met toe-
hemende temperatuur breeder worden en ongeveer symmetrisch,

dat de centrale intensiteit van het buigingsbeeld afneemt en dat
_‘—-—‘—-_‘—-

) ') Zie het slot van het gec. artikel van Debye. Verder: J. Kern, Phys.
Zeitschr, 15, 136, 1914. M. v. Laue, Enz. d. Math. Wiss. V, 24; 471, 1915.
) E. Schrédinger, Phys. Zeitschr. 15, 79, 1914,



8

de totale straling van één buigingsbeeld onathankelijk van de
temperatuur is. Op de door Kern uitgeoefende kritiek ) en op
het antwoord daarop van Schrédinger 2) komen wij in hoofdstuk
11T terug.

Aan het werk van Debije is verder op verschillende punten
uitbreiding en verbetering gegeven door H. Faxén en 1. Waller.
Behalve de reeds op blz. 5 genoemde publicatie van den eersten
verscheen een tweede publicatie °), waarin hij vooral onderzocht
de invloed van de temperatuur op de verstrooide straling.

Waller heeft er op gewezen !), dat de exponent van de functie,
dic de onafhankelijkheid van de temperatuur bepaalt (eM), door
het dubbele van de waarde moet vervangen worden, die Debije
hiervoor berekent. In (4) zagen wij, dat de O, door Debije als
normaal-coérdinaten zijn ingevoerd, terwijl oorspronkelijk op-
traden Qi en Qy, met behulp van de onderstelling

Qk = O cos & Q= Qk sin §,.

Zooals Waller opmerkte is het in strijd met de Bornsche ver-
gelijkingen, dat Debije onderstelt dat Oy onregelmatig wisselt,
als men van de eene naar de andere eigentrilling overgaat. De
moeilijkheid, die optreedt, als deze invoering van 8, niet plaats
heeft dat het aantal normaalcoérdinaten 6N bedraagt, terwijl
het aantal vrijheidsgraden slechts 3N is, ontgaat hij door slechts
de helft van de phasenkubus te gebruiken. Hij bewijst nl. dat,
als men ter verkrijging der normaalcoérdinaten niet, zooals Born
en von Kdrmdn, de loopende harmonische golven van het rooster,
maar de daaraan beantwoordende staande golven als eigentril-
lingen beschouwt, alle staande golven van het »oneindige rooster”’
reeds voor de o, ¢, y waarden van de halve phasenkubus ver-
kregen worden. Dit heeft de genoemde verdubbeling van de expo-
nent tengevolge, zooals ook in de volgende hoofdstukken blijken
zal. Waller bewijst verder, dat men de berekeningswijze van
Debije bij consequente doorvoering kan blijven volgen, als men
slechts de potentiéele en de kinetische energie op een bijzondere
wijze berekent. Hij vindt dan nl. voor de tijdgemiddelden van de

') J. Kern, Phys. Zeitschr. 15, 337, 1914,

') E. Schrédinger, Phys. Zeitschr. 15, 497, 1914.

) H. Faxén, Zeitschr. f. Phys. 17, 266, 1923,

‘) 1. Waller, Zeitschr. f. Phys. 17, 398, 1923.
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Potentiéele en de kinetische energie de helft van de door Debije
dangegeven waarden, dus

® =35 T 0 OF

T= :]I S Z, Qf:-

In het eerste gedeelte van zijn dissertatie ) heeft Waller zijn
bemkeningen, in het voorgaande artikel uitgevoerd voor een
»eenvoudig” rooster, uitgebreid op een zoo algemeen mogelijk
tooster. Alleen voor het kubische rooster kan hij komen tot voor
€EN experimenteele toetsing bruikbare formules. Verder geeft hij,
€Veneens in het eerste gedeelte, berekeningen over de verstrooide
Straling, Enkele stellingen, die hij afleidt, zullen we in dit proef-
schrift Nog ontmoeten.

Toen enkele jaren geleden met de bewerking van dit proef-
schrift werd begonnen, waren, behalve de geciteerde dissertatie,
de op de vorige blz. naar voren gebrachte studies gepubliceerd.
Juist omdat tegen de grondgedachte, die aan het werk van Debije
ten grondslag ligt en die door alle navolgers van Debije is behou-
den, bedenkingen aangevoerd kunnen worden, werd dit proef-
schrift begonnen. In hoofdstuk IT zal onze gedachtengang, die in
de verdere hoofdstukken zal gevolgd worden, beschreven worden.

In het laatst van 1926 verscheen een stuk van de hand van
Von Laye ?), waarin deze eveneens een andere berekeningswijze
dangeeft. Zooals reeds gezegd is, middelt Debije ter berekening
Van de intensiteit eerst over een tijd, waarin de atomen zich
slechts weinig van uit hun oogenblikkelijke plaats bewegen, cen
tid, die zeer vele Roéntgenperioden omvat en wel z66, alsof de
atomen stilstonden en daarna over een tijd (waarin de gemid-
delde intensiteit wordt waargenomen) groot t.o.v. de ti:jd,
Waarin  de configuratie der atomen een merkbare verandering
ondergaat, Tegen deze ongewone wijze van middelen, in twee
Stappen uitgevoerd, heeft von Laue bezwaren. Hij vervangt de
berekeningswijze van Debije door een meer aan de optica aange-
Paste methode, waarbij hij vindt dat in de secundaire straling
Naast de oorspronkelijke Réntgenfrequenties, een weinig ver-
fﬂ‘j_‘zﬂfi_f{eqllentles optreden, een soort Doppler-effect dus. De

') I Waller, Diss. Uppsala 1925,
N M. v Laue, Ann. d. Phys. 81, 877, 1926,
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uitkomsten voor de functie, die de temperatuur—aﬂ1.'1nlmlijkheid
meet, blijven echter, zoowel wanneer hij de atomen als van elkaar
onafhankelijk beschouwt (le verhandeling van Debije), als wan-
neer hij ze als van elkaar afhankelijk opvat (Ze verhandeling van
Debije), dezelfde als die Debije vond.

Waller heeft daarna aangetoond ), dat in de vroegere ver-
handelingen het Doppler-effect reeds in voldoende benadering
In aanmerking was genomen. In deze zelide publicatie geeft hij
een uitbreiding omtrent zijn vroegere ('mderzockingen omtrent
de verstrooide straling en toont aan, dat in sommige gevallen een
tamelijk belangrijke bijdrage tot de intensiteit van een spectraal-
ljn kan worden gegeven door verstrooide straling. Daar reeds von
Laue in het vorige artikel opmerkte, dat de slechte overeen-
stemming tusschen de berekening en het experiment wellicht een
gevolg is van het feit, dat steeds gewerkt wordt met een poten-
ticele energie, quadratisch in de uitwijkingen, heeft Waller bij
een ¢ééndimensionaal rooster onderzocht de invloed der 3e en 4p
graads termen. Men kan uit zijn beschouwing van het ééndimen-
sionale rooster de conclusie trekken, dat ook bij één-atomige
drie-dimensionale roosters de grootheid M termen van de 2Ze
graad in T moet bevatten, die zich bijzonder bij hoogere tempera-
turen doen gelden (vergelijk de hierna volgende experimenten
van James).

3 — METINGEN VAN HET »DEBIJE-EFFECT”

Wij zullen nu kort de weinige experimenteele onderzoekingen
over het temperatuur-effect nagaan. De eerste onderzockingen
werden in 1914 door Bragg uitgevoerd, die als kristallen steen-
zout (NaCl) en sylvien (KCl) gebruikte ®). In verschillende orden
en met verschillende vlakken werd de intensiteit van de gereflec-
teerde Rh.Ke straling bij 15° C en 370° C onderzocht met tot
resultaat, dat het effect van dezelfde orde was, als door Debije
berekend.

Backhurst heeft in meerdere orden bij verschillende kristallen
de reflectie van Mo-Ka straling tusschen 50° C en 900° C onder-

') I. Waller, Ann. d. Phys. 83, 153, 1927.
) W. H. Bragg, Phil. Magazine May 1914, 88I.
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Zocht 1), Hij vond geen goede overeenstemming met de theorie.
- Van lateren datum zijn de proeven van Collins met aluminium?)
Ook hier worden resultaten gevonden afwijkende van de theorie
Van Debije. Hij onderzocht de buigingsbeelden bij 80° C, 310° C
€1 600° C voor de netvlakken (111), (100), (110) en (311) en vond
bv. voor J600°/J80° voor de opvolgend genoemde vlakken 0,86;
0.815; 0,56; 0,71 terwijl volgens Debije grootere waarden nl. tus-
Schen 0,94 ¢p 0,81 te verwachten zijn.

James onderzocht ?) tusschen 19° C en 650° C de spectra van de
2¢, 3e en 4e orde van het (100) vlak van NaCl, terwijl als straling
Werd gebruikt Mo.Ko: en het spectrum van de 3e orde van Rh-Ke
Voor hetzelfde vlak, eveneens van NaCl. De experimenten laten

: B, 1 —cos &
“en, dat voor alle spectra M evenredig is met e De ver-

dere resultaten van James waren, dat in het geheele temperatuur-
gebied voor alle spectra, M evenredig is met T2, terwijl de theorie
éen evenredigheid met T doet verwachten. De intensiteit daalt
dus, als de temperatuur stijgt, sneller dan de theorie aangeeft.

Bij latere onderzoekingen %) heeft hij het onderzochte tempera-
tuurgebied uitgebreid tot op 85° abs. (temperatuur van vloeibare
IUCht)- Daar de experimenten van James de eenige zijn, die over
€€n groot temperatuurgebied zijn uitgevoerd en tevens met kris-
tallen, Waarop de theorie van Debije met de meeste zekerheid
Mmag worden toegepast, zullen we deze in hoofdst. V, § 5 gebrui-
““Il tot toetsing van -de theoretische uitkomsten.

Tenslotte vermeld ik de proeven van Nies #). Deze vindt, dat
het reflectie-vermogen van de splijtvlakken van kalkspaat (kris-
talliseert hexagonaal, de door Debije gegeven formules zijn strikt
8€nomen  glechts geldig voor een ,ecnvoudig” kubisch kristal)
Voor Cu-Ky-straling in de le orde, bij afkocling van het kristal
van kamertemperatuur tot op de temperatuur van vloeibare lucht,
toeneemt met (2,0 4= 0,4) %, Dit beteekent een grootere tempera-
tuur-inylpeq dan de theorie aangeeft, zelfs wanncer rekening
“—.—“_ﬁ—-—

- Backhurst, Proc. Roy. Soc. of London (A), 102, 340, 1922,
. H. Collins, Phys. Review 14, 152, 1924,

N. James, Phil. Magaz., March 1925, blz. 585.

W. James, Manchester Memoirs, 71 (1926—27), blz. 8.
ies. Ann. d, Phys. 79, 673, 1926.

O xE—
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-

)
)
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wordt gehouden met de door Waller aangegeven verdubbeling
van M (de afwijking is natuurlijk nog grooter, wanneer de door
Debije gegeven waarde van M wordt gebruikt), In het algemeen
wijzen dus de onderzoekingen er op, dat de invloed van de tempe-
ratuur grooter is dan de theoric aangeeft.



HOOFDSTUK II
Beschrijving der methode

Om het rekenen eenvoudiger te maken en de overzichtelijkheid
te vergrooten wordt de berekening allereerst uitgevoerd voor een
¢en-dimensionaal rooster. Gegeven is een lijn op gelijke afstanden
bezet met atomen van gelijke massa. Wij denken ons de uiterste
atomen of vastgehouden, of wel vrij. We onderstellen, dat een atoom
door quasi-elastische krachten aan de twee naburige atomen ge-
bonden is. Van een willekeurig atoom met rangnummer 1 wordt
cerst berekend de kans dat, bij gegeven totale energie, dit atoom
€en uitwijking heeft gelegen tusschen u, en u; 4+ du, of anders uit-
gf:‘drukt: berekend wordt de fractie van een groote tijdsduur T (de
t‘.ld gedurende welke we het atoom waarnemen), waarin dit atoom
2ich bevindt tusschen u, en u, + du;,, afgezien van zijn snelheid
I eveneens bij gegeven totale energie.

De massa van het atoom wordt nu verdeeld (,uitgesmeerd’’) met
¢en dichtheid, die voor cen bepaald lijnelement evenredig is met de
Voor dat lijnelement berekende waarschijnlijkheid. We laten nu een
}’lakke bundel evenwijdige Rontgenstralen opvallen en vragen de
1“tellsiteits-verdeeling der secundaire straling in dit vlak. Daar de
Waarneming over een lange tijd verloopt, zal de tijd, gedurende
Welke een bepaald atoom zich op een bepaald lijnelement bevindt,
beantwoorden aan de daarvoor berekende tijd. Iet verdeelen van
f]e Massa op de aangegeven wijze zal geoorloofd zijn, daar de totale
Mtensiteijt, afkomstig van een zeker lijnelement, een sommatie is
Van de partieele intensiteiten.

: Evenals bij de vroegere onderzoekingen zal ook hier de polarisa-
Ue-factor onafhankelijk van de invals- en waarnemingsrichting ge-
steld worden. De uitkomsten kunnen nu vergeleken worden met die
Van vroegere onderzoekingen (Schrédinger, Kern).

Een volgende stap zal zijn, dat de atomen van het lineaire rooster
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verschillend worden genomen, Alle atomen met oneven rangnuminer
en evenzoo alle atomen met even rangnummer zullen een onderling
gelijke massa bezitten. Ook hier wordt bij gegeven energie de kans
berekend op een bepaalde uitwijking. Het zal blijken, dat deze kans
onafthankelijk is van de massa van het atoom. Bij het optische pro-
bleem zal het nu noodzakelijk zijn de atomen met verschillende massa
ook cen ongelijke polarisatie-factor toe te kennen. We zullen een
door Waller geformuleerde stelling hier langs een andere weg terug-
vinden.

Daarna gaan we over tot het eenvoudig kubisch rooster, waarbij
alle atomen gelijke massa hebben. Oolk hier wordt de verdeelings-
functie voor de massa van een atoom gevonden door de kans te be-
palen, dat dit atoom, bij gegeven totale energie, componenten der
uitwijking heeft, die gelegen zijn tusschen:

Ui €0 Uy, - duy,
Vima €N Vi, - dvy,

Wimp €1 Wimn -F d“’lmn

waarbij 1, m, n de rangnummers van het atoom zijn. Het optische
probleem kan op dezelfde manier behandeld worden. De onder-
stellingen bij deze berekening zullen dezelfde zijn, als die waar De-
bije van uitgaat. De resultaten zullen worden vergeleken,

Om de invloed der bijzondere voorwaarden aan de rand te de-
monstreeren zullen daarna voor hetzelfde rooster formules voor de
waarschijnlijkheid worden afgeleid bij bepaalde randvoorwaarden
en onderstellingen omtrent de krachten die Op cen atoom werken 1),

Ook voor twee-atomige kristallen van het regulaire systeem kan
de berekening op dezelfde manier uitgevoerd worden en evenals
voor éen-dimensionale twee-atomige kristallen kan bewezen worden,

at de kans, dat een atoom een bepaalde uitwijking heeft, onafhan-
kelijk is van de massa.

Opgemerkt kan nog worden, dat formules gevonden zijn, die ons
in staat stellen de gemiddelde uitwijking van een atoom te bepalen
als functie van temperatuur en elastische grootheden,

Lindemann 2) heeft een dimensie-formule voor de ultra-roode

') Dezeltde onderstellingen als van M. Born u. Th. v. K4rman in Phys.
Zeitschr, 13, 297, 1912
) . Lindemann, Phys. Zeitschr. 11, 609, 1910.
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eigen-fre

deze
quenties opgesteld, die een verband geeft tusschen
freque

‘ dat het smel-
ntie en de smelttemperatuur, door.aim te nemenoot mo
ten dan begint, als de amplituden der trillingen zo%é'r B
ziin, dat naast clkaar liggende atomen botie_na Jnn
nze witkom 1 e V& Indemann.
onze uitkomsten vergelijken met dm v-a,n i o

Tenslotte zullen we de hier afgeleide formule gmogen it
. : :. . . = ‘n 3 er
temlJeratuurafhanke]ijkheld van hei_ gdudll_?gs;'t L
talen te berekenen op dezelfde manier als c1>)u o
heeft 1). Deze maakt gebruik van de door Debije g
king, zo0als dic gecorrigeerd is door Walle

v 28.
) W. V. Houston, Zeitschr, f. Phys. 48, 449, 19



HOOFDSTUK II1
Het lineaire rooster met gelijke atomen

1 — OPLOSSING DER BEWEGINGSVERGELI]KINGEN EN BEREKENING
VAN DE ENERGIE

Gegeven is een lijn bezet met N + 2 atomen op gelijke afstand a,
waarvan de uiterste atomen worden vastgehouden, Gevraagd wordt
de kans dat, wanneer de atomen door quasi-elastische krachten
aan elkaar gebonden zijn en de totale energie gegeven is, het 1%
atoom een uitwijking heeft, die gelegen is tusschen u; en u, + du,

Onderstellen we, dat de atomen met rangnummer O en N 4+ |
worden vastgehouden, dan krijgen we het volgende stelsel van be-
wegingsvergelijkingen:

mii; = o (U —u;) — o (u; —u,)

................................

--------------------------------

waarin
Ugi= uN+| =0
Aan dit stelsel van vergelijkingen kan voldaan worden door
u = Uleivt

Substitueeren we deze waarde voor u, in (8), dan zal daardoor een
stelsel vergelijkingen ontstaan ter bepaling van U, .. .. 10 2 A0k
Zal dit stelsel oplossingen bezitten, die van nul verschillend zijn, dan
is het noodig, dat de determinant van de coéfficienten verdwijnt,
waardoor een n% graadsvergelijking in v2 bepaald is. Stellen we de n
reéele wortels voor door vi.... v2.... v, dan vinden we als alge-

meene oplossing:

N
u =X A, Uy, cos (vt + e.)
1
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Waarin A, en p_ constanten zi jn die alleen afhangen van het nummer
S der trilling.

Zooals bekend verondersteld mag worden vindt men door voor
¢€n oogenblik over te gaan op het continu probleem (de aan beide

uiteinden vastgeklemde snaar) dat:
4o s
Vi=— sin*;; 0=—:s5=1,...;, N ...... ()
. S T
€N eveneens dat de genormaliseerde eigenfuncties zijn:
! 2 Irts ’
. - RN oy ceers (9)
U, VN +151n N1

z0odat de algemeene oplossing de vorm aanneemt:

u,:is A, ]/ : in i cos (vt +p)) .... (10)
1

N+l " NF1

De oplossing (10) kan als de algemeene oplossing beschouwd wor-
den, daar de 2N constanten A e A A N P1esiral Pyeieas Oy
te bepalen zijn, wanneer van de N bewegelijke atomen op t = 0 ge-
8€ven zijn de grootte der uitwijkingen en snelheden.

Dezelfde resultaten kunnen ook verkregen worden door direkt in de be-
‘—\’c‘gltlgsxrergclijking van het 19¢ atoom

miy = o (0, —w) — & (U3 —1uy_,)

als Oplossing
u; = Aeilvt+lg)

& Substitueeren en v on 9 266 te bepalen, dat aan de bewegingsvergelijking

Wordt voldaan, dus

—mv? =« (e? + e P —2)

= 4o g P
= ——— S T1 Sy
Y m 2
Herhaalt zich een uitwijking na N + 1 punten dan is dus (N + 1) ¢ = 2%

. 27ra,
®1 (N + 1)a = A en dus p = —

De grootste golflengte is de golflengte van de ,grondtoon’” van de tril-
lende atomenrij met vastgehouden ecindpunten A, = (N + 1) 2a. Daar het
fooster met N bewegende atomen N vrijheidsgraden bezit, zal dus algemeen
TS

TVES e e
8 N1 zZyn [s =1, .... N].

We vinden dus oplossing (10) terug.
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De totale energie van het rooster, samengesteld uit de potentieele
en de kinetische energie, wordt voorgesteld door:

e=V4+T=
=5 w4 el 4 (—u )2+ (W, —u)2 4 .... u?q]—l—
L --z e Al
-{——i S T e b P -+ uk|.
Stellen we nu in (10) A, cos (vt + o) = O, dan wordt
A . s
u,—z Q, l/N—[— e =ZSQ5U15- -l (109

; Z L et g Z ;
— 8 R ——— — — s T
ul g.)s l N _|_ 1 sin N+l QS L]s'

Gemakkelijk bewijst men nu dat:
mey— m :
€=§ZS‘J; Ot i, (11)

2 — AFLEIDING VAN DE FORMULE VOOR DE WAARSCHIJNLIJKHEID

Wij komen nu tot het probleem de in hfdst. II genoemde waar-
schijnlijkheid te bepalen, dat bij gegeven energie ¢, de volgende on-
gelijkheid bestaat:

Y O 0 2 e G T i e e o (12)
afgezien van de snelheden der atomen en de uitwijkingen der overige
atomen.

Wanneer we in een 2N-dimensionale ruimte Q,. . .. (@Jey i (g
Q1- 5 QS. e QN opvatten als coordinaten, dan is (11) de verge-
lijking van het 2N-dimensionale analogon van een ellipsoide. Deze
vergelijking brengen we op de vorm:

Q2 R O S0 02

...... e~ e N e |
2= - 2e 2e T i e } (1)
my? vy m m

De vergelijkingen Z, U, Q; = yen I, U O, = u, + du, stellen
(2N — 1) dimensionale analoga van vlakken voor, in de ,nor-
maal vorm’’ geschreven, want:
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2 : Ims
sin

N + 1 N + 1
2

Ins
By = e in? =1
L e O, i

Voluit geschreven Iuiden dus de vergelijkingen:

dus

i, = V

sin NTI_% s ;I'rr N1
0 = A= .
i I/I:I‘_,._‘] P LhLhd e L + Ox Vﬁ O L (11)
= :
sin --}_Tr_ & _lv_t;\T
Qe Y] N1l |
1]/:’\]‘+—_{ """"" T YN fN_;:I_ZIH + du; ... (I[)
; V=

De gevraagde waarschijnlijkheid wordt gevonden als quotient
Van de oppervlakte van de 2N-dimensionale elliptische schil door
(1T) en (I1") nit (I) gesneden en de oppervlakte van de 2N-dimensi-
onale ellipsoide (I).

Dit wordt hieronder nader toegelicht.

Wanneer we echter de beperking invoeren dat de temperatuur z66
hoog is, dat van afwijkingen van de aequipartitie der energie mag
a_fgezicn worden — Schrodinger, met wiens uitkomsten voor het
lineaire rooster we de onze willen vergelijken, maakt dezelfde on-
derstel]ing — dan kunnen we de waarschijnlijkheid gemakkelijker
berekencn door aan de energie ecen kleine speling de toe te laten.
(5}15 we later onze berekening bij het kubische rooster ook willen
Uﬁstrekken tot lage temperaturen zullen we voorzichtiger te werk
dienen te gaan! zie hidst. IV).

We bepalen nu de inhoud I, van het 2N-dimensionale ringvor-
mige lichaam begrensd door (II), (IT") en de 2N-dimensionale ellip-
Soiden (I) en (I'). De vergelijking, die de 2N-dimensionale ellipsoide
(I') voorstelt, volgt uit (I) door ¢ te vervangen door ¢ -+ de. Vervol-
gens bepalen we de inhoud I, van het 2N-dimensionale schilvor-
mige lichaam, begrensd door de ellipsoiden (I) en (I’).
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De kans, dat het atoom met rangnummer 1 een uitwijking heeft,
die gelegen is tusschen u, en v, + du;,, wordt dan weergegeven door

(voor een goed overzicht teekenden we in fig. 1 het analoge geval in

het platte vlak).
1I

. f"’l

Fic. 1 OA =y
OB = ujp + dﬂl.

Dat (13) de te bepalen waarschijnlijkheid voorstelt volgt hieruit,
dat volgens (12) de codrdinaten Q,.... Q,.... Q, zoodanige
waarden moeten hebben, dat het phasenpunt gelegen is tusschen de
(2N — 1) dimensionale uitgebreidheden (,vlakken”) (II) en (IT")
en daar bovendien de energie van het systeem ligt tusschen ¢ en
€ - de (een willekeurig kleine toename dz is mogelijk, temperatuur
hoog!) moet het phasenpunt eveneens gelegen zijn tusschen de 2N-
dimensionale ellipsoiden (I) en (I’). Denken we ons nu de phasen-
punten met constante dichtheid verdeeld tusschen de energie-vlak-
ken (I) en (I), terwijl in de geheele verdere phasenruimte de dicht-
heid = 0 is, dan volgt hieruit de juistheid van (13), daar de waar-
schijnlijkheid hier wordt weergegeven door de inhoudsverhouding
der gebieden, die het phasenpunt bestrijken mag — wanneer vol-
daan is aan (12) — en die het phasenpunt bestrijken kan.

Ter berekening van I, bepalen we eerst de inhoud I van het
lichaam, dat door (I) uit (IT) wordt gesneden en dus begrensd wordt
door een (2N — 1) dimensionale ellipsoide en daarna de toename

hiervan (gz da) als £ met de toeneemt.

4
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; I.n ec_n noot aan het einde van dit hoofdstuk zal bewezen worden,
at de inhoud van het stuk, dat door de ellipsoide

X2 52 x2
1 N
A ALEE L — =1
: a3 a2 T i ag
it de (N — 1) dimensionale uitgebreidheid
Xy o s + Xyt e + oy Xy =P

:"l’f)rdt gesneden, welk stuk begrensd wordt door een (N — 1)-
lmensionale ellipsoide, een inhoud heeft, die gegeven wordt door:

N—1
2 s = : N—I1
TI e Sy WA TEE 14
(N—{—]) K ( K2 &
T2 (el
2
Waarin @ye.. 0. ... 0 de richtingscosinus van de normaal en

P de lengte van de loodlijn uit O op de (N — 1) dimensionale uit-
gebreid voorstellen en
K3=lofad 4 ..., L ofal £ 0 Laladl o (140).
Volgens (14) vinden we dus voor de inhoud van het stuk door
(D) uit (II) gesneden:
2N—1

T ) = s o
e LT 1 m2 1} m I ulz) >
F(?.N + 1) K K:
2
Waarin yolgens (14')
. Ins
e sin? N1
2_ -
K_Zsmvg. N1 , omdat: ay, = .... = oy =0,
2

substitueeren’ we de waarde! van vi uit (9) in de gevonden
Waarde voor K2, dan geeft dit:

g Axms
sin?

g N+ 1
et :
K (N+1)azs 3 7S
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Nu is gemakkelijk te bewijzen, dat

TS
sin 2], ————
Sin (N

"}-]) s TS
=cos (2l —1) ——— + 2l — T T
o = cos ( )2(N+1)—| cos (21 3)2(N i I)+
sin 2N - 1)
+ .... - cos —rb-—
2(N+1)

Voeren we dit in de voorgaande formule in, dan krijgt deze
de vorm:

4z 2l1—1)ms 75 2
S
K L sy e e

o : !
Hierin treden op sommaties van de vorm Z cos? —m—s_
s 2(N 4 1)

ks k'ms
CcOos
N+1) 2N +1)’

en van de vorm E 2 cos > waarin k en k’
g

oneven getallen zijn en k 7 k',
Nu is }: cos® —E-S—— = i en omdat er uit (15) 1 somma-

el D [NV ) Gl 5
ties over de quadraten voortkomen, leveren deze in totaal een bij-

drage, die gelijk is aan: 1. ok

Verder is
T ks s k'ns N e
ES O ém—_lrl) m ===l a ql.la ra eCI‘lng
ontstaan in (15): [(1—1) 4+ (1—2) + ...... + 1] =311—1)

dubbele producten. De bijdrage dezer dubbele producten is dus
gelijk aan: — 3 1(1—1).

Deze resultaten samenvattend, vinden we dus voor K2 de vol-
gende waarde:

4e N ' D
:ﬂN+n15_%m“nlzﬁﬁrﬁhN+U—4M)

Substitueeren we deze waarde in de uit (14) gevonden uitdruk-
king voor I, ‘dan gaat deze over in:

2
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ZN=—3 -
2
T (_) eN 1T 1_
= —-_:T?'_\T“—— = 11 s s ] Uf’
T _)~_+1) { 2 |* T )
—— I(N 1 —1)¢ et (N +1-
( 2 (N + 1) i )[ [N+1)a( )
2N=EY 2N —1

Z\
Z e (1———2) R
g

Sy stEy P : - RN e
t’« aarbij de hier ingevoerde grootheden Z, en Z,, die ¢ niet bevat-
N, gevonden worden door vergelijking met de vorige regel.

Volgens de aangegeven methode bepalen we nu de toename van

I als ¢ met de toeneemt dus,

dI 2N — 1 2N Z, 2t
a_E(E:—;“rls 2 1_-5_ 2 de.
Tenslotte vinden we dus:
ZN=—3 2N —3
e 2N2—1 Ze 3 (1__?83-) 2 de du,

- Om de in ( 13) optredende I, te vinden, berekenen we eerst de
Inhoud I’ van het lichaam, dat begrensd wordt door de ellipsoide

(I) volgens de bekende formule.
2N
2

T 2N

’=_._—Has

(ZN il 2) 1
T
2

2N
Waarin I a, het product van de halve assen voorstelt. Toepas-

1
SIng van deze formule geeft:

2N
2
2\N N
IJI == —-——n (_) H I—. ENJ
m/ 5 v

2N + 2
16
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waaruit I, gevonden wordt door de toename te berekenen van
I' als € met de toeneemt
’ N N N
To= glf et P altida (E) I 1— NeN—1 (e,
de (N + 1) \m/ , Vg

De gevonden waarden voor I, en I, substitueeren we in (13),
terwijl voor Z, en Z, de oorspronkelijke waarden weer in de plaats
gesteld worden. We vinden dan:

2N2—1 {1 N uzl 2N—3
WT _I’(N+1)2N—l_ 281(N+I—1) IJ FrL
N I‘(zﬁl) 2N { 2 T —1)}"‘1" |
2 a(N - 1) J
1 (N +1) 2N—1V a(N + 1) { _ alN 1) uz. 21\12—3du
2 (N + 1 —1) 2N+ 1—71) !

g vnr(zN S 1) 2N
2
Deze formule kunnen we in een veel eenvoudiger vorm brengen,
wanneer we bedenken, dat het aantal atomen N van het rooster
zéér groot is, zoodat we
{I =AWl —u12N2 >
2N +1—1) Y

door logarithmische ontwikkeling op de vorm
ZN—3  o(N 4+ 1) A
(N e

2
1

e

kunnen brengen, terwijl we tevens, ook vanwege de zéér groote
waarde van N de factor

(N + 1)
= (2N . 1)
2
kunnen vereenvoudigen door toepassing van de formule van
Stirling : ;
2N1— 0
i:((i: ::: ; ks K 1 ___ZI_N) ] en voor N zéér groot hiervoor ge-

schreven kan worden e!, daar

1 2N
lim (l — ——) =ie—1,
Lo 2N
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Voeren we deze benaderde waarden in, dan vinden we

2N—3 «(N 1)
ol —11/ . £ — -
wo | 2N—1 / aN(N l_L 2 5 2e1(N + 1—1) Uy o
vV 2N 2e(N -] —1)

of eveneens omdat N cen zéér groot getal is:

- K(N < 1)2 u2
7 e ]/2 1“(N I o NPT b
£

2

T Vel 2N F1—))
of
— h2 u2
h 1 1
W = 7‘7; e du,
AR ST 26 o 5o g K T e T (16)
oL
p— 1 .
A= (Mgt -"/ZEI(N HERIte=Cl)
.D&f‘- de benaderingen tot een goede orde zijn uitgevoerd moge
blijken it het feit, dat
L e h} u}
_1 e dl_ll = I.
J VT
Uit (16) blijkt, dat voor een bepaald rooster, met een gegeven

€nergie, de kans op een bepaalde uitwijking alleen afhangt van
¢t rangnummer van het atoom. Om te zien welke atomen het
Sterkst om hun evenwichtsstand trillen, bepalen we het gemid-

delde quadraat van de uitwijking:
te hi u? 2
= -—fme upda, el(N 4+ 1 —1)
M A IR [
f B h-] u] du] 11 U( + )

Waarmede dus L_lf als functie van 1 bepaald is. Deze functie heeft
N-+1

€N maximum-waarde voor 1 = SO waaruit dus blijkt, dat

U* voor het middelste atoom het grootst is, naar de randen af-

Neemt, terwijl voor 1=0 en I =N + 1, dus voor de beide
Uiterste atomen, u? = 0, zooals te verwachten was.
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3 — ANDERE AFLEIDING VAN DEZELFDE FORMULE

en andere berckeningswijze om tot hetzelfde resultaat te
komen als in (16) zullen we in het kort aangeven, zonder de be-
rekeningen in zijn geheel weer te geven,

Wij kunnen om de genoemde waarschijnlijkheid te vinden ook

bepalen
5

L/

-4,

a

waar t gebonden is door de voorwaarde:
—duy < 3, A, Uy cos (vt - P) <+ du ....(17)

waarmee de fractie van de tijd T berekend wordt, waarin het
atoom met rangnummer ] een uitwijking heeft gelegen tusschen
u, —duy en u; + du,

Om bovengenoemde integraal te bepalen maken we gebruik
van de bekende integraal:

o0

2 (sinw
H[ cos ko dom =0 voor k> 1 k< — |
T ()]

=%, k=1F1

l ’» e I =3 l{ = 1.

Uit voorwaarde (17) volgt:

2 < w + du, waarbij dus begrijpelijkerwijze 3 staat voor
ESASUIS Cos (Vst + PS)'

|

Dus
> —n, X —u )
S < 1, eveneens - >—1 uit de andere voor-
dy, U,
waarde.
Hieruit volgt:
o -
2 sin X —u,
- CoS © do =1
‘ 0 o du,

0

wanneer voldaan is aan (17), terwijl voor alle andere waarden
van % — d. w. z. als het atoom zich bevindt buiten het gewenschte
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i;{:{ncd — de integraal gelijk is aan nul. Voor de fractic van de
ange tijd T, die we willen berekenen vinden we dus:
T 0
YV — l " sin ® ESASLTIS Cos (Vst + ps) oAl
= dt cos o do.
L, E © du,

De waarschijnlijkheid wordt genoteerd als W,, omdat het de
Waarschijnlijkheid is bij een gegeven stel waarden A,....A ... .Ag.
~ Het zal belangrijker zijn — en in overeenstemming met de
- de vorige paragraaf gegeven afleiding — de waarschiynljkheid
te bepalen voor waarden van Ay....A,.... Ay, die alleen gebon-

?C“ 21 door de eisch, dat de energie cen constante gegeven waarde
iceft,

Volgens (11) is

2
. 2 s 8
Nu is
O — : ?
95 = A cos (vt + p) dus ), = — A, v, sin (vt + p,)
en dus
e = B — v.2 A2,
2 s s S £
s S

Laten we nu aan de energie evenals in de vorige paragraaf
€N speling toe van de, dan zal dus voor W kunnen geschreven
Worden :

Tv2A2 =c 4+ de
W,.dA,....dA,....dAy

W—‘ Ev?Aﬁ:a :
(V2 A—c 4 de
QAT e dASEREREd A
Y2 AZ —¢

Daar de uitwerking hiervan ongeveer langs dezelfde weg
Verloopt als in § 2, vermelden we alleen het resultaat, dat ook hier
QHEG.R in deze vorm bereikt wordt, door gebruik te maken van
de Cigenschap, dat N ecen zeer groot getal is. We vinden

2h, —hiu
Wimis L umenlisl du,

TC
Waarin de letters dezelfde beteekenis hebben als in (16).
Dat hier een waarde voor de waarschijnlijkheid W gevonden
Wordt, tweemaal zoo groot als de in (16) gegeven waarde, is een
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gevolg daarvan, dat het interval waarin het atoom moet liggen
tweemaal zoo groot is genomen, er is immers bepaald de waar-
schijnlijkheid dat het atoom een uitwijking heeft gelegen tusschen
u—duy, en u; + du, terwijl bij de afleiding van (16) werd be-
paald de waarschijnlijkheid, dat de uitwijking is gelegen tusschen
u, en u; - du,.

4 — INVLOED DER WARMTEBEWEGING OP DE INTERFERENTIE-
VERSCHIJNSELEN.

In de + Y-richting wordt het | krista]” gedurende lange tijd
bestraald met Rontgenstraling, waarvan de golflengte 2 is.

Wij willen nu de intensiteitsvcrdeeling bepalen in het X-Y-vlak.
Daartoe berekenen we de gemiddelde intensiteit gedurende de
tijd van waarneming (= tijd van bestraling) in een willekeurig
punt P, waarvan de afstand tot de oorsprong groot is t.o.v. de
lengte van de atomenrij. (zie fig. 2.).

;FY
P
r
g ¢ > —>X
?’ 1_'2"13"'\11 """" > N+1
Fic. 2

De massa m van het 149¢ atoom wordt verdeeld met een dichtheid
bepaald door (16) (zie hoofdst. IT). Op het lijnelement du; bedraagt
dus de aanwezige massa 1):

mh; —h}u?

e
/T

du,.

?\7;(3

+
mh; — h?% u? TE £
1) du; = m, zooals noodzakelijk is.
=
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Voor de amplitudo der straling in P opgewekt door de massa
Van het genoemde element kunnen we schrijven:

A" mh, —h*u? ixct —ixr ix>(la -+ u
2z il il 3 xdxr( +l)dul=
I '\/TC
_A b —hPu? et —inr 1x cos & (la 4 u))
B = e e e du,.
T \/-;-;
waarin

R =r—§(la—|— u,)
is gesteld en dus

(Ia + u,

2
) t.o.v. 1 is verwaarloosd ?).
r

. 2 :
Verder is o —; en ¢ de lichtsnelheid. Zooals reeds eerder is

O_Pgel_’ﬂerkt, wordt A onafhankelijk van de invals- en waarnemings-
Tchting genomen,

oor de amplitudo van de door het geheele ,,kristal”” in P teweeg-
gebrachte straling vinden we dus,

- + =
f’} Qo et hy —hfu} ixcosd(la -+ u)
S .e E —e e du,
1) o/
—

De gezochte gemiddelde intensiteit vinden we hieruit door met
b toegevoegd complexe waarde te vermenigvuldigen:

+ @
RAs [ hy —h?u? h, —h?u?
= 0T R ks

eixcos{}(l——l')a eixcos&(ul—uy i,

Ter vergelijking met de door Debije in (3) gegeven formule 2)
'éngen we de voor J, gevonden uitdrukking in de vorm:

A? ixcosd(1—1")a M
Jm:"—z E S E v € ( ) SEL Ce
ST T

;) E. Schrédinger l.c., blz. 80.
) L c. blz, 53,
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en dus

-+ oo +.co

e = e — € du,— ¢ du,
: VT VT

Alleen als u), = u, of, wat hetzelide beteekent, als 1 = I’, wordt

+ w

/ " h —h2u2 2
eM [/ 1 1} U

== ) dy| =1 en dus M = 0,
=

Voor 1#1':

+ o
" ixcosdu h;, —h2 2

]e £ = el By du, x

= L)

M
c = —_
AT
+

" —ixcos9%u, h, —hz 2
X/e AR Y du, —
VT

Y
— @

»?cos? & e ’ o
G4 e L OGRS ()]

»2cos2 9 . ¢ [1 Ly 12 4 1’1
. Za(NER) SN |

Voeren we nu voor de cnergie € de waarde NkT in — wat dus
in zich sluit, dat de uitkomsten alleen beteekenis hebben voor
z006 hooge temperaturen, dat we van een afwijking van de aequi-
partitie der energie af kunnen zien — dan kunnen we, als we, met

het oog op de groote waarde van N, voor = 1 schrijven,

ﬁ:
e ¢ op de vorm brengen:
kT 12 - 17
M —— %2 cosifl] y%_;__]
e =e 20 l T N1 |
en dus
kT 12 412
— M= — 32 cos? & |11t = il
M g 0 [ - N T J (17)

als l¢l’ en M =0 voor 1 =1
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Kern heeft in zijn kritiek op het werk van Schrédinger, even-
€ens voor het geval van vaste randpunten, voor M afgeleid 1):

; na
— M= ];: %2 cos? 9 |1—1’!~%11—1)— ------ (17°)

We vinden dus, evenals Schrédinger-Kern, dat de factor, die
VOOr een interfereerend tweetal atomen de afhankelijkheid van de
temperatuur meet, afhankelijk is van de indices der atomen, in
tE—’t‘gffnstelling met Debije, waar juist gevonden wordt, dat M onai-
hankelijk is van de indices. Later komen we hierop terug.

Zooals uit de uitdrukking en(17) en (17’) blijkt, vinden we, dat
de afhankelijkheid van de indices anders is. Hierover enkele op-
Merkingen,

In de uitdrukking, die Kern geeft, is de factor M voor een be-
Paald atomen-paar, bij constante waarde van [l—1'|, steeds
dﬁzelfde d.w.z. verschillende tweetallen van atomen leveren dezelfde
bljdrage tot de intensiteit, onverschillig waar ze gelegen zijn.

Nu is het duidelijk dat de invloed van de temperatuur des te

; M . 2
Srooter ig naarmate |M| grooter en dus e Kkleiner is ).
(kmammmkistcbmwﬁmldm.mt(W)vdgtchtIMld§ te
ETooter is, bj vastgehouden [l — 1’|, naarmate zoowel 1 als 1’ minder
N 41

Van b verschillen (dat N -+ 1 even wordt genomen heeft

Ratuurlile geen wezenlijke beteekenis). Om een bepaald voor-
beeld te geven (fig. 3).

N4 N + 1 N -+ I Nzl
e N EAR : - s 1" = =
5 ,1_T+2p)l<iM<l P, 5 +P)
L S rass el .
HiGHS

Zooals bij substitutic akkelijk blijkt.
\‘_J—_u stitutie gem ] ]

) L c. blz, 341 Bij Kern bestaat de atomenrij uit N punten. In zijn for-
Mule staat gag 0ok N — 1 op de plaats waar hier N + 1 geschreven is.

?) Uit (7), (79, (7) op blz. 6 blijkt dat bij het grooter worden van | M| een
&tooter gedeelte van de interferentie-intensiteit wordt omgezet in ver-
Strooide straling,
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Hoe meer nu het tweetal atomen, waarvan de indices 2p ver-
schillen, naar de rand toe wordt genomen, des te kleiner wordt
| M].

Dat een interfereerend paar atomen op een bepaalde afstand
gelegen, in de buurt van het middelste atoom, meer gestoord
wordt door de warmtebeweging dan een atomenpaar, waarvan de
indices hetzelfde verschil hebben, in de buurt van de rand, is

physisch wel duidelijk, daar toch, zooals uit de waarde voor u?
N +1

op blz. 25 bleek, u? voor 1 = een maximum heeft d.w.z.

de in het midden gelegen atomen hebben cen sterkere warmtebe-
weging dan die aan de rand.

In zijn antwoord op de kritick door Kern uitgeoefend, maakt
Schrodinger de opmerking 1), dat het resultaat, dat de verzwak-

kingsfactor voor één atomen-paar eM (hier dus voor M de waarde
(17') te nemen) weer toeneemt, als de afstand der atomen de halve
lengte der atomenrij overschrijdt (M| wordt dan weer kleiner),
physisch ,,unsinnig” is, dat nl. verder gelegen punten weer ,,beter
interfereeren’” zouden. Volgens Schrédinger komt dit resultaat
tot stand, doordat het uitgangspunt, vaste randpunten, niet is te
realiseeren.

De waarde van de opmerking uit de laatste zin daargelaten,
geeft de waarde [M] uit (17) een uitkomst, die physisch heel begrij-
pelijk is.

Beschouwen we een atoom links van het middelste gelegen

( N+ 1
1 <

)en berekenen we de waarde van M|, wanneer we
dit atoom combineeren met een atoom rechts daarvan gelegen.
Laten we nu 1 toenemen, dan groeit |M| z66 lang tot het middelste

: N + 1 N +1
atoom bereikt is (1’ = —;——-—), daarna neemt, als 1’ steeds i

meer overtreft, |M| weer af.

1) Le. noot op blz. 500.
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) Dat volgens (17') de atomen a en b het ,slechtst interfereeren”’,
dat dus atomen, hetzij links, hetzij rechts van b, met a gecombi-
neerd meer tot de intensiteit bijdragen is onverklaarbaar. (Zie fig. 4).

it >
e & G &
O a N+1 ¢ b N+1
_2
e e e e e L ——==—————— -»
Fic. 4

: Volgens (17) echter heeft de overgang van ,slechter tot beter
Interferceren”’ plaats bij het middelste atoom. Dat nu a en c slech-
ter dan a en b interfereeren niettegenstaande de kleinere afstand is
te verklaren doordat de warmtebeweging op ¢ meer invloed heeft
dan op b,

Tenslotte moge als controle op de berekening vermeld worden,
dat (zie fig. 5):

oo e s e & < Ly
0 TOREY NJ;L N+1-f N+1-f N1

FiG. 5

ML) =MN+1—LN+1—1)
Wat zonder meer duidelijk is.

Stellen we xa cos & = [
kT 2 cos? §
e 0 =
20 3 i
N + 1
1— N—+ 1 =1L en l’———_[_ =I5
2 2

dfm is de uitdrukking voor de gemiddelde intensiteit in een bepaalde
I1Cl’lting 1),

N LN

N+1 e TS

2 2
’ r . L = Lf) ——rY + T e e,
Jm =2y~ gy, B Lo N+ 1
S L DT 1 g
PSS LT TIN5 +(N+2)—
2 2 T
f(h‘ft. even-zijn van N + 1 heeft natuurlijk geen wezenlijke betee-
enis),
)

) Het  bij de sommaties beteekent, dat L = L’ uitgesloten wordt.
3]
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Voeren we geen speciale randvoorwaarden in, dan wordt door

L L’
ﬂ_l -0 en N — 0 uit (18) afgeleid
N+1 N+ 1 N
2 2k =il
A2’ et Lot} iy, A2
e L L ’
e S &I )
_N+4+1 _N+1
2 2

Evenals Debije vinden we dus nu dat de verzwakkingsfactor
onafhankelijk is van de indices van het interfereerende atomenpaar.

Tevens blijkt dat (18) alleen streng geldig is voor een over-
eindige afstand bestraald oneindig lineair kristal, Wordt een kristal
over de geheele lengte bestraald dan hebben de randvoorwaarden
op de te verwachten intensiteit, zooals blijkt uit (18) en (18,
een wezenlijke invloed.

Langs andere weg komen we dus tot dezelfde conclusie als
Kern 1).

Hoewel de hier gevolgde methode in hoofdzaak hetzelfde resul-
taat geeft als de berekening van Schrédinger-Kern, die de door
Debije aangegeven weg volgen ?), blijkt zij toch de fijnere details
beter weer te geven.

In het volgende hoofdstuk zullen we dan ook bij lage tempera-
turen een meer wezenlijk verschil vinden met de theorie van Debije.

Noot bij formule (14), § 2.

We gaan er thans toe over de op pg. 21 ingevoerde formule (14) te bewijzen.

Gevraagd wordt de inhoud te bepalen van het stuk, dat de ellipsoide
X! XS2
P g Ll e T e (1)
a, ag an’

snijdt uit de (n — 1) dimensionale uitgebreidheid

a,x1+....+mgxs—|-....+anxu=p (1)
Dit stuk wordt begrensd door een (n — 1) dimensionale ellipsoide. Door
de transformatie x, = a,&, .... xg = ags.... x, = anfy gaan deze ver-
gelijkingen over in:
Bt oo h Bt ol B ] )
en @81 + .. 4 ogags + ... @ndnkp = p

) Lc. blz. 342.
) lLc. blz. .80.
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twe
te

1S de vergelijking van het n-dimensionale analogon van een bol. De

ede vergelijking brengen we op de ,normaalvorm’ door elke term
deelen door

K — '\/23{153352
z - G
vodat deze vergelijking, wanneer we

Ogg p
]_{ = Bg eIl E =P
stellen de vorm aanneemt:
X ) B1E1+----+Bs£s+~--+BnEn:P (II*)
Waarin g, ..., Bs ++.. Bn de richtingscosinus van de normaal op (II)
Voorstellen,

5 Voor de inhoud van de (n—1) dimensionale bol door (I) uit (IL')
gesneden vinden we:

n— |

n— 1
= 2
e )
r (n + )
2
Voor de inhoud van het stuk door (I) uit (II) gesneden
! n—1
2
- 2
A SRy 5!

F(n -+ 1)
2

Waarbij de factor S bepaald wordt door de wijze waarop het volume-element
8ctransformeerd wordt door de overgang van coordinaten x op coordinaten £,
Om het nieuwe volume-element te vinden maken we gebruik van bekende
Mules ). We zullen ons doel eveneens bereiken, wanneer we S berekenen
voor het geval het ,,viak” (IT) evenwijdig aan zichzelf verplaatst wordt naar
d_e O0rsprong van het codrdinatenstelsel, daar een translatie van het £-codr-
dinatenstelsel het volume-element onveranderd laat. -
Voor de inhoud van het stuk door de ellipsoide (I) uit
03X T+ eeer F OgXg + ove - oopxy =0 (ILI)

E{:Sneden, vinden we dus, door in de voor I gevonden waarde p = 0 te
Stellen,

fo

n—1

T2
I”=_—_____ S-

TR
2
-H“—-———.__
Y) Vergelijk bijv.: L. S. Ornstein, Toepassing der Statistische Mechanica

;an Gibbs op moleculair-theoretische vraagstukken. Diss. Leiden 1908, pg.
4 ev. De hier gegeven berekening is analoog met de daar uitgevoerde.




36

Dezelfde inhoud bepalen we nu langs een andere weg, zonder over te gaan
op &-codrdinaten.
De inhoud van het stuk door (I) wit (ITII) gesneden wordt gepeven door:

n—1

TCR2

S T
P(nTl)
2

als ) het product der halve assen voorstelt van de (n — 1) dimensionale
ellipsoide, die het bedoelde stuk begrenst.

De inhoud van een parallelopipedum op halve toegevoegde middellijnen
van de ellipsoide (I) beschreven is ten eerste gelijk aan a, x .. e S
doch ook gelijk aan de inhoud wvan een parallelopipedum op halve
toegevoegde middellijnen der (n — 1) dimensionale ellipsoide beschreven —
waarvan de inhoud juist het product () is — vermenigvuldigd met de lood-
lijn 1 vit het snijpunt van de aan (III) toegevocgde middellijn met (1), op
(III) neergelaten.

Dus a,....ag....a; =10,
Wanneer men de codrdinaten van het punt, waar de aan (IIT) toegevoegde
middellijn (I) snijdt, x, .... x5 .... X noemt, heeft men
Xy = Ta 0t ... Xg = TAg%l .... Xp = Tapley

omdat de vergelijkingen van de genoemde middellijn gegeven worden door;

X3 Xg Xn

a, %, agog x a.n’ocn‘
De grootheid < is dus te bepalen nit:
L B e L an'anf] = 1
omdat de codrdinaten van het snijpunt moeten voldoen aan de vergelijking
van de ellipsoide (I).
Hieruit blijkt dus dat = = —1

Stelt men de lengte van de aan. (IL1) toegevoegde halve middellijn voor
door p en de hoek tusschen de normaal op (III) en deze middellijn voor door
¢, dan heeft men voor 1 de betrekking.

l=rpcoso
De richtingscosinus van de normaal op (I11) zijn o, . ... a4.... op, van de
" A X X X a,? Al 2
toegevoegde middellijn —.... =, 2 o1  Asds  An'ey
i P P e Kp Kp Kp
Men vindt voor cos @:
alzaln + “aan aseagz + “s e a,ngﬁtna Kz I{
cOs Q= e

Ko Ko
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Waaruit blijkt dat 1 = K en dus

Ay +0es g vess dn
) =
Q K
We vinden dus beide waarden voor 1" aan elkaar gelijkstellende,
n—1 n—1
y o Arra a2y «an T 2 2
oot K _I,’n+1
2 2
a gt atasd
o i) 8 n
K
Voor de gevraagde inhoud dus,
n—1 n—1
' 2 ! ay . dg . . dp
L= 1 — Pt
( ! K

ATe - 2
Waarin P -

I]
FI‘—-" S LRI e

+ Ksaa‘su ‘i" “ou e + (X[]Eaﬂg.



HOOFDSTUK 1V
Het kubisch rooster met gelijke atomen

Naar aanleiding van de uitkomsten van het vorige hoofdstuk
zou het voor de hand liggen nu voor het drie-dimensionaal kristal,
eveneens voor bepaalde randvoorwaarden, de intensiteitsbereke-
ning uit te voeren.

De formules worden dan echter zé6 gecompliceerd, dat dan
alleen voor de atomen uit het midden van het kristal de somma-
ties uit te voeren zijn. Voor die atomen kunnen echter even goed
— vgl. (18) en (18) — de uitkomsten afgeleid worden zonder
speciale randvoorwaarden in te voeren.

We zullen daarom in hfdst. IV, om onze berekeningswijze met
die van Debije te vergelijken, van dezelfde onderstellingen —
waaronder ,geen randvoorwaarden’” — als deze uitgaan.

Aan het eind van dit hoofdstuk zullen we dan een kort over-
zicht van de uitkomsten geven, die we vonden bij bepaalde rand-
voorwaarden.

1 — DE INVOERING VAN NORMAAL-COORDINATEN

De onderstellingen, waarvan wij uitgaan, zijn op een enkele
uitzondering na dezelfde als die van Debije. Wij beperken ons
nl. direct tot een kristal van het regulaire systeem, daar toch
ook Debije, wil hij uitdrukkingen geven, die voor een experi-
menteele toetsing bruikbaar zijn, tenslotte zijn uitkomsten tot
dit systeem beperken moet.

Wij beschouwen dus een ,eenvoudig” kubisch rooster met N
atomen van massa m bezet.

Zooals reeds eerder is vermeld worden normaal-codrdinaten
ingevoerd volgens Born en von Kdrmdan, met de verbetering het
eerst door Waller beschreven.
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Beschouwt men in plaats van het eindige kristal een oneindige
Uitgebreidheid, dan kan iedere staande golf als eigentrilling be-
schouwd worden. Deze staande golf wordt gedefiniéerd door de
Phasenvlakken

Q = lp 4 m{ + ny = const.

Wij kunnen dan schrijven:

it
u=9A cos Q elw
v=18 cos Q emJt ................ (19)
w = cos Q elmt
of
U Tl
v =18 sin elwt .............. (197
4 1wt
w = € sin Q eI(IJ
als geldt:

AU 4+ FB + EC = mw? A
FA+BB+DE=mw?®B ............ (20)
EA +D®B 4+ CE =mnu? €
Deze en nog eenige volgende formules vindt men in het artikel
Van Debije. Wij geven ze hier eenvoudigheidshalve weer.

---. I zijn periodieke functies van ¢, ¢ en y. Voor kleine
Waarden van @, ¢ en y, dus voor golven, waarvan de golflengte
8Toot is ten opzichte van de atoomafstand, zijn deze grootheden
Voor het regulaire systeem 1)

A = afcy9f + cyg(P® + 1]
B = a[c;,$® + caa(x® + 9%)]
C=alenisn cutes vl oa o (20')
D = a(cys + caaPx
E = a(cyy + caayo
F = a(cy, + caa)pY.
11, Cyy €n ¢y zijn de tot dit kristalsysteem hoorende elastische
COnstanten, terwijl a de atoomafstand is.
Als A ... F als gegeven beschouwd worden, dan is aan (20)
‘——__H—-—_

") Wij namen de notatie van Debije over. De beteekenis der grootheden
A ... Fis dezelide als die van S, .... T;, blz. 71.
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slechts te voldoen, als ®? aan een vergelijking van de 3de graad

voldoet, die drie pos. wortels w?, w? w? heeft. Bij elk van deze

wortels behooren gelijktijdig bepaalde verhoudingen 9 : % : G,

zoodat een multiplicatieve constante voor elk geval kan vast-

gesteld worden. Over deze constante wordt z66 beschikt dat:
1

IR DS (0 = N

1
W B C= i, (21)

m+m+@:§

geldig voor elk willekeurig trillingsgetal.
We voeren nu in de eigenfuncties:

U'=UA cos Q U= 9 sin' Q
V' =B cos Q V=8 sin Q
W' =GC¢ cos Q W' = ¢ sin O

Volgens Born en von Kdrmdn is dan:

N ] ‘1Tt rrrrr
(23)3./:/./. de df dy, Z,k (Q UL + QYUY

e N if d (l ! d- Z (Of \V’ O'l‘vf’
Wi (27'5)3.‘ I @ ay dy k =k 'k “i—_ =k k)

waarin k = 1, 2, 3.

Oy en Q) die zekere functies van @, ¢ en y zijn, worden door
Debije als de gezochte normaal-codrdinaten beschouwd. De inte-
gratie moet uitgestrekt worden over de verschillende mogelijke

1Bl =—

phasen d. w. z. voor elk der grootheden o, @ en y van — 7 tot 4 7.
De uitdrukkingen (22) zijn des te nauwkeuriger naarmate N
grooter is.

Debije brengt deze uitdrukkingen in een iets afwijkende vorm,
die wegens de groote waarde van N, daarmee identiek kunnen
beschouwd worden. De nieuwe uitdrukkingen laten beter het
bestaan van 3N vrijheidsgraden zien.

In een ¢, ¢, y codrdinaten-systeem wordt een phasenkubus
door vlakken evenwijdig aan de codrdinatenviakken verdeeld in
N gelijke elementen. leder tripel

Z (AU + Q0
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kan b.v. beschouwd worden als te behooren bij het middelpunt
van dit element.

In plaats van een integratie over de phasenkubus treedt nu
eer;) Sommatie over deze N punten van de phasenkubus.
us:

u =G 3, (QUi + QUL

...................................... (23)
w = G I, (QuW; + O W)
Voor de energie vinden we:
O=2G ) o (QF+ 0
........... (24

sl S A
TS Y, 0 i

Zooals nu wuit (23) blijkt krijgen we op deze manier 6N nor-
Maal-cosrdinaten, terwijl het kristal 3N vrijheidsgraden heeft.
Wjﬁi: leder punt ¢, {, ¥ beantwoordt een punt — g, — ¢, — .
e T toont nu aan, dat, als de phasenkubus door een vlak door

punt ¢ = { =y = 0 wordt gchalveerd, tengevolge van de
betrekkingen :
ox(e, 4 %) = ox(—9, —¢ —)
Uc(o, ¥, 1) = Wl—9, —¢ — %)
Bi(p, §, 1) = Brl—@, — ¢, —x) «ovvrrnnn. (25)
Cule, ¥ 1) = Cul—0o, —4, — )
Qle 1) =x%l—=o —¥ —2
AUl b 0 =—0(—» — —2
de waarden 0O, en Q) van de ééne helft, waarvan het totaal-

iantal 3N is, bepaald worden door de waarden van deze groot-
€den voor de andere helft.

In plaats van (23) en (24) treden dus nu op:
u=25" Zx(QuUs + Qk Uy

en W =25 T (0L W + QW)

®=pG Tuef Q2 +9H. (24")
T =S Zx (02 + 0.



42

: : N
waarin dus &’ een sommatie beteekent over de 5 punten van

de halve phasenkubus.
Debije brengt a.h .w door de substitutie
O, = Qx cos 8 Qr = Oy sin §
het aantal normaal-codrdinaten op 3N terug. Wij rekenen echter
verder met (23°) en (24') en voeren dus deze substitutie niet uit,
Tenslotte vermelden we nog, dat behalve de betrekkingen (21)
ook geldig zijn:

%+%+%=%

B+ B2+ BE=— ... 21")

G+ 8+ 6=
terwijl verder:
AU+ B, B, + €,6,=0
W U + B, B3 + C, €, =0 .......... (217)
W Uy + B; B, + 6,6, =0
en ook:
WUy By + AUy By + Ay B, =0
B1€;, + B,6; + B,6, =0 .......... (217
G, % 4+ CA+ G A =0

zijn, zooals dat bij de transformatie van twee codrdinaten-syste-
men aangetoond wordt.

2 — AFLEIDING VAN DE FORMULES VOOR DE WAARSCHIJNLIJKHEID

Om nu de waarschijnlijkheid te vinden, dat de u-component
der uitwijking van het atoom met indices 1, m en n gelegen is
tusschen u en u + du passen we de vroegere methode toe. We
verwijzen daartoe naar hoofdstuk III, § 2.

u =252 QU + QLU
of, als wij de waarden voor Uy en U} invoeren (zie blz. 40)
u=29"Zx Wk (Qy cos Q+ QF sin Q) ...... (26)
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. - - - ’ " 2’
.,’Vatten we dus in een 6N-dimensionale ruimte Q,, Q., O,

Qk als cosrdinaten op dan stelt dus (26) de vergelijking van een
J;Vlak“ VOOI-‘

In de normaalvorm geschreven:

% = Zk 2 (O cos!zl' + QesinQ) (26
Waarin dus
Z =G 49 4+ A2 + A2 (cos?Q + sin? Q) =
1
e
Volgens (21’) en in het oog houdend, dat de halve phasenkubus,

=22

Nz

— G 4(2 + A + ) — 4

wa A N
arover de sommatie uitgestrekt wordt, > punten bevat.

De nenergie-ellipsoide” heeft tot vergelijking:

R N i B> )
pof  pol W

2 2
oy AL

Nu is

2 2Q 1 2Q
= Zk Me [49& (cos*Q +- sin* Q)|

3 VA
: 4e3 4e _, A
o 5 Z’k puwizZ? 3% ;.LZ_?'S Zk i -
2¢ AL
Sr S h oy

Waarin nu G beteekent de sommatie over de N punten der geheele
Phasenkubuys, Dat deze som het dubbele is van de met een accent

§enoteerde sommatie volgt uit (25).
We vinden dus:

6N — 1 6N—I
2 3N 2

I=ss e o il
_PE,N—}—I Llsi( zai{)
2 Zs A

23
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volgens (14), waarin
2 AR

® kg

N
en verder 33 P het product der halve assen van de energie-ellip-

soide is.
6N — 1 6N—3 el
T - — 2

dI . du 2 6N — 1 2 ( u?
I, = —de —= £ 1—-_—) dedu
ST G F(éN—l—I) 2 el,

2
Voor de inhoud der ellipsoide krijgen we:
T:SN N
' = ——— P,
I'GN + 1)
dI’ 7:3N 3N —1

1% 3N ¢ Pde.

~ & TeNT

Voor de gezochte waarschijnlijkheid W, wvinden we nu:

3
2 Ly
aN > 1—1)3N 2

w . h_ 1 TEN+1) 3N—3} ¢ 2 eL, 1
= e s ' 11.
L~ v=I@N+3 N "oaN—1 D i

Op dezelfde manier als in hoofdstuk III kunnen we bewijzen,
dat voor N zéér groot dit in de vorm gebracht kan worden:
. /3N
du waarin h, = l/ —
€la

Wil ity
T
92

Stellen we nu SZ — =8, dan is dus
k

w

Py VIR G
il = —SL — =Zs, en dus
D @

:-).
k @y

h _H__hﬂ 2
Wi 1 G u duAh: = ]/ SNP-'
AT 2e s,
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Op dezelfde manier vinden wij voor de waarschijnlijkheden dat
de v- en de w-component der uitwijking gelegen zijn tusschen
Venv L dvenwenw+ dw

. h, — h2v? 3N B
W, = nl Tt Hy = V ot S SZ !

2
k @k

&

. hy —h2w? /3Np. %= %
V"w TSl d‘v; 113:]/2-‘ A= 5Z 3

Substitueert men nu de waarden A ....F uit (20") in de ver-
gelijkingcn (20) dan hebben deze de eigenschap 1°. dat ze niet
Veranderen als o, en ¢ en A, B, en € tegelijkertijd cyclisch wor-
den verwisseld; 2°, dat de determinant van het systeem bij cycli-
sche verwisseling van ¢, ¢ en y onveranderd blijft. Op dezelfde
Manier als Debije 1) kunnen we hieruit afleiden dat

1= 5g= S3;—S¢
Zoodat dus

¢y WHEBACE 1 N
Sﬁn‘(&‘l—sz—l—ss):%,—gz : : IZST\ISL g

, Kk Or k O
Hieruit volgt weer dat

3N p. 1/
htzhzzhszl/zesr =3N |/ =

1
waarin s =§ Z e R (27)
k

Voor de waarschijnlijkheid, dat een atoom een uitwijking heeft,
Waarvan de componenten gelegen zijn tusschen

: uenu-+du; ven v-+dv; wen w-+ dw
Vinden we py

i = (i)“ e P VEEWY 4 dudw .... (28).
AT

Hieruit volgt dus, dat bij het niet invoeren van bepaalde rand-

Voorwaarden, de kans op een zekere uitwijking voor elk atoom

d_CZ(’-lfde waarde heeft. Smeren we nu de massa van het atoom

Ut met een door (28) bepaalde dichtheid, dan zal dus die uit-

*Mering voor elk atoom met dezelide dichtheidsverdeeling moeten
Plaats vinden,
-‘-—“—'—‘—_

'L e blz. 74,
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Wij zullen zien dat het gevolg hiervan is, dat de grootheid M
onafhankelijk is van de indices van de , interfereerende atomen’ .
Bij het lineaire rooster met vaste randatomen bleelk toch, dat uit
het feit, dat de kans op een bepaalde uitwijking afhankelijk is
van het rangnummer van het atoom — en dus ook de verdeeling
van de massa van het atoom van atoom tot atoom verschillend
is — volgde, dat M wél van die indices afhankeljjk is.

Tenslotte wijs ik er op, dat uit de afleiding van (28) noodzake-
Ijk volgt, dat deze formule alleen zal mogen gebruikt worden
om de invloed van de warmte-beweging op de interferentie der
Rontgenstralen na te gaan voor z66 hooge temperaturen, dat
van een afwijking van de aequipartitie der energie mag worden
afgezien. Bij de afleiding — zie hoofdstuk IIT — hebben we nl.
de energie een kleine aangroeiing de laten ondergaan. Wanneer
de bovengenoemde voorwaarde niet meer vervuld is en we dus
b1 lage temperaturen de invloed der warmtebeweging willen
bestudeeren, zal het niet meer geoorloofd zijn, volgens de theorie
der quanta, aan de energie een willekeurig kleine aangroeiing te
geven. Voor dat geval zullen we dan ook, door gebruik te maken
van de theorie der quanta, een aan (28) beantwoordende formule
afleiden, nu geldig voor lage temperaturen.

3 — BEREKENING VAN M VOOR HOOGE TEMPERATUREN

Voor de onderstellingen, waarvan we uitgaan, verwijs ik naar de
inleiding, waar in hoofdtrekken de weg geschetst is, die Debije
volgde.

De massa van elk atoom wordt uitgesmeerd, zoodat een volume-
element du dv dw een massa

( h )3 —h?(u? 4 v2 | w2)
pl—] e
A/

dudvdw

bevat.
Voor R kan met voldoende nauwkeurigheid worden geschreven,
R =r—[a(xy + u) + B (y, + v) + ¥ (20 + W)]

daar de afstand van het punt P tot het kristal groot en bovendien
het kristal zelf klein gedacht worden (zie fig. 6).
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Voor de amplitudo van de straling in P opgewekt door de massa
van het gengemde volume-element kunnen we schrijven:

1_:_'6——iy.r et u(\%)ae—hﬁ(uwvz—rwﬂ
X ei}: [(0(—-— ‘xu) (Xo k= 11) Sl (ﬁ_ﬁo) (y0+v) F (Y""Yo) (Zo+ VV)]

dudvdw x

Kot Yot V,Zg+ W

0 FiG. 6

D(:\ amplitudo van de door het geheele kristal in P gebrachte
Straling wordt dus:

+

AR, 2
FANE T . R o9 07200 2 2
A mrcuCt Z[//(V;) e AU ) dudvdw x

lL,m,n
N eik l(d = D"'o) (Xo + 11) _IL' (B—{ao) (YO _iﬂ V) + (T_Yo) (Zo _'_W)]
Waarin dyg A'u = A gesteld is.

© Sommatie moet uitgestrekt worden over alle atomen van
het krista],

De gemiddelde intensiteit in het punt P, die we zoeken, vinden

We hieruit door met de toegevoegd complexe waarde te vermenig-
Vuldigen.
sz;-AEZ R 2442 22 g
S e o
yMyn 1’.111',11’ el 1/717 '\/TC

Iy e 2y2
o ¥ i —h*vi ix(@—B,) (v—w,) d

v Vs ¢ SARERS

h heye gy —h?w? iy — W—wW

R e vk oAt e R e sy

8 2Ua— o) (%, —28) o+ (B —B.) (o — V) (y—1) (2o 20)].
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Vergelijken we nu de uitdrukkingen voor Jm uit (29) en (3),
dan zien we, dat we ook (29) in de vorm (3) kunnen brengen, als
we stellen:

+ o
N s hE e h = hi A e (et vk
““=m// V' . S SR
h —h2v®2 h —h?v? ix(f— P
X \—/;e :/—;'re Vle 1’((? BO)\ Vl) dVdV1
h —hZw? h —h?w? ix(v— L,
X ;77; e Ve e 1 014(7 Yo) (W—1) dwdw,.

Alleen als u, v, w en u,, vy, w; op hetzelfde atoom betrekking
hebben, dus als
=k, mil=anny,  Dasiiky

is eM =1 en dus M = 0.

Bij de berekening van eM stellen we dus

u:,tul, V;f:vl, w:/twl.

+ o

h — h22 1 ——
fvre h2zu eln(m o:o)uC1u=
@

mh_zz' 3 _22 e
r[;/;e h2u? ix(e— o) ’l’f h2u w(oc m)udu.

Stellen we nu in de laatste 1ntegraa1 u=—u’ en laten we
het accent tegelijkertijd weg dan wordt de gezochte integraal

mh —h2u? ix(a—oy)u m_ll__ —h?u? —ix(e—o,)u
‘/ﬂ e e A f T e e du

_uz (o0 — o)

— h2n2
=2f%c A cos % (@ —oa) udu=e 4h*

We vinden dus:

xz 2 2
el\I:e ﬁ[(m—c“) _I_(B—Bo) +(T_To)]
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en duys
3 _
M= e — ) + (B—B)* + (y — 7o) =
*>2 L 2
T 2(l —cosd) = i (1 —cos 9).

Waarin § evenals bij Debije de hoek is tusschen de invals- en waar-
Nemingsrichting.
Substituceren we nu de waarde voor h? uit (27) dan is
2es

— M = %2 (1 —cos ). 5o =

22 1
= QpNz(l — cos ¥) ESZK(_—()E.

Zooals reeds aan het slot van de vorige § is opgemerkt zullen we
deze witkomst alleen mogen toepassen voor hooge temperaturen,
%06 hoog, dat we mogen schrijven:

e = 3NKT.
€n dus
22 KT 1
M- < o 30
T e =eh) 52‘”@% (30)

Om nu onze vitkomst met die van Debije te vergelijken passen
We dezelfde benaderingsrekening toe.

In de cerste plaats vervangen we de sommatie over de N punten
Van de phasenkubus door een integratie over die kubus, dus

+ 70
5 ka“}g: (22)3[!] Zkﬂy

Deelen van de phasenkubus met groote waarde voor wy leveren
tot deze integraal geen noemenswaardige bijdrage. We kunnen
ons dus beperken tot lange golven (g, ¢, x klein!), waarvoor juist
de elastische cogfficienten in (20) gegeven zijn.

e voortplantingssnelheid van die golven is onafhankelijk van
het trillingsgetal, dus

27g,
e
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Verder zijn, als p, g, r de richtingscosinus zijn van de normaal
op het vlak van constante phase

Reslyssnrae
en 2ra , _ 2ma 2ma
Pi== N e (] Y 2 T
? St 7ty 5 2 X
Als nieuwe variabelen worden ingevoerd ?)
he, hg,
2 fes =t

2nkT  AkT
en twee codrdinaten van de bol p? + q% + 2 — |,
Voor de grootte van het volume-clement in de nieuwe phase-
ruimte wordt gevonden:

( 2nkT
hg,

3
) a3 £2 dE dQ

en dus wordt

"1IC='

(2'17 k I')3 a’:3dEdQ
hg, (27: kT )52
Has/s

k

N ka3 @ / dQ
42 h k g

: 3 ®
De integratie naar £ had dus plaats van O tot x = T een waarde,

die beantwoordt aan de maximale waarde van het trillingsgetal
voor de grens van het elastische spectrum.

ha, he,
. l t d ®¥ umx'
A oy T 2k
N jz ( +2)alsw de benaderi
u IS —_— = —L e cnaderin no cen
(S S

stap verder doorvoeren en ook de voortplantingssnelheid onaf-
hankelijk van de voortplantingsrichting stellen, dus

Nk@aa(l it 2)
§ = — 4+ — .
nh \g} g

') Voor de meer uitgebreide behandeling verwijzen we naar het artikel
van Debije.



51

Verder is volgens een, eveneens door Debije gegeven, be-

tl‘ekking
: Vv : 1 2
SD\ = 6752 (J)maK :fai + é’g .

Voeren we hierin de waarde voor e,
1 2 QN3

g g e
Hieruit volgt dus:

dan vinden we:

9 N2a3h2 9 Nh2
S 42 k2 @2V  4x®ke0?

Omdat V — Nas,
Voeren we deze waarde in (30) in, dan krijgen we dus tenslotte
Voor M de volgende uitdrukking:
3 x%ht

—M = [F=="cos'd) s el iRt 31
272 pkO? ( ) 81)
terwijl Debije geeft:
2]- 2
— M= i o) (I —cosd) T.
47 pkO?

Hieruit blijkt dus, dat wij bij hooge temperaturen op de factor
na, waarover wij al eerder spraken, dezelfde uitkomst voor de
temperatuurfunctie vinden als Debije.
De uitdrukkingen voor de intensiteit, die wij in de inleiding
ﬁi:’fzg in (7), (7) en (7”) blijven dezelfde met voor M de waarde
1).

s BErRERENING VAN M VOOR LAGE TEMPERATUREN

We gaan ook hier uit van (23') en (24'):

u=29% 9 (O cos Q + O} sin Q) (IT)
e = pS'%, of (QF + O +1 52 (02 + O (1)

€n
u -+ du =295 A (O cos Q + Qy sin Q). (I1")

. Evenals op blz. 20 in het éendimensionale geval (vergelijk fig. 1)
1S de Seévraagde waarschijnlijkheid het quotient van de oppervlakte
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van de 6 N-dimensionale elliptische schil door (IT) en (II') uit (I)
gesneden en de oppervlakte van de 6N-dimensionale ellipsoide (I).

Voor het geval, dat de temperatuur hoog is, hebben we de
berekening vereenvoudigd door aan de energie een kleine speling
de toe te laten en dan i.p.v. een verhouding van oppervlakken,
een verhouding van inhouden berckend. Deze weg kunnen we nu
niet inslaan. We zullen dus gedwongen zijn de verhouding der ge-
noemde oppervlakken te berekenen en voor de cnergie de uitdruk-
king te gebruiken, die de theorie der quanta daarvoor geeft.

Behalve het voordeel, dat de gezochte waarschijnlijkheid nu
ook voor lage temperaturen kan gevonden worden, heeft deze
berekening waarde, daar ze ons een contréle aan de hand doet op
de vroegere berekening, als we T (de temperatuur) in de gevonden
uitdrukking groot nemen.

Om nu de verhouding der oppervlakten te bepalen stellen we
kai{HP;U (’J]:Q;::‘_"P;
zoodat
e=pS Ik (PE+ P2+ 0240 (A)

, 2%y
1= ka—:(PkcosQ+Pk81nQ)

of in de normaalvorm:

u ' 29[[( ! "o
>=5 Zk@m‘ cos Q + P/ sin Q). (B)
u - du ) PO Ae, .
IS i = S o7 (Py cos Q + Py sin Q) (B")
waarin

Az

yAE= VA=Y —,

SOL

De energie-ellipsoide is dus nu getransformeerd in een 6 N-dimen-
sionaal boloppervlak met straal 4/ % De verhouding der oppervlak-
L

ken is door deze transformatie natuurlijk niet veranderd. Dat
deze verhouding de gezochte waarschijnlijkheid voorstelt blijkt,
evenals op pg. 20, daar i.p.v. de constante ruimtedichtheid in de
elleptische schil nu optreedt een constante oppervlakte-dichtheid,
omdat het energie-oppervlak een 6N-dimensionaal boloppervlak is.
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—

Stellen we dus W’ = = dan is I, = het oppervlak van de 6N

—
L]

dlmensmnal(, s»bolschijf’” uit de ,bol” gesneden door (B) en (B’)

€ I, = het oppervlak van de ,bol” (A).
Nu is y);

6N — 1

['(2)] 6N —3

o == el I ==
1 TGN T 1) (6N —1)r, rh
6N

[F'(3)] 6N="I

s AR o g
TGN - 1)

Waarbij de beteckenis der grootheden blijkt uit fig. 7.

R

(B)
(B)
FiG. 7
Uit (B) en (B) volgt dat h = (_i;;
We vinden dus:
6N
wo_ N—1 T@EN-+1) 1 1 du

6N "IN +}) () 6N—2 Z°
Nu blijkt vit de fig. dat

€N dups

w_6N—1 I@N 1) 1 p2) 2 1 du
6N " I(BN + 3) v/= (( Z
Omdat () = /7.

—h_‘\—-_

1) .
) Zie P, {4, Schoute, Mehrdimensionale Geometrie 11. no. 95, 103 en 104.
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Nu is volgens (B): p = }Zl en

Zw215 Zk‘ﬂj [zszkjﬂ ( )i

volgens (27) en voorgaande formules.
1

Verder is r = (E)l’
L

Voor groote waarden van N vinden we nu:

/ 3\1 [
1 3N P 2es
7 e i / 3N -
= o ] = (aN)* du
of:
hl s 1112112 Iq-z-j__‘
W = e - = i 3
VT Bph SN 1/255 &2

Zooals vereischt 1s geven (27) en (32) dezelfde uitkomst.
Voor e moeten we de door de theorie der quanta gegeven uit-
drukking gebruiken, dus
z.ho,
2T

ol — s

% = het trillingsgetal per sec.
z, is een geheel positief getal (0 ingesloten), s loopt van | tot 3N,
daar het aantal eigenfrequenties van het rooster 3N bedraagt. De
sommatie is dus hier ecnigszins anders genoteerd dan in de voor-
gaande formules.

De berekening van W’ is uitgevoerd bij vaste waarde van e,
d.w.z. bij een gegeven (vastgehouden) stel waarden:

Zyelsiace  Zys araes Zare

Dit is echter niet de waarschijnlijkheid, die we zoeken, waarom
we dan ook W’ geschreven hebben. De kans dat de energie ¢ is sa-
he

: 1 ; ha,
mengesteld uit z; quanta o e quanta S vt N quanta

ho
2—3N wordt gegeven door:
T



::r?ﬂ;l_ Zz een somrr.la,tie voorstelt over glle 1nf)gelijl{e c01nbi13aties
i deWaflrden (-0 ingesloten). Vermemgvuldgen we nu W’ (32)

uttdrukking (33) en sommeeren we dit product over alle
Mogelijke combinaties der z-waarden, dan vinden we hiermee de
8¢zochte waarschijnlijkheid, dus

9NZpu? "E Zshws)" . % ho,
W, d u\te 2s ( 27 ~ 2nkT
u — o
e Z SN (‘)“ \ du (34)
z 27s ( z, ho, 5, % he,
ZS 2 ) V‘ ¥ 2zkT
hz

In de eerste plaats bewijs ik dat vervuld is de voorwaarde

+
|5 Wy du =1,

Stellen we Zs z ho, f dan is

T
z, ho,
o T 9N | == 2nkT
— ——1® e
J Wodu W [ 5 A RN =
24/, 2fs =5 %
A E o 2nkT
z, ho,

! Y — % 2nkT

e z, ho,
2.

VT .
2nkT
Gél:an We nu over tot de berekening van M, dan blijkt uit (29)
nmiddellijk, dat

—
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X [Tl W le— 2 (o

uy) du du,
X Wy Wy e B —B) (v—w1) 40 40
X Wy Wy, € D (Y — o) (W —w)) dw dw,.
Eerst berekenen we

-+

R = f\Vuem (0(.—-050)11 dll

(35)

Omdat volgens (34) W, == W__ kunnen we voor de gezochte

integraal schrijven (vgl. ook blz. 48):

R:——{Wu[cix (¢ —a,) u kl_e——ix (o6 — o) u} d

u
o

[s¢]

= 2_/W" 2 cos n (e—a,) u du.

Stellen we nu

oAy of & \3
3Nlz—]) u=x en3N|— )" =g,
2 sf 2 sf
waarin f dezelfde beteekenis heeft als boven, dan is

z . ho,
2 e = it e
deZ e_h cos Me 2rkl]
R_if . g
A/ « Zho,

e pe
2nk’T
Z e
Verwisselen we integratie en sommatie, dan is
%2 (0 — a)?

% z.he,
Z 4g? 2nkT
e e

z.hw

s
— 8

Z - 2nkT




57

** (o — o)? z,ho, z. ho,
DR o NS = pantel
Z 18 N2, 27 2nkT
e e
g . 2,bo,

E e_ *2nkT

z

Stellen we nu tensl Al = “)2
enslotte 18 N7

z he,

Z . 27tk

= p, dan vinden we

(1 + ¢, kT)

NuiSH:EZC'_P(ZI"’l"‘ o T Zooy + .o - Zay Way)

e e D2 G o Dl (7 I ar)
{:ze lle,c P (250, s SN™aN
2, it te strekken over alle mogelijke combinaties der z-waarden:
22-.._ zs i st‘
Daar Dl eive e BZAW1E —1 isdus H=1I ] —
; ey I S LG
Passen Wwe dit toe ter berekening van R dan krijgen we:
(I + o1 kT) [210; + .+ + 20, + .. .. Zgy ©gy]
IQ:: E i 2“_}('1 1 b hood | t
h N j_
e B sy + zgy @
o) 27kT (Zaop =it + zw, - b Zgy Wy
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— ix (o — o) 1y a0
1

+ =
Omdat ook [ W, e =R en de andere

integralen uit (35) op dezelfde wijze berekend kunnen worden, vin-

den we tenslotte:
he, 2
27k T
|l —e
ped

he, \?
1 2nkT
ME— T
e =

s he, [0 & o kT 2 he, 2
— —e

waarin »? (B —B,)? %2 (y — v,)?
A I e A T
Hieruit vinden we:
e e _ s ) 4 kT
s e e
= 22 g he, 2 he, 3
| o o 2wk | e 2mkT
heo,
e
s ek SO PRNEe (36)
he,
[ O

Voor de nu volgende vereenvoudigingen van (36), zoowel voor
lage als hooge temperaturen, is het noodig te onderzoeken de grootte-
orde van p,kT, pkT, pskT. We bewijzen, dat deze drie grootheden,
zelfs voor T groot, klein zijn t. o. v. 1.

We schatten daartoe allereerst k.

xg(a—a0)2s Sdn e (== o) A ONh1
18 N2 A T 18NfTp 4n?kr@e

pik =
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27 9N h?

omdat  — == en s = ——— (zie blz. 51).
A 472 k? O? ( )

(0 — o0)2 h2
2Xkyp O2N

Blj de experimenten over het , Debije-effect” is nog al eens gebruik
§Cmaa1{t van de K, Mo-lijjn, waarvan de golflengte ongeveer
T X 10-7 ¢ M. bedraagt. Wij stellen 2 = 10-% om aan de veilige kant
te blijven, Voor NACI en KCI is . ongeveer 5.10-%2 gr, ©® ongeveer

P1k =

?030: K. Substituceren we verder voor h en k resp. 6,41.10-%7 en
~4.10-1% dan vinden we
prk — (et — o )2.41.10-54 s 3,4 (o0 —o,)?
2.10-18,1,34.10-16.5.10-23.9. 104N 104 N .

Waaruit dqus blijkt dat p,;k zéér klein is t. o. v. 1, zelfs in die mate
dgt P1kT, ook voor groote waarden van T, klein t.o.v. 1 blijft.

Hetzelfde geldt dus van p,kT en pgkT.

Verder zullen we noodig hebben de ei hapdat ook IM

g hebben de eigenschapdat oo > <

P=1,2 3 is.
¥ De grootste waarde bereikt dit getal als we voor w, de grootste
vaarde, dus o, substituceren,
he hp, 2k ©

“Omax fp — o, kO << 1
o e o pp KO < 1,

¥l

T
iv

CVenals ppkT.
Vl_(\)tfge}r’e“"jzen nu a.]lereerst., dat, als we in (36) T >> O stclzllen, de
gevonden uitdrukking voor M terug wordt gevonden.
ho, hw 0]
ZnkT = 2zkT T

max

De grootste waarde van

he,
Volgens de onderstelling is dus St << L.
2n kT

1 o

En omdat ook ]—2539 << 1 (zie boven) kunnen we schrijven:
T
hms hc‘)s P1 hms hms P2 11(1)5 hms Pa
“*I\ib_zz I 2nkT 2r  2nkT ST 2r
g h(’)s : h(.t)s ' hms

27 kT 2k T 2nkT
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=2%,1g (1 + p,kT) (I + p,kT) (1 + p,kT) —
= 2.3N (p, kT + ¢, kT + ps KT),

omdat als p kT <<1 voor Ig (1 + e, KT) geschreven kan worden
gp KT.

We vinden dus

—M = 6N kT (p1 + P2 -+ pg) =
®2s5

= it O = e
=6NKT. — e [ — o) + (B —8)2 + (y —v,)2] =
— -53._ il (I —cos ) T.

272 uk @2

Zooals ook in (31) werd gevonden.
We beschouwen nu het andere uiterste geval, dus T << 0, ¢
stellen daartoe in (36)
TR
27kT
zoodat:

e | Bl +ekT) | —E(14pkT) | — e Ell+eskT)
T 8 =EI- T I —F
—e l—e
Evenals in de voorgaande berekening kunnen we schrijven:
—e lw——ﬁplkT) —e (I—e;qul) l—e (I—Ep:,kT) 2
—M—2Z Ig — = =

Il —e 1— |l —e

: . : ==

e — 1 e — 1

E
Zplkf kT EpskT
HZZlg( )(1+& )(1+E _
e-——I e’ —1] e’ —1
>0

< 1 en omdat p kT << I is dus ook

- e —l -+ & p,kT ez—-l—l— Ep.kT eE—-—l + Ep kT
_22‘1 :

Omdat voor &

E

e —1
SepkT
g

e’ —I1

<< | en dus
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S Zs o, kT + EpokT " Epsk T

- = !
e et [ty S (o RS ST

he,
21 27kT o
= 1 — cos®) kT — ... (87
9N ( ) Z’s he, )

2xkT

e — 1

. Om een voor M bruikbare uitdrukking te krijgen, voeren we de
50 TR 3 = ;
n;fmaile uit op dezelfde manier als Debije. (Zie ook blz. 49 e.v.).
€ Vervangen dus de sommatie door een integratie en voeren
als nigyw = { o, z
Nleuwe veranderlijkeni. p. v. ¢, §, y in: Q_kjf = £ en twee codr-
T

ding¢ :
aten van de eenheidsbol
PP+ q®+r2=1.

D T

.at. 0ok hier alleen deelen van de phasenkubus, waarvoor w,

€1 ‘s e

oE L 1s, de belangrijke bijdragen tot M leveren en deelen van de
asenk S oy
Senkubus, waarvoor @, groot is, niet noemenswaardig bijdra-

gen Ae ¥
» 18 tff danken aan de Plancksche functie in de noemer.
€ vinden ngy

>

(=0}

—M— N 2x% e (A ; g3 dg "dQ
m(l—-cos«})kl.( o )a e s Zk/a

Lo}

De j . .
¢ Integratie kan uitgestrekt worden tot o, omdat de bovenste

Q)
R T+ Voor T << @, zeer groot is en de integrand klein (zie

boven) :

Uit ge theorie der soortelijke warmte is bekend 1), dat
fdQ  9phs "
Zk. / e WETEE MEEGT (5

v i E3ds 4
erder g ei——;l = % en s gegeven op blz. 51.

o

1
) Born ep . Karméan, Phys. Zeitschr. 14, blz. 15, 1913,
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zoodat
Snapiclis
—M=— l — I e 8
0 p.k@ﬁ( cos 9) T (38)
terwijl Debije geeft:
’V[—-l Seanis ( ety T o
© 8 k02 Co R (38°)
5 — BENADERDE FORMULES VOOR M—VERGELIJKING VAN DE GE-

VONDEN FORMULE MET DIE VAN DEBIJE EN WALLER — VER-
GELIJKING MET DE EXPERIMENTEN

Op blz. 49 vonden wij voor M de volgende uitdrukking:

212 1
—M=—c(1 = E — :
9N e ( cos 9) G S (39)

Voor hooge temperaturen berekenden wij — M door & = 3 NkT
te stellen, voor lage temperaturen gaven we een afzonderlijke af-
leiding, waarvan het resultaat is uitgedrukt in (37).

Bedenken we nu dat de theorie der quanta geeft, dat van een
lineaire oscillator de gemiddelde energie per vrijheidsgraad gegeven
wordt door:

ho

2 hy 2r
B T T TR
S oT

dan is voor de totale energic van N gekoppelde massapunten met
3N ecigentrillingen te schrijven 1):

oy

2%
e — 5 Zk ——_vhmk : (40)
2xkT
e —1

De in de vorige paragraaf gegeven afleiding kan dus als bewijs
beschouwd worden voor de stelling, dat (39) juist is voor het ge-

1} In (40) is dus afgezien van de toevoeging van Einsteinsche termen. Zie
M. Born: Atomtheorie des festen Zustandes pg. 647.
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heele temperatuurgebied, immers volgt (37) onmiddellijk uit (39)
door voor de encrgie de waarde uit (40) te substitueeren (dat de
SMmaties verschillend worden genoteerd zal geen verwarring kun-
"N geven, in (37) loopt s van 1 tot 3N).

Wij kunnen nu voor M een benaderings-formule opstellen, geldig
Voor het geheele temperatuurgebied. In de eerste plaats benaderen
Wij SZ 1— door de op blz. 51 daarvoor aangegeven waarde, in de

k ¢ 2

Ic

tweede plaats schrijven we de energie als een integraal naar &,

i Q
Waarbij de integratie uitgestrekt wordt van o tot x = =9 door op

dezelfde veranderlijken over te gaan als op blz. 61.
Wij vinden dan

=yl
=T
Oy?h* 1 g2 dg
e VT e T AL GNE e e P 41
s 2np k@ Lsg ) xd [ ef—1 o

o

De beide extreme gevallen T << ©, T >> O zijn hierin besloten.

2. T <<Q, x=,%>>1-

De Integratie is dan uit te strekken van o — .
w

/‘ ESdE " ind

(35—} v G 5

(¢]

Sllbstitueeren we dit dan vinden we (38) terug.
b. T<<E), x:% e

g2 dg Ry LY
/-eg—l :[5 dg_S

o

e} Q

Nu vinden we (31) terug.

1 kunnen nu evenals Debije voor beide gevallen M in een reeks
Ontwikkelen.
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a. Voor kleine waarden van x maken we gebruik van de be-
trekking 1)

n=1
waarin By de getallen van Bernoulli zijn.

R S Sy e B B 2
1_61 2__'301 3‘—42) S s AT E T S e e e ey

X
~

| [EdE 1 Sho Itk
[ e ——-/E2(1 —§+—a-‘*——au....)dz=

x4 [ b1 x4 21 TR
o o
1 1 X i
N T ——
3x 8 60 5040

4. Voor groote waarden van X.

x A
| [l LfEet
et —1 xt) 1 —e 6

x4 )

|
il
o
o
)
ra
oL
&%
Il

p=13
:}1_4 f&“ehpida-——faﬁe pﬁdi __
1 (o] X

b —px| 1 3 6 6
=T —Ye L

I; pix® | pid | pixt :

In de eerste ontwikkeling bereikt men reeds door de eerste vier
termen te nemen een fout minder dan 1 % van x = 0 tot x = 2, in
de laatste ontwikkeling is voor dezelfde nauwkeurigheid van x = o
tot x = 2 het in acht nemen van 3 termen der sommatie voldoende 2).

X

11 8
Stellen we nu = j 515 = NEES)
X

0 ea'--l

1) Born, Atomtheorie des festen Zustandes, pg. 645.
%) Zie P. Debije, Ann. der Physik 39, 789, 1912,
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dan gaat (41) over in:

9%2h?
—M=_——{(1 —cos 9 ¥ (x)

27:2p.k®( )

i (x) :*l— —-l i——i voor kleine waarden van x
3x 8+6O 504o+"'

IR, [0 e i 3 o
ISR o S = 2x T ax2 Taxs B
A S

P e e voor groote waarden vanx (42)
3x ' 3x* ' 9x3 ' 27x!

Om ny de verschillende, theoretisch gevonden, waarden voor — M,
de door Debije, de door Waller en de hier berekende waarde, met
elkaar {a vergelijken, schrijven we (42) nog iets anders.

¢ Mmaken gebruik van de Braggsche betrekking (1), voeren in
2 .
¥=—en = N waarin A het atoomgewicht is en N het ge-
tal vap Avogadro, en substitueerenl) h = 6,41 . 10-%7, k —
1,34, 10-16 en N = 6,2. 1028
T
P9
f;\GL
Ljen)
xs_
4~
-
P18
[}
T 7 5 e  Yeper 2T ;*'i

FiG. 8
1 .
& ) Mindey goed zijn bij deze substitutie voor h, k, en N de waarden overge-
aa,;nen’ die Debije daarvoor geeft. De tegenwoordig als meest nauwkeurig
&

“lomen waarden veranderen aan het resultaat heel weinig.

5=
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We krijgen nu:
n? D (x)

— M = 0,285.10-12 ] ije
AT (Debije)
— o850t 2 201 Waller)
T Red T x (Waks
1'12
= 9.10712 —— | 6,0. " (x). i ift
0,28 Az (X) (dlt pfOBfSChrlf )
Het zal dus wenschelijk zijn om een goed overzicht te krij-
O(x) 20(x ] [
n -El, () en 6. W(x) uit te zetten tegen i = £ In fig.
X X X 0
O(x . 1
8 zijn j—) en 6 ¥(x) uitgezet van — = 0 tot 1- =4 in fighd
X X X
1 20(x)
van — =0 tot — = 1: en 6 W(x).
X X X
18- 'g%%)
ul g

12

Qoo
o

L3 {0
osl-

a2r-

FiG. 9

Volledigheidshalve laat ik de tabellen volgen, waarmee deze
2 O(x

krommen bepaald zijn. De tabel voor —(j—) 1s ontleend aan het
X

artikel van Debije, die voor 6 ¥ (x) is berekend met behulp van
(42).
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a0l T O (x) ® (x) ® (1 T ,
DiESen Saw ioms | S| sato)| sol)
ee—
20 0,0500 | 0,00411 | 0,00822 | 0 0
16 0,0625 | 0,00644 |0,01288| 40 0,025 |0,0000152
4 0,0714 | 0,00814 | 0,01628 | 20 0,050 | 0,000244
12 0,0835 | 0,0114 |0,0228 | 133 | 0,075 | 0,00123
10 0,100 | 0,0164 |00328 | 10 0,1 10,0039
9 0,111 | 0,0203 |0,0406 | 6,67 | 0,15 |0,0179
g 0,125 | 0,0256 |0,0512 | 5 0,2 |0,0470
7 0,143 | 0,033¢ |0,0668 | 4 0,25 |0,0909
6 0,167 | 0,0451 |0,0902 | 3,333 | 03 |0,146
S 0,200 | 0,0642 [0,1284 | 2,500 | 0,4 |0,281
4 0,250 | 0,0070 |0,194 | 2 0,5 |0,440
3 0,333 | 0,161 |0,332 1,667 | 0,6 |0611
25 10400 | 0216 |0432 | 142 07 |0,789
2 0,500 0,304 |0,608 | 1,250 | 08 |0973
L8 | 0,55 | 0.354 0,708 1,111 09 |1,159
Lo | 0,625 | 0419 0,838 1 1 1,349
L4 1 0714 |os03 |1 006 | 0,667 | 1,5 |2316
L2 10835 |o0617 | 234 | 0,500 | 2 3,200
LO | 1000 | 0778 1,556 | 0,333 | 3 5,283
08 | 125 | 1023 |2046 0,250 | 4 7,275
0.6 | 1,667 | 1433 2,866 | 02 5 9,270
04 | 2500 2,260 |4,520 0 o o
8:2 5000 | 4,755 |9510
Qo (ve]
dubég.B en Fig. 9 doen zien, dat de hier afgeleide functie, evenals
oor Waller berekende, beter met de experimenten overeen-
Stemt, dan

die van Debije,
alt"e afh&nkelijkheid van de temperatuur is nl. experimenteel
1]‘.:1 grooter bevonden dan uit de theorie van Debije volgt.
Ult_ fig. 9 blijkt, dat al van lage temperaturen af de Wallersche
V‘lllctle en de hier afgeleide ongeveer evenwijdig loopen. Hieruit
Olg.t » dat in het temperatuurgebied, waar dit het geval is, beide
¢ Wvloed der warmtebeweging even goed zullen weergeven,

5
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daar toch steeds intensiteits-verhoudingen gemeten worden, die
bepaald worden door het verschil van de exponenten der expo-
nentiéele functie.

Zooals uit de inleiding bleek zijn de eenige experimenten over
een groot temperatuurgebied, waarbij kristallen gebruikt zijn,
die een directe vergelijking met de theorie veroorloven, die van
James, omdat deze met NaCl werkte.

In fig. 10 zijn overgenomen de door James gegeven curven ?).

; ¥e A
Uitgezet zijn tegen elkaar de absolute temperatuur en ( 5 )
sSin ]
Prad tnct ) or : Foit
log,y —, waarin &, = - — vgl. (42) — en ~— de intensiteits-
P1 2 P1
verhouding bij T abs. en 290° abs. (kamertemperatuur).
De getrokken lijn is door James experimenteel gevonden, de
met D en W aangegeven curven zijn de theoretische, uit de theorie
van Debije en Waller volgend.

B,
S

=~

N \ Taw

= N

d

(4] 100 00 300 400 500 600 700 BOO 900
Absolute Temperatuur T

Fic. 10

Met behulp van (42) zijn eveneens de theoretisch te verwach-
ten intensiteits-verhoudingen berekend, de berekende punten zijn
aangegeven door cirkeltjes (de curve is niet getrokken om de over-
zichtelijkheid niet te schaden).

Het blijkt dus, dat in het onderzochte temperatuurgebied (42)
de experimenten iets beter weergeeft, hoewel de verschillen met

1) Manchester Memoirs 71, 113, 1926—27.
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de door Waller berekende curve — zooals al uit fig. 9 te verwach-
ten was — buitengewoon klein zijn.

Of dus (42) dan wel de Wallersche functie de invloed der warmte-
beweging beter weergeeft, zal alleen unitgemaakt kunnen worden
door experimenten bij nog lager temperaturen.

6 — GEWIJZIGDE UITDRUKKING VOOR M BIJ HET AANNEMEN VAN
EEN NULPUNTSENERGIE

De tot nu toe uitgevoerde berekeningen gaan uit van de onder-
stelling, dat de nulpuntsenergie = 0 is. De wijziging, die de uit-
drukking voor M ondergaat bij de tegengestelde onderstelling
Is uit (39) direct af te lezen, nl

‘ K?' 2
m— A DII = m (1 —CO0S 9) A E sioans (43)

als we in (39) voor SZ — de op blz. 51 berekende waarde

{z}k
invoeren.
Daar de nulpuntsenergie voor de frequentic wyx het bedrag

ho
3. 2% heeft is dus
e

hey
AEWSch}x = — 3\1(,)

Waarin o het arithmetische gemiddelde van alle frequenties voor-

stelt 1), zoodat
e O B S (43")
8=? uk?(*
Een ruwe schatting van o levert:

® max

1 / 9Nw? 3. OnkO
W= — wdw = = .
3N J ol 4 2h
Deze schatting geeft dan:
Q ’t2h2
— A M= 1l —cos &
167 ( ) pk®

1 M. Born, Atomtheorie d. f. Zustandes, blz. 704.



terwijl Debije geeft
K2 h2
uk®’

S
— A DII :'1—;-—2(1 —'—COSS‘)

7 — INVLOED DER RANDVOORWAARDEN

Wij willen in deze paragraaf in het kort de weg aangeven waar-
langs wij, bij bepaalde randvoorwaarden, formeel tot de oplos-
sing van het probleem — het bepalen van de meermalen genoemde
waarschijnlijkheden — komen.

Het kristal bestaat uit (N + 2)® atomen op gelijke afstand a,

1
zoodat O < m< N+ 1.

De krachten, die Op c¢en atoom werken, worden vastgelegd
door de volgende onderstellingen 1) :

@) de krachten zijn uit te drukken als lineaire functies van de
uitwijkingen der naburige atomen (zes atomen op afstand a en
twaalf atomen op afstand ay/2).

b) de symmetrie van het regulair systeem moet bewaard blijven.

¢) bij de overgang tot oneindig kleine atoom-afstand (a — 0),
moeten de bewegingsvergelijkingen overgaan in de gewone elas-
tische differentiaal-vergelijkingen van kubische kristallen.

Als gemengde randvoorwaarden gelden dan: het nul worden
aan de oppervlakte van de normaalverschuivingen en de tan-
gentidele spanningen ?).

Aan deze onderstellingen wordt voldaan door:
miljmpy = cc(ulﬂ, m, n -+ U1 m 1.'1_“‘2111r m, n) -+

e !3{111, my1 n Uim—_3 n { Uy m nyy -+ U1 m, u—1"“4u11 m, n) +
i -+ 'Y(ll1+1'm+1’n'f"111+1,m,n.g.1 +111+1,m_1,n +UI+1,m,n_1‘4ul,m,n) =+
(44) + U1 my1 n+ Wogmni1+Ulgm_yn+ Ul-1,mn_1~—4U) m o +
+¥(Viy, mi, 0+ Vg moy R Vi4, mo1n—Vi_g myy n+
+ Wiy m ni1 -+ Wioim no1——Wi M n-1"—WIi_ m ny).

De twee andere bewegingsvergelijkingen verkrijget men uit (44),
als men u cyclisch vervangt door v en w en als men eveneens de
indices cyclisch verschuift.

') Zie Born en von K&rmén, Phys. Zeitschr, 13, 297, 1912,
NERS Ortvay Ann. d. Phys. 42, 745, 1913.



71

In (44) is o = a(C;; — Cyy — Cyq)

a
a
B = 5 (Caa— C19)

a
2y = 2 (C12 -+ Caa)-

Aan (44) kunnen we, met het oog op de te vervullen rand-

Voorwaarden, voldoen door:
t

Uy mn= U sin lp cos my cos ny @
Vimn =V cos lp sin m{ cos ny el®
Wi mn= Wcoslp cos m{ sin ny e®
Substitueeren we deze oplossingen in de bewegin svergelijkin-
1% 8
gen (44) dan ontstaan een drietal vergelijkingen ter bepaling van
U, V en W, die alleen van nul verschillende oplossingen bezit-
¥
ten, als:

S(p, % ¥) — mw? T(e, ¢) T(e, x)
(g, o) S, @, ) — mo? T, x) =1,
T(x o) Tl ¢) S(t b, ¢) — mo?
of eenvoudiger geschreven:
S; — me? ils T,
i S, — me? T, =0 .... (45)
it i S — me?

Waarin S(g, ¢, x) = S; = 2a(1 — cos o) 4 2(2 — cos 2 —cos )
+ 4y(2—cos ¢ cos y —cos ¢ cos )
T(g, §) = T($, ¢) = Ty = 4y sin ¢ sin ¢,

Sy, S;, Ty, T, ontstaan hieruit door cyclische verwisseling van
P ¢ X

De oplossing van deze derde-graadsvergelijking in w2 waaruit
dan ? gevonden wordt als functie van @, Y en y is zeer gecom-
Pliceerd. Zooals echter de berekening zal laten zien is voor het
bepalen van de waarschijnlijkheid deze oplossing niet noodig,
omdat we kunnen volstaan met de elementair-symmetrische func-
ties van de wortels van deze vergelijking. Stellen we

r "

s LP gy s giy s
NE LT S A o
en een bepaalde combinatie der s-waarden o, dan geeft iedere com-

(P‘:
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binatie 3 wortels voor w? uit (45), die we aangeven door o (uit-
gesloten wordt s = s =s” = 0).
De verhouding der amplitudo-factoren wordt gegeven door
Y i A s B

= = = = s = Ay k=1,2,3
waarin
£ S, — mo, T, SN \ il 1t
ko 11y S; — M2 2 T, S;— moZ
hy = ’ Ls Sy — moyg
: 1t iy

Over de constante A wordt z66 beschikt, dat

. z 2 3
A (flizo' B ) = (N T 1)

en dus
2 3
Uk%r+ szﬂ’_'_ Wko’ — (N T I) .
Stellen we nu tenslotte cos (w4t -+ grg) = Pyg

en £ 4 &% + hi = pg
dan wordt ?)

2 \¢/, . Ins mms’ nms” fi;
o (N + ]) Za Zk SII, (5 008 [ €08 sy E;Pkc

2 \¥/, Ims . mmns’ s’ Lirg

= | ———— K NELET T
Vims (N—|—I) Zcz COSN4—1SIHN-{—ICOSN—I—kaGPw

£ ARE Ics mns’ . nns” by
r—— e k g = Sm—
WImn—H(N-‘rl) § cz COSN—}-ICOSN-{—Ibm N¥is e

ko

Voor de energie wordt gevonden:

3D ST R 35 5T

De gezochte waarschijnlijkheden kunnen nu op gcheel overeen-
komstige wijze als in de vorige gevallen bepaald worden. We vin-
den dat de waarschijnlijkheid, dat het atoom met rangnummers 1,
m en n een u-component der uitwijking heeft, gelegen tusschen

1) Voor de aanpassing aan bepaalde aanvangsvoorwaarden kunnen we
naast de genormaliseerde eigenfuncties de constanten Aps behouden.
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Uy mg €01, + duy,, gelijk s aan

h, —h3ui N 4+ 1)34/3m
W,=—-¢ D T e — L, )— /— (46)
/T Lb 4 el
lzts s’ nts”
et R[Tv=— L fio sm“ T e da
Oy Prg N+ 1 N 41 NEEEE] e

Voor de overeenkomstige waarschijnlijkheid voor de v- en de
w-component der uitwijkingen vinden we dergelijke uitdrukkingen
met ;

gkc ]S S e TSy nmws”
I i z 0s? sin? — cos?
ml(U “kc N —l" I N “i— ]. N “I_ 1
h? Ims mms’ nms”
en Ly = K9 __ cos® — cos"a 51112 . (46
_.r ol ph N + N + N+ 1
ko 9]

Stellen we met weglating van o:

2 h2
F — Zk fk G — k sk ’ H Zk S .
ok Pk ("k ok of Pk
fi
Voeren we nu in — = ak,g = Bk, — =y, dan gelden volgens
Fr Pr P

definitie der py:
o +pE+yEi=1 =312, 13, (A)
terwijl bewezen kan worden
o0ty -+ Bife + YiYe = 0
a3 + BiPa T Yi¥s = 0 (B)
gt + BoBs 1+ YoVz = 0

Evenals bij de transformatie van twee coordinatenstelsels volgen
hieruit nog twee drietallen van betrekkmgen nl. :
oy = 1, 2k ; Zxyi =1 (C)
en
Skop B =0, ZkBeyk=0, Zkyrax=0 (D)
Schrijven we nu (45) als
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dan zien we dat dezelfde vergelijking ook optreedt bij de assen-
bepaling van de ellipsoide:

T T T
S ehde S hal SUA ] Al i At Ve g
RE my ; A = ky—!—2m y;s—|—21~—n zx =1 (47)

Stellen we de wortels van bovenstaande vergelijking «?2, ©F,
dan is de vergelijking van de ellipsoide op het assenstelsel door de
hoofdassen gevormd (X, Y, Z),
o} x* + oly? - o 22 = | (47"
Stellen we de richtingscosinus der X-as met het X, Y, Z stelsel
voor door (z,; B, v,) van de Y-as door (2 P2 ¥s) en van de Z-as door
(o3 B3 vs) — Zie fig. 11 — dan geldt:

i S, i,
Sl = p— m2 e
{ k
ock'ﬁk'Yk—i = A L
T, T} S,
i ~1 s 4o
m m

of akfﬁklyk———f;{:gklhk.
Aan de betrekkingen, die er tusschen de richtings-cosinus moeten
bestaan, wordt voldaan door (A) t/m (D)

\Z(u;.{i, Js) “
~ —
S 7 K (i)
\.\x //,
Ny AL K ,’X
\_&3 @’
~ 7
N \” x
\\
e
&
LY
Y 2
LY
\
\
=N
Y(asfup)
Fig. 11

We bepalen nu het oppervlak door de ellipsoide (47) gesneden
uit het vlak x = 0, dus het oppervlak van de ellips voorgesteld
door de vergelijking

Se

= 2+S—322_I_21[‘.} Z_l
my m my e
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Als we dit door O voorstellen is

5 7T
V'S, S — T2
Ditzelfde oppervlak kan nog anders bepaald worden. De ellip-
Soide kunnen we ons nl. gegeven denken door (47’) en dan even-
€ens snijden met x = 0 en het oppervlak der doorsnede bepalen
et (i4) en (14') blz. 21.
We vinden dan (daar p = 0 — het vlak x = 0 bevat de oor-
Sprong van het X Y Z stelsel — en omdat o, a, o, de richtings-
cosinus der X-as in het X Y Z stelsel zijn)

v b S
1{2:2‘1:——1{—_—-—}? en dus

O pi
7 1
Fim =
W Wy 0y /I
Gebruik makende van de reeds afgeleide waarde voor O blijkt dus
F— 1 Sg S5 — T3
R IPr] 2 '
(01 (.02 0.)3 m

Tenslotte kunnen de frequenties uit deze uitdrukking ver-
dreven worden, omdat

IS
] W) Of = = Ty IS '1:1
T2 Tl ’b3
5. T Syl ST
zoodat : F=m T2 Sl S IEDSN SR
L =8 oL S
Voor G en H worden dan de determinanten in de teller resp.
33y S; T
T, s.| = |7, s,

Als controle op de uitgevoerde berekening moge nog aange-
voerd worden dat door optelling blijkt, dat
1 1

W} 3

1
F+G+H=— +
ml

wat ook onmiddellijk blijkt door optelling van deze grootheden,
zooals ze gegeven zijn op blz. 73.



76

Daar S,.... T, gegeven functies van ¢, ¢ en y zijn, zijn dus
nu L, L, en L; als sommaties over s, s’ en s” (of integraties over
v, Y en y) gevonden en hiermee dus formeel volgens (46) en (46’)
de gezochte waarschijnlijkheden.

Tenslotte wijs ik er op, dat in (46) m uit de uidrukking voor
h, wegvalt, wanneer hierin de voor L, berekende waarde wordt
gesubstitueerd; de gevonden waarschijnlijkheid is dus onafhanke-
lijk van de massa der atomen.



HOOFDSTUK V
Roosters met verschillende atomen

We passen nu dezelfde berekeningswijze, die in de vorige hoofd-
stukken is gevolgd, toe op een lineair rooster, dat bestaat uit
2N -+ 2 atomen op gelijke afstand a, waarvan de uiterste atomen
(indices O en 2N - 1) vastgehouden gedacht worden; de atomen
met een even rangnummer hebben een massa m, die met oneven
rangnummer massa p. Een atoom is aan de naburige atomen
gebonden door quasi-elastische krachten, zoodat we als bewe-
gingsvergelijkingen voor de atomen met rangnummer 21 en 21 4- |
krijgen:

miiy = o (Ug 4 + Uy — 21)
Py = & (Uy p + Uy — 2U54y)

Daar de oplossing dezer vergelijkingen, de berekening van de
energie en het berekenen der gevraagde waarschijnlijkheden geheel
verloopt als de vroegere berekeningen deelen wij alleen de resul-

taten hiervan mee.
De waarschijnlijkheden dat de atomen met indices 21 en 21 + 1

uitwijkingen hebben gelegen tusschen u, en uy - duy resp.
gy 4y €N Uy ¢ + AUy 2Zin:

2
hy, e hyy ugy

h,, = (2N -+ 1 ]/ x

st Ul o 212N + 1 —2])
12 2

enWﬂH:hﬂ"‘l & h21+1u21+1du2]+1

Ve

hyy = (2N 4 1) V

o

2e (21 + 1) 2N 4+ 1 —(21 + 1)}
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Vergelijken we deze uitkomsten met (16) blz. 25 dan blijkt dus,
dat de gevonden waarschijnlijkheden door dezelfde uitdrukking
gegeven worden, als wanneer de lijn met alleen gelijke atomen bezet
was, m.a.w. de berekende waarschijnlijkheden zijn onafhankelijk
van de massa van het atoom.

Gaan we nu voor dit rooster de invloed der warmtebeweging na
op de intensiteit, dan kan dus voor beide atoomsoorten met één
verdeelingsfunctie voor de massa volstaan worden.

Hieruit volgt — vgl. hoofdst. ITI, § 4 — dat de functie, die de
invloed van de warmtebeweging op de intensiteit meet, voor
beide atoomsoorten dezelfde is 1).

Ik heb deze berckeningen ook uitgevoerd voor een regulair twee-
atomig kristal, dat is opgebouwd uit twee viak gecentreerde roos-
ters, waarvan de elementair-kubi met gelijke ribbe zoo in elkaar
geschoven zijn, dat alle atomen gelijke afstand van elkaar hebben.
Hierdoor ontstaat een nieuw kubisch rooster, waarvan de ribbe
de helft is van die van de elementair-kubus.

Atomen, waarvan 1 4~ m -+ n een even getal is, hebben massa
m, die, waarvoor 1 + m -+ n een oneven getal is, hebben massa (L.

Omtrent de krachten, die op een atoom werken, zijn dezelfde
onderstellingen gemaakt als in hoofdstuk IV, § 7.

Uit de uitgevoerde berekening bleek, dat de resultaten dezelfde
zijn als voor een lineair rooster met verschillende atomen,

1) Vgl diss. I Waller, blz. 30.



HOOFDSTUK VI
Enkele toepassingen van de gevonden formules

I — Een DIMENSIE-FORMULE VOOR DE ULTRA-ROODE EIGENFRE-
QUENTIES

Uit onze in (27) en (28) gegeven uitdrukkingen kunnen we een
dimensie-formule opstellen voor de ultra-roode eigenfrequentie,
die in hoofdzaak overeenstemt met de door Lindemann gegevene 1).

In (28) vonden we de waarschijnlijkheid dat een atoom een uit-
wijking heeft, waarvan de componenten gelegen zijn tusschen u
€n u - du enz. Hieruit bepalen we de waarschijnlijkheid, dat het
atoom een uitwijking heeft, gelegen tusschen r en r 4 dr, onver-
schillig welke waarden de componenten hebben. Hiervoor vinden
we, door het invoeren van poolcodrdinaten:

b T oam
o ATty il b
W= (\/ﬁ) e r dr‘/ u/ sin & dd dop =
h \3 —h2r2 .
= (\/'r:) £ 47 r2 dr.

Lindemann neemt aan, dat het smelten ddn intreedt, wanneer
de amplitudo’s der trillingen z66 groot zijn geworden, dat naburige
atomen botsen.

Stellen we de afstand van twee atoommiddelpunten a en de af-
stand van de oppervlakken der atomen (resp. werkingssferen)

pa, dan moet dus elk der atomen een uitwijking %a krijgen, opdat
deze oppervlakken elkaar raken. Uit de afgeleide formule vinden

we voor de waarschijnlijkste waarde der uitwijking r, = =
|

1) 1. ¢. blz. 610.
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a
Stellen we deze waarde gelijk aan %, dan wordt hiermee de

mogelijkheid gegeven de gezochte dimensie-formule op te stellen.
Voeren we in (27) de voor s berekende waarde in en stellen we
¢ = 3NKT, dan 1s:

/ 6Tsh?

ap = '/ m en dus

h 4 /e -
0=—1/N ,
k } MV

waarin M het atoomgewicht, V het atoomvolume en N het
Loschmidtsche getal voorstellen ).

D']_a.]'_ ]']'VIT! ax

= @ is dus

r

MV
daar tevens Nk vervangen is door de absolute gasconstante R.
Lindemann geeft

iax = —VéRl/L_

Vmax = — ’\/21_{

Mv*f.

Stellen we evenals Lindemann p constant dan kunnen beide for-
mules dus in de vorm geschreven worden:
L,

MV

De hier berekende constante is 4/3 maal zoo groot als de door
Lindemann bepaalde.

De onderstelling dat juist de waarschijnlijkste uitwijking gelijk is

= const. l

aan %a is vrij willekeurig.

Men zou nu juist omgekeerd te werk kunnen gaan en uit de
bekende (gevonden) waarde voor de ultraroode eigenfrequentie
kunnen bepalen, bij welke gemiddelde uitwijking der atomen het
smelten plaats vindt.

) h is hier de constante van Planck en heeft dus een andere beteekenis
dan h uit de formule op de Vorige b].Z: ing =23 NkT is N het aantal atomen
van het kristal.
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2 — DE TEMPERATUUR-AFHANKELIJKHEID VAN HET ELECTRISCH
GELEIDINGSVERMOGEN

In het op blz. 15 geciteerde artikel heeft Houston laten zien hoe
het mogelijk is de temperatuur-afhankelijkheid van het electrisch
geleidingsvermogen af te leiden uit de golf-mechanica van Schro-
dinger.

Volgens deze theorie toch kan een electron als golf worden opge-
vat. De verstrooiing der electronen tegen de ionen van de geleider
moet dan berekend worden zooals men de verstrooiing van Rontgen-
stralen berekent, die door cen kristal gebogen worden.

Wanneer Houston zich beperkt tot niet al te hooge temperaturen,
kan hij, door gebruik te maken van de door Debije opgestelde uit-
drukking (met de correctie van Waller) voor de buiging der Ront-
genstraling aan het enkele ion, bewijzen dat:

!
W~ — @ (x
52 &)

Wwaarin

x

1 [ Eeb
W de weerstand is en @ (x) = — / e I RS o Bon I
x2) ef —1

In dit proefschrift is die verstrooiings-factor ook bepaald en wij
komen dus, langs overigens dezelfde weg, tot het resultaat, dat:

!
W oW ()

Waarin
1 [ &3eb
A ) P -
' (x) = x4 /

Om deze uitkomsten met elkaar te vergelijken, geven we hier-
onder de tabel weer door Houston berekend, aangevuld, in de
laatste kolom, met de volgens Il te verwachten waarden.

In deze tabel voor goud is de weerstand bij 0° C = 1 gesteld en
de weerstand bij T° abs. dus berekend met

(X
L
T (0,615
daar voor goud ® = 168° abs. is.
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o ) waar- berekend berekend
r® (abs.) e genomen. volgens 1. volgens II.
20 8,40 0,008 0,017 0,003
68 2,47 0,177 0,160 0,112
90 1,87 0,270 0,241 0,195
169 1,00 0,592 0,56 0,53
273 0,615 1,00 1,00 1,00
373 0,450 1,40 1,42 1,46
573 0,293 2,24 2,26 2,88
773 0,217 3,16 3,14 3,31

Het verloop is dus volgens IT eenigszins anders. Terwijl Houston
bij 20° eerst een ruim tweemaal te groote waarde vindt en bij 68°
e. v. weer een te kleine waarde, dic bij hoogere temperaturen tot
het goede bedrag nadert, vinden we met 11 bij 20° een ruim twee-
maal te kleine waarde, die bij hoogere temperaturen in een te groote
waarde overgaat. De afwijking volgens II heeft dus een meer regel-
matig karakter, we vinden nl. over het geheele temperatuurgebied
cen te sterke afhankelijkheid van de temperatuur. Dat bij hoogere
temperaturen afwijkingen gaan optreden, is niet te verwonderen.

In de eerste plaats is het resultaat gevonden met de beperking
dat het alleen voor niet te hooge temperaturen geldig is en in de
tweede plaats vonden we ook bij de verstrooiing van Réntgen-stralen,
dat bij hooge temperaturen de theoretische uitkomst niet meer in
overeenstemming is met die van het experiment.

R



STELLINGEN
I

Bij de verschillende berekeningen over de invloed van de warmte-
beweging op de intensiteit der door kristallen verstrooide Réntgen-
straling wordt uitgegaan van onderstellingen, die de geldigheid van
de theorie tot een klein gebied beperken.

IT

In dezelfde theorie zijn, wanneer men niet rekent met de voor-
waarden voor de begrenzingsvlakken, de onderstellingen gedeel-
telijk met elkaar in strijd.

I1I

Ten onrechte worden door von Laue de experimenten van An-
gerer niet vermeld, wanneer hij zegt: ,, Een absolute energie-meting
bij Réntgenstralen bezitten wij ,,iiberhaupt’ nog niet.”

M. v. Laue, Art. XI (blz. 256) in , Ergebnisse der exakten Natur-
wissenschaften”. (1922).
E. Angerer, Ann. d. Phys. 21, 1906, blz. 86.

1V

De opvatting van Schrodinger omtrent de electronenstoot leidt

tot verschillende moeilijkheden.
E. Schrédinger, Ann. d. Phys. 83, 1927, blz. 956.

v

De wijze, waarop door St. Mohorovidi¢ critiek wordt gevoerd
tegen de Relativiteits-theoric van Einstein, verdient de sterkste
afkeuring.

St. Mohorovi¢ié, ,,Optik bewegter Korper”, Art. in E. Gehrcke,
Handbuch der physikalischen Optik. Bd. IT (Zweite Halite, Zweiter
Teil).
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VI

De door Nijhoff gemaakte opmerking geldt eveneens de af-
leiding in § 451 van J. H. Jeans, The Mathematical Theory of Elec-

tricity and Magnetism.”
F. W, Nijhoff, Dissertatie Utrecht 1927.

VII

Op blz. 57 van R. Courant und D. Hilbert , Methoden der Mathe-
matischen Physik I’ (1924) komt voor:

I Cos X COos 2X COS 3X
2_”2—!}‘24_12_'_“24,22—”2_'_32 ')’
als — T <X <T.

Deze ontwikkeling is ook geldig als x = 4 = en geeft dan de Eu-
lersche betrekking:

= I T — 1 T
Zn 2 iz 2 aF A 2LTE :
= p’+mn 24 p (e¥F—1)
[Vgl. F. Irenet ,,Rccueﬂ d’Exercises sur le calcul infinitésimal”

2
chsnxi— “1 sh p.n(
T

@ (s3]
(1917), blz. 430, n°. 656, waar % vervangen moet worden door Z |-
L 1

VIII

Het bewijs van het theorema der samengestelde functie in Hk. de
Vries , Leerboek der differentiaal- en integraalrekening en van de
theorie der differentiaalvergelijkingen’ (1919), blz. 24, is niet vol-

ledig.
IX

Het is onjuist, dat de zwakke I'raunhoferlijnen in diepe lagen

zouden ontstaan.
St. John, Astrophys. Journ. Vol. X1, 1914, blz. 356.

X

De critiek van J. Bertrand in § 126 (blz. 156) van zijn ,,Calcul des
Probabilités”’ (xe of 2e ed.) is niet juist.
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