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INLEIDING.

Onder eene congruentie van kubische ruemtekrommen verstaat
men een tweevoudig oneindig stelsel van ruimtekrommen van
den derden graad. Het getal, dat aangeeft, hoeveel exem-
plaren van het stelsel door een gegeven punt gaan, heet de
orde der congruentie; dat, hetwelk aangeeft, hoeveel exem-
plaren een gegeven rechte lijn tot koorde hebben, noemt
men de Zlasse der congruentie.

Zijn van eene congruentie de orde en de klasse heide één,
m. a. w. gaat er door een willekeurig punt slechts één kromme
p* en is een willekeurige rechte maar van é¢én exemplaar
koorde, dan heet de congruentie bilinearr. FEene zoodanige
congruentie zullen we aanduiden door het tecken [p*].

Onder hoofd- of basispunten eener congruentie verstaat
men punten, die op alle exemplaren der congruentie gelegen
zijn. Een hoofdpunt draagt dus o* krommen p°.

De verbindingslijn van twee hoofdpunten der congruentie
heet hoofdkoorde. Een hoofdkoorde wordt dus door elke
kromme p* der congruentie in twee vaste punten gesneden.

In de volgende hoofdstukken zullen eenige bilineaire con-
gruenties van kubische ruimtekrommen aan een onderzoek
onderworpen worden en wel door eene afbeelding op het
platte vlak. Eene zoodanige afbeelding is slechts dan mogelijk,
indien twee op vaste rechten gekozen punten slechts ééne
kromme p* bepalen; elke kromme wordt dan in het algemeen
door één punt van het genoemde platte vlak vertegenwoordigd
en omgekeerd: elk punt van het vlak is in het algemeen
beeld van ééne kromme p* Een punt in de afbeelding,
hetwelk het beeld is van @' krommen p* der [p®], heet een
singulier punt.
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Ben lijn in de afbeelding, van welke o' punten één
enkele kromme p* der [p®] vertegenwoordigen, heet een
singuliere lLijn.

et zal nu blijken, dat een dergelijke afbeelding één aan
één een helder licht werpt op vele eigenschappen der con-
gruenties van kubische ruimtekrommen, tot welker bespreking
wij thans overgaan.



HOOFDSTUK L

De eerste algemeene congruentie van VENERONI.

§ 1. Wij willen eens twee bundels quadratische opper-
vlakken beschouwen, aangeduid door (Pf) en (P3). De basis-
figuur van den eersten bundel wordt gevormd door de
kubische ruimtekromme ¢ en ¢én harer koorden b, die van
den tweeden bundel door de kubische ruimtekromme o3 en
dezelfde rechte b, die ook koorde van ¢ is.

Elk oppervlak ®7 geeft nu met elk oppervlak @} eene
doorsnede, die bestaal uit de rechle b en nog eene kubische
ruimtekromme p®. De beide hundels bepalen zoo c0* krommen
p® en brengen dus een [¢?] voort. Naar den wiskundige,
die haar het eerst heeft aangewezen, wordt zij de eerste
algemeene congruentie van VENERONI genoemd.

De congruentie is bulinearr.

Immers: door een willekeurig punt P gaat één oppervlak
®? en één oppervlak @3, dus één p®, welke met de rechte b
de doorsnede dezer beide oppervlakken vormt. Verder snijden
de beide bundels (P?) en (P3) op eene willekeurige rechte !
twee quadratische involuties in, welke involulies een gemeen-
schappelijk paar hebben. Dit puntenpaar behoort zoowel
tot een opperviak ®? als tol een oppervlak @3 dus tot de
snijkromme dezer twee oppervlakken, welke bestaal uit de
rechte b en eene kromme p° der congruentie, die dus de
rechte [ tot koorde heeft.

Uit het bovenstaande volgt onmiddellijk, dat eene kromme p®
der congruentie elk oppervlak ®* waarop ze nzet ligt, in
geen andere punten kan snijden, dan welke gelegen zijn op
de basisfiguur van den bundel, waartoe ®* behoort. Van
de zes snijpunten van eene kromme p° met ®* liggen er twee
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op de rechte b, zoodat dus 4} en o door elke kromme p?*

der congruentie in vier punten gesneden worden.

8 2. Om eene afbeelding ') dezer congruentic op het
puntenveld tot stand te brengen, denken we ons een plat
vlak « gegeven, dat we als tafereel of beeldvlak aannemen.
Verder kiczen we op de basiskromme o een punt Ci en op
de basiskromme o5 een punt Ca. De raaklijn 71 aan ¢} in
(y snijde het vlak « in P, de raaklijn »2 aan 5 in Cs snijde
« in @, Elk oppervlak ®? heeft in C: een bepaald raakvlak,
dat « snijdt volgens een rechte p door P en elk oppervlak
$2 heeft in C» een bepaald raakvlak, dat « snijdt volgens
een rechte q door @.

Wij beschouwen nu de op deze wijze verkregen rechten p,
als de afbeeldingen der oppervlakken ®7 en de rechien g als
de afbeeldingen der oppervlakken @3 Het snijpunt van een
liijn p en een lijn ¢ aanvaarden we verder als het beeld van
die kromme p® der congruentie, welke met de rechte b de
doorsnede van de door p en ¢ vertegenwoordigde opper-
vlakken ®? en P2 vormt. Maar ook omgekeerd: elk punt van
het beeldvlak « bepaalt een straal van den waaier (p) en
een straal van den waaier (g), dus een vlak (p, 1), waaraan
een oppervlak ®% in C; raakt en een vlak (g, rz), waaraan
een oppervlak @7 in C: raakt. Deze twee oppervlakken be-
palen één kromme p* der congruentie; de afbeelding is dus
één aan één, op enkele uitzonderingen na. Er is één kromme
p3, die afgebeeld wordt door ieder punt van de rechte », die
de toppen I’ en @ der beide waaiers verbindt; ro is dus een
singuliere rechte van de afbeelding.

De waaiertoppen P en @ zijn singuliere punten van de
afbeelding, want zij zijn de beelden van ! krommen p* en

1) Door den heer Dr. G. ScHAAKE werd reeds de congruentie der
kubische ruimtekrommen, die door vier gegeven punten gaan en twee
gegaven rechten snijden, met behulp van de hier gebruikte afbeelding
onderzocht. De resultaten van dit onderzoek verschenen in het verslag
van de. gewone vergadering der Afdeeling Natuurkunde, Deel XXXV,
N°. 3, van de Koninklijke Akademie van Wetenschappen te Amsterdam.
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wel is P het beeld van de oo! krommen p?, die gelegen zijn
op dat oppervlak @3, hetwelk door den straal QP wordt ver-
tegenwoordigd en @ het beeld van de oo! krommen p? die
liggen op dat oppervlak ®f, waarvan de straal P@ het beeld
is. Het zijn nu juist deze beide oppervlakken, welke de boven-
bedoelde door alle punten van 7o afgebeelde kromme p* bepalen.

§ 3. Onderzoeken we eens, welke figuur in het beeldvlak
« het beeld is van het oppervlak, gevormd door alle krommen
¢* der congruentie, die gaan door een vast punt 5 van de
gemeenschappelijke basisrechte b. Er gaan door B %! krom-
men p*, die ieder met b de doorsnede vormen van een opper-
vlak ®? met het oppervlak @3, dat ®f in B raakt. et punt
B is dan dubbelpunt hunner doorsnede, zoodat het kubische
bestanddeel hiervan door B moet gaan. Daar er ! paren
elkaar in B rakende oppervlakken ®% en @2 zijn, zijn er ook
! krommen g%, die door B gaan.

Voegen we nu aan elk opperviak @} dat oppervlak @3 toe,
hetwelk ®? in I raakt, dan ontstaat een projectiviteit, of ver-
wantschap (1,1) tusschen de exemplaren der beide bundels
quadratische oppervlakken, dus ook tusschen de stralen der
heide waaiers (») en (). Het voortbrengsel dezer waaiers
is cene hegelsnede ¢®, welke dus het beeld is van het opper-
vlak, gevormd door alle krommen g® der congruentie, die door
een vast punt B van b gaan. Deze kegelsnede gaat door de
punten P en (), zoodat we haar kunnen voorstellen door
et (PQ).

De krommen p* der congruentie, welke op een gegeven
rechte [ rusten, vormen cen oppervlak, waarvan we de af-
beelding op het tafereel zullen bepalen.

Fen willekeurig oppervlak @7 snijdt  in twee punten. Deze
twee punten bepalen twee oppervlakken P2 welker doorsneden
met P? twee krommen p* bepalen, die op [ rusten. Kvenzoo
behoort bij een willekeurig oppervlak ®F een tweetal opper-
vlakken ®2% welker doorsneden met @3 twee op de rechte !
rustende krommen p* bepalen. De oppervlakken der beide
bundels zijn hierdoor gerangschikt in eene verwantschap (2,2),
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dus ook hunne beeldrechten in het tafereel, dat zijn de stralen
der beide waaiers (p) en (g). Hun voortbrengsel is dus een
Ekromme van den vierden graad, A, welke P en ) tot dubbel-
punten heeft. Wij kunnen haar voorstellen door a* (1% @%).

§ 4. Met behulp van deze uitkomst kunnen we nu den
graad van het oppervlak [' bepalen, waarop alle krommen
p* gelegen zijn, die door een vast punt I van de rechte b
gaan. Het beeld van dat oppervlak is de reeds gevonden
kegelsnede ¢® (P ). Nu snijden ¢ (@) en a* (P*Q?) elkaar
in 2 X4=8 punten. Van deze acht punten vallen er twee in
P en (wee in @, dus hebben de beide beeldkrommen wvier
niet-singuliere punten gemeen. Dat beteekenl, dal op een ge-
geven rechte ! vier krommen p® van het oppervlak I' rusten.
Dit opperviak os dus van den vierden graad en kan door I'
voorgesteld worden.

Tevens kunnen we den graad bepalen van het oppervlak
A, beschreven door de krommen p°, welke de gegeven rechte
[ snijden. Daartoe bepalen we het aantal krommen p*, die
op A gelegen zijn en een willekeurige rechte I' snijden. Bij
" behoort een oppervlak A’, met als beeld eene kromme
pt(P*Q%). De krommen A* (2 Q% en wp* (P?Q°) snijden clkaar
in 4} 4=16 punten. Van deze 16 punten vallen er vier in
P en vier in ¢, dus hebben de beide beeldkrommen acht niet-
singulzere punten gemeen. Dat wil dus zeggen, dat er acht
krommen p* zijn, die op A liggen en de rechte !' snijden;
I" snijdt A dus in acht punten, zoodat A een oppervlak van
den achtsten graad is, en door A® kan worden aangeduid.

Ook volgt hiernit, dat er acht krommen p® van de congruentie
zijn, die op twee gegeven rechten 1 en 1 rusten.

Er is één kromme p3, die de rechte [ tot koorde heeft;
hieruit volgt, dat de beeldkromme A* (*(%) van het opper-
vlak A® een derde dubbelpunt heeft in het beeld van pie De
kromme A* is dus rationaal.

§ 5. Wij willen nog even nagaan, wat de beteekenis is
van de ligging der singuliere punten op de beeldfiguren en
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welke gevolgtrekkingen we mogen maken, als twee beeldfi-
guren elkander in een singulier punt snijden.

Beschouwen we eens twee stralen p; en pe van den waaier
(p). Dat de waaiertop P op pi ligt, beteekent, dat P het
beeld is van die kromme p3 der congruentie, welke het door
den straal p; afgebeelde oppervlak @ met het door den straal
QP van den waaier (g)afgebeelde oppervlak @2 gemeen heeft.
Dat P op den straal pe ligt heeft een overeenkomstige be-
teekenis, met dit onderscheid, dat P, als punt van p. be-
schonwd, een andere kromme p* vertegenwoordigt.

Als dus twee beeldkrommen elkaar in een singulier punt
snijden, mogen we daaruit nzet besluiten tot het gemeen-
schappelijk bezit van een kromme p3 der congruentie der
door deze beeldkrommen vertegenwoordigde oppervlakken.
et is nu duidelijk, dat bij de onderzoekingen in § 4 de
snijpunten der beeldfiguren, die in P en @ vielen, buiten
beschouwing moesten blijven, waar gevraagd werd naar het
aantal gemeenschappelijke krommen der congruentie van twee
oppervlakken.

Bij de in de volgende hoofdstukken te behandelen con-
gruenties van kubische ruimtekrommen zullen we kennis
maken mel andere singuliere punten dan waaiertoppen van
stralen, die oppervlakken afbeelden. Dergelijke punten zijn
eveneens de beelden van o' krommen p* der congruentie.
Ook op deze is van toepassing, wat van de punten P’ en ¢
is gezegd, namelijk dat uit de snijding van twee beeldkrommen
in zoo’'n punt niet mag besloten worden tot het gemeen-
schappelijk bezit van een kromme der congruentie der door
die krommen afgebeelde oppervlakken. Ook hier is alleen
de gevolgtrekking juist, dat op elk dezer oppervlakken één
der ! in dat singuliere punt afgebeelde krommen der con-
gruentie gelegen is. Ligt een hier bedoeld singulier punt
k-voudig op eene beeldkromme, dan bevat het toegevoegde
oppervlak ook % der oo! in dat punt afgebeelde krommen
der congruentie.

§ 6. We willen eens nagaan, hoe de basisrechte b en de
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basiskrommen o8 en ¢ op de oppervlakken I'* en A% ge-
legen zijn.

De beeldkromme ¢ (P @) van het oppervlak ' snijdt de
beeldkromme d2(P () van het oppervlak A% dal gevormd
wordt door alle krommen o® der [p°], die door een vast
punt D van de basisrechte b gaanin 2 niet-singuliere punten.
De oppervlakken T'* en A* hebben dus twee krommen p°
der [p*] gemeen.

Ook volgt hieruit, dat door een willekeurig punt van de
basisrechte & twee krommen p° van het oppervlak I'* gaan.
De rechte b is dus een dubbelrechte op T

Door een willekeurig punt Si van de basiskromme ¢f gaat
één oppervlak @3, waaraan in het punt B van de basis-
rechte b door één oppervlak @} geraakt wordt, hetwelk met
het oppervlak ®; één kromme p° der [#%] voorthrengt. Het
punt Si draagt dus één kromme p* van het oppervlak I'.

FEvenzoo draagt een willekeurig punt S: van de basis-
kromme o5 maar één kromme p* van hel oppervlak [™.

op It

Twee oppervlakken I'* en A* behoorende bij de punten
B en [I) van b, hebben dus gemeen: de twee krommen p*
der [¢®], die door beide punten gedragen worden, de beide
basiskrommen o5 en o3 en de dubbelrechte b. De doorsnede
dezer oppervlakken is dus van den graad

2X 3+2X 342 X 2=16.

Het is gemakkelijk te zeggen, welke stralen p en ¢ de
raakljinen in P en @ aan de kegelsnede ¢® zijn. Elke straal
p snijdt ¢ in twee punten, van welke P er één is. Valt
nu het tweede snijpunt ook in P, dan raakt die straal in P
aan ¢ Het punt P vertegenwoordigt dan die kromme o*
van I'*, welke tot de doorsnede behoort van het door den
straal @ P van den waaier (g) afgebeelde oppervlak @ met
het oppervlak ®f, dat in B het genoemde oppervlak ®; aanraakt.

Len overeenkomstige redeneering geldt voor den in ¢ aan
¢? rakenden straal van den waaier (g).

De beeldkromme A*(P? @) van het oppervlak AS® snijdt
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de beeldkromme ¢* (P @) van het oppervlak I'* in4 X 2=28
punten, waarvan vier in I’ en ¢ vallen, dus ook vier niet-
singulier zijn. Door een willekeurig punt B van de basis-
rechte b gaan dus vier krommen p* der congruentie, die ook
op het oppervlak A8 gelegen zijn. Hieruit volgt, dat & cen
viervoudige rechte op A8 is.

Door een willekeurig punt S; van de basiskromme o3 gaat
één oppervlak @3, dat door de rechte I in twee punten ge-
sneden wordt. Deze twee punten bepalen twee oppervlakken
2 die met het door Si bepaalde oppervlak 7 twee krommen p®
der [¢*] voortbrengen, die op [ rusten. Door Si gaan dus
twee krommen p* van het oppervlak A8 zoodat de basis-
kromme o dubbelfromme op A® is.

Op dezelfde manier kunnen we beredeneeren, dat de basis-
kromme o3 dubbelkromme op AP is.

Twee oppervlakken A®, behoorende bij de rechten ! en [’
hebben gemeen: de acht krommen p3 der [¢°], die op beide
rechten rusten. ok hebben ze gemeen de beide dubbel-
krommen ¢% en o en de viervoudige basisrechte b. De door-
snede van twee zoodanige oppervlakken is dus van den graad

8X84+2X4X3+4X4=064.

§ 7. We willen thans gaan onderzoeken, welk oppervlak
Q. gevormd wordt door de krommen ¢* der congruentie, die
aan een gegeven vlak @ raken. Daartoe bepalen we de
figuur in het beeldvlak «, door welke het gezochte oppervlak
wordt vertegenwoordigd.

Beschouwen we eens een willekeurig oppervlak ®f; dit
snijdt het vlak @ volgens eene kegelsnede &, welke gaat
door het doorgangspunt van de basisrechte b en door de
drie  doorgangspunlen van de basiskromme o met @. Elk
oppervlak @3 snijdt ¢ volgens cen kegelsnede k3, welke ook
gaat door het doorgangspunt van de basisrechie 4 met @
en nog door de drie doorgangspunten van de basiskromme
73 met @. De kegelsneden %3 vormen in @ een bundel (k3) met
als basispunten deze laatsigenoemde vier doorgangspunten.
Zij snijden op de vaste kegelsnede %j, die mel alle exem-
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plaren van den bundel (&) het snijpunt van de rechte b met
het vlak @ en nog drie veranderlijke punten gemecen
heeft, een kubische involutie I* in. Deze heeft vier dubbel-
punten, waaruit volgt, dat het wvier keer voorkomt, dat de
kegelsnede %} geraakt wordt door een exemplaar van den
bundel (£3).

Een oppervlak @7 van den Lweeden bundel snijdt het in
den aanhef van deze § genoemde oppervlak ®f volgens de
rechte b en ecen kromme p* der congruentie. Deze kromme
2° snijdt dus het gegeven vlak @ in de snijpunten der vaste
kegelsnede &2 met de kegelsnede /3, welke de doorsnede is
ran dit oppervlak ®% met @. De involutie I? wordt dus ook
op 4% ingesneden door alle krommen p* van Pj. Telkens als
nu 42 door een exemplaar van denbundel (£3) geraakt wordl,
raakt de bijbehoorende kromme p* aan @. Dit laatste heeft dus
vier keer plaats. Er zijn dus wvier oppervlakken d3, die met
het gegeven oppervlak ®? een aan het gegeven vlak @ akende
kromme p* der congruentie voortbrengen.

Op dezelfde manier kunnen we beredeneeren, dat er vier
opperviakken ®? in den bundel ($}) gevonden worden, die
met een gegeven oppervlak @3 een aan @ rakende kromme
p® der congruentie voorthrengen.

De oppervlakken der beide bundels () en (3} worden
dus op deze wijze gerangschikt in een verwantschap (4, 4),
dus ook hunne beeldrechten in het tafereel, dat zijn de stralen
der beide waaiers (p) en (g). Het voortbrengsel dezer waaiers
is dus eene kromme van den achtsten graad, A% welke P en
@ tot viervoudige punten heeft, en dus voorgesteld kan worden
door 23 (P'Q%. Deze kromme is dus het beeld van het
oppervlak (1.

‘Om den graad van het oppervlak £ te bepalen, gaan we
nu onderzoeken, hoeveel krommen p* van ) op een gegeven
rechte [ rusten, m.a. w. hoeveel krommen ¢° tot de doorsnede
der oppervlakken £ en A® behooren. De beeldkrommen,
A8(P1QY) en A* (P*Q?) dezer oppervlakken snijden elkaar in
83X 4=32 punten, waarvan er 2 X4 X 2=16 in de singuliere
punten P en @ vallen. De beeldkrommen hebben dus 16
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niet-singuliere punten gemeen, dus zijn er ook 16 krommen
o® van de congruentie, die op {2 liggen en tevens op [/ rusten.
De rechte [ snijdt het oppervliak {1 dus in 16 punten, zoodat
dit een opperviak van den zestienden graad, 2'°

De beeldkrommen 28(P'QY) en u8(P*QY van de opper-
vlakken Q en ', behoorende bij twee vliakken @ en @',
snijden elkaar in 8 )X 8==64% punten, waarvan er 2 X 4 X 4= 52
in P en ¢ vallen, dus ook 32 niet-singulier zijn. Ilieruit
volgt, dat er 32 krommen p* der congruentic zijn, die aan twee
gegeven viakken © en @' raken.

De beeldkrommen ¢2(P @) en A8(P* Q%) van I'* en % snijden
elkaar in 16 —8=238 niet Hll][l’l]]](‘l’(‘ punten. Ir gaan dus door
elk punt van b acht krommen p3, die tevens op ' liggen;
b is dus een achtvoudige rechte op dit oppervlak.

Omdat door een willekeurig punt S; van de basiskromme 53
één oppervlak @2 gaat, waaraan vier oppervlakken @7 zijn
toegevoegd, die mel P eene door Si gaande en aan @
rakende kromme p* der [p?] voortbrengen, is o3 een viervoudige
kromme op het oppervlak £2'°,

ivenzoo ligt de basiskromme o3 viervoudig op Q.

Twee oppervlakken £21° behoorende bij de vlakken @ en
@' hebben dus gemeen: (Io twee en dertig krommen p* der
[p%], die beide vlakken aanraken, de beide viervoudige krommen
51 en o3 en de achtvoudige rechte 6. De doorsnede van twee
zoodanige oppervlakken is dus van den graad

32X 8 42X 16 X 3+ 8 X 8 = 256.

§ 8. Onder een ontaarde kubische ruimtekromme verstaat
men eene figuur, die samengesteld is uit bestanddeelen,
waarvan de som der graadgetallen eveneens drie is, lerwijl
de figuur in haar geheel het geslacht nul heeft, evenals eene
enkelvoudige ruimtekromme van den derden graad. Men
kan dus ook zeggen, dat de naam ontaarde kubische ruimte-
kromme slechts toekomt aan figuren van den derden graad,
welke door een gegeven punt maar ééne koorde zenden.

Uit bovenstaande bepaling volgt, dat er twee soorlen van
ontaarde kubische ruimtekrommen zijn.
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In de eerste plaats behooren er de fisuren toe, die bestaan
uit een kegelsnede en een daarop rustende, niet in het vlak
dier kegelsnede gelegen, rechie. Inderdaad kunnen we door
een gegeven punt maar ééne koorde naar deze figuur trekken.

De verbindingslijn van het gegeven punt met het steunpunt
van rechte en kegelsnede telt niet als koorde mee.

In de tweede plaats treden als ontaarde kubische ruimte-
krommen op de figuren, die bestaan uit twee kruisende rechten
gesneden door een derde, van welke figuren de stergraad van
de congruentie harer koorden ook één bedraagt.

Volledigheidshalve willen we nog even vermelden, dat het
geslacht p van een uit twee bestanddeelen van de geslachlen
Pp1en pa samengestelde ruimtekromme uitgedrukt wordt door
de betrekking:

p=p+p:ts—1,
waarin s het aantal snijpunten der samenstellende krommen
beteckent. Eene kegelsnede en ecene rechte, die de kegelsnede
niet snijdt, vormen dus samen een figuur, die het wrtueele
geslacht heeft, zooals men dat uitdrukt, van
0O+0+0—1=—1.
Fene dergelijke figuur kan dus neet gerekend worden tot de
ontaarde kubische ruimtekrommen. Dat een willekeurig vlak
haar in drie punten snijdt, legt dus hier geen gewicht in de schaal.

§ 9. Wi beschouwen thans eerst het geval, dat twee opper-
vlakken (Di" en Cbg elkander snijden volgens de rechte b, cene
kegelsnede 9% en eene rechte d, die op ¢* rust en mel haar
eene ontaarde figuur p® vormt. Het is nu noodzakelijk, dat
zoowel 82 als d door b gesneden worden. Maar ook de beide
hasiskrommen &3 en 73 snijden deze ontaarde figuur e Op
5% liggen drie punten van 2 en drie punten van o, terwijl
de rechte d door s en g3 in één punt gesneden wordt. In
olk vlak door b ligt buiten deze rechte & één snijpunt met
3 en ¢én snijpunt mel 53, dus één rechte d, die b in een
punt @ snijdt. Aan dit vlak raakt in @ één opperviak ®f
en ook één oppervlak ®;. Deze twee oppervlakken hebben
eene doorsnede, die bestaat uit de rechten b en d — wanl
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d is van elk der oppervlakken de tweede beschrijvende lijn
van het raakvlak in @ — en dus nog een kegelsnede o°.
Wentelt nu dit vlak om de rechte b, dan beschrijven de ont-
aarde figuren p® een oppervlak ¥, bestaande uit twee andere
oppervlakken, &, dat door de rechien d, en A, dat door de
kegelsneden ¢* afzonderlijk beschreven wordt.

Van het oppervlak ¥ willen we nu de afbeelding op het
tafereel en met behulp dezer afbeelding den graad bepalen,
en daarna langs een anderen weg de graadgetallen van
en A.

We beginnen met het oppervlak ¥, beschouwd als één
enkel oppervlak, dat voortgebracht wordt door alle uit een
kegelsnede ¢* en een daarop steunende rechte d samengestelde
krommen g% We kiezen nu een willekeurig oppervlak @3
en vragen naar het aantal rechten «, die op het oppervlak
®! gelegen zijn. Het zijn er vier, want elke rechte d moet
behalve op b en o} rusten op o3, omdat ze het lineaire be-
standdeel is van de ontaarde kromme p°, die door twee
oppervlakken, @f en $2, wordt voortgebracht. Nu snijdt o
het oppervlak in zes punten, waarvan er fwee Op b liggen.
Door elk der wvier andere punten gaat ééne beschrijvende
van ®%, die op b rust, dus ééne rechte d. Op P} liggen dus
vier rechten d. Kr zijn dus wier oppervlakken O3 die met
het gegeven oppervlak ®f eene rechte o gemeen hebben.
Evenzoo zijn er wier oppervlakken $?, die met een gegeven
oppervlak P2 een rechte d gemeen hebben. Voegen we nu
aan clk oppervlak ®2(Pf) de wier oppervlakken P2 () toe,
welke er een rechte d mee gemeen hebben, dan worden de
oppervlakken der beide bundels gerangschikti in eene ver-
wantschap (4, 4), dus ook hunne beeldrechten in het tafereel.
De stralen der beide waaiers (p) en (g), gerangschikt in een
verwantschap (4, 4), brengen eene kromme van den achtsten
graad, %, voort, welke kromme de waaiertoppen Pen @
tot wiervoudige punten heeft. Deze kromme y°(P* Q) is dus
het beeld van het oppervlak ¥.

Om nu den craad van het oppervlak ¥ te bepalen, gaan
we onderzoeken, in hoeveel punten ¥ door een willekeurige
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rechte 7 gesneden wordt. We herinneren ons, dat de kromme
A4 (P2 (%) het beeld is van het oppervlak A% welk oppervlak
beschreven werd door alle krommen p* van de congruentie,
die op een gegeven rechte /rusten. De krommen At (P? @°) en
o8 (P! ') snijden elkaar in 4 >} 8 =32 punten, waarvan er
16 in P en € vallen, dus 32 — 16 = 16 buiten de singuliere
punten. Er zijn dus 16 krommen g%, in dit geval ontaarde
krommen p° die op een gegeven rechte [ rusten en levens
op ¥ liggen, waurnit volgt, dat de rechte / het oppervlak ¥
in 16 punten snijdt, zoodat dit een opperviak van den zestienden
graad, ¥'%, is.

De basisrechte b is een achtvoudige rechie en de basis-
krommen o en o) zijn viervoudige krommen op ¥

De achtvoudigheid van de basisrechte b en de viervoudig-
heid der krommen & en o op het oppervlak ¥'® kan op
dezelfde manier aangetoond worden, als aan het slot van
§ 7 is gedaan voor het oppervlak £2'°

Het is niet mogelijk, om met behulp der hier behandelde
afbeelding de graadgetallen der oppervlakken 5 en A fte be-
palen, aangezien wij alleen krommen »” hebben doen vertegen-
woordigen door punten in het tafereel en geen rechlen cn
kegelsneden afzonderlijk. Volledigheidshalve willen we echter
die getallen toch berekenen, en wel door den graad van S
uit te vorschen.

Beschouwen we eens een willekeurig vlak 3 door 6. Van
het oppervlak & ligt daarin b en één rechte d, namelijk de
verbindingslijn van de niet op b gelegen snijpunten van s} en
s3met 8. De kegels, die of en s3 it het snijpunt van b met
d projecteeren, hebben negen ribben gemeen, waarvan er vier
langs b vallen. De andere vijf zijn dus rechten d, waaruit
volgt, dat b wifvoudige rechte van het regelvlak 5 is. Ilet
vlak 8 geeft dus met T eene doorsnede van den zesden graad,
zoodat zes de graad van 5 is, en dus fien de graad van A.

Het oppervlak ¥'® bestaat dus uit een regelvlak S° en een
opperviak A™.

Daar b vijfvoudig op 5° is, is ze drievoudig op A'.

Door een punt van o) en de rechte b is een vlak bepaald;
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dit vlak snijdt ; in drie punten, waarvan er twee op b liggen.
De verbindingslijn van hel derde snijpunt van s; met dat vlak
en hel op s} gekozen punl is een rechle . Door een punt
van 43 en dus ook van #5 gaal bijzevolg maar één rechte d,
zoodat de basiskrommen & en gy enkelvoudige krommen op
S% zijn en dus drievoudige krommen op A,

§ 10. Vervolgens willen we het geval nagaan, dat twee
oppervlakken @} en @3 elkander snijden volgens vier rechten,
b, a1, as en ¢. Deze vier rechten moeten zoodanig ten op-
zichte van elkaar gelegen zijn, dat fwee ervan elkander kruisen
en door de beide andere gesneden worden. Stel dat b en ¢
elkander kruisen, dan worden ze door @, en az beide gesneden.
De ontaarde kromme p® bestaat dan uit de beide kruisende
rechten @1 en as, die gesneden worden door de rechie c¢. De
basiskrommen ¢ en o5 hebben & tol koorde, dus ook ¢,
terwijl ze elk op a1 en az €en snijpunt hebben. De rechte
¢ is dus gemeenschappelijke koorde van gy en 3. Nu hebben
twee kubische ruimtekrommen #en gemeenschappelijke koor-
den; behalve b hebben o5 en 3 er dus negen, zoodat er negen
Siguren p* zijn, die wit drie rechten bestaan.



HOOFDSTUK IL

Eerste bijzondere geval van de eerste algemeene
congruentie van VENERONIL

& 1. Als bijzonder geval van de twee bundels (uadratische
opperviakken van hoofdstuk 1 willen we nu eens twee bundels
quadratische kegels, aangeduid door (K%) en (K73), beschouwen.
Laat daartoe gegeven zijn vier punien Ay, A, As, A4 en
twee rechten, ¢ door A en e door As. Als basisfiguur
van den bundel (K7 kiczen we de vier rechten A1 Ao, A1 4s,
A, As en er en als basisfiguur van den bundel (K3) de vier
rechten As A1, A2 As, Az A4 en ca.

De beide bundels hebben de basisribbe Ay A: gemeen,
soodat ze een bilineaire congruentie [»°] voortbrengen, voor
het bewijs waarvan wij naar het vorige hoofdstuk verwijzen.

§ 2. We zullen beginnen met van deze congruentie eene
afbeelding op het plalte vlak tot stand te brengen.

Een punt van de basisribbe ¢ van den bundel (K3)
draagt één kegel K3 dus o' krommen p® der congruentie,
alle gelegen op den kegel K2 en met de gemeenschappelijke
basisribbe A1 As de doorsneden vormend van K2 mel de
exemplaren van den bundel (K?).

Evenzoo draagt een punt van de hasisribbe ez van den
pundel (K2) één kegel Kj, dus o' krommen p* der [p°].

" Door twee punten Cp en C: van de basisribben ¢ en ce
gaat dus 6één kromme p° der %, namelijk die kromme ¢
welke met A; A, de doorsnede vormt van den door 'y be-
paalden kegel K3 en den door (s bepaalden kegel K.
Worden nu de puntenreeksen (Ci) en (Cs) in projectief ver:
band gebracht mel de stralenwaaiers (p) en (g), gelegen in
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een plat vlak «, dat we als tafereel of beeldvlak kiezen, dan
wordt elke kromme p° der [o°] afgebeeld in een punf van e,
terwijl omgekeerd elk punt van « snijpunt is van één straal
p en ¢én straal g, dus één punt Cy op ¢1 en één punt Cs op ce,
dus ¢én kegel K2 en één kegel K7, dus één kromme p° der
[¢°] bepaalt, althans in het algemeen. Er is ¢én punt D
op €1, waaraan 1s toegevoegd de lijn P @, die de toppen P
en ( der waaiers (p) en (g) verbindt. De o' krommen p3
welke door B gaan, hebben alle hun beeld in ¢. Evenzoo
is er één punt By op ¢z, dat tot beeld heeft de lijn @ P, nu
dus beschouwd als straal van den waaier (g). De oo!
krommen p*, welke door B: gaan, hebben alle hun beeld in P.

Het exemplaar van de congruentie, dat door By en B:
gaat, wordt afgebeeld in elk punt van de lijn P Q.

We kunnen deze afbeelding ook zoo beschouwen, dat elke
straal p van den waaier (p) een kegel K% en elke straal g
van den waaier () een kegel K7 vertegenwoordigt. Het
snijpunt dezer stralen beeldt dan die kromme p* der [p°] af,
welke met A; A2 de doorsnede dier beide kegels vormt.

De punten P en @ zijn singuliere punten in de afbeelding.
Zij vertegenwoordigen elk co! krommen p* der congruentie.

§ 3. Allereerst gaan we nu onderzoeken, welke de beelden
zijn van de ontaarde figuren p°, die zijn samengesteld uit
een rechte d en eene kegelsnede ¢, die op d rusten tevens
van die, welke uit drie rechten bestaan. Wij onderscheiden
negen groepen ontaarde figuren 0.

Groep 1. We brengen een vlak door Ay, As en 45, dat
we @ zullen noemen. De transversaal di door Ay over e
en ¢z moge @4 in Dy snijden. Nu vormt ds met elke kegel-
snede ¢*, gelegen in @4 en gaande door de punten Ay, Ag, A3
en Dy een ontaarde figuur p% In ¢y ligt een bundel (¢*) met
de genoemde vier punien als basispunten, zoodat tot deze
aroep o' ontaarde figuren p* der [¢%] behooren.

De rechte di snijdt ¢ in S, en ¢ in 7". Het punt S
heeft tot beeld een straal p, het punt T" een straal ¢q. Het
snijpunt Sy dezer twee stralen is dus het heeld van alle
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ontaarde krommen p® die tot deze cerste groep behooren;
het is dus een singulzer punt van de afbeelding.

Tot den bundel kegelsneden in @i behooren drie ontaarde
kegelsneden, welke ieder met de rechte di een uit drie
rechten bestaande figuur p* der [p*] vormen.

Groep 11. We brengen een vlak @3 door 4;, 4: en Ai.
De transversaal ds door As over ¢ en ¢z moge Qs in [
snijden. De punten A, Az, Ay en Ds éijn nu de basispunten
van een in @3 gelegen bundel (¢*), waarvan elk exemplaar
met ds een ontaarde figuur p® der [p°] vormt. Qok hier
vinden we dus oo! ontaarde figuren p®.

De bundel (¢®) bezit drie in twee rechten ontaarde kegel-
sneden; we vinden dus ook hier drie ontaarde figuren ?
die uit drie rechten bestaan.

De rechte ds rust in twee vaste punten, S en 7" op
e1 en ¢z, Het snijpunt S3 van de stralen in het tafereel «,
die aan deze punten 8" en T'' toegevoegd zijn, is dus het
beeld van alle tot deze groep behoorende ontaarde figuren o®
der [¢®]. Ook Ss is dus een singulier punt van de afbeelding.

Groep III. We brengen een vlak @2 door 41, 4s en Ay,
welk vlak de rechte ¢ in S: moge snijden. Iet lineaire
bestanddeel van elke tot deze groep behoorende ontaarde
figuur p® moet door 4. gaan en op ¢ rusten. Aan elken
straal d» van den waaier (Ag, c1), welke straal @. in [
moge snijden, is de kegelsnede ¢® in @2 door Ay, As, 44, Se
en D toegevoegd; zij vormt met d: een ontaarde figuur p®
Deze kegelsneden vormen in @: een bundel met basispunten
A1, Aa, fla; en Sz.

Het komt driemaal voor, dat een kegelsnede van dezen
bundel ontaardt in twee rechien, die met dz een ontaarde
figuur p® vormen, die uit drie rechten bestaat.

~-Het vaste punt S: en e, waardoor alle ontaarde figuren
p* dezer groep gaan, heelt tot beeld een lijn ¢ in «. De
veranderlijke snijpunten der lijnen o2 met ¢ hebben tot
beelden de stralen van den waaier (p), door welke ¢: ge-
sneden wordt in de beeldpunten der o' fol deze groep be-
hoorende ontaarde figuren p®. De beeldfiguur dezer oo! ont-
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aarde krommen p*® is dus de straal g: van den waaier (g).

Groep IV. We brengen een vlak @1 door As, 4; en Ay,
welk vlak door de rechte e in Si gesneden moge worden.
Het lineaire bestanddeel van elke tot deze groep behoorende
ontaarde figuur ¢* moet door A gaan en op ce rusten. Aan
elken straal d; van den waaier (4, ¢z), welke straal @, in
D; moge snijden, is dus een kegelsnede ¢® in @&; door 4.,
As, As, Si en Dy toegevoegd, die met d; een ontaarde
figuur p® vormt. Deze kegelsneden vormen in @i een bundel
met basispunten A, As, A4 en Si.

Het komt driemaal voor, dat een kegelsnede van dezen
bundel ontaardt in twee rechlen, die met d; een ontaarde
figuur p* vormen, die uit drie rechten bestaat.

Het vaste punt Si van ¢, waardoor alle ontaarde figuren
p® dezer groep gaan, heeft tot beeld een lijn pi in «. De
veranderlijke snijpunten der lijnen di met ¢z hebben tot
beelden de stralen van den waaier (¢), door welke p: ge-
sneden wordt in de beeldpunten der oc! tot deze groep be-
hoorende ontaarde figuren p®. De beeldfignur dezer oo!
ontaarde krommen p?* is dus de straal pi van den waaier (p).

Groep V. We brengen een vlak @a door de rechte ¢
en het punt As. Dit vlak wordt door ¢; in T gesneden,
want de rechte door As; en dit snijpunt rust tevens op ¢
en is dus de in groep II opgetreden transversaal ds.

Het lincaire bestanddeel der tot deze groep behoorende
ontaarde figuren p® is de rechte des, die Az en A4 verbindt.
Zij moge Qg4 in Doy snijden.

De punten Ai, As, 7' en D in Qo zijn nu de basis-
punten van een bundel (¢®), waarvan elk exemplaar met de
rechte dea een ontaarde figuur p° vormt. [Hiervan zijn er
dus ocl,

Tot den genoemden kegelsnedenbundel behooren drie uit
twee rechten samengestelde kegelsneden. Er zijn dus drie
tot deze groep behoorende figuren p®, die uit drie rechten
bestaan.

Het punt 7"' op ce, waardoor alle ontaarde figuren dezer
groep gaan, heeft tot beeld een lijn gz« van den waaier (g).
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Dit is echter dezelfde straal, die reeds in groep II is opge-
treden; hij bevat dus het singuliere punt Ss. De veranderlijke
punten, door de exemplaren van den bundel (¢*) op ¢ in-
gesneden, hebben tot beelden alle stralen van den waaier (p)
Hieruit volgt, dat de beeldfignur der oo! tot deze groep be-
hoorende ontaarde figuren p* de straal go4 is.

Groep VI. We brengen een vlak @3 door de rechte ¢
en het punt A4y Dil vlak wordt door ¢ in T gesneden,
want de rechte door Ay en dit snijpunt rust tevens op ¢
en is dus de in groep I opgetreden transversaal d;.

Het lineaire bestanddeel der tot deze groep behoorende
ontaarde figuren ,03 is de rechte des, die As en As verbindt.
Zij moge Qg3 in Des snijden.

De punten Ai, As, 7° en Dy in @3 zijn nu de basis-
punten van een bundel kegelsneden, waarvan elk exemplaar
met de rechte des ecen ontaarde figuur p® vormt. Hiervan
zijn er dus ool

Tot den genoemden kegelsnedenbundel behooren drie uit
twee rechten samengestelde kegelsneden. Kr zijn dus drie
tot deze groep behoorende figuren p die uit drie rechten
bestaan.

Het punt 7' op ¢, waardoor alle ontaarde figuren dezer
groep gaan, heeft ot beeld een lijn ¢ss van den waaier (9).
Dit is echter dezelfde straal, die reeds in groep I is opge-
treden; zij bevat dus hel singuliere punt S;. De verander-
lijke punten, door de exemplaren van den bundel (¢*) op e
ingesneden, hebben tot beelden alle stralen van den waaier
(p). Hieruit volgt, dat de beeldfiguur der oo! tot deze groep
behoorende ontaarde figuren p* de straal ges is.

Groep VII. We brengen een vlak @11 door de rechte e
en het punt As. Dit vlak wordt door ¢; in S” gesneden,
want de rechte door As en dit snijpunt rust tevens op 6
en is dus de in groep II opgetreden transversaal ds.

Het lineaire bestanddeel der (ot deze groep behoorende
ontaarde figuren p° is de rechte dis, die 4, en A, verbindt.
Zij moge @14 in Dia snijden.

De punten Az, As, S en Dis in @y zijn de basispunten
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van een kegelsnedenbundel (¢®), waarvan elk exemplaar met
de rechte dis cen ontaarde figuur p* vormt. Hiervan zijn
er dus ool

Tot den genoemden kegelsnedenbundel behooren drie uit
twee rechten samengestelde kegelsneden. Er zijn dus drie
tot deze groep behoorende figuren p? die uit drie rechten
bestaan.

Het punt S op ¢, waardoor alle ontaarde figuren dezer
groep gaan, heefl tot beeld een lijn pi4 van den waaier (p).
Dit is echter dezelfde straal, die reeds in groep Il is opge-
treden; zij bevat dus het singuliere punt S;. De verander-
lijke punten, door de exemplaren van den bundel (¢?) op e:
ingesneden, hebben tot beelden alle stralen van den waaier
(7). Hieruit volgt. dat de beeldfiguur der oo! tot deze groep
behoorende ontaarde figuren p* de straal py is.

Groep VIII. We brengen een vlak @15 door de rechle e
en het punt 44 Dit vlak wordl door ¢ in § gesneden,
want de rechte door Ay en dit snijpunt rust tevens op e,
en is dus de in groep I opgetreden transversaal d;.

Het lineaire bestanddeel der tot deze groep behoorende
ontaarde figuren p® is de rechte dis, die 4: en 4; verbindt.
Zij moge @ in Dis snijden.

De punten Az, As, S en Dis in @13 zijn nu de basispunten
van een bundel kegelsneden (¢*), waarvan elk exemplaar met
de rechte dis een ontaarde figuur p° vormt. Hiervan zijn
er dus ool

Tot den genoemden kegelsnedenbundel behooren drie uit
twee rechten samengestelde kegelsneden. Er zijn dus drie tot
deze groep behoorende figuren p*, die uit drie rechten bestaan.

Het punt S op ¢, waardoor alle ontaarde figuren dezer
groep gaan, heeft tot beeld een lijn pis van den waaier (p).
Dit is echter dezelfde straal, die reeds in groep I is opge-
treden; zij bevat dus het singuliere punt Si. De veranderlijke
punten, door de exemplaren van den bundel (¢*) op ¢ in-
gesneden, hebben tot beelden alle stralen van den waaier (g).
Hiernit volgt, dat de beeldfiguur der o' tot deze groep be-
hoorende ontaarde figuren p* de straal pis is.



22

Groep IX. We beschouwen een willekeurig vlak @12 door
de rechte 4; 4,. Dil vlak wordt gesneden door de rechten
e en co en ook door het lineaire bestanddeel, dat nood-
zakelijk in deze groep optreedt: de rechte dis= A, As.
Noemen we de snijpunten dezer drie rechten met @1» achtereen-
volgens (i, C: en Diz, dan ligt er in @1z één kegelsnede ¢,
die door diz tot een ontaarde kromme p* wordt aangevuld.
Wentelt nu @12z om de rechte As Ay, dan beschrijven de
kegelsneden, waarvan er in elk vlak O;2 één ligt, het qua-
dratisch oppervlak, bepaald door ¢, e, As, A+ en een punt
van di2. Dit quadratisch oppervlak is dus tevens de meet-
kundige plaats der ontaarde krommen p* dezer groep. [Lr
zijn er ool

Komt het punt A: in het vlak @ te liggen, dan treffen
we een exemplaar van groep III aan. De kegelsnede raakt
dan in A; aan den doorgang van het vlak 4.¢. In den
stand, waarin het punt 4. in @; valt, vinden we een exem-
plaar terug van groep IV. De kegelsnede raakt dan in A,
aan den doorgang van het vlak 41 ¢. Deze twee exemplaren
o bestaan elk uit een kegelsnede en de rechte dis.

Tot de groep IX behooren twee figuren p% die uit drie
rechten zijn samengesteld.

Ten eerste vormt diz met de transversaal ds door As over
c1 en ¢z en de transversaal door A over diz en ds een in
drie rechten uiteengevallen kromme p® der congruentie.

In de tweede plaats wordt een zoodanige ontaarde figuur
p* gevormd door die, de transversaal di door 4, over ¢ en co
en de transversaal door 4s over di» en d..

De beide laatste ontaarde figuren hebben we reeds achter-
eenvolgens in groep Il en in groep I ontmoet.

We moelen nu nog onderzoeken, door welke fignur de
o * ontaarde krommen p* dezer groep in het tafereel worden
vertegenwoordigd. De puntenreeksen (Ci) en (C,), die door
het wentelende vlak @12 op de rechten ¢ en ¢2 worden in-
gesneden, zijn projectief, daar een willekeurig punt op ¢
één vlak @iz bepaalt, dus één punt op ¢ en omgekeerd.
De stralen der beide waaiers (j)) en (q} in 2 worden dus
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ook in eene verwantschap (1, 1) gerangschikt; hun voort-
brengsel is eene kegelsnede ¢° die door P en  gaat, maar
ook door de beide singuliere punten S; en Sy omdat de
groep IX een exemplaar gemeen heeft met groep II en één
met groep I, namelijk in beide gevallen een uit drie rechten
bestaande figuur »®. We kunnen deze kegelsnede dus voor-
stellen door 7% (P @ Ss Si).

Hiermee zijn alle ontaarde figuren p3 die tot deze con-
gruentie behooren, aangewezen.

§ 4. Ons eerste doel zal nu zijn, na te gaan hoeveel uit
drie rechte bestaande figuren p® deze congruentie bevat.

Tellen we de tot de negen in § 3 behandelde groepen
behoorende gevonden uit drie rechten bestaande figuren 0
samen, dan vinden we het getal 26. Dit is echter niet het
gezochte aantal. De ontworpen afbeelding zal uitwijzen, dat
we ze alle dubbel hebben geteld: er zgn er slechts dertien.

Het buiten P vallende snijpunt van den straal p;, die de
figuren van groep IV afbeeldt, met de kegelsnede ¢2, die de
exemplaren van groep IX vertegenwoordigt, is het beeld van
de aan de groepen 1V en IX gemeenschappelijke ontaarde
fignur, die uit een rechte en een kegelsnede bestaat, waarop
reeds gewezen werd.

Het buiten ¢ vallende snijpunt van den straal ¢, die de
figuren van groep III albeeldt, met de kegelsnede o is het
beeld van de aan de groepen III en IX gemeenschappelijke
ontaarde figuur, die uit een rechte en een kegelsnede bestaat;
deze werd ook reeds vermeld.

Andere dan deze twee mniet uit drie rechten bestaande
ontaarde figuren p*® kunnen de negen groepen nief gemeen
hebben. De overige snijpunten der beeldfiguren onderling,
die gelegen zijn buiten de singuliere punten P en @, wijzen
op hel gemeenschappelijk bezit van uit drie rechten samen-
gestelde ontaarde figuren p* der door die beeldfiguren ver-
tegenwoordigde groepen.

Het singuliere punt S; ligt op de rechten pis+ en g en
op de kegelsnede ¢*. In Ss worden dus drze uit drie rechten
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bestaande ontaarde krommen p° afgebeeld, die bij de ver-
melding van het getal 26 dubbel geteld zijn.

Ook het singuliere punt S; vertegenwoordigt dize dubbel
getelde exemplaren wegens zijn ligging op de rechten pys en
g2 en op de kegelsnede o2

Eindelijk vertegenwoordigen de snijpunten der lijnenparen
P1oen gz, p1 €N Ges, pP1 €1 Go4, P13 €N G2, Pr4 €0 G2, P13 €1 Qas
en pua en ¢us elk nog één dubbel geleld exemplaar.

We vinden met behulp der afbeelding dus dertien dubbel
gestelde exemplaren en daar er 26 geteld waren, zonder op
de gelijkheid te letten, bevat deze congruentie juist dertien
wit drie rechten bestaande figuren p®.

§ 5. Wij willen nu met behulp der afbeelding onderzoeken,
welk oppervlak gevormd wordt door alle krommen 4* der
congruentie, die op een gegeven rechte [ rusten.

Door een punt Ci van de basisrechte ¢; gaan 90! krommen
p® der [2*], alle gelegen op den kegel K2, die door dit punt
Cy is bepaald. Deze kegel wordt door de rechte I in twee
punten gesneden. Deze twee punten bepalen elk een kegel
K3, die met den kegel Ki een kromme p® van de [p]
voortbrengt, die door C: gaat en op [ rust, terwijl deze
krommen p° op de basisrechte ¢: elk een punt bepalen.
Aan het punt Ci op e1 zijn op deze wijze twee punten van
ce toegevoegd.

Omgekeerd gaan door een punt Cs van ¢; ook ! krommen
p° der [p?], alle gelegen op den door C; bepaalden kegel KF,
die door [ ook in twee punlen gesneden wordt. Deze punten
bepalen weer twee kegels K3, deze kegels twee krommen
p® der [p*] en deze krommen snijden op ¢ twee aldus aan
Ce toegevoegde punten in.

De puntenreeksen (Ci) en (C:) op ¢1 en ¢ worden op deze
wijze in eene verwantschap (2, 2) gerangschikt, dus ook hunne
beeldrechten in het tafereel. Het voortbrengsel der beide
waaiers (p) en (g) is dus eene kromme van den vierden graad,
A%, welke de waaiertoppen P en @ lot dubbelpunten heeft.

In het vlak @, ligt één kegelsnede, die op 7 rust evenals
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in het vlak @s. De singuliere punten S; en S;, welke de
ontaarde figuren p3 van groep I en groep II vertegenwoor-
digen, liggen dus ook op A% We kunnen deze kromme dus
voorstellen door A*(F* @*Ss; Si). Ook kan hier reeds op-
gemerkt worden, dat de kromme 2% die blijkbaar rationaal
moet zijn, haar derde dubbelpunt heeft in het beeldpunt van
die kromme p° der congruentie, welke de gegeven rechte [
tot koorde heeft.

De kromme A*(P? (* S3 Sy) is dus het beeld van het opper-
vlak A, dat de meetkundige plaats is van alle krommen o3
der congruentie, die op een gegeven rechte ! rusten. We
willen nu van A den graad bepalen, door te onderzoeken,
in hoeveel punten een tweede rechte ! dit oppervlak snijdt.

Het beeld van het oppervlak, dat gevormd wordt door
alle krommen p® der [p?], dic op ¢’ rusten, is een kromme
pt (P% Q%83 S4).  Deze kromme snijdt A (P?Q%SyS) in
4 X 4 =16 punten. Van deze vallen er2 X 2 X 242 X 1=10
in de vier singuliere punten, dus zes daarbuilen. Dit be-
teekent, dal er zes krommen p° zijn, die zoowel op 7 als
op !’ rusten, dus dat het oppervlak A door de rechte " in
zes punten gesneden wordt. Het is dus een opperviak van
den zesden graad, A°.

Utl bovenstaande redeneering volgt tevens, dat de con-
gruentie zes krommen p° beval, die op twee gegeven rechien
[ en I’ rusten.

Met behulp der afbeelding kunnen we ook nagaan, welke
rechte lijnen op het oppervlak A° gelegen zijn.

De krommen A*(P? @* Sy S8i) ens® (P ) Ss Si) snijden elkaar
in 4 X 2=28 punten. Hiervan vallen er 4 in P en @ en
2 in S en Si; dus ze hebben twee niet-singuliere punten
gemeen, waaruit volgt, dat er twee tot groep IX behoorende
ontaarde figuren p* op A°® liggen, dat wil dus zeggen twee
kegelsneden dezer groep, zoodat diz dubbelrechte is.

Omdat door el punt van ¢ en ook van ez twee krommen
p* der [¢*] gaan, die op [ rusten, zijn ook ¢ en ¢ dubbel-
rechten op A,

De rechten dsi, des, dis en dis zijn enkelvoudige rechten
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op A® omdat A*(P?Q®S; Si) de stralen gus, gus, p1a en pis
buiten de singuliere punten elk in één punt snijdt.

De rechten ds en ds liggen enkelvoudig op A°, omdat A*
(P2 * 83 8,) de punten Si en Ss bevat.

Verder bevat A°® van elk der beide waaiers (4 ¢z) en
(A e1) twee stralen, omdat Ar (P* @ Ss Si) de beeldrechten p;
en ¢s elk in twee punten buiten de singuliere punten snijdt.

Eindelijk ligt de rechte [ op A’

De kromme g% van welke 7 koorde is, is dubbelkromme op AS.

Op het oppervlak AY liggen dus drie dubbelrechten, elf
enkelvoudige rechten, en één dubbelkromme p*.  Hieruit volgt,
dat er op A® ook gelegen zijn twaalf kegelsneden, waarvan er
tien met elk der enkelvoudige rechten — de rechle [ niet
medegerckend — en twee met de dubbelrechte dy2 ontaarde
figuren p® vormen.

Ter controleering van den graad van de doorsnede van twee
oppervlakken AS behoorende bij de rechten / en !, kunnen
we opmerken, dat ze gemeen hebben: de zes krommen 3,
die op [ en op I rusten, de drie dubbelrechten en zes van
de enkelvoudige rechten. De twee maal twee stralen der beide
waaiers (4ie:) en (A4 er) verschillen namelijk bij verschillende
oppervlakken A. De doorsnede van twee zoodanige opper-
vlakken is dus van den graad

6 ¢ 843 X 4+ 6 =36.

Uit het bezil van twee niet-singuliere snijpunten der krommen
72 (P Q Ss Si) en A (P? Q* S; Sg) blijkt opnieuw, dat de meet-
kundige plaats der in groep IX optredende kegelsneden een
quadratisch oppervlak is: [ snijdt dit blijkbaar in fwee punten,

§ 6. We willen nu gaan onderzoeken, welk oppervlak
gevormd wordt door alle krommen p* der congruentie, die
aan een gegeven vlak @ raken.

Door een punt Cy van de basisrechte e; gaan o' krommen
o der [p], gelegen op den door dit punt C; bepaalden kegel
Kj. Een willekeurig vlak @ snijdt dezen kegel volgens een
kegelsnede %3, welke gaat door de doorgangspunten van de
basisrechten cz, diz, das en dey met @. Ken willekeurige kegel
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K? snijdt @ volgens een kegelsnede %3, die gaat door de door-
gangspunten van de basisrechten e, diz, dis en dis met .
Het snijpunt van di» met @ hebben de kegelsneden dus gemeen.

De kegels I(f en Kg snijden elkaar volgens de rechte die
en een kromme p* der [p*], die het vlak © snijdt in de drie
niet op diz gelegen snijpunten van de kegelsneden ki en I,

De kegelsneden %7, in @ bepaald door alle kegels K3, vormen
een bundel met als basispunten de vier genoemde doorgangs-
punten van de rechten ei, diz, dis en diy met @, waarvan di.
dus tevens /; snijdt. De drie andere snijpunten van een
kegelsnede %f met de vaste kegelsnede % zijn veranderlijk;
de exemplaren van den bundel (£f) bepalen dus op 4% een
kubische involutie I®. Deze heeft vier dubbelpunten; het komt
dus vier keer voor, dat de kegelsnede %3 geraakt wordt door
een exemplaar van den bundel (£5).

Telkens echter als één der kegelsneden van den bundel
(%)) de vaste kegelsnede %3 raakt, raakt de kromme o¥ der
[¢], die met diz de doorsnede vormt van den gegeven kegel
K3 met den kegel K7, welker snijkromme &} met @ aan k2
raakt, aan het vlak @. Dit laatste heeft dus wier keer plaats,
Er zijn dus vier kegels Kj, die met den gegeven kegel K
een aan het gegeven vlak ¢ rakende kromme p* der [,C'SJ
voortbrengen.

Deze vier aan @ rakende krommen p® bepalen op de basis-
rechte ¢z vier punten, welke dus aan het op ¢; gekozen punt
C1 zijn loegevoegd.

Op dezelfde manier kunnen we beredeneeren, dat er vier
kegels in den bundel (A3) gevonden worden, die met een
gegeven kegel K7 een aan @ rakende kromme p* der [
voortbrengen, dus dat er op de basisrechte ¢; vier punten zijn,
die in dit verband aan een op e: gegeven punt Oy zijn toegevoegd.

De puntenreeksen (Ci) en (C:) op ¢ en ¢z worden dusop
deze wijze gerangschikt in eene verwantschap (4, 4) dus ook
hunne beeldrechten in het tafereel, de stralen der beide waaiers
(») en (g). De beide waaiers brengen dus een kromme van
den achtsten graad, @%, voort, welke kromme de waaiertoppen
P en @ tot viervoudige punten heeft.
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Twee exemplaren van den bundel kegelsneden, in het vlak
@1 gelegen, raken aan de snijlijn van het gegeven vlak ¢
met @4, dus aan @4 Evenzoo liggen er in het vlak ¢; twee
aan @ rakende kegelsneden. Van elk der groepen I en Il be-
hooren dus twee ontaarde figuren p® tot de gezochte, zoodatde
punten Si en Ss dubbelpunten van de kromme @° zijn. We
kunnen deze dus aanduiden met @° (P! Q* S5 S)).

De gevonden kromme @8 (P* @' 8557 is dus het beeld van
het oppervlak @, dat gevormd wordt door alle krommen p®
der [p*], die aan een gegeven vlak ¢ raken. Van dit opper-
vlak ¢ willen we nu den graad bepalen.

Daartoe bepalen we het aantal niet-singuliere snijpunten
der krommen @8 (P! @Q* 5557 en a* (P2 Q? 83 .Sy). Dit aantal
bedraagt 8 X 4 —2 X 4 X 2 — 2 X 2 X 1 =12, hetgeen be-
teekent, dat er twaalf krommen p* zijn, die zoowel aan een
gegeven vlak @& raken als op een gegeven rechte [ rusten.
Het oppervlak @ wordt dus door {in twaalf punten gesneden ;
het is dus een opperviak van den twaalfden graad, ®1*)

De beeldkrommen @3(P*Q* S2 8D en 8 (P! @' S: 82 van
twee oppervlakken ®'* en ¥'?, behoorende bij de vlakken
® en ¢, snijden elkaar in 8 X8—2X 4 X4—2X2X2=24
niet-singuliere punten. Hieruit leiden wij af, dat er vier en
twintig krommen p* der [p®] zijn, die aan twee gegeven vlakken
@ en i, raken.

Op dezelfde wijze als dat geschied is voor het oppervlak
A¢ willen we onderzoeken, welke rechten er op het opper-
vlak ®!? gelegen zijn.

De krommen @8(F*Q*S;S;) en ¢*(PQ SsS:) hebben
8 X 2=16 punten gemeen, waarvaner2 X 4 -+ 2 X 2 =12
singulier zijn. De vier niel-singuliere punten wijzen op vier
ontaarde figuren p* van groep IX, die op het oppervlak @12
liggen, dat wil zeggen vier kegelsneden en de rechte die
veervoudig.

Omdat door elk punt van ¢ en ook van ¢ vier aan @
rakende krommen p°® der [p?] gaan, zijn de rechten ¢ en co
op P wiervoudige rechten.

Omdat de kromme @°(P'Q*S;S;) de singuliere punten
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Ss en S; tot dubbelpunten heeft en de stralen P13, Pi4, Gos
en gq; elk in fwee niet-singuliere punten snijdt, zijn ds, dy,
dis, dys, daz en dey dubbelrechten van 2.

Wegens de vier niet-singuliere snijpunten van @8 (P* ¢ SRAH)
met p1 en met ¢ liggen er op P wier stralen van elk der
waaiers (4i e2) en (da ¢1).

Op het oppervlak ®'* liggen dus drie viervoudige rechten,
zes dubbelrechten en acht enkelvowdige rechten. Er liggen dus
ook op P vier en twintig kegelsneden, waarvan er acht met
elk der enkelvoudige rechten, twaalf met elk der dubbel-
rechlen en vier met de viervoudige rechte di2 ontaarde figuren
p3 vormen.

Ter controleering van den graad van de doorsnede van
twee oppervlakken ®!2, behoorende bij de vlakken @ en @,
kunnen we opmerken, dat ze gemeen hebben: de vier en
twintig krommen p° die zoowel aan @ als aan ol raken,
drie viervoudige en zes dubbelrechten. Voor den graad van
de doorsnede van twee zoodanige oppervlakken vinden we dus:

24 X3+ 3 X164+ 6 X 4=144.



HOOFDSTUK 1L

Tweede bijzondere geval van de eerste algemeene
congruentie van VENERONI.

§ 1. Denken wij ons thans gegeven drie punten 4, 4., 4,
en drie rechlen ei, ¢z, b, waarvan ¢; door Ay en ¢s door A,
gaat en beschouwen wij eens alle kubische ruimtekrommen
p%, die door de drie gegeven punten Ay, A2 en 45 gaan, de
gegeven rechten e en ¢ nog eens snijden en de rechte b
tot koorde hebben. Deze krommen p* vormen eene bilineaire
congruentie, waarvan wij zullen bewijzen, dat zij als een
bijzonder geval van de in hoofdstuk I behandelde kan be-
schouwd worden. Noemen wij de transversalen door A
over ¢; en b, door As over ca en b, door 4; over ez en b
en door Ads over ei en b achtereenvolgens dys, dza, dz1 en
diz, dan vormen de vierzijden ci, b, dis, diz en s, b, day, dos
de bases van twee bundels quadratische oppervlakken (4?)
en (P2). Elk oppervlak @] geeft nu met elk opperviak (IJE
eene doorsnede, die bestaat uit de rechte 6 en een kubische
ruimtekromme, die gaat door de punten A, Az, A3 en die
de rechte b, dus ook de rechten ¢1 en ¢s, tot koorde heeft.
De beide bundels brengen dus inderdaad de bovenbedoelde
[¢*] voort, waarmee tevens is aangeloond, dat ze bilineair is.

§ 2. We zullen weer beginnen met van deze congruentie
eene afbeelding op het platte vlak tot stand te brengen.

Door een punt van de basisribbe ¢ van den bundel (92)
gaat één oppervlak @F, dus draagt dit punt o! krommen o
der congruentie, alle gelegen op dit opperviak @ en met de
gemeenschappelijke basisribbe b de doorsneden vormend van
d2 met de exemplaren van den bundel (P3).
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Evenzoo draagt een punt van de basisribbe ¢. van den
bundel (®3) één opperviak ¢? dus oo! krommen p® der [#%].

Door twee punten Ci en C: van de basisribben e; en ce
gaat dus één kromme ¢® der [p*], namelijk die kromme e,
welke met b de doorsnede vormt van het door C bepaalde
oppervlak @3 en het door C: bepaalde oppervlak ®f. Worden
nu de puntenreeksen (Ci) en (Cs) in projectief verband ge-
bracht met de stralen van twee waaiers (p) en (g), gelegen
in een plat vlak «, dal we als beeldvlak of tafereel kiozen,
dan wordt elke kromme p der [p®] afgebeeld in een punit
van «: het snijpunt der aan de punten Ci en (; van ¢ en e
toegevoegde stralen p en g, terwijl omgekeerd elk punt van «
snijpunt is van één straal p en één straal ¢, dus één punt
Ci op er en één punt C: op ez, dus één oppervlak ®F en
¢én oppervlak ®f, dus één kromme * der [p*] bepaalt,
althans in het algemeen. Er is één punt Bi op e, waaraan
is toegevoegd de lijn P @, die de toppen P en Q der waaiers
(p) en (9) verbindt. De o' krommen »* welke door B
gaan, hebben alle hun beeld in Q. Evenzoo is er één punt
B2 op e, dat tot beeld heeft de Iijn € P, nu beschouwd als
straal van den waaier (7). De ! krommen p® welke door
By gaan, hebben alle hun beeld in P.

Het exemplaar van de congruentie, dal door B; en B
gaat, wordt afgebeeld in elk punt van de lijn P Q.

De punten P en @ zijn singuliere punten in de afbeelding.
Zij vertegenwoordigen elk o' krommen p® der congruentie.

§ 3. Ons eerste werk zal zijn, te onderzoeken, welke de
beelden zijn van de ontaarde figuren g% die zijn samengesteld
uit een rechte d en eene kegelsnede ¢* die op d rust en
levens van die, welke uit drie rechten bestaan. Wij onder-
scheiden acht groepen dergelijke ontaarde figuren p°

Groep 1. Wij brengen een vlak @ door Ai, 4z en As.
De gemeenschappelijke basisribbe & moge dit vlak in B,
snijden. Kene ontaarde figuur p” beslaat uit een kegelsnede
¢ in @y en een transversaal van de rechten c1, ¢z en b, die
Op ¢* rust. De punten Ai, A2, As en By zijn de basispunten
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van een bundel kegelsneden (¢*). De transversalen van e,
¢ en b vormen een hyperboloide, die @o volgens eene kegel-
snede h? snijdt, welke gaat door A;, 4: en Do en dusieder
exemplaar van den bundel (¢¥) nog in een vierde punt
snijdt; aan elke kegelsnede ¢* van den bundel is één door
dit vierde snijpunt met 2° gaande transversaal ¢ van e, c
en b toegevoegd, die met ¢* cen ontaarde flguur p® der [p°]
vormt, maar ook omgekeerd: clke transversaal ¢ van ¢, c2
en b bepaalt in ¢o een punt, waardoor één exemplaar van
den bundel (c¢?) gaat, die ¢ tot een ontaarde figuur o3 aan-
vult. Deze groep telt dus o' uil een kegelsnede en cen
rechte bestaande figuren p

Tot den kegelsnedenbundel behooren drie ontaarde krommen
¢®, dus tot deze groep drie uit drie rechlen samengestelde
figuren p?.

De ontaarde figuren p® en wel de lineaire bestanddeelen
daarvan bepalen op ¢ en ¢z twee projectieve puntenreeksen.
De stralen der waaiers (p) en (g), die deze reeksen in het
tafereel afbeelden, zijn dus ook projectief; hun voortbrengsel
is dus eene kegelsnede o, zoodat deze de beeldfiguur is van
alle tot deze groep behoorende ontaarde figuren p® der [p®].

Groep 11.  Wij brengen een vlak @; door de rechte & en
het punt A4s. De rechte ¢i moge dit vlak in /i, de rechte
¢s in Dy snijden.

Het lineaire bestanddeel der tot deze groep behoorende
ontaarde figuren p® is de rechte 41 4., welker snijpunt met
¢s we Ds zullen noemen.

In ¢s ligt een bundel kegelsneden (c?) met basispunten As,
Dy, D: en Ds. Elk exemplaar van dezen bundel vormt met
de rechte ds = A 4. een ontaarde figuur p® zoodat er oo!
ontaarde figuren p® tot deze groep behooren.
~ Daar in den bundel (¢?) drie uit twee rechten bestaande
krommen c¢* voorkomen zijn er ook drie uit drie rechten
bestaande figuren ¢ in deze groep.

Het punt D; op e heeft tot beeld een straal p in &, het
punt D: op ¢z een straal ¢. Het snijpunt S dezer twee
stralen beeldt dus alle ontaarde figuren »® dezer groep
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af en is mitsdien een simgulier punt van de afbeelding.

Eén der uit drie rechten bestaande ontaarde figuren p® bezit
tot bestanddeel de rechte Di D: in @3, die dus tevens op b
rust. Deze figuur komt dus ook in groep I voor, zoodat het
punt S op de kegelsnede ¢* ligt. Daar deze ook door de
punten P en ¢ gaat kunnen we haar voorstellen door
s (P @ 8).

Groep TII.  We brengen een vlak @: door de rechle ¢ en
en het punt As. De rechte ¢z moge dit vlak in U, de rechte
b in S snijden. In @ ligt een bundel kegelsneden (c?) met
basispunten Ay, A4s, U: en Si. Elk exemplaar van dezen
bundel bepaalt een straal van den waaier (4:0), die er op
rust en er een ontaarde figuur p* mee vormt. Er zijn dus co!
uit een kegelsnede en een rechte bestaande figuren ® in
deze groep.

In den bundel (¢®) komen drie ontaarde kegelsneden voor,
dus vinden we ook drie uil drie rechten samengestelde ont-
aarde krommen p* in deze groep.

Het punt Uz op c: draagt alle figuren p®, terwijl door elk
punt van ¢ een kegelsnede, dus een ontaarde figuur p® gaat.
Het beeld van Us is een straal ¢; van den waaier (¢); het
beeld van alle punten van ¢ is de waaier (p), dus het beeld
van de co! ontaarde figuren p* dezer groep is de straal g.

Groep 1V. We brengen een vlak @ door de rechte e: en
het punt A4s; Dit vlak moge door de rechte ¢ in U, en
door de rechte b in S: gesneden worden.

In ¢ ligt een bundel kegelsneden (¢®) met basispunten
Az, A3, Uy en S.. Elk exemplaar van dezen bundel bepaalt
een straal van den waaier (A4 0), die er op rust en er een
ontaarde figuur p® mee vormt. Er zijn dus o' uit een
kegelsnede en een rechte bestaande figuren p° in deze groep.

In den bundel (¢?) komen drie ontaarde kegelsneden voor,
dus vinden we ook drie uit drie rechten samengestelde ont-
aarde figuren o in deze groep.

Het punt Uy op ¢ draagl alle figuren p° terwijl door elk
punt op c: een kegelsnede, dus een ontaarde figuur p® gaat.
Het beeld van Ui is een straal pi van den waaier (p); het
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beeld van alle punten van ¢, is de waaier (g), dus het beeld
van de oc! ontaarde figuren p* dezer groep is de straal p;.

Groep V. We brengen een vlak @21, door de rechte ¢ en
het punt A;. De rechte b moge @21 in Do snijden.

Het lineaire bestanddeel der ontaarde figuren p* dezer groep
is de transversaal d;s door 4s over ¢ en b, welke het vlak
@21 in C; moge snijden.

In &3 ligt een bundel kegelsneden (c*) met basispunten
A1, A2, By en Co. Elk exemplaar van dezen bundel wordt
door diz tot een ontaarde figuur p® aangevuld. Er zijn er
dus oel,

Wegens de drie uit twee rechten bestaande kegelsneden,
die tot den bundel (¢?) behooren, komen er ook drie uit drie
rechten gevormde ontaarde figuren p* in deze groep voor.

De figuren dezer groep gaan alle door het vaste punt 1)
op de rechte e terwijl door elk punt van de rechte ¢; een
exemplaar gaat. Hieruit volgl, dat alle figuren dezer groep
afgebeeld worden in den straal ps, welke het beeld is van
het punt Dy op e1.

Groep VI. We brengen een vlak @2 door de rechte ¢
en het punt 4:. De rechie b moge ¢ in By snijden.

Het lineaire bestanddeel der ontaarde figuren ¢* dezer groep
is de transversaal dss door ds over cz en b, welke het vlak
¢12 in €1 moge snijden.

In @2 ligt een bundel kegelsneden (¢*) met basispunten
Ay, A, By en O, Elk exemplaar van dezen bundel wordt
door des tot een ontaarde figuur p° aangevuld. Er zijn er
dus ool

Wegens de drie uit twee rechten bestaande kegelsneden,
die tot den bundel (¢®) behooren, komen er ook drie uit drie
rechten gevormde ontaarde figuren ¢* in deze groep voor.

De figuren dezer groep gaan alle door het vaste punt 1)
op de rechte cg, terwijl door elk punt van de rechte ¢; een
exemplaar gaat. Hieruit volgt, dat alle figuren dezer groep
afgebeeld worden in den straal g, welke het heeld is van
het punt D: op ea.

Grroep VII. We beschouwen den vlakkenbundel (¢y5) door
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de punten A4; en As. De rechte ¢z moge de exemplaren van
dezen bundel in het veranderlijke punt Y., de rechte b in
het veranderlijke punt Z» snijden.

Het lineaire bestanddeel der ontaarde figuren p® dezer groep
is de transversaal diz door As over ¢; en b. Zij trad reeds
op in groep VI, waar zij b in B sneed. Noemen we verder
Ts haar snijpunt met ¢; en Xo haar veranderlijk snijpunt
met de exemplaren van (Pis).

In elk vlak @3 ligt nu één kegelsnede ¢* door de vijf
punten A4i, Ads, Xz, Y2 en Z: bepaald. Er zijn dus co! ont-
aarde figuren p* in deze groep.

Er is één transversaal door 4: over ¢z en b en één trans-
versaal door A4s over deze eerste transversaal en di., welk
drietal rechten een tot deze groep behoorende ontaarde figuur
¢ vormi. Verwisselen we de rollen van 4; en 4s dan
vinden we nog zoo'n figuur. Tot deze groep behooren dus
twee uit drie rechten bestaande ontaarde figuren p®.

Het punt 7e op ¢ draagt alle figuren dezer groep, terwijl
door elk punt van de rechte ¢: een exemplaar gaat. Hieruit
volgt, dat alle fisuren dezer groep afgebeeld worden in den
straal ps, welke het beeld is van het punt 7 op e

Groep VIII. We beschouwen den vlakkenbundel (@23) door
de punten 4z en As. De rechte ¢r moge de exemplaren van
dezen bundel in het veranderlijke punt ¥i, de rechte b in
het veranderlijke punt Z: snijden.

Het lineaire bestanddeel der ontaarde figuren p° dezer
groep is de transversaal dy; door 4: over ¢z en b. Zij trad
reeds op in groep V, waar zij b in Dz sneed. Noemen we
verder 77 haar snijpunt met ¢z en X; haar veranderlijk
suijpunt met de exemplaren van (Dgs).

In elk vlak e ligt nu één kegelsnede ¢*, door de vijf
punten As, As, X1, Y1 en Zp bepaald. Er zijn dus o' ont-
aarde figuren ¢* in deze groep.

Er is één transversaal door Az over ¢ en b en één trans-
versaal door As over deze eerste transversaal en dyi, welk
drietal rechlen een tot deze groep behoorende ontaarde figuur

#* vormt. Verwisselen we de rollen van 4: en 4s, dan
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vinden we nog zoo'n figuur. Tot deze groep behooren dus
twee uit drie rechten bestaande ontaarde figuren p°

Het punt 71 op c. draagt alle figuren dezer groep, terwijl
door elk punt van de rechte ¢; een exemplaar gaat. Hieruit
volgt, dat alle figuren dezer groep afgebeeld worden in den
straal 93, welke het beeld is van het punt 7% op e..

Hiermee zijn alle ontaarde figuren p3 die tot deze con-
gruentie behooren, aangewezen.

§ 4. We willen nu nagaan, hoeveel uit de drie rechten
bestaande figuren p*® deze congruentie bevat.

Tellen we de tot de acht in § 3 behandelde groepen ge-
vonden uit drie rechten bestaande figuren p® samen, dan
vinden we het getal 22. Dit is echter niet het gezochte
aantal. De ontworpen afbeelding zal ook hier uitwijzen, dat
we ze alle dubbel hebben geteld: er zijn er slechis elf.

Het wentelende vlak in groep VII komt eenmaal in den
stand A; 4: 43 en eenmaal in den stand ¢; As. Hiernit volgt,
dat het niet-singuliere snijpunt van ps met de kegelsnede ¢*
en dat met den straal ¢ wijzen op een aan de groepen VII
en I en ook een aan de groepen VII en III gemeenschappelijk
exemplaar, dat uit een kegelsnede en een rechte bestaat.

Het wentelende vlak in groep VIII komt eenmaal in den
stand 4, 42 As en eenmaal in den stand es A;. Hieruit volgt,
dat het niet-singuliere snijpunt in de afbeelding van gs met
de kegelsnede ¢* en dat met den straal p; wijzen Op een aan
de groepen VIII en I en ook een aan de groepen VIII en IV
gemeenschappelijk exemplaar, dat uit een kegelsnede en een
rechte bestaat.

Andere dan deze vier niet uit drie rechten bestaande ont-
aarde figuren p® kunnen de acht groepen niet gemeen hebben.
De overige snijpunten der beeldfiguren onderling, die gelegen
zijn buiten de singuliere punten P en 0, wijzen dus op het
gemeenschappelijk bezit van uit drie rechten samengestelde
ontaarde figuren p® der door die beeldfiguren vertegenwoor-
digde groepen.

Het singuliere punt S ligt op de kegelsnede o2, de rechte
pz en de rechte g:. In § worden dus drie uit drie rechten
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bestaande figuren o3 afgebeeld, die bij de vermelding van
het getal 22 dubbel geteld zijn.

De snijpunten der lijnenparen ps en ¢, p; en 92, P2 en g,
P2 en gs, ps en g2, ps en ¢z en ook de snijpunten der stralen
pr en ¢; met de kegelsnede o* vertegenwoordigen elk één
dubbel geteld exemplaar.

We vinden met behulp der afbeelding dus elf dubbel ge-
telde exemplaren en daar er 22 geteld waren, zonder op de
gelijkheid te letten, bevat deze congruentie juist elf wit drie
rechten bestaande figuren p°.

§ 5. Als eerste toepassing van de ontworpen afbeelding
willen we eens onderzoeken, welke figuur in het beeldvlak «
het oppervlak vertegenwoordigt, dat gevormd wordt door alle
krommen p* der congruentie, die door een vast punt B van
de gemeenschappelijke basisrechte b gaan. Er gaan door B oo!
krommen p® die ieder met b de doorsnede vormen van een
oppervlak ®? met het opperviak @2, dat ®? in B raakt. Het
punt B is dan dubbelpunt hunner doorsnede, zoodat het
kubische bestanddeel hiervan door B moet gaan. Er zijn
@ ! paren elkaar in B rakende oppervlakken @} en & dus
0ok oo! krommen p® die door B gaan.

Door een punt C; van de basisrechte ¢; en het punt B
van b gaat ¢één kromme ¢* der [p%], want C; bepaalt één
oppervlak &3, dat in B maar door één oppervlak ®f geraakt
wordt. Deze kromme bepaalt op de basisrechte ¢z één punt.

Evenzoo gaat door een punt C: van ¢z en het punt B
van b maar één kromme p* der [p°], die op ¢ één punt
bepaalt.

Aan elk punt van ¢ is op die wijze één punt van c; toe-
gevoegd en omgekeerd. De puntenreeksen (Ci) en (C:) zijn
dus projectief, dus ook de overeenkomstige waaiers in a.
Het voortbrengsel van de waaiers (p) en (g) is dus eene kegel-
snede (3%, gaande door de waaiertoppen P en .

In het vlak ¢; ligt één kegelsnede, die door B gaat, dus
die met de rechte ds een door dit punt gaande figuur p3
vormt. Hieruit volgt, dat het singuliere punt S op 3* ligt.
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De kromme 3% (P @ S) is dus het beeld van het oppervlak,
dat gevormd wordt door alle krommen p* der [*], die door
ecn vast punt 5 van b gaan.

Een nader onderzoek van dit oppervlak kan hier nog niet
plaats hebben. Het zal geschieden in § 7.

§ 6. Het onderzoek naar het oppervlak, dat gevormd
wordt door alle krommen p* der congruentie, die op een
gegeven rechte ! rusten, is nu aan de beurt.

Door een punt C; van de basisrechte ¢; gaan oo! krommen
o® der [p%], alle gelegen op het oppervlak ®2 dat door dit
punt (; is bepaald. Dit oppervlak wordt door de rechte /
in twee punten gesneden. Deze twee punien bepalen elk
een oppervlak ®f, dat met het oppervlak @3 een kromme p?
van de [p°] voortbrengt, die door Ci gaat en op 7 rust,
terwijl deze krommen ¢® op de basisrechte (% elk een punt
bepalen. Aan het punt C: op e zijn op deze wijze twee
punten van ¢z toegevoegd.

Omgekeerd gaan door een punl Ce van es ook oo! krommen
¢® der [¢°], alle gelegen op het door C. bepaalde oppervlak
®2  dat door [ ook weer in twee punten gesneden wordt.
Deze punten bepalen weer twee oppervlakken ¢, deze opper-
vlakken twee krommen p* der [p*] en deze krommen snijden
op ¢ twee aldus aan C: toegevoegde punten in.

De puntenreeksen (Ci) en (C:) op ¢ en e; worden op deze
wijze in eene verwantschap (2, 2) gerangschikt, dus ook hunne
beeldrechten in hel fafereel.. Het voortbrengsel der beide
waaiers (p) en (g) is dus een kromme van den vierden graad,
A%, welke de waaiertoppen P en @ tot dubbelpunten heeft.

In het vlak ®s ligt één kegelsnede, die op [ rust, dus ligt
het singuliere punt S op A% Deze rationale kromme kunnen
we dus voorstellen door a*(P% Q2 S).

Zij heeft haar derde dubbelpunt in het beeldpunt van dse
kromme ¢° der congruentie, welke de gegeven rechte I tot
koorde heeft.

De kromme A*(P?Q*5) is dus het beeld van het opper-
vlak A, dat gevormd wordt door alle krommen p* der [

b
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die op een gegeven lijn / rusten. We willen nu van A den
graad bepalen, door na te gaan, in hoeveel punten een tweede
rechte !" dit oppervlak snijdt.

Iet beeld van het oppervlak, dat gevormd wordt door alle
krommen p* der [o?], die op I’ rusten, is een kromme w* (P 0* 8),
Deze kromme snijdt A* (P* @* S) in 4 X 4=16 punten. Van
deze vallen er 2 X 2 X 2-+1X1=9 in de drie singuliere
punten, dus zeven daarbuiten. Dit beteekent, dat er zeven
krommen p* zijn, die zoowel op ! als op ' rusten, dus dat
het oppervlak A door de rechte !' in zeven punten gesneden
wordt. Het is dus een opperviak van den zevenden graad, A7,

We hebben hier tevens gevonden, dat de congruentie zeven
krommen o* bevat, die op twee gegeven rechlen 1 en U rusten.

Met behulp der afbeelding kunnen we ook nagaan, welke
rechten er op het oppervlak A" gelegen zijn.

De krommen a*(P?@%S) en ¢ (P QS) snijden elkaar in
4 X 2=28 punten, waarvan er 2+ 2 -+ 1=5 in de singu-
liere punten vallen, dus drie daarbuilen, waaruit volgt, dat
er driec tot groep I behoorende ontaarde figuren »* op A7
liggen, dat wil dus zeggen drie kegelsneden en drie trans-
versalen van ¢, cz en b.

Het singuliere punt S ligt op A* (P* Q% S), dus ligt de rechte
ds enkelvoudig op A"

De stralen p; en gz worden elk door A*(P? @*S) in één
niet-singulier punt gesneden. Hieruit besluiten wij, dat de
rechten di3 en des 0ok enkelvoudig op AT liggen.

De stralen p; en ¢ worden elk door A* (P2 Q*S) in twee
niel-singuliere punten gesneden. [Hieruit leiden wij af, dat
op A7 van elk der waaiers (41 0) en (42 b) twee stralen liggen.

Omdal door el punt van ¢ en ook van ¢z twee krommen
p* der [p% gaan, die op / rusten, zijn e; en cz dubbelrechten
op A7,

Omdat de stralen ps en gs ieder door A*(P*Q*S) in twee
niet-singuliere punten gesneden worden, zijn de rechten di,
en dsy dubbelrechten op A

Ook de rechte [ ligt op A7 terwijl de kromme p? van
welke ! koorde is, dubbellromme is op AT,
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De rechte b verdient afzonderlijke vermelding. Zij is namelijk
een drievoudige rechte op A7. Immers de krommen A% (P2 (2 S)
en (*(P@S) snijden elkaar in 8 —2—2—1=23 nijet-
singuliere punten, helgeen beteekent, dat er drie krommen
p® der congruentie zijn, die door een willekeurig punt BB van
b gaan en tevens op ! rusten. Maar het beteekent nog meer;
er volgt uit, dat alle krommen * der [p*], die door een ge-
geven punt B van b gaan, op een Aubisch opperviak zijn
gelegen.

Op AT liggen dus vier dubbelrechten, elf enkelvoudige rechten,
één dubbelkromme p* en één dricvoudige rechte. Ook liggen
op A7 weertien kegelsneden, waarvan er tien met elk der
enkelvoudige rechten — de rechte ! niet medegerekend —
en vier met de heide dubbelrechten diz en ds; ontaarde
figuren ¢* vormen. '

Ter controleering van den graad van de doorsnede van
twee oppervlakken A7, behoorende bij de rechten ! en I,
kunnen we opmerken, dat ze gemeen hebben: de zeven
krommen p? die op  en [’ ruslen, drie enkelvoudige rechten,
namelijk ds, dis en dzs, de vier dubbelrechten en de drie-
voudige rechte 4. Hunne doorsnede is dus van den graad

7TX34+3X1+4X4+9=49,

Uit het bezit van twee niet-singuliere snijpunten van de
kromme A*(P* @®8) en elk der beide stralen py en ¢4 volgt,
dat de meetkundige plaats der in groep VII en ook die der
in groep VIII optredende kegelsneden een quadratisch opper-
vlak is: [ snijdt dit blijkbaar in twee punten.

§ 7. Het in § 6 gevonden kubisch opperviak, dat we B?
zullen noemen willen we nog even aan een kort onderzock
onderwerpen.

“Het beeld van het oppervlak, gevormd door alle krommen
p° der [¢°], die door een gegeven punt D van b gaan, is een
kegelsnede o® (P @ 5). Deze snijdt $*(PQS) in 4 punten,
waarvan er maar één niet-singulier is. Hieruit blijkt opnieuw,
dat door twee op & gegeven punten B en ]) slechts één
kromme p® der [p3] gaat en tevens, dat b een enkelvoudige
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rechte op B? is, evenals ¢; en ¢, zooals uit de beschouwingen
in § 5 volgt.

De beeldkromme (% (P @ S) snijdt de stralen P, qs, Pr €n gy
elk in ¢één niet-singulier punt; de rechten dys en 21 liggen
dus ook op B® alsmede van elk der waaiers (4, b) en (A, b)
één straal,

Uit de ligging van het singuliere punt S op B2(P QS)
volgt, dat ook ds op B” ligt, terwijl het eenige niet-singuliere
snijpunt der krommen S*(P @ S) en 2 (P Q S) verraadt, dat
B één transversaal van ci, ¢z en b bezit,

Op het oppervlak B* liggen dus negen enkelvoudige rechien
en zes kegelsneden, welke de afbeelding ons veroorlooft, te
ontdekken.

Twee oppervlakken B? behoorende bij de punten B en
B', hebben gemeen: de kromme 2% die door B en B’ gaat
en de zes enkelvoudige rechten b, e, ¢z, ds, dis en day.

Hunne doorsnede is dus van den graad

1 X34+6X1=09,

§ 8. We willen er thans foe overgaan, fe onderzoeken,
welk oppervlak gevormd wordt door alle krommen »* der
congruentie, die aan een gegeven vlak @ raken.

Door een punt 4y van de basisrechte ¢; gaan ! krommen
p* der [p°, alle gelegen on het door dit punt C; bepaalde
oppervlak 5. FEen willekeurig vlak @ snijdt dit oppervlak
volgens een kegelsnede #j; welke gaat door de doorgangs-
punten van de basisrechten ez, b, d21 en dgs met @. Fen
willekeurig opperviak @} snijdt @ volgens een kegelsnede
ki, die gaal door de doorgangspunten van de basisrechten
¢, b1, diz en dis met ¢. Hel snijpunt van b met ¢ hebben
de kegelsneden dus gemeen.

De oppervlakken ®? en @3 snijden elkaar volgens de rechte
b en een kromme p? der [p"‘], die het vlak @ snijdt in de
drie niet op b gelegen snijpunten van de kegelsneden £ enks,

De kegelsneden /7, in @ bepaald door alle oppervlakken
@}, vormen een bundel met als basispunten de vier genoemde
doorgangspunten van de rechten e, b, diz en dis met @,
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waarvan b dus tevens A3 snijdt. De drie andere snijpunten
van een kegelsnede %} met de vaste kegelsnede k3, zijn ver-
anderlijk; de exemplaren van den bundel (%) bepalen dus
op k; een kubische involutie /°. Deze heeft vier dubbel-
punten; het komt dus vier keer voor, dal de kegelsnede £
geraakt wordt door een exemplaar van den bundel (£3).

Telkens echter als één der kegelsneden van den hundel
(k) de vaste kegelsnede k; raakt, raakt de kromme ¢% der
[¢°], die met b de doorsnede vormt van het gegeven opper-
vlak @3 met het oppervlak ®f welker snijkromme K met @
aan %; raakt, aan het vlak @. Dit laatste heeft dus vier
keer plaals. Er zijn dus vier oppervlakken ®2? dic met het
gegeven oppervlak @5 een aan het gegeven vlak ¢ rakende
kromme p® der [3] voortbrengen.

Deze vier aan @ rakende krommen 3 bepalen op de basis-
rechte c; vier punten, welke dus aan het op ¢; gekozen punt
C1 zijn toegevoegd.

Op dezelfde manier kunnen we beredeneeren, dat er vier
oppervlakken ®F in den bundel (P3) gevonden worden, die
met een gegeven oppervlak @7 een aan @ rakende kromme 0®
der [p*] voortbrengen, dus dat er op de basisrechte ¢; vier
punten zijn, die in dit verband aan een Op ¢z gegeven punt
C: zijn toegevoegd.

De puntenreeksen (Ci) en (C2) op ¢ en c: worden dus op
deze wijze gerangschikt in eene verwantschap (4, 4) dus ook
hunne beeldrechten in het tafereel, de stralen der beide
waaiers (p) en (7). De beide waaiers brengen dus eene kromme
van den achtsten graad, % voort, welke kromme de waajer-
toppen P en @ tot viervoudige punten heeft.

Twee exemplaren van den bundel kegelsneden, in het vlak
@s gelegen, raken aan de snijlijn van het gegeven vlak @
met @z, dus aan @;. Van groep II behooren dus twee ont-
aarde figuren p® tot de gezochte, zoodat het punt S dubbel-
punt van de kromme 5% is. We kunnen deze dus aanduiden
met 8 (P* gt §2),

De_ze kromme nu is het beeld van het oppervlak I, dat
gevormd wordt door alle krommen p* der [+%], die aan een
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gegeven vlak @ raken. Van dit oppervlak T willen we nu
den graad bepalen.

Daartoe bepalen we het aantal niet-singuliere snijpunten
der krommen o8 (P! Q* §% en At (P? @*S). Dit aantal bedraagt
8X4E4—2X4X2—2X1=14 hetgeen beleekent, dat
er 14 krommen p* zijn, die zoowel aan een gegeven vlak ¢
raken als op een gegeven rechte / rusten. IHet oppervlak I"
wordt dus door 7 in veertien punten gesneden: het is dus
een opperviak van den veertienden graad, 1'%,

De beeldkrommen o8 (P! @' 8% en 3% (P* Q' SY) van twee
oppervlakken I''* en A behoorende bij de vlakken @ en ¢,
snijden elkaar in 8 X8 —2X 4X 4 —2X 2=98 njel-
singuliere punten. Hieruit leiden wij af, dat er acht en
twintig krommen o* der [¢*] zijn, die aan twee gegeven viakken,
@ en ¢, raken.

Ons rest nu nog het onderzoek naar de rechten en kegel-
sneden, die op het oppervlak I''* gelegen zijn.

De krommen o8 (P* Q* 8% enq¢®(P Q S) hebben 8 X 2 — 16
punten gemeen, waarvan er 2 X 4 - 2= 10 singulier zijn.
De zes niet-singuliere punten wijzen op zes ontaarde figuren
o® van groep I, die op I'™ liggen, dat wil zeggen zes kegel-
sneden en zes transversalen van e, ¢z en b.

Hel singuliere punt S is dubbelpunt van o8 (P! Q' §?), dus
is ds dubbelyrechte op ',

De stralen p; en g; worden elk door 38(P' Q' 8% in vier
niet-singnlicre punten gesneden. Hieruit volgt, dat op I''
van elk der waaiers (4; b) en (A2 b) vier stralen liggen.

De stralen pz en ¢z worden elk door o8 (P Q' S% in twee
niet-singuliere punien gesneden, waaruit we besluiten, dat
diy en dag dubbelrechten op I'" zijn,

Omdat door el punt van e; en ook van e¢: vier krommen
2 der [0*] gaan, die aan @ raken, zijn ¢ en ca viervoudige
rechten op I,

Omdat de stralen pg en gs ieder door o3 (P! Q' 8 in vier
niet-singuliore punten gesneden worden, zijn de rechten dis
0 dyy viervoudige rechten op I'.

Ook de rechte & ligt op '™ en wel zesvoudig. Immers
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~de krommen 98(P*@Q*5% en (2(P QS snijden elkaar in
16 — 2 X 4 — 2 = 6 niet-singuliere punten, hetgeen beteekent,
dat er zes krommen p® der [p*] zijn, die door een willekeurig
punt B van & gaan en tevens aan @ raken. Daar er nu
door elk punt van b zes aan ¢ rakende krommen p® gaan,
is b zesvoudige rechte op 1''*.

Op T liggen dus veertien enkelvoudige rechten, drie dubbel-
rechten, vier viervoudige rechten en één zesvoudige rechte.

Verder liggen er op I'!'* acht en twintig lkegelsneden, waar-
van er veertien met elk der enkelvoudige rechien, zes met
de drie dubbelrechten en acht met de beide viervoudige
rechten diz en do; ontaarde figuren p® vormen.

Ter controleering van den graad van de doorsnede van
twee oppervlakken I''%, behoorende bij de vlakken ¢ en @/,
kunnen we opmerken, dat ze gemeen hebben: de acht en
fwintig krommen ¢° die aan @ en @' raken, de drie dubbel-
rechten, de vier viervoudige rechten en de zesvoudige rechte b.
Hunne doorsnede is dus van den graad

28 X 343 X 4+ 4 X 16 4 36 = 196.



HOOFDSTUK TV.

De congruentiec van REYE,

§ 1. Eene kubische ruimtekromme is bepaald door zes
willekeurig in de ruimte gegeven punten. Liggen er vier
van de zes punten in één plat vlak, dan ontaardt de kromme
in een kegelsnede door die vier punten en het doorgangs-
punt van de verbindingslijn der beide andere punten met
dat vlak en deze rechte. Liggen viif van de zes gegeven
punten in één vlak, dan vormt elke rechte, die door het
zesde punt gaat en op de kegelsnede rust, die door de vijf
andere punten is bepaald, met die kegelsnede een ontaarde
kubische ruimtekromme. Er gaan dan co? figuren door de
Zzes gegeven punten. De meetkundige plaats der lineaire
bestanddeelen is de quadratische kegel met dat zesde punt
lot top en de genoemde kegelsnede tot richtkromme,

Door vjf gegeven punten gaan o0® kubische ruimtekrommen;
deze vormen dus eene congruentie. Immers door een wille-
keurig zesde punt gaat één kromme. Op die kromme liggen
@' punten en daar de ruimte uit ©? punten bestaat, gaan
er door die vijf gegeven punten ®?:00'=00% kubische
ruimtekrommen.

Wij zullen nu de congruentie van REYE, welke bestaat
uit alle kubische ruimtekrommen % die door vijf gegeven
punten gaan, beschouwen als voorthrengsel van twee bundels
quadratische kegels (K?) en (X&3).

Noemen we de vijf gegeven punten Ai, A, As, Ay, Ag
en kiezen we als basisribben van den bundel (K%) de rechten
Av Ay, A1 Ay, Ay Ay en A, 45 en als basisribben van den
bunde] (K3 de rechten Ap Ay, Az As, Az As en A; A5, dan
is de doorsnede van elken kegel K2, met elken kegel 1
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samengesteld nit de gemeenschappelijke basisribbe 41 4. der
beide bundels en eene kubische ruimtekromme, die door de
vijf gegeven punten gaat. De beide bundels quadratische kegels
brengen dus de congruentie van Reye voort, die dus ook
als een bijzonder geval van de eerste algemeene congruentie
van VeneroNI beschouwd kan worden en bijgevolg bilineair is.

Ook hier geldt de waarheid, dat een kromme p* der con-
gruentie elken kegel K*, waarop ze et ligt, in geen andere
punten kan snijden, dan welke gelegen zijn op de basisfiguur
van den bundel, waartoe K* behoort; een zoodanige kromme
2% snijdt dus K* in de vijf punten 4y, As, As, Ay en 4,
het snijpunt, dal in den top valt, dubbel tellend.

§ 2. We willen van de congruentic van Reur een af-
heelding op het puntenveld ontwerpen.

We kiezen twee vaste rechlen ¢ en ce. De kegels K2
van den bundel (X7) snijden op ¢: eene quadratische involutie 2
in en de exemplaren van den bundel (K3) bepalen op ¢ eene
quadratische involutie T3,

We nemen vervolgens een plat vlak « aan en brengen nu
de puntenparen van de involutie /7 op ¢ in projectief ver-
band met de stralen van een waaier (p) met top P in het
vlak «.

Evenzoo leggen wij een projectief verband tusschen de
puntenparen van de involutie /2 op e; en de stralen van een
waaier (g) met top @ in e.

Fen kegel KP en een kegel K7 brengen één kromme o°
der congruentie voort; de kegel A} snijdt ¢; in een punlefn-
paar van de Ij, de kegel K3 snijdt c; in een puntenpaar
van de I3. Het snijpunt der stralen p en q, welke aan deze
twee puntenparen zijn toegevoegd, aanvaarden wij nu als beeld
van de door deze twee kegels K} en K2 voortgebrachte
kromme p° der [o°].

Deze afbeelding is één aan één. Elke kromme ¢* bepaalt
in  één punt, maar ook omgekeerd bepaalt elk punt in het
vlak « één straal p en één straal ¢, dus één puntenpaar van
de I} op e en één puntenpaar van de I3 op e, dus één
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kegel van elk der bundels, dus één kromme #* van de con-
gruentie.

Er is één kromme »* van de [»%], die afgebeeld wordt door
ieder punt van de rechle 7o, die de toppen £ en ¢ der
beide waaiers verbindt.

De waaiertoppen P en @ zijn singuliere punten van de
afbeelding, want zij zijn de beelden van ! krommen o3
der [p%].

P is het beeld van die 0! krommen p’, die gelegen zijn op
den kegel K2, welke door den straal @ P van den waaier
(9) wordt afgebeeld en ¢ 1s het beeld van die 00! krommen
¢ die gelegen zjn op den door den straal P ) van den
waaler (p) afgebeclden kegel K2 Hel zijn nu juist deze
beide kegels, welke de bovenbedoelde door alle punten van
7o afgebeelde kromme p® voorthrengen.

§ 3. We willen nu eerst weer onderzoeken, welke de
beelden zijn van de ontaarde figuren p®, die zijn samengesteld
Uit een rechte d en eene kegelsnede ¢* die op d rust, als-
mede van die, welke uit drie rechten bestaan. Wij onder-
scheiden tien groepen ontaarde figuren o°

Ontaarde figuren p* kunnen dan en dan alleen in deze
COngruentie voorkomen, als één der kegels K7 of K3 ontaardt
in - twee platte vlakken of als beide kegels dit doen, daar
twee niet-ontaarde kegels één en ook maar één beschrijvende
s€meen hebben. Een hier voorkomende kegel kan op drie
Manieren ontaarden,

De vlakken, waarin een kegel ontaarden kan, moeten door
den top gaan. In den bundel (K7) komen dus als ontaarde
kegels voor de vlakkenparen A As As en Ay Ay As, Ai Az Ay
U A Ay A; en ten derde Ai As As en 4y As A, In den
bunde] (K3) komen als ontaarde kegels voor de vlakkenparen
42 4y 45 en As Ay As, Az Ay Ay en As Ag As en ten derde
A'2 “1-1 -1‘15 en ;12 1’13 .."]..:.

Ontaard slechts één der beide kegels in een vlakkenpaar,
dan is pyp voortbrengsel een uit een rechte d en een kegel-
Shede ¢ hestaande figuur p*; doen ze het beide, dan brengen
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ze een uit drie rechten samengestelde figuur ¢* voort of oo!
ontaarde figuren p°, waaronder drie uit drie rechten bestaande.
Dit laatste geval doet zich voor, als de vlakkenparen, waarin
twee kegels uiteen vallen, een gemeenschappelijk exemplaar
hebben. Het aantal vlakken, waarin bij deze congruentie
kegelsneden, als bestanddeelen van door de punten 4, A., As,
Ay en A; gaande figuren p®, kunnen liggen, bedraagt C3 = 10,
waarmee het aantal van tien groepen ontaarde figuren p* is
verklaard. We zullen ze nu gaan bespreken.

Groep 1. Wij beschouwen het vlak 4; 4, 4s. Ter be-
korting zullen we het vlak 4, 4, A door @, en de rechte
A, A, door d,, aanduiden. Het vlak 41 A As noemen we
dus Qiaa.

De rechte dis moge Qi2s in het punt Bis snijden. In ies
ligt een bundel kegelsneden (¢?) met basispunten Ai, As, As
en DB, waarvan elk exemplaar met de rechte dis een ont-
aarde fignur * vormt. Er zijn dus o' ontaarde figuren p*
in deze groep.

De bundel (¢*) bezit drie ontaarde kegelsneden. Er zijn
dus drie uit drie rechten bestaande figuren »® in deze groep.

De figuren dezer groep worden voortgebracht door twee,
elk in twee vlakken uiteengevallen, kegels: ®ig5, O145 en @ers,
@Pe45.  Ze worden dus alle afgebeeld in één enkel punt, Si,
het snijpunt der beeldstralen p en ¢ van de puntenparen
der involuties I en I3, op ¢ en ¢ door de vlakkenparen
ingesneden. Sp is dus een singulier punt van de afbeelding.

Groep 1. Wij beschouwen het vlak ®i24. De rechte dss
moge dit in het punt Bs; snijden. In @124 ligt een bundel kegel-
sneden (c®) met basispunten A, 4., As en DBss, waarvan elk
exemplaar met de rechle dss een ontaarde figuur ¢* vormt.
Er zijn dus oo! ontaarde figuren ¢* in deze groep.

De bundel (¢®) bevat drie ontaarde kegelsneden. Er zjn
dus drie uit drie rechten beslaande figuren * in deze groep.

De figuren dezer groep worden voortgebracht door twee, elk
in twee vlakken uiteengevallen, kegels: @124, @135 €n Do14, Gaszs-
Ze -worden dus, evenals die van groep [, afgebeeld in een punt
Sz, hetwelk dus ook een singulier punt van de afbeelding is.



49

Groep TII. Wij beschouwen het vlak @s. De rechte dy,
moge dit in het punt Dss snijden. In &125 list een bundel
kegelsneden (¢?) met basispunten 4i, As, 45 en By, waarvan
elk exemplaar met de rechte ds( een ontaarde figuur o vormt.
Er zijn dus o! ontaarde figuren p° in deze groep.

De bundel (¢*) bevat drie ontaarde kegelsneden. Er zijn
dus drie wit drie rechlen bestaande figuren z* in deze groep.

De figuren dezer groep worden voortgebracht door twee,
elk in twee vlakken uiteengevallen, kegels: @izs, @131 €n Qays,
@oss.  Ze worden dus afgebeeld in een punt Ss;, eveneens
een singulier punt van de afbeelding.

Groep 1V.  Wij beschouwen het vlak @s. De rechte das
moge dit in het punt Bes snijden. In @y ligt een bundel
kegelsneden (¢*) met basispunten A1, As, 4, en Bsys, waar-
van elk exemplaar met de rechte d»s; een ontaarde figuur p®
vormt. FEr zijn dus oo! ontaarde figuren o* in deze groep.

De bundel (¢2) bevat drie ontaarde kegelsneden. Er zijn
dus drie uit drie rechten bestaande figuren p* in deze groep.

De figuren dezer groep worden voortgebracht door één, in
twee vlakken uiteengevallen, kegel A7:@uss, @125 en alle
kegels van den bundel (K3). Dat vlakkenpaar bepaall op e
een puntenpaar van de involutie 3, dat tot beeld heeft een
straal p, van den waaier (p). Deze straal is dus_het beeld
van alle ontaarde figuren p* dezer groep.

Op den straal py ligt het punt S; omdat het vlakkenpaar
Piss, Duzs reeds in groep III optrad, zoodat één der exem-
plaren van groep III ook in groep IV voorkomt.

Groep V. Wij beschouwen het vlak @is5. De rechte dus
moge dit in het punt B snijden. In @iss ligt een bundel
kegelsneden (¢*) met basispunten Ay, As, A5 en By, waarvan
elk exemplaar met de rechte dz1 een ontaarde figuur ¢* vormt.
Er zijn dus ! gntaarde figuren p* in deze groep.

De bundel (¢ bevat drie ontaarde kegelsneden. Er zijn
dus drie uit drie rechten bestaande figuren p* in deze groep.

De figuren dezer groep worden voortgebracht door één, in
twee vlakken uiteengevallen, kegel K: ®uss, @rzs en alle kegels
Van den bundel (K2). Het beeld van alle ontaarde figuren
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o" dezer groep is dus een straal ps van den waaier (p).

Op den straal ps ligt het punt S2, omdat hel vlakkenpaar
@135, @124 reeds in groep Il optrad, zoodal deze vijfde garoep
één exemplaar gemeen heeft met groep IL

Groep VI.  We beschouwen het vlak @us. De rechte dos
moge dit in het punt Bss snijden. In Qus ligh een bundel
kegelsneden (c®) met basispunten A, A, Asen Bag, waarvan
elk exemplaar met de rechte des een ontaarde figuur ¢* vorml.
Er zijn dus oc! ontaarde figuren ¢ in deze groep.

De bundel (¢*) bevat drie ontaarde kegelsneden. Er zijn dus
drie uit drie rechten bestaande figuren ¢* in deze groep.

De figuren dezer groep worden voortgebracht door één, in
twee vlakken uiteengevallen, kegel K7: Qus, Qo5 en alle kegels
van den bundel (K2). Het beeld van alle ontaarde figuren
p® dezer groep is dus een straal ps van den waaier (p).

Op den straal pg ligt het punt Si, omdat het vlakkenpaar
P15, Przs reeds in groep I optrad. De groepen I en VI
hebben dus een gemeenschappelijk exemplaar.

Groepen VII, VIII en IX. Verwisselen we in de groepen
IV, V en VI de punten 4; en 4s, dan krijgen we achtercen-
volgens de groepen VII, VIII en IX. Maar verwisseling der
punten 4; en A4z beteekent verwisseling van de rollen, die
de kegels der beide bundels spelen bij de voortbrenging der
ontaarde figuren p* der [p?.

Bij de groepen IV, V en VI vonden we als beeldfiguren
der tot die groepen behoorende ontaarde figuren p¥ drie stralen
van den waaier (p), elk gaande door een punt S.

De figuren der groepen VII, VIII en IX worden dus afge-
beeld door drie stralen van den waaier (g), ook elk gaande
door een punt S.

We noemen de beeldrechten van deze groepen achtereen-
volgens ¢z, ¢s en qo. Hel punt S ligt op ¢;, S, op ¢s en
St op ¢s, omdat de groepen IIl en VII, 1T en VIII en ook I
en IX een gemeenschappelijke ontaarde figuur % bezitten.

Groep X. . We beschouwen het vlak @si5. De rechte dy,
moge dit in hel punt Bi: snijden. In Qs ligt een bundel
kegelsneden (¢®) met basispunten As, Ay, A; en Bis, waarvan
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elk exemplaar met de rechte di» een ontaarde figuur 2" vormt.
Er zijn dus co! ontaarde figuren »* in deze groep.

De bundel (¢*) bevat drie ontaarde kegelsneden. Er zijn
dus drie uit drie rechten bestaande figuren p* in deze
groep.

De figuren dezer groep hebben alle als lineair bestand-
deel de gemeenschappelijke basisribbe dis der beide bundels
(K?) en (K3), terwijl het quadratische bestanddeel gelegen is
in het vlak s, dat nooit deel kan uitmaken van een ont-
aarden kegel. Om dus een figuur van deze samenstelling
voort fe brengen, moeten twee kegels, één van den bundel
(I{}) en één van den bundel (K3), elkaar langs die gemeen-
schappelijke basisribbe dis canraken. Iunne doorsnede bestaat
dan namelijk uil die basisribbe die, dubbel geteld en eene
kegelsnede in het vlak @sus, gaande door de punten Ag, A,
As en Bjz en in Bie tot raaklijn hebbende de snijlijn van
het gemeenschappelijk raakvlak der beide kegels langs dis
meft het vlak ®sis.

De aldus aan elkaar toegevoegde kegels der beide bundels
(K}) en (K3 rangschikken de puntenparen der involuties
I3V ent J% op e en ¢ in eene verwantschap (1, 1), dus ook
hunne heeldrechten in het tafereel «. Het voortbrengsel der
beide waaiers (p) en () is dus een kegelsnede ¢* gaande
door de waaiertoppen P en . Zij is het beeld van alle
tot deze groep behoorende ontaarde figuren p* der [p®].

Ontaardt één der kegels K7 in twee vlakken, dan moet de
toegevoegde kegel K; hel ook doen. Deze twee ontaarde
kegels raken elkaar echter slechts dan langs de basisribbe
diz, als ze het vlak door die basisribbe diz tot gemeenschap-
pelijk bestanddeel hebben. Dit is op drie manieren mogelijk.
Ze kunnen gemeenschappelijk hebben het vlak @ie3 == ®oys,
het vlak @24 = @o1a of het vlak izs = Qo

De drie tot deze groep behoorende door de drie paar in
twee vlakken uiteengevallen kegels voortgebrachte uit drie
rechten bestaande figuren ¢° der [p% zijn reeds opgetreden
in de groepen I, I en IIl en wel kwam in elk dezer groepen
¢én dezer exemplaren voor. Hieruit volgt, dat de punten
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S1, Sz en S; op de kegelsnede ? liggen. We kunnen deze
dus voorstellen door % (P ) S; Sz Ss).
De atbeelding telt dus wvjif singuliere punten: P, (), S;, S; en
Ss, welke de beelden zijn van o' krommen »* der congruentie.
Hiermee zijn alle tot de congruentie van Reye behoorende
ontaarde figuren p® aangewezen.

§ 4. We gaan nu eersl weer onderzoeken, hoeveel uit
drie rechten bestaande figuren p* deze congruentie bevat.

Tellen we de tot de tien in § 3 behandelde groepen be-
hoorende gevonden uit drie rechten bestaande figuren p*
samen, dan vinden we het getal 80, want elk groep bezit
er drie. Er zijn echter geen 80 verschillende dergelijke figuren.
De atbeelding leert ons, dat we ze alle dubbe] geteld hebben:
er zyn er slechts vijftien.

Wat zich bij de in de vorige hoofdstukken behandelde
congruenties niet heeft voorgedaan is, dat de snijpunten der
beeldliguren witsluitend uit drie rechten bestaande figuren p3
vertegenwoordigen, welke aan de verschillende groepen ge-
meenschappelijk toebehooren. In de tien groepen kunnen
geen gelijke niet-onfaarde kegelsneden voorkomen, omdal geen
enkele groep een vlak, waarin zoo'n niet ontaarde kegelsnede
zou kunnen liggen, met een andere groep deelt. In de af-
beelding hebben we dus eenvoudiz de snijpunten der beeld-
figuren onderling te tellen, rekening houdende met de beteekenis
der singuliere punten.

In het singuliere punt S; snijden elkaar de rechten p; en gy
en de kegelsnede s* Het punt S verlegenwoordigt dus drie
uit drie rechten bestaande figuren % Hetzelfde geldt voor
de singuliere punten S:; en S,.

Er zijn verder in de figuur nog aanwezig zes niet-singuliere
snijpunten van beeldrechten, namelijk van de stralen Pa €n
98, P+ €N Qs, P5 €N g7, P5 €N qo, ps en g7 en Ps en gs. Deze
vertegenwoordigen elk één uit drie rechten bestaande figuur °.

De congruentie van Reve bevat dus fotaal

3X34+6X1=15

uit diie rechten bestaande figuren 0.



§ 5. Wij willen nu een onderzoek instellen naar het
oppervlak, dat gevormd wordt door alle krommen p* dezer
congruentie, die op een gegeven rechte ! rusten.

Fen puntenpaar van de involutie 72 op de rechte ¢ bepaalt
één kegel KP Deze snijdt de gegeven rechte 7 in fwee
punten. Door elk dezer beide punten gaat één kegel K3, die
met de eerstgenoemde kegel K? een kromme p* der [p*]
voortbrengt, die op I rust.

De twee kegels K2 bepalen op de rechte ¢; twee punten-
paren van de involutie 73, die op deze wijze aan het punten-
paar der I}, dat K7 op e bepaalt, zijn toegevoegd.

Evenzoo snijdt een gegeven kegel K7 op de rechte ¢; een
buntenpaar der involutie 12 in, waaraan twee puntenparen
der 72 op ¢ zijn toegevoegd, die daarop ingesneden worden
door de twee kegels A7, welke ieder gaan door één der
beide snijpunten van de rechte ! met den kegel ]f?:

De puntenparen der involuties I en Z2 op ¢ en e: worden
Op deze wijze gerangschikt in eene verwantschap (2, 2) dus
00k is dit hel geval met hunne beelden in tafeveel . Het
Voortbrengsel der beide waaiers (p) en (9) is dus eene kromme
van den vierden graad, 2*, die de waaiertoppen P en @ tot
dubbelpunten heeft.

In het vlak e ligt één kegelsnede, die op /rust; evenzoo
bezit de bundel (¢*) in het vlak @124 en die, welke in het
viak ¢y, ligt, een exemplaar, dat op / rust. Van elk der
stoepen I, 11 en Il behoort dus één ontaarde figuur o tot
de hier beschouwde. De singuliere punten Si, Sz en S liggen
dus op de kromme % Deze kunnen we dus voorstellen
door 34 (P02 S, S; S). Zij 1is het beeld van het oppervlak A,
sevormd door alle krommen p* der [o%], die op de gegeven
lijn ¢ rusten.

We zullen nu van dit oppervlak A den graad bepalen,
door e onderzoeken, in hoeveel punten een willekeurige
rechte 1" het snijat.

De krommen o* der [°], die op de rechte ! rusten, vormen
€en opperviak A', dat afgebeeld wordt door eene kromme
“H (P2 Q8 8, S3).  Deze kromme snijdt A*(P* @Q* S S: Ss)
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in 4 X 4=16 punten, waarvaner 2 XX 2X2+3X1X1=11
in de singuliere punten vallen, dus vijf er buiten. Vijf krommen
¢° van het oppervlak A liggen dus tevens op hel oppervlak
A’, dat wil zeggen rusten tevens op I'. De rechte {' snijdt
het oppervlak A dus in vijf punten, zoodat het een opperviak
van den vijfden graad, A5, is.

Ook beteekent het bezit van vijf niet-singuliere snijpunten
der beide bheeldkrommen A! en w% dat er vijf Zrommen o
der [93] zijn, die op twee gegeven rechten | en U rusten.

Er is één kromme p* der [p®], die de rechte I tot koorde
heeft. De kromme A*(P? Q* Si Sz Ss) heeft in het beeldpunt
dezer kromme p*® een dubbelpunt. Zij bezit dus drie dubbel-
punten en is derhalve rationaal.

Met behulp van de afbeelding kunnen we nu ook weer
vinden, welke rechte lijnen er op het oppervlak A® liggen.

De kromme a* (P* @* Si S: S3) snijdt de kegelsnede
a2(PQ 5182 83) in4 X 2—2 )X 2— 3 X 1 =1 nietsingulier
punt.

Zij gaat door de singuliere punten S;, S en S; en snijdt
elk der zes stralen ps, ps, ps, 97, gz en gy in één niet-singulier
punt.

Uit een en ander leiden wij af, dat van elk der tien groepen
onfaarde figuren p® één exemplaar op het oppervlak AS is
gelegen.

Dit oppervlak bezit dus de #ien hoofdkoorden der [+°] als
enkelvoudige rechten en fien kegelsneden, elk gelegen in één
der tien in de groepen ontaarde figuren o optredende vlak-
ken, die met deze hoofdkoorden ontaarde figuren ,* der [0?]
vormen.

Eindelijk ligt op A® de rechte /, terwijl de kromme »°, die
tot koorde heeft, dubbelkromme op dit opperviak is. |
-~ Twee oppervlakken A® behoorende bij de rechten I en !’
hebben gemeen: de vijf krommen z* die op beide rechten
rusten en de tien hoofdkoorden der congruentie. Hunne
doorsnede is dus van den graad

b X 3410 X 1=25,
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§ 6. De krommen 27 der congruentie, die aan een gegeven
vlak @ raken, vormen een oppervlak, waarvan we door
middel eener afbeelding den graad willen bepalen.

Een puntenpaar der involutie I§ op ¢; draagt één kegel
Ki. Deze snijdl een gegeven vlak ¢ volgens een kegel-
snede ¢f, die gaat door de doorgangspunten van de basis-
vibben dia, dis, dis en dis van den bundel (K2) mel o.

Een kegel K73 snijdt het vlak @ volgens eene kegelsnede ¢, die
door de doorgangspunten van de basisribben dzy, das, dos en das
van den bundel (K3) met @ gaat.

We noemen het doorgangspunt van de basisribbe dsy = dy2,
dat op beide kegelsneden ligt, D.

De twee kegels K? en Kj brengen ecen kromme p? der
congruentie voort, die het vlak ¢ snijdt in de drie buiten D
vallende snijpunten der beide kegelsneden ¢} en .

De kegels van den bundel (K3) bepalen in het vlak ¢ een
bundel kegelsneden (¢3), waarvan dus elk exemplaar de kegel-
snede ¢f behalve in D, nog snijdt in drie buiten D vallende
punten. Alleen die kegel K3, die den kegel K? langs de
gemeenschappelijke basisribbe diz aanraakt, snijdt ¢ volgens
een in [ aan ¢ rakende kegelsnede ¢;, zoodat in dit ééne
geval één der drie bedoelde snijpunten in ) valt. Maar dan
gaat door D) ook de voortgebrachte kromme »* der [p*]; deze
Is dan echter noodzakelijkerwijze ontaard in de rechte d,.
en de kegelsnede c¢*, gelegen in het vlak ¢sis en bepaald
door de punten As, A, A5 en de beide snijpunten D' en
D" van de kegelsnede ¢ mel Qsus.

De bundel kegelsneden (¢3) snijdt dus op de vaste kegel-
snede ¢ eene kubische involutie 7° in. Deze heeft vier
dubbelpunten; het komt dus vier maal voor, dat de kegelsnede ¢?
geraakt wordt door een exemplaar van den bundel (¢}). )

Telkens echter als dit gebeurt, raakt ook de bijbehoorende
kromme ,* der [s%] aan het vlak @. Op den kegel K3 liggen
dus vier aan @ rakende krommen p® der [o%], welke uit den
kegel K% gesneden worden door vier kegels van den bundel

') De punten 0 en D" zijn blijkbaar de aan D toegevoegde punten der
I op el
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(K3). Deze vier kegels K2 bepalen op de rechte e vier
puntenparen der involutie I3, welke aldus aan het door den
kegel K7 op ¢ bepaalde puntenpaar der I§ zijn toegevoegd.

Op dezelfde manier kunnen we beredeneeren, dat op een
gegeven kegel K3 vier krommen p° der [p°] gelegen zijn, die
aan het vlak @ raken. De kegel K3 bepaalt op de rechte c
één puntenpaar der involutie I3; de vier kegels K3, die uit
den kegel K3 de vier aan @ rakende krommen o* der [p9
snijden, bepalen op ¢ vier puntenparen der I3, welke aan
het zoo juist genoemde puntenpaar der I3 op e: zijn toegevoegd.

De puntenparen der involuties 77 en I2 op ¢ en ¢z worden
op deze wijze gerangschikt in eene verwantschap (4, 4), dus
zal dit ook het geval zijn met hunne beeldrechten in het
tafereel «. Het voortbrengsel der beide waaiers (p) en (g)
is dus een kromme van den achtsten graad, 3%, die de waaier-
toppen I’ en ¢ tot viervoudige punten heeft.

De vlakken Qies, @124 en @125 worden ieder door het vlak @
volgens eene rechte lijn gesneden. Van elk der bundels kegel-
sneden, die in de genoemde vlakken gelegen zijn, raken twee
exemplaren aan die snijliin met ®, dus aan @; deze (wee
exemplaren zijn bestanddeelen van krommen p® der [»%], zoodat
van elk der groepen I, II en IIT twee ontaarde figuren »? tot
de aan @ rakende behooren. Hieruit volgt, dat de singtﬂiere
punten Si, S: en Ss dubbelpunten van 3% zijn. We kunnen
deze dus aanduiden door 3° (P* Q' 82 S252).  Zii is het beeld
van het oppervlak A, dat beschreven wordt door alle krommen
o* der congruentie, die aan het gegeven vlak @ raken.

We gaan nu van dit oppervlak A den graad bepalen, door
te onderzoeken, in hoeveel punten een willekeurige rechte (
het snijdt.

De beeldkrommen o° (P* gt 52 §2 83 en At (P2 @2 5,8, S,)
snijdenelkaarin8)(4—2}(4)(2__3)( 92 X 1 =10 niet-
singuliere punten. Dat beteekent, dat er tien krommen o® der
[0°] zijn, die zoowel aan een gegeven vlak @ raken als op
een gegeven rechte [ rusten. Het oppervlak A wordt dus
door een willekeurige rechte / in tien punten gesneden. Het
is derhalve een opperviak van den tienden graad, AW,
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De beeldkrommen 3% (P* Q* 82 S2 S2) en & (Pt @t 83 818D,
van twee oppervlakken A, behoorende bij de vlakken ¢ en
i, snijden elkaar in 64 —2 X 4 X 4 —3 X 2 X 2 =20 niet-
singuliere punten. Fr zijn dus twintig Frommen o° der con-
gruentie, die aan twee gegeven vlakken @ en  raken.

Op dezelfde wijze, als dat bij het opperviak A heeft plaats
gehad, kunnen we ook voor het oppervlak A met behulp der
afbeelding uitmaken, welke rechten er op liggen.

De  kromme 3% (P* Q* S 83 83 snijdt de kegelsnede
* (P QS S Ss) in 8X2—2 X4—3X2=29 niet-singu-
liere punten.

Zij heeft de singuliere punten Si, Ss en Ss tot dubbelpunten
en snijdt elk der zes stralen pi, ps, ps, q7, gs en ¢y in twee
niet-singuliere punten.

Uit het bovenstaande besluiten wij, dat van elk der tien
sroepen ontaarde figuren p® twee exemplaren op het oppervlak
A gelegen zijn.

Dit oppervlak bezit dus de fien hoofdkoorden der [¢*] als
dubbelrechten en twintig kegelsneden, paarsgewijze gelegen in
de tien in de groepen ontaarde figuren ¢* optredende vlakken
€0 met deze hoofdkoorden ontaarde figuren o* der [p*] vormend.

Twee oppervlakken A behoorende bij de vlakken dend’,
hebben gemeen: de 20 krommen ¢% die beide vlakken aan-
raken en de tjen hoofdkoorden der congruentie als dubbel-
rechten, De doorsnede van twee zoodanige oppervlakken is
dus van dep graad

20 X 3 4 10 X 4 =100.



HOOFDSTUK V.

De congruentie van STUYVAERT,

§ 1. Wij denken ons ten slotte gegeven twee punten .
en ds en drie rechten by, b2 en bs en beschouwen alle kubische
ruimtekrommen, die door A; en 42 gaan en b1, bs en by tot
koorden hebben. Wij zullen bewijzen, dat deze kubische
ruimtekrommen eene bilineaire congruentie vormen, welke
voortgebracht kan worden door twee bundels quadratische
oppervlakken, welke wij weer zullen aangeven door ($3) en (D3).

Noemen wij daartoe de transversalen door A; over b; en
be, door 4: over bi en bs, door A over b; en b en door
Az over by en bs achlereenvolgens dss, dss, dis en dys, dan
vormen de vierzijden b1, bz, das, dis en by, by, das, dia de
bases van twee bundels quadratische opperviakken (%) en
(P). Elk oppervlak @7 geeft met elk oppervlak ¢3 eene
doorsnede, die bestaat uit de rechte b; en eene kubische
ruimtekromme, die gaat door de punten 4, en 4s en die
de rechte & en dus ook de rechten bz en bs tot koorden
heeft. De beide bundels brengen dus blijkbaar de boven-
bedoelde congruentie voort, welke ook nu weer bilineair is
en den naam congruentie van STUYVAERT draagt.

We zullen de transversalen door 4; over bs en b5 en door
As over by en b achtereenvolgens noemen day en dyy. Zij
spelen een rol bij de ontaarde figuren p°,

Hoewel aan de rechte b; bij de samenstelling der beide
bundels quadratische oppervlakken eene bijzondere taak is
opgedragen — zij is gemeenschappeljjke basisribbe, terwijl de
rechten b2 en b3 elk maar tot de basisfiguur van één der
beide bundels behooren — is zij toch gelijkwaardig met de
rechten b2 en bs. Wat dan ook in dit hoofdstuk ten aanzien
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van één der drie rechten b bewezen wordt, geldt voor alle
dric. Wij zouden dezelfde congruentie verkregen hebben,
als we de rollen der rechten b; en by of b, en by hqdden
verwisseld.

Een kromme p® der [p®] snijdt ieder oppervlak 2, waarop
ze neet ligl, in geen andere punten, dan die, welke gelegen
ziin op de basisfiguur van den bundel, waartoe ®* hehoort.
Hieruit volgt, dat de transversalen door 4; en ook die door
Az over twee der rechten & door geen enkele kromme ; ¢%, die
niet ontaard is, buiten de punten 4 en A, gesneden worden
Deze transversalen, die toch wel degelijk op de oppervlakken
¢F en P; gelegen zijn, komen dus voor als bestanddeelen

van ontaarde figuren p° der [»*].

§ 2. We zullen van de congruentie van STuYVAERT eene
afbeelding op hel puntenveld ontwerpen, op overeenkomstige
wijze, als is geschied bij de congruentic van Rgyg,

Inplaats echter van twee vaste rechten aan te nemen, zooals
in hoofdstuk 1V gedaan is, hebben we er hier reeds de pe-
schikking over: we gebruiken de rechten bz en bs voor ons doel.

De oppervlakken ®} van den bundel (95) snijden op de
rechte by eene quadratische involutie 77 in en de exemplaren
van den bundel (P3) bepalen op b: eene quadratische in-
rolutie 72.

Welnomen vervolgens weer een plat vlak & aan en brengen
nu de puntenparen van de involutie I7 op bs in projectief
verband met de stralen van een waaier (p) met top P in het
vlak .

Evenzoo leggen wij een projectief verband tusschen de
Puntenparen van de involutie I3 op b en de stralen van een
waaier (9) met top @ in o.

Een oppervlak @fF en een oppervlak &3 brengen één kromme
¢* der congruentie voort; het oppervlak ®f snijdt b5 in een
puntenpaar der I3, het oppervlak g snijdt £z in een punten-
paar der 79,

Het snijpunt der stralen p en ¢, welke aan deze twee
Punienparen zijn toegevoegd, aanvaarden wij nu als beeld
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van de door deze twee oppervlakken ®f en ®] voortgebrachte
kromme p°® der [¢Y].

Deze afbeelding is één aan één. Elke kromme p® bepaalt
in o één punt, maar ook omgekeerd bepaalt elk punt in het
vlak o één straal p en één straal ¢, dus één puntenpaar van
de I{ op bs en één puntenpaar van de I3 op bz, dus één
oppervlak van elk der bundels, dus één kromme p* van de
congruentie.

Er is één kromme * van de [p7], die afgebeeld wordt door
ieder punt van de rechte 7o, die de toppen Pen ( der beide
waaiers verbindt.

De waaiertoppen P en @ zijn singuliere punten van de
afbeelding, want zij zijn de beelden van o! krommen p% der
[0?]. P is het beeld van die co! krommen 4, die gelegen
zijn op het oppervlak @3, hetwelk door den straal @ P van
den waaier (g) wordt afgebeeld en @ is het beeld van die
oo! krommen p* die liggen op het door den straal P () van
den waaier (p) afgebeelde oppervlak 2. Het zijn nu juist
deze beide oppervlakken, welke de hovenbedoelde door alle
punten van 7o afgebeelde kromme »® voorthrengen.

§ 3. Allereerst gaan we nu weer onderzocken, hoe de
ontaarde figuren ¢* dezer congruentie, die zijn samengesteld
uit een rechte d en een kegelsnede ¢? die op d rust, alsmede
die, welke uit drie rechten bestaan, in het tafercel & worden
afgebeeld.

De ontaarde figuren »* van deze [*] zullen door ons in
zeven groepen ondergebracht worden.

Groep 1. We brengen een vlak @1 door de rechte ; en
het punt A4,. De rechten b en bs en de transversaal di
mogen dit vlak achtereenvolgens snijden in de punten Ho,
F; en Dy. De steunpunten van diy op bs en bs noemen
we DBz en Ds.

In @i ligt een bundel kegelsneden (%) met basispunten
Ay, Hs, Is en Du, waarvan elk exemplaar met de rechte
di1 ~een ontaarde figuur p° der [p*] vormt. Er zjn er dus
! in deze groep.
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Wegens de drie ontaarde kegelsneden, die tot den bunde]
(¢*) behooren, bezit deze groep drie uit drie rechten bestaande
ontaarde figuren p* der [p°].

Alle figuren * dezer groep snijden b; zoowel als bs in een
‘ast puntenpaar der door die rechten gedragen involuties.
Ze worden dus alle afgebeeld in het snijpunt S; van een
straal p en een straal g.

Het punt Sy is dus een singulier punt van de afbeelding.

Groep 1. We brengen een vlak @21 door de rechte b, en
het punt A,. De rechten b en bs en de transversaal a1
mogen dit vlak achtereenvolgens snijden in de punten @G-,
Ly en Ds. De stleunpunten van ds op b2 en bs noemen
we Cy en (5.

In @e ligt een bundel kegelsneden (¢%) met basispunten
A2, Gy, Ey en Dy, waarvan elk exemplaar met de rechte da1
€en ontaarde figuur »® der [p*] vormt. Er zijner dus ! in
deze groep.

Wegens de drie ontaarde kegelsneden, die tot den bundel
(¢*) behooren, bezit deze groep drie uit drie rechten bestaande
Ontaarde figuren p* der [.

Alle figuren p* dezer groep snijden bs zoowel als by in
en vast puntenpaar der door deze rechten gedragen invo-
luties, 7 worden dus alle afgebeeld in het snijpunt S: van
€en straal p en een straal q.

Het punt 8; is dus een singulier punt van de afbeelding.

Groep 1. We brengen een vlak @2 door het punt 4;
°ll de rechte be. De rechte by en de transversaal di mogen
dit vlak achtereenvolgens snijden in de punten Hi en Dig;
‘_10 rechte by snijdt het in het punt C5. IHet steunpunt van
%3 0p by noemen we [I; dat van dyz op bs is hel punt Fs,

@2 ligt een bundel kegelsneden (¢®) met basispunten
4, H;, €y en Dy2, waarvan elk exemplaar met de.rechte
s een ontaarde figuur p* der [¢*] vormt. Er zijn er dus oo!
I deze groep.

Wegens de drie tot den bundel (¢*) behoorende ontaarde
kegelsneden, bezit deze groep drie uit drie rechten bestaande
ODlaarde figypep p® der [p%].
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Alle figuren dezer groep snijden de rechte 3 in de twee
vaste punten O3 en K3, welk paar der op bs gelegen I ook
door alle exemplaren van groep II op deze rechte werd in-
gesneden. Het beeld van dit puntenpaar der I7 is de straal
p, die reeds in groep II optrad en dien we ps zullen noemen.

De figuren dezer groep snijden op de rechte b de involutie
I3 in. Het beeld van de tot deze groep behoorende figuren
¢ is dus de straal ps, op welken het singuliere punt Se is
gelegen.

Groep IV. We brengen een vlak @s2 door het punt A
en de rechte d2. De rechte b1 en de transversaal des mogen
dit vlak achtereenvolgens snijden in de punten Gy en Das;
de rechte 43 snijdt het in het punt Bs. Het steunpunt van
ds2 Op o1 noemen we I7i; dat van ds: op & is het punt F.

In @20 ligt een bundel kegelsneden (¢*) met basispunten
Ae, Gi, Bs en Dz, waarvan elk exemplaar met de rechte
ds2 een ontaarde figuur o3 der [o°] vormt. Er zijn er dus
! in deze groep.

Wegens de drie tot den bundel (¢?) behoorende ontaarde
kegelsneden, bezit deze groep drie uit drie rechten bestaande
ontaarde figuren o3 der [p3].

Alle figuren dezer groep snijden de rechte & in de twee
vaste punten Bs en I3, welk paar der op &5 gelegen 17 ook
door alle exemplaren van groep I op deze rechte werd in-
gesneden. Het beeld van dit puntenpaar der I is de straal
p, die reeds in groep I optrad en dien we P4 zullen noemen.

De figuren dezer groep snijden op de rechte by de involutie
I; in. Het beeld van de tot deze groep behoorende figuren
p* is dus de straal ps, op welken het singuliere punt 8; is
gelegen.

Groep V. We brengen een vlak @13 door het punt 4; en
- de rechte bs. De rechte b en de transversaal dys mogen dit
vlak achtereenvolgens snijden in de punten F en Dys; de
rechte bz snijdt het in het punt C.. Het steunpunt van dis
op b1 noemen we Gi; dat van dis op by is het punt Ge.

In @13 ligt een bundel kegelsneden (¢%) met basispunten 41,
Iy, O en Dis, waarvan elk exemplaar met de rechte dis
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een ontaarde figuur p° der [p?] vormt. Er zijn er dus oo!ip
deze groep.

Wegens de drie tot den bundel (c*) behoorende ontaarde
kegelsneden bezil deze groep drie uit drie rechten bestaande
ontaarde figuren p* der [o%].

Alle figuren dezer groep snijden de rechte bs in de twee
vaste punten Cp en (2, welk paar der op b gelegen 73 ook
door alle exemplaren van groep II op deze rechte werd in-
gésneden. Het beeld van dit puntenpaar der I3 is de straal g,
die reeds in groep II optrad en dien we g5 zullen noemen.

De figuren dezer groep snijden op de rechte bs de involutie
I3 in. Het beeld van de tot deze groep behoorende figuren
" is dus de straal 95, op welken het singuliere punt S, is
gelegen.

Groep VI. We brengen een vlak @.s door het punt 4., en
de rechte bs. De rechte b1 en de transversaal dag mogen dit
vlak achtereenvolgens snijden in de punten F; en Dsy; de
rechte 4, snijdt het in het punt B,. Het steunpunt van dsg
OP b1 noemen we Hy: dat van deg op bz is het punt Ho.

In' @uy ligt een bundel kegelsneden (¢*) met basispunten 4.,
7, By en Dy3, waarvan elk exemplaar met de rechte oy
en ontaarde figuur p* der [o°] vormt. Er zjn er dus o!in
deze groep.,

Wegens de drie tot den bundel (¢®) behoorende ontaarde
kﬁﬂe]snedcn bezit deze groep drie uil drie rechten bestaande
Ohtaarde figuren »* der [07].

Alle figuren dezer groep snijden de rechte b2 in de twee
Vaste punten B, en H,, welk paar der op b: gelegen I3 ook
door alle exemplaren van groep I op deze rechte werd in-
gfﬁsneden. Het beeld van dit puntenpaar der 1; is de straal g,
die reeds ip groep I optrad en dien we ¢s zullen noemen.

QD_O fliguren dezer groep snijden op de rechte by de involutie

1 . Het beeld van de tot deze groep behoorende figuren
P’ is dus de straal g;, op welken het singuliere punt 8; is
8elegen,

Groep VL We beschouwen den viakkenbundel (@) door

© bunten 4, en Az, In elk vlak @ ligt een kegelsnede ¢?,
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gaande door de punten 4y en 4, en de doorgangspunten der
dric basisribben b&;, b: en b3 met @.

De transversalen van b1, b2 en bs liggen op eene hyper-
boloide 5% die door @ gesneden wordt volgens eene kegel-
snede h®, die de kegelsnede ¢* snijdt in de drie genoemde
doorgangspunten en nog een vierde punt, door hetwelk één
transversaal over i, 62 en bs; gaat, die met ¢* een ontaarde
figuur p* vormt.

Bij elk vlak @ van den bundel (®) behoort dus één ont-
aarde figuur p* der [p”]. Deze groep telt er dus oo!,

Liggen twee van de drie snijpunten van de rechten b1, bs
en by met een vlak @ collineair mel 4y of met A4,, dan ont-
aardt de in dat vlak @ gelegen kegelsnede in een lijnenpaar,
zoodat dan de bijbehoorende figuur p* uit drie rechten is
samengesteld.

Daar dit geval zich zes maal voordoet, namelijk telkens,
als een vlak @ gaat door één der zes rechten dy, do;, dys,
da2, dis en des, m.a. w. samenvall met één der in de zes
voorafgaande groepen optredende vlakken, bezit deze groep
al minstens zes ontaarde figuren p* der [, die uit drie rechten
zijn samengesteld.

We kunnen hieruil nu reeds besluiten, dat de beeldfiguur
van de exemplaren dezer groep door de singuliere punten
Si en Sz moet gaan.

Zijn de drie snijpunten van de rechten b1, b2 en by met
een vlak @ collineair, dan ontaardt de in dat vlak o gelegen
kegelsnede in een lijnenpaar, dat bestaat uit de rechte 4; 4s
en de verbindingslijin van de drie snijpunten der rechien
b met @. Het lineaire bestanddeel buiten het vlak ¢, dat
met dit lijnenpaar een uit drie rechten bhestaande figuur g*
~der [p?] vormt, is dan de tweede transversaal, die de vier
liinen Ai Az, b1, b2 en bs bezitten.

Het komt dus weliswaar tweemaal voor, dat de snijpunten van
de rechten b1, b en by met een vlak @ collineair zijn, maar we
vinden in beide gevallen dezelfde ontaarde figuur 3 der [?].

Deze zevende groep bezit dus zeven uit drie rechten be-
staande figuren p* der [3].
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Ons rest nu nog, na te gaan, door welke figuur in het
tafereel « de exemplaren dezer groep afgebeeld worden.

Door een puntenpaar K, K: van de involutie If op by
gaan twee ontaarde figuren % Immers: het vlak o kan
door het punt A; gaan; dan gaat het lineairc bestanddeel
door het punt As, maar ook het omgekeerde kan zich voor-
doen. Deze twee figuren * snijden op de rechte be twee
puntenparen der I3 in.

Aan elk puntenpaar der I} op bs zijn op deze wijze twee
puntenparen der I3 op by toegevoegd, maar ook omgekeerd
zijn aan een gegeven puntenpaar der 72 op b: twee punten-
paren der [} op bs toegevoegd.

De punienparen der beide involuties I7 en 12 op b5 en b,
worden hierdoor gerangschikt in eene verwantschap (2, 2),
dus ook hunne beeldrechten in het tafereel «. Deze, dat
zijn de stralen der beide waaiers (p) en (g), brengen dus eene
kromme van den vierden graad, s', voort, welke derhalve het
beeld is van de tot deze groep behoorende ontaarde figuren
p® der congruentie. Zij heeft de waaiertoppen P en @ tot
dubbelpunten en gaat, zooals reeds is opgemerkt, door de
singuliere punten S; en S:. We kunnen haar dus aanduiden
met * (P? Q* 81 So).

De meetkundige plaats = dezer ontaarde figuren p? is een
opperviak van den zesden graad, zooals we in § 6 zullen
bewijzen met behulp van de afbeelding van het oppervlak,
dat gevormd wordt door alle krommen p* der [0%], die op
een gegeven rechte / rusten.

Die meetkundige plaats bestaat echter uit twee oppervlakken :
dat, hetwelk door de kegelsneden ¢* gelegen in de vlakken
®, wordt beschreven en dat, hetwelk de transversalen der
rechten &, b. en b; vormen.

Het eerste is een demoncide van den vierden graad, Al
omdat in een willekeurig vlak @ een kegelsnede ¢® en de
rechte A; 4:, die dubbel geteld moel worden, liggen en het

tweede is de reeds genoemde hyperboloide S2

§ 4. Met behulp der in het tafereel « ontstane beeld-
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figuren willen we nu eerst weer uitvorschen, hoeveel uit drie
rechten bestaande ontaarde figuren p* de congruentie van
STUYVAERT bezit.

Tellen we de in de zeven groepen gevonden uit drie rechien
bestaande ontaarde figuren p* samen, dan vinden we het getal
95. De afbeelding zal ons doen zien, dat dit niet het ge-
zochte aantal is: er zign er slechts dertien.

In het tafereel « aanschouwen we de volgende figuren:
de singuliere punten S; en S:, de stralen ps: en g5 door Se,
de stralen ps en g door Si en de kromme van den vierden
graad o*(P? @* 81 S2), die elk der stralen ps, py, ¢s en ¢ in
één niet-singulier punt snijdt. We noemen deze snijpunten
achtereenvolgens Ps, Py, (s en ¢. Eindelijk snijden de stralen
ps en g elkander in een punt Kss en de stralen pi en g¢s
elkander in een punt Iis.

Daar de zeven groepen ontaarde figuren geen vlakken,
waarin kegelsneden gelegen zijn als bestanddeelen van figuren
p®, gemeen hebben, vertegenwoordigen de snijpunl,en— der
beeldfiguren onderling slechts aan de groepen gemeenschap-
pelijke exemplaren, die uit drie rechten bestaan.

Door elk der beide singuliere punten S; en S: gaan drie
beeldfiguren. Deze punten vertegenwoordigen dus elk drie
dubbelgetelde exemplaren. De vier punten P en de beide
punten I wijzen ieder op één dubbel getelde figuur p%, zoodat
de geheele afbeelding ons leert, dat er twaalf dubbelgetelde
figuren p° in het getal 2b zijn opgesloten. De congruentie
van StuyvAerr bevat dus derfeen wit drie rechten samen-
gestelde ontaarde figuren p°.

Het beeldpunt van de nzet dubbelgetelde figuur % die nit
drie rechten bestaat, ligt ergens op de beeldkromme «*, want
van de zeven dergelijke figuren van groep VII vallen er zes
onder de dubbelgetelde. De figuur 2% bestaande uit de rechte
Ay Az en de beide transversalen van de rechten A; A, by, ba enbs
komt slechts eenmaal voor. .

§ 5. Alle krommen p* der [¢*], die gaan door een vast
punt B op de gemeenschappelijke basisrechte #; der beide
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bundels (®?) en (PF), vormen een oppervlak, waarvan we de
afbeelding op het taferecl willen bepalen.

Door een punt B van de rechte 4, gaan o' krommen p°
der [»*], voortgebracht door de o' paren elkander in B
rakende oppervlakken ®% en &3,

Door een puntenpaar der involutie 7 op bs gaat één opper-
vlak ®2; dit oppervlak wordt in B door slechts één oppervlak
@3 geraakt. Dit aan ®? in B rakende oppervlak $3 bepaalt
op de rechte b een puntenpaar van de involutie 73, welk
puntenpaar we aan dat op bs loevoegen.

Evenzoo bepaalt een puntenpaar der I op be één opper-
vlak @2 waaraan in B door slechts één oppervlak % geraakt
wordt, Dit laatste oppervlak bepaalt op de rechte b5 een
puntenpaar van de 77, hetwelk aldus aan dat op b is toe-
gevoegd.

De puntenparen der involuties I7 en I3 op bs en bs worden
hierdoor met elkander in projectief verband gebracht, dus ook
de stralen der waaiers (p) en (q) door welke ze afgebeeld
worden. De beide waaiers brengen dus eene kegelsnede (*
voort, die door de waaiertoppen I’ en ¢ gaal.

Door het gegeven punt I van by gaat éen kegelsnede van
den bundel (¢?) in het vlak @11 door Ay en b1, dus één fignur
.53" van groep | en ook één kegelsnede van den bundel (¢*)
I het vlak @y door As en by, dus één fignur p* van groep 1.
De kegelsnede 3* gaat dus ook door de beide singuliere punien
St en S,. Wij kunnen haar voorstellen door * (P @ S Sa).

Deze kromme is nu het beeld van het oppervlak, dal ge-
vormd wordt door alle krommen o* der [¢°], die door een
8€geven punt B van b gaan.

Dit oppervlak zal nader onderzocht worden in § 7.

§ 6. De krommen 0% der [»7], die op een gegeven rechle
L rusten, bese hrijven een oppervlak; naar dit oppervlak willen

We nu eerst een onderzoek instellen.
Een puntenpaar van de involutie 77 op de rechte bs bepaalt

€n opperviak @2 it oppervlak snijdt de gegeven rechte [
in twee punten. Door elk dezer beide punten gaat ceén
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oppervlak @2, dat met het eerstgenoemde oppervlak ®f een
kromme ¢* der [p°] voortbrengt, die op { rust.

De twee oppervlakken @3 bepalen op de rechte by twee
puntenparen van de involutie /3, die op deze wijze aan het
puntenpaar der I§, dat ®} op bs insnijdt, zijn toegevoegd.

Fvenzoo snijdt een gegeven oppervlak ®; op de rechte bs
een puntenpaar der involutie 73 in, waaraan twee puntenparen
der I7 op bs zijn toegevoegd, die daarop ingesneden worden
door de twee oppervlakken @2 welke elk gaan door ¢én der
beide snijpunten van de rechle ¢ met het opperviak &g

De puntenparen der involuties I3 en 12 op by en by worden
hierdoor gerangschikt in eene verwantschap (2, 2), dus heeft
dit ook plaats met de stralen der beide waaiers (p) en (¢),
welke ze in het tafercel afbeelden. Deze waaiers brengen
dus een kromme van den wvierden graad, A*, voort, die de
waaiertoppen P en @ tot dubbelpunten heeft.

In het vlak @1 ligt één kegelsnede, die op [ rust; evenzoo
bezit de bundel (¢) in het vlak @ één exemplaar, dat opl
rust. Van elk der groepen I en II rust dus één ontaarde
figuur ¢* op . De kromme A* gaat dus door de beide singuliere
punten Si en S: Zij kan derhalve voorgesteld worden door
At (P2 Q? Sy Sa).

Deze kromme nu is het beeld van het door alle op 7 rus-
tende krommen p* der [p®| gevormde oppervlak, dat we A
zullen noemen en waarvan we den graad willen bepalen,
door hel aantal zijner snijpunten met een willekeurige rechte
I' te berekenen.

De krommen * der [s°], die op de rechte I’ rusten, vormen
een oppervlak A, dat afgebeeld wordt door een kromme
pt (P* Q%81 S2). Deze kromme snijdt A1 (P* 28, Sa)in4 X 4= 16
punten. Van deze vallen er 4 in P, 4 in @, 1in S;en1in Se,
“dus tien in de singuliere punten. De beide krommen hebben
dus zes niet-singuliere snijpunten. Dat beteekent, dat er zes
krommen van het oppervlak A zijn, die tevens op " rusten;
deze rechle snijdt A dus in zes punten; het is derhalve
een- opperviak van den zesden graad, A,

Uit het gevonden aantal van zes niet-singuliere snijpunten
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der beide beeldkrommen A* en ' leiden wij tevens af, dat
de congruentie zes krommen bevat, die op twee gegeven rechten
[ en ' rusten.

Er is één kromme pf der [p®], die de rechte 7 tot koorde
heeft. De kromme 2* heeft in het beeldpunt dezer kromme
2 een derde dubbelpunt. Zij is dus rationaal.

De rechte lijnen, die op het oppervlak A° gelegen zijn,
kunnen uit de beeldfiguren in hel tafereel worden gevonden.

De kromme A% (P? §* S S:) snijdt de kegelsnede 5% (P @ Sy So)
in 8 —2%X2 2% 1=2 nietsinguliere punten. Er gaan
dus door elk punt van by, dus ook van b: en bs wegens de
gelijkwaardigheid der drie lijnen b, twee krommen 2 van
het oppervlak A° De lijnen &1, bz en by zijn dus dubbel-
rechten op AS,

De kromme At (P ()* S; S;) gaat door de beide singuliere

punten S; en S: en snijdt elk der stralen ps, ps, g5 en g;
In ¢én niet-singulier punt. Hieruit volgt, dat de rechten dyy,
a1, dis, dys, dig en day enkelvoudig op A° liggen.
' De kromme 24 (P2 ()* St 8:) snijdt de kromme ¢* (P Q° Si Ss)
16 —2 X 4— 2 1==06 niet-singuliere punten. Wij
besluiten hieruit, dat op het oppervlak A° zes transversalen
over de drie rechten by, bs en by gelegen zijn. ')

De  rechte ¢ ligt ook op A terwijl de kromme p* die [
oL koorde heeft, dubbelfromme op A is.

Het opperviak A® bezit dus drie dubbelrechten, dertien
e-;n’.'n'[rouﬂ'?'y(‘ rechten en één dubbellkromme pP.

Verder liggen er op A° twaalf kegelsneden, die elk met één
der {waalf enkelvoudige rechten — de rechte / niet mede-
grekend — eene ontaarde figuur p* vormen.

Twee oppervlakken A°® behoorende bij de rechten lenl,
hebhen gemeen: de zes krommen p® der [p*], die op beide
‘echten rusten, de drie dubbelrechten en de zes enkelvoudige
fechten @, Hunne doorsnede is dus van den graad
= 6 X84+3X446X1=236.
Oﬂ:l):largskf-puuen we hiernit het bewijs, dat de nwetk.nndige plaats der
Sleden o 1guren p* van groep VII door de rechte ¢ in xes punten ge-

e wordt en dus een oppervlak van den xesden graad, X%, 1s.
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§ 7. Het oppervlak, dat gevormd wordt door alle krommen
0* der [4%], die door een vast punt B van b gaan, heeft tot
beeld de in § b gevonden kegelsnede (3° (P @ Si Sa).

Deze kegelsnede snijdt de kromme A*(P* @* Si S:) in twee
niet-singuliere punten, hetgeen zeggen wil, dat de rechte [
twee krommen p° van het door 3° afgebeelde oppervlak draagt.
Zij snijdt dit oppervlak dusin twee punten; de door B gaande
krommen o* der [»*] liggen dus op een quadratisch opperviak B*.

Het oppervlak I'*, gevormd door alle krommen p* der [5%],
die door een vast punt C van & gaan, heeft tot heeld eene
kegelsnede 2(P @ Sy Sz). De beeldkrommen p2(P ) S; Sz)
en 7 (P @Sy S:) snijden elkaar in vier punten, die alle
singulier zgn.

Wij leiden hieruit af, dat er door twee willekeurige punten
van de rechte b1 geen enkele kromme »* der [5% gaat.

Ook volgt hieruit, dat alle krommen p3 der [z*], die door
B gaan, de rechte 61 in een vast tweede punt B’ snijden.

Deze uitkomst behoeft ons echter niet te verwonderen,
als we ons de gelijkwaardigheid der drie rechten b herinneren.
Door een gegeven punt K van by gaat één oppervlak @2, dat
by in een tweede punt K. snijdt. De punten K en Kz vormen
een paar van de involutie /3. Door een punt K, van b, gaan
dus ook oe! krommen p* der [»°], alle gelegen op een opper-
vlak @] en ook alle gaande door een ander vast punt Ks van be.

[et oppervlak B* is echter geen exemplaar van één der
beide bundels (®7) en (¥3). Dit blijkt ten eerste al uit het
feit, dat zijn beeld een kegelsnede is en geen straal van één
der beide waaiers (p) en (¢). Bovendien ligt de rechte b
er niet op: het oppervlak B* snijdt deze rechte in de twee vaste
punten, welke alle op B* gelegen krommen * der [»*] dragen.

Op B* liggen de rechten bs en bs, omdat door elk punt
“van 6z en ook van b3 één kromme p? gaat, die ook door B
gedragen wordt.

De kegelsnede (3% (P Sy Sy) snijdt de kromme ¢ (P2 Q? Sy S2)
in twee niet-singuliere punten. Op B* liggen dus twee trans-
versalen over &, 6y en &,

Daar verder de kegelsnede B (P Q 8y S:) door de beide
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singuliere punten Sp en S: gaat, liggen de rechten di; en
a1 op ot

Eindelijk liggen op B* vier kegelsneden, die met deze twee
laatstgenoemde rechten en de beide transversalen over b,
by en bs vier ontaarde figuren p* der [»*] vormen.

Twee oppervlakken B? en I'’, behoorende bij de punten B
en O van b; hebben gemeen: de beide basisrechten b: en
by en hunne transversalen dip en day door A: en Aj.

De doorsnede van twee zoodanige oppervlakken, die van
den vierden graad is, bestaat dus uit deze vier rechten.

§ 8. Ten slotte willen wij nog onderzoeken, welk opper-
vlak gevormd wordt door alle krommen * der [p*], die een
gegeven vlak @ aanraken.

Een puntenpaar der involutie 7§ op bs draagt één opper-
vlak @, Dit oppervlak snijdt een gegeven vlak @ volgens
eene kegelsnede @, die gaal door de doorgangspunten van
de basisrechten by, by, dis en dzs van den bundel (Pf) met @.

Fen oppervlak @2 snijdt het vlak @ volgens eene kegel-
snede @3, die guul-dnm' de doorgangspunten van de basis-
rechten &y, bs, di2 en dss van den bundel (3) met .

We noemen het doorgangspunt van de basisrechte b1, dat
Op beide kegelsneden ligt, D.

De twee oppervlakken ®? en @} brengen eene kromme p*
der [0%] voort, die het vlak @ snijdt in de drie buiten D
vallende snijpunten der beide kegelsneden @f en ¢2.

De oppervlakken van den bundel (7) bepalen in het vlak
© een hundel kegelsneden (¢%), waarvan dus elk exemplaar
de kegelsnede (',D'l']rb(}h.’ll\f(! in D, nog snijdt in drie buiten D
vallende punten, behoudens één exemplaar, dat in D aan oh
raakl, voor de beschouwing van welke aangelegenheid wij
Verwijzen naar hoofdstuk 1V, § 6.

De  bundel kegelsneden (@2) snijdt dus op de vaste kegel-
snede @2 eene kubische involutie I? in. Deze heeft vier dubbel-
Punten; het komt dus vier maal voor, dat de kegelsnede ¢f
geraakt wordt door een exemplaar van den bundel (2)).

Telkens echter als dit gebeurt, raakt ook de bijbehoorende
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kromme »* der [p°] aan het vlak . Op het oppervlak @2
liggen dus vier aan @® rakende krommen ¢° der [4%], welke
uit het oppervlak ®fgesneden worden door vier oppervlakken
van den bundel (®3). Deze vier oppervlakken &2 bhepalen op
de rechte b vier puntenparen der involutie I3, welke aldus
aan het door het oppervlak ®? op by bepaalde puntenpaar
der I zijn toegevoegd.

Op dezelfde manier kunnen we beredeneeren, dat Op een
gegeven oppervlak ®j vier krommen ¢° der [+°] gelegen zijn,
die aan het vlak @ raken. Het oppervlak D3 bepaalt op de
rechte b één puntenpaar der involutie 13; de vier oppervlakken
@, die uit het oppervlak $3 de vier aan 9 rakende krommen
p° der [p"] snijden, bepalen Op bs vier puntenparen der It
welke aan het zoo juist genoemde puntenpaar der 12 op b,
zijn toegevoegd.

De puntenparen der involuties I7 en 13 0p bs en b worden
hierdoor gerangschikt in eene verwantschap (4, 4), dus heeft
dit ook plaats met de stralen der beide waaiers (p) en () in
het beeldvlak z, welke deze puntenparen vertegenwoordigen.
Zij brengen dus een Eromme van den achtsten graad, =3, voort,
die de beide waaiertoppen P en @ tot viervoudige punten heeft.

De vlakken ©1; en @2 worden ieder door het vlak ¢ volgens
eene rechte lijn gesneden. Van ek der bundels k gelsneden,
die in de genoemde vlakken gelegen zijn, raken twee exems-
plaren aan die snijlijn met @, dus aan @; deze lwee exem-
plaren zijn bestanddeelen van krommen p* der [, zoodat
van elk der groepen I en II twee ontaarde figuren »* tot de
aan @ rakende behooren. Hieryit volgt, dat de singuliere
punten Si en Sz dubbelpunten van -8 zijn. We kunnen deze
dus aanduiden door 78 (Pt (! S183). Zij is het beeld van het
oppervlak II, dat beschreven wordt door alle krommen P’
der [s%], die aan het gegeven vlak @ raken.

We gaan nu van (it oppervlak 1T den graad bepalen.
Daartoe onderzoeken we weer, in hoevee] punten een wille-
keurige rechte 7 het snijdt,

De beeldkrommen 78 (Pt (4 St S3) en a4 (P2 ©* St S2) snijden
elkaar in 8 X 4 —2 X 4 X2—-2X2 Xa1i=2 niet-singu-
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liere punten. Dat beteekent, dat er twaalf krommen ;* der
[°] zijn, die zoowel aan een gegeven vlak @ raken (:l]S op
een gegeven rechte [ rusten. Het oppervlak II wordt dus
door een willekeurige rechte [ in twaalf punten gesneden. Het
is derhalve een opperviak van den twaalfden graad, 1112,

De beeldkrommen =z (P! @' 87 S2) en 78 (P! g S?.83) van
twee opperviakken 1'%, behoorende bij de vlakken @ en U,
snijden elkaar in 64 — 2 X 4 X 4 —2 X 2 X 2—=94 niet-
singuliere punten. zyn dus vier en twintig Frommen p°
der congruentie, die twee gegeven vlakken © en & aanraken.

De beeldfiguren in het tafereel o wijzen ons ook nu weer
aan, welke rechten er op het oppervlak T1'* liggen.
~ De kromme 78 (P* Q* 82 S2) snijdt de kegelsnede 52 (P Q S, Sa)
m 8 X 2—2 X 4—2 X 2=4 niet-singuliere punten. Door
elk punt van de rechte b1, dus ook van bz en van by gaan
dus vier krommen o% die op II'* liggen. De drie rechten
b1, by en by zijn dus wviervoudige rechten op 112

De kromme z8 (Pt @ St S5 heeft de singuliere punten S
en S, tot dubbelpunten; zij snijdt de vier stralen P3, P4, G5 €N g
elk in twee niet-singuliere punten en heeft met de kromme
1 (P Q* 5, ;) gemeen 8 X 4—2X 4X 2 —2X 2 X 1=19
niel,-singnliore punten.

‘ Wij leiden uit een en ander af, dat de zes rechten d,;, tlay,
e, dus, dyy en dag dubbelyechten op I1'* zijn en dat op dit
Oppervlak twaalf transversalen over by, be en by liggen.

Op het opperviak 17 liggen dus drie viervoudige rechien,
L 'da.cbhﬁh‘(?ch.t(:n en twaalf enkelvoudige rechten.

Verder ziiln op II' gelegen wier en twintiy kegelsneden,
Waarvan er twaalf met de zes dubbelrechten en twaalf met de
t\\"ru‘ulf enkelvoudige rechten ontaarde figuren 2% der [o°] vormen.

Ler Controleering van den graad van de doorsnede van
l'\ve() Oppervlakken 11'* behoorende bij de vlakken ¢ en @,
t‘\:::;:;le: kwe .Ommrlien‘ da'tﬁze ;;_remee'n heh.l)en: de vier en
de d]‘;;(‘ '_I‘omm(:n' p* der [p°], die beide vlakken aanraken,

' viervoudige rechten & en de zes dubbelrechten d.
dell])e";‘l_oorsnui(’a van twee zof)‘(iur"li:gc oppervlakken is dus van

graad 24X 34 3 X 16 - 6 X 4 = 144.




HOOFDSTUK VL

Slotwoord,

§ 1. De onderzoekingen, die in de voorgaande hoofdstukken
plaats gehad hebben, zijn voor uithreiding vatbaar.

Wij kunnen bijvoorbeeld vragen naar den graad van het
oppervlak A, dat gevormd wordt door alle krommen ¢ der
[¢*], die op eene gegeven kegelsnede d? rusten. We zullen
dit vraagstuk oplossen voor één der door ong bhehandelde
congruenties en kiezen daarvoor het eerste bijzondere geval
van de eerste algemeene congruentie van VENERONT, besproken
in hoofdstuk II.

Door een punt Cy van de rechte ¢ gaan @' krommen 'k
der [¢*], gelegen op den kegel K3, die door dit punt € is
bepaald. Deze kegel wordt door de kegelsnede d* in vier
punten gesneden. Deze vier punten bepalen elk een kegel
K3, die met den kegel K2 eene kromme 2 der [p%] voort-
brengt, die door Ci gaat en op d* rust, terwijl deze vier
krommen * op de rechte ¢ elk een punt bepalen. Aan
Ci op e zijn in dit verband dus vier punten van ¢z toegevoegd.

Evenzoo is het duidelijk, dat door een punt Cs van e vier
krommen p° der [o°] gaan, die op d* rusten en op ¢ vier
aldus aan (% loegevoegde punten bepalen,

De puntenreeksen (C)) en (1) 0p ¢ en ¢; worden nu ge-
rangschikt in eene verwantschap (4, 4), Het voortbhrengsel der
-~ waaiers (p) en (g), die de puntenreeksen () en ((s) af-
beelden, is dus eene Aromme van den achtsten graad 98,
die de waaiertoppen P en ¢ (ot viervoudige punten heeft,
en de singuliere punten S; en S, {ot dubbelpunten, omdat
er in elk der vlakken @; en Ps twee kegelsneden liggen,
die op d* rusten, daar d* elk dezer beide vlakken in twee
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punten snijdt. Van elk der groepen I en II behooren dus
twee exemplaren tot de hier beschouwde. We kunnen het
beeld van het oppervlak A dus aanduiden door 38 (P* Q¢ Sl S"’)

De krommen J° (P* @* 83 5}) en A% (P* @S, S)) snijden elhaar
iIn 8 X4 —2X4X2— 2 X 2 X 1 =12 niet-singulicre
punten. De rechte I ontmoet dus twaalf op d* rustende
krommen * der [p*]; zij snijdt het oppervlak A dus in twaalf
punten, dus is dit een opperviak van den twaalfden graad, A2,

We besluiten hieruit tevens tot de volgende waarheid:

De congruentie bevat twaalf krommen p3, die rusten op
een gegeven rechte | en een gegeven kegelsnede d°.

De krommen % (P S257) en @ (P Q'S5 8)) en ook de
krommen 0% (P* Q'8 S7) en & (P*QF 828D, welke laatste het
beeld is van het oppervlak, gevormd door alle krommen p3
der [p3], die 0p een gegeven kefrelqnndo ¢* rusten, snijden
elkaarin 8 X} 8§ — 2 X 4X4—2X2 = 24 niet-singuliere
punten,

Wij leiden hieruit af:

19 dat er wier en twintig krommen o3 der [3] zijn, die
0p een  gegeven lkegelsnede rusten en aan een gegeven vlak
raken;

2% dat er wvier en twintig krommen p? der [I.:j] zijn, die
@ twee gegeven kegelsneden rusten.

De kromme & L BHO S”'b ;) heefl de singuliere punten S;
0‘“ S tot dubbelpunten, suudl elk der stralen g2 en p; 1
Vier niet-singuliere punten, elk der stralen gai, ge8; P14 €118
in twee niet-singulicre punten en de kegelsnede 2 (P Q) S5 5))
in 8 X2—29 X 4 —2 % 2=4 niet-singuliere punten. Eindelijk
8;1s1n er door elk punt van ¢ en ook van ¢z vier krommen
P van Al2

Uit het bovenstaande volgt, dat op het oppervlak A'? ge.
legen Zn: drie viervoudige rechten, ¢, ca en diz; zes dubbel-
rechien, ds, dy, dos, dss, s en dis en vier stralen van elk der
Waaiers (4y¢,) en (Ay e2), dat zijn dus acht enkelvoudige
Yechten,

Op A liggen behalve d* vier en twintig kegelsneden, waarvan
°F acht met elk der enkelvoudige rechien, twaalf mel elk
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der dubbelrechten en vier met de viervoudige rechte dis
ontaarde figuren p* der [p] vormen. Bij de behandeling van
het oppervlak A dat gevormd wordt door alle krommen p*
der [°], die op een gegeven rechle ! rusten en dat afgebeeld
wordt door de kromme 2* (P2 @28 8y), hebben we opgemerkt,
dat er één kromme p? der [»?] is, die I tot koorde heefl, Deze
kromme 5} is dientengevolge dubbellromme op A® en haar
beeld in het tafereel is dubbelpunt van At

Ten aanzien van het oppervlak A'* kunnen we nu vragen
naar het aantal krommen * der [»%], die de kegelsnede 2
tweemaal snijden. Dit aantal bedraagt zeven,

Immers: de kromme 8 (P1Q!S28?) jg rationaal; zij bezit
dus /2 X7 X 6 =21 dubbelpunten. De beide viervoudige
punten P en @ zjn elk gelijkwaardig met 1, X4X3=6
dubbelpunten, zoodat 4% hehalve P, @S enS; nog21 — 2 X
Xe—2 X 1=7 dubbelpunten heeft. Deze kunnen niet
anders zijn dan beelden van krommen o* der [p*], die de
kegelsnede d* tweemaal snijden.

Deze zeven krommen 4* der [#°] zijn dubbelkrommen op het
oppervlak A¥  De doorsnede van fwee oppervlakken A'2
behoorende bij de kegelsneden «2 en e2 bestaat uit: de vier
en twintig krommen ,* der ("], die op beide kegelsneden
rusten, de drie viervoudige rechten en de zes dubbelrechten.
Zij is dus van den graad

24 X 3+3X161-6X 4— 144.

§ 2. Zoo algemeen mogelijk gesteld luidt het vraagstuk nu:

Welk oppervlak wordt gevormd door alle krommen o der
[¢°], die op een gegeven kromme P pusten?

We kunnen hieraan de voor de hand liggende vraag toe-
voegen :

i r O TY 3 ype f . :

Hoeveel krommen »* bevat de [/], die rusten op twee ge-
geven krommen P en 19

Om de ecerste vraag te beantwoorden behoeft het geen
verder beloog, dat de puntenreeksen () en (C2) op ¢1 en ez
gerangschikt worden in eene verwantschap (2p, 2p), zoodat
het voortbrengsel hunner beeldstralen een Zromme van den
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graad 4p, z**, is, met P en @ tot 2p-voudige punten.

Daar de vlakken ©; en @i door de kromme uP elk in P
punten gesneden worden, zijn de singuliere punten 8; en S,
»-voudige punten van de kromme #'P. Deze kan dus voor-
gesteld worden door %P (P2P QP &7 SP).

Evenzoo zal het oppervlak, dat gevormd wordt door
alle krommen 3 der [;*], die op een gegeven kromme 75
rusten, afgebeeld worden door eene kromme z*% (P*9 99 59 83),

De krommen z*? (P*? @*P S8 SF) en A!(P* Q28 Sy) snijden
elkaar in 16 p punten. Iliervan vallen er 4 p in P, 4p in
Q, p in S en p in S, dus 6p buiten de singuliere punten.
De rechte { ontmoet dus 6 p krommen »* van het oppervlak
I, dat door de op ©P rustende krommen p® der [»%] gevormd
wordt; dit is dus een opperviak van den graad 6 p.

De tweede vraag kan nu ook gemakkelijk beantwoord
worden,

i 6 p g punten, waarvan er 10pq en, dus 6pgq
Lff-dmz de singuliere punten vallen.

Ey zim dus 6 pq krommen ‘;3 der congruentie, die op twee

degeven ferommen wP en pd rusten.
' Stellen we p=¢g=1, dan vinden we naar behooren het
ll; hmf(_is!.uk IT gevonden getal zes voor het aantal krommen
P (1.01' [03], die op twee gegeven rechten rusten.

Hiermede willen we onze heschouwingen beéindigen.



STELLINGEN.

13

Volgens Dr. J. pe Vrizs bevat de [+3], die in zijn proef-
schrift, getiteld: Bilineaire congruenties van kubische
ruimtekrommen, als eerste bijzondere geval van de eerste
algemeene congruentie van Veneroxt behandeld wordt,
24 figuren, die uit drie rechien bestaan. Dit is foutief; het
moet zijn 13.

2.
E. BoreL: Lecons sur les fonctions entidres.

Op blz. 38 bovenaan staat vast:

O (%) -
¢ P ()~ I'(2), voor m — oo,

uniform op ieder gesloten, eindig gebied.
Op blz. 40 onderaan heeft hij pas bewezen:

1 ( On()
=% P )|~ F ¢); voor m~ w.

Dit bewijs is overbodig, wegens eene fundamenteele stelling
van WEIERSTRASS.

S. CuessiN zegl in zijn werk: On the analytical theory
- of circular functions, op blz. 288:

Als 1(2), hebbende eene recele periode, in 't eene uiteinde
van een fundamentaalstrook eene bepaalde waarde aanneemt,
dan doet zij dat ook in het andere uiteinde.

Dal is foutief; de functie f(z) = sin (¢*/) stelt de onjuist-
heid der bewering duidelijk in het licht.

Jah
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4.

De bewering van Durice in zijn Elemente der Theorie
der Functionen, Einleitung, blz. 11, dat jetzt allgemein angenom-

men wird, dat voor @ > 0en b > 0 hel product Y= =
gelijk is aan V{L b, is onjuist.

5.

De bestudeering van de uniteenzetting van het begrip be-
paalde integracl, gegeven door Prof. Dr. Hx. pe Vries in
zijn  Leerboek der Differentiaal- en Infegraalrekening,
deel T § 48, kan leiden tot verwarring.

6.

De definitie van convergent oneindig product, gegeven in
het in Stelling 5 genoemde werk, deel 1 § 83, is niet scherp.

-
8

~ De afleiding van de formule voor den slingertijd, gegeven
N het in Stelling 5 genoemde werk, deel 1 § 76, blz. 343,

vy .. : d® :

bevat eene leemte. De schrijver vindt voor — = een vierkants-
: dt

Wortel en kiest zonder eenige verklaring den positieven,

terwiip 49 . . oo 3 ;

Crwijl gy Juist negatief is; door bij de hierop volgende

i oyt . 14 .
Diegratie (e srenzen verkeerd te plaatsen, wordt toch het

80ede eindresultaat verkregen.
8.
Het verdient geen aanbeveling, bij het onderwijs in de

Mechaniey op de H.B.S. de Infinitesimaalrekening toe te
Passen,
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)

Er is veel voor te zeggen, het leerplan der Gymnasia in
dier voege te wijzigen, dal B-leerlingen niet alleen in de
he klasse, maar ook in de 6¢ klasse onderwijs ontvangen in
de Kosmografie en hierin worden geéxamineerd.

10.

Van de Waarschijnlijkheidsrekening zijn zells de begin-
selen te moeielijk voor Gymnasiaal en Middelbaar onderwijs.
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