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??? INLEIDING. Onder eene congruentie van hubische ruimteJcrommen verstaatmen een tweevoudig oneindig stelsel van ruimtekrommen vanden derden graad. Het getal, dat aangeeft, hoeveel exem-plaren van het stelsel door een gegeven punt gaan, heet deorde der congruentie; dat, hetwelk aangeeft, hoeveel exem-plaren een gegeven rechte lijn tot koorde hebben, noemtmen de Uasse der congruentie. Zijn van eene congruentie de orde en de klasse beide ?Š?Šn,m. a. w. gaat er door een willekeurig punt slechts ?Š?Šn krommep^ en is een willekeurige rechte maar van ?Š?Šn exemplaarkoorde, dan heet de congruentie Ulineair. Eene zoodanigecongruentie zullen we aanduiden door het teeken [p^]. Onder hoofd- of basispunten eener congruentie verstaatmen punten, die op alle exemplaren der congruentie gelegenzijn. Een hoofdpunt draagt dus oo^ krommen p^. De verbindingslijn van twee hoofdpunten der congruentieheet hoofdhoorde. Een hoofdkoorde wordt dus door elkekromme p^ der congruentie in twee vaste punten gesneden. In de volgende hoofdstukken zullen eenige bilineaire con-gruenties van kubische

ruimtekrommen aan een onderzoekonderworpen worden en wel door eene afbeelding op hetplatte vlaTc. Eene zoodanige afbeelding is slechts dan mogelijk,indien twee op vaste rechten gekozen punten slechts ?Š?Šnekromme p^ bepalen; elke kromme wordt dan in het algemeendoor ?Š?Šn punt van het genoemde platte vlak vertegenwoordigden omgekeerd: elk punt van het vlak is in het algemeenbeeld van ?Š?Šne kromme p^. Een punt in de afbeelding,hetwelk het beeld is van co ^ krommen p^ der [/j^], heet eensingulier punt.



??? Een lijn in de afbeelding, van welke co^ punten ?Š?Šnenkele kromme p\'^ der [|5ÂŽJ vertegenwoordigen, heet eensinguliere lijn. Het zal nu blijken, dat een dergelijke afbeelding ?Š?Šn aan?Š?Šn een helder licht werpt op vele eigenschappen der con-gruenties van kubische ruimtekrommen, tot welker besprekingwij thans overgaan.



??? HOOFDSTUK I. Dc eerste algemeene congruentie van VenERONI. Â§ 1. Wij willen eens twee bundels quadratische opper-vlakken beschouwen, aangeduid door (Of) ennbsp;De basis-figuur van den eersten bundel wordt gevormd door dekubische ruimtekromme irf en ?Š?Šn harer koorden b, die vanden tweeden bundel door de kubische ruimtekromme endezelfde rechte b, die ook koorde van a^ is. Elk oppervlak geeft nu met elk oppervlak lt;JÂ?| eenedoorsnede, die bestaat uit de rechte h en nog eene kubischeruimtekromme /j^. De beide bundels bepalen zoo oo^ krommenp^ en brengen dus een [p^] voort. Naar den wiskundige,die haar het eerst heeft aangewezen, wordt zij de eerstealgemeene congruentie van VENERONI genoemd. De congruentie is hilineair. Immers: door een willekeurig punt P gaat ?Š?Šn oppervlaken ?Š?Šn oppervlak dus ?Š?Šn p^, welke met de rechte bde doorsnede dezer beide oppervlakken vormt. Verder snijdende beide bundels (^Jf) en (lt;1^2) op eene willekeurige rechte ltwee quadratische involuties in, welke involuties een gemeen-schappelijk paar hebben. Dit puntenpaar

behoort zooweltot een oppervlak als tot een oppervlak dus tot desnijkromme dezer twee oppervlakken, welke bestaat uit derechte b en eene kromme p^ der congruentie, die dus derechte l tot koorde heeft. Uit het bovenstaande volgt onmiddellijk, dat eene kromme /jÂŽder congruentie elk oppervlak waarop ze niet ligt, ingeen andere punten kan snijden, dan welke gelegen zijn opde basisfiguur van den bundel, waartoe behoort. Vande ses snijpunten van eene kromme p^ met liggen er twee



??? op de rechte zoodat dus lt;rf en 4nbsp;kromme /j^ der congruentie in vier punten gesneden worden. Â§ 2. Om eene afbeelding O dezer congruentie op hetpuntenveld tot stand te brengen, denken we ons een platvlak a gegeven, dat we als tafereel of beeldvlak aannemen.Verder kiezen we op de basiskromme Â?rf een punt Ci en opde basiskromme 4 een punt C2. De raaklijn n aan 4 inCl snijde het vlak a in P, de raaklijn r2 aan 4 in C2 snijde in Q, Elk oppervlak heeft in Ci een bepaald raakvlak,dat Â? snijdt volgens een rechte p door P en elk oppervlakheeft in C2 een bepaald raakvlak, dat Â? snijdt volgenseen rechte q door Q. Wij beschouwen nu de op deze wijze verkregen rechteni?,als de afbeeldingen der oppervlakken Â???gt;f en de rechten q alsde afbeeldingen der oppervlakken lt;1gt;|. Het snijpunt van eenlijn p en een lijn q aanvaarden we verder als het beeld vandie kromme p^ der congruentie, welke met de rechte h dedoorsnede van de door p m q vertegenwoordigde opper-vlakken lt;fgt;f en vormt. Maar ook omgekeerd: elk punt vanhet beeldvlak a, bepaalt een straal van den waaier

{p) eneen straal van den waaier (q), dus een vlak (p, n), waaraaneen oppervlak in Ci raakt en een vlak (q, n), waaraaneen oppervlak in O2 raakt. Deze twee oppervlakken be-palen ?Š?Šn kromme p^ der congruentie; de afbeelding is dus?Š?Šn aan ?Š?Šn, op enkele uitzonderingen na. Er is ?Š?Šn krommep^, die afgebeeld wordt door ieder punt van de rechte ro, diede toppen P en Q der beide waaiers verbindt; ro is dus eensinguliere rechte van de afbeelding. De waaiertoppen P en Q zijn singuliere punten van deafbeelding, want zij zijn de beelden van 00^ krommen p\'^ en \') Door den heer Dr. Q. Schaake werd reeds de congruentie derkubische ruimtekrommen, die door vier gegeven punten gaan en tweegegeven rechten snijden, met behulp van de hier gebruikte afbeeldingonderzocht. De resultaten van dit onderzoek verschenen in het verslagvan de. gewone vergadering der Afdeeling Natuurkunde, Deel XXXV,3, van de Koninklijke Akademie van Wetenschappen te Amsterdam.



??? wel is P het beeld van de oo\' krommen p^, die gelegen zijnop dat oppervlak lt;Igt;| hetwelk door den straal QP wordt ver-tegenwoordigd en Q het beeld van de oo^ krommen p^, dieliggen op dat oppervlak waarvan de straal PQ het beeldis. Het zijn nu juist deze beide oppervlakken, welke de boven-bedoelde door alle punten van ro afgebeelde kromme p^ bepalen. Â§ 3. Onderzoeken we eens, welke figuur in het beeldvlaka het beeld is van het oppervlak, gevormd door alle krommenp\'^ der congruentie, die gaan door een vast punt B van degemeenschappelijke basisrechte 6. Er gaan door B oo^ krom-men p^, die ieder met h de doorsnede vormen van een opper-vlak met het oppervlak dat in B raakt. Het puntB is dan dubbelpunt hunner doorsnede, zoodat het kubischebestanddeel hiervan door B moet gaan. Daar er oci parenelkaar in B rakende oppervlakken en zijn, zijn er ookGo^ krommen die door B gaan. Voegen we nu aan elk oppervlak lt;Igt;f dat oppervlak toe,hetwelk in B raakt, dan ontstaat een projectiviteit, of ver-wantschap (1,1) tusschen de exemplaren der beide bundelsquadratische

oppervlakken, dus ook tusschen de stralen derbeide waaiers (i?) en (g). Het voortbrengsel dezer waaiersis eene Tcegelsnede c^, welke dus het beeld is van het opper-vlak, gevormd door alle krommen p^ der congruentie, die dooreen vast punt B van b gaan. Deze kegelsnede gaat door depunten P en Q, zoodat we haar kunnen voorstellen door iPQ). De krommen p^ der congruentie, welke op een gegevenrechte l rusten, vormen een oppervlak, waarvan we de af-beelding op het tafereel zullen bepalen. Een willekeurig oppervlak snijdt l in twee punten. Dezetwee punten bepalen twee oppervlakken welker doorsnedenmet twee krommen p^ bepalen, die op l rusten. Evenzoobehoort bij een willekeurig oppervlak 4)| een tweetal opper-vlakken welker doorsneden met twee op de rechte lrustende krommen p^ bepalen. De oppervlakken der beidebundels zijn hierdoor gerangschikt in eene verwantschap (2,2),



??? dus ook hunne beeldrechten in het tafereel, dat zijn de stralender beide waaiers {p) en (g). Hun voortbrengsel is dus eenJcromme van den vierden graad, A^, welke P en Q tot dubbel-punten heeft. Wij kunnen haar voorstellen door A^ (P\'^Q^^). Â§ 4. Met behulp van deze uitkomst kunnen we nu dengraad van het oppervlak F bepalen, waarop alle krommenp^ gelegen zijn, die door een vast punt B van de rechte bgaan. Het beeld van dat oppervlak is de reeds gevondenkegelsnede c^ (PQ). Nu snijden cÂŽ (PQ) en A^ iP\'Q\'\') elkaarin 2X4=8 punten. Van deze acht punten vallen er twee inP en twee in Q, dus hebben de beide beeldkrommen vierniet-sin gulier e punten gemeen. Dat beteekent, dat op een ge-geven rechte l vier krommen van het oppervlak F rusten.Bit oppervlah is dus van den vierden graad en kan door F^voorgesteld worden. Tevens kunnen we den graad bepalen van het oppervlakA, beschreven door de krommen p^, welke de gegeven rechtel snijden. Daartoe bepalen we het aantal krommen /jÂŽ, dieop A gelegen zijn en een willekeurige rechte l\' snijden. Bijl\' behoort een

oppervlak A\', met als beeld eene krommeimHP\'QV. De krommen A-^ [P\'Q^) ensnijden elkaarin 4X4=16 punten. Van deze 16 punten vallen er vier inP en vier in Q, dus hebben de beide beeldkrommen acht niet-singuliere punten gemeen. Dat wil dus zeggen, dat er achtkrommen p^ zijn, die op A liggen en de rechte l\' snijden;l\' snijdt A dus in acht quot;punten, zoodat A een oppervlah vanden achtsten graad is, en door AÂŽ kan worden aangeduid. Ook volgt hieruit, dat er acht hrommen p^ van de congruentiezyn, die op twee gegeven rechten l en l\' rusten. Er is ?Š?Šn kromme p\\, die de rechte l tot koorde heeft;hieruit volgt, dat de beeldkromme A^ iP^Q\'\'^) van het opper-vlak AÂŽ een derde dubbelpunt heeft in het beeld van p\\. Dekromme A^ is dus rationaal. Â§ 5, Wij willen nog even nagaan, wat de beteekenis isvan de ligging der singuliere punten op de beeldfiguren en



??? welke gevolgtrekkingen we mogen maken, als twee beeldfi-guren elkander in een singulier punt snijden. Beschouwen we eens twee stralen p\\ en van den waaier(p). Dat de waaiertop P op pi ligt, beteekent, dat P hetbeeld is van die kromme p^ der congruentie, welke het doorden straalafgebeelde oppervlak met het door den straalQP van den waaier fgj afgebeelde oppervlak lt;Igt;| gemeen heeft.Dat P op den straal pz ligt heeft een overeenkomstige be-teekenis, met dit onderscheid, dat P, als punt van p^ be-schouwd, een andere kromme p^ vertegenwoordigt. Als dus twee beeldkrommen elkaar in een singulier puntsnijden, mogen we daaruit niet besluiten tot het gemeen-schappelijk bezit van een kromme p^ der congruentie derdoor deze beeldkrommen vertegenwoordigde oppervlakken.Het is nu duidelijk, dat bij de onderzoekingen in Â§ 4 desnijpunten der beeldfiguren, die in P en Q vielen, buitenbeschouwing moesten blijven, waar gevraagd werd naar hetaantal gemeensehappelijJce hrommen der congruentie van tweeoppervlakken. Bij de in de volgende hoofdstukken te behandelen con-

gruenties van kubische ruimtekrommen zullen we kennismaken met andere singuliere punten dan waaiertoppen vanstralen, die oppervlakken afbeelden. Dergelijke punten zijneveneens de beelden van co^ krommen p^ der congruentie.Ook op deze is van toepassing, wat van de punten P en Qis gezegd, namelijk dat uit de snijding van twee beeldkrommenin zoo\'n punt niet mag besloten worden tot het gemeen-schappelijk bezit van een kromme der congruentie der doordie krommen afgebeelde oppervlakken. Ook hier is alleende gevolgtrekking juist, dat op elk dezer oppervlakken ?Š?Šnder 00 ^ in dat singuliere punt afgebeelde krommen der con-gruentie gelegen is. Ligt een hier bedoeld singulier puntk-voudig op eene beeldkromme, dan bevat het toegevoegdeoppervlak ook Jc der oo\' in dat punt afgebeelde krommender congruentie. Â§ 6. We willen eens nagaan, hoe de basisrechte h en de



??? basiskrommen trf en ^ oP ^e oppervlakken T* en A.ÂŽ ge-legen zijn. De beeldkromme c^ (P Q) van het oppervlak T^ snijdt debeeldkromme dHP Q) van het oppervlak AS dat gevormdwordt door alle krommen p^ der [/sÂŽ], die door een vastpunt D van de basisrechte b gaan in 2 niet-singuliere punten.De oppervlakken T^ en A^ hebben dus twee krommen p^der [p^] gemeen. Ook volgt hieruit, dat door een willekeurig punt van debasisrechte b twee krommen p^ van het oppervlak F* gaan.De rechte h is dus een dubbelrechte op Door een willekeurig punt S\\ van de basiskromme ??-f gaat?Š?Šn oppervlaknbsp;waaraan in het punt JB van de basis- rechte b door ?Š?Šn oppervlak geraakt wordt, hetwelk methet oppervlak lt;??gt;| ?Š?Šn kromme p^ der [p^] voortbrengt. Hetpunt Si draagt dus ?Š?Šn kromme p^ van het oppervlak Evenzoo draagt een willekeurig punt Sz van de basis-kromme lt;4 maar ?Š?Šn kromme p^ van het oppervlak F\'^. De basiskrommen a-f en ??-| zijn dus enkelvoudige Icrommenop FS Twee oppervlakken F^ en A^, behoorende bij de puntenB D van 6, hebben dus gemeen: de

twee krommen p^der [/jM, die door beide punten gedragen worden, de beidebasiskrommen Â?rf en a-| en de dubbelrechte b. De doorsnededezer oppervlakken is dus van den graad 2X3 2X3 2X2 = 16. Het is gemakkelijk te zeggen, welke stralen i? en g deraaUynen in P en Q aan de kegelsnede c^ zijn. Elke straalp snijdt in twee punten, van welke P er ?Š?Šn is. Valtnu het tweede snijpunt ook in P, dan raaU die straal in Paan c^. Het punt P vertegenwoordigt dan die kromme p^van F^ welke tot de doorsnede behoort van het door denstraal Q P van den waaier iq) afgebeelde oppervlak methet oppervlak dat in B het genoemde oppervlak 4gt;| aanraakt. Een overeenkomstige redeneering geldt voor den in Q aanc^ rakenden straal van den waaier {q). De beeldkromme A^ (P^ Q\'^) van het oppervlak AÂŽ snijdt



??? de beeldkromme c^ (P Q) van het oppervlak F^ in 4 X 2 = 8punten, waarvan vier in P en vallen, dus ook vier niet-singulier zijn. Door een willekeurig punt B van de basis-rechte h gaan dus vier krommen p^ der congruentie, die ookop het oppervlak A.ÂŽ gelegen zijn. Hieruit volgt, dat h eenviervoudige rechte op AÂŽ is. Door een willekeurig punt Si van de basiskromme of gaat?Š?Šn oppervlak dat door de rechte l in twee punten ge-sneden wordt. Deze twee punten bepalen twee oppervlakkendie met het door Si bepaalde oppervlak lt;Egt;| twee krommen p^der [p^] voortbrengen, die op l rusten. Door Si gaan dustwee krommen p^ van het oppervlak AÂŽ, zoodat de basis-kromme ??-^ duhhelJcromnie op AÂŽ is. Op dezelfde manier kunnen we beredeneeren, dat de basis-kromme ??quot;! duMelkromme op AÂŽ is. Twee oppervlakken AÂŽ, behoorende bij de rechten l en l\'hebben gemeen: de acht krommen p^ der [/jÂŽ], die op beiderechten rusten. Ook hebben ze gemeen de beide dubbel-krommen lt;s\\ en lt;r| en de viervoudige basisrechte h. De door-snede van twee zoodanige oppervlakken is

dus van den graad8X3 2X4X3 4X4:=: 64. Â§ 7. We willen thans gaan onderzoeken, welk oppervlak?? gevormd wordt door de krommen p\'^ der congruentie, dieaan een gegeven vlak 0 raken. Daartoe bepalen we defiguur in het beeldvlak door welke het gezochte oppervlakwordt vertegenwoordigd. Beschouwen we eens een willekeurig oppervlak ditsnijdt het vlak 0 volgens eene kegelsnede welke gaatdoor het doorgangspunt van de basisrechte b en door dedrie doorgangspunten van de basiskromme af met 0. Elkoppervlak snijdt 0 volgens een kegelsnede h% welke ookgaat door het doorgangspunt van de basisrechte b met 0en nog door de drie doorgangspunten van de basiskrommelt;4 met 0. De kegelsneden hl vormen in 0 een bundel {h^ metals basispunten deze laatstgenoemde vier doorgangspunten.Zij snijden op de vaste kegelsnede ]c\\, die met alle exem-



??? plaren van den bundel het snijpunt van de rechte h methet vlak cp en nog drie veranderlijke punten gemeenheeft, een kubische involutie r in. Deze heeft vzer dubbel-punten, waaruit volgt, dat het vier keer voorkomt, dat dekegelsnede kf geraaU wordt door een exemplaar van denbundel ih^. Een oppervlak flgt;| van den tweeden bundel snijdt het inden aanhef van deze Â§ genoemde oppervlak volgens derechte h en een kromme der congruentie. Deze krommep^ snijdt dus het gegeven vlak 0 in de snijpunten der vastekegelsnede kf met de kegelsnede 1% welke de doorsnede isvan dit oppervlak, (Igt;| met (p. De involutie P wordt dus ookop /cl ingesneden door alle krommen p^ van Telkens alsnu hl door een exemplaar van den bundel (Jq) geraakt wordt,raakt de hjbehoorende kromme p^ aan cp. Dit laatste heeft dusvier keer plaats. Er zijn dus vier oppervlakken die methet gegeven oppervlak 4gt;f een aan het gegeven vlak cp rakendekromme p^ der congruentie voortbrengen. Op dezelfde manier kunnen we beredeneeren, dat er vieroppervlakken in den bundel (^f) gevonden worden, diemet

een gegeven oppervlak een aan cp rakende krommep^ der congruentie voortbrengen. De oppervlakken der beide bundels (^I\'^) en wordendus op deze wijze gerangschikt in een verwantschap (4,4),dus ook hunne beeldrechten in het tafereel, dat zijn de stralender beide waaiers (i?) en (q). Het voortbrengsel dezer waaiersis dus eene kromme van den achtsten graad, AÂŽ, welke F eng tot viervoudige punten heeft, en dus voorgesteld kan wordendoor AÂŽ (F^Q^). Deze kromme is dus het beeld van hetoppervlak ??. Om den graad van het oppervlak fL te bepalen, gaan wenu onderzoeken, hoeveel krommen p^ van ?? op een gegevenrechte Z rusten, m.a.w. hoeveel krommen p^ tot de doorsnededer oppervlakken ?? en AÂŽ behooren. De beeldkrommen,ennbsp;dezer oppervlakken snijden elkaar in 8X4=32 punten, waarvan er 2X4 X2=16 in de singulierepunten F en Q vallen. De beeldkrommen hebben dus 16



??? niet-singuliere punten gemeen, dus zijn er ook 16 krommenp^ van de congruentie, die op liggen en tevens op l rusten.De rechte l snijdt het oppervlak fl dus in 16 punten, zoodatdit een oppervlah van den zestienden graad, is. De beeldkrommennbsp;en (j.^iP^Q\'^) van de opper- vlakken n en 11\', behoorende bij twee vlakken (p en (p\',snijden elkaar in 8 X 8=64 punten, waarvan er 2 X 4 X 4= 32in P en vallen, dus ook 32 niet-singulier zijn. Hieruitvolgt, dat er 32 hrommen p^ der congruentie zijn, die aan tweegegeven vlahhen lt;p en 0\' raken. De beeldkrommen c^{P()) en Q^) van T^ en snpenelkaar in 16â€”8 = 8 niet singuliere punten. Er gaan dus doorelk punt van b acht krommen p^, die tevens op fl\'quot; liggen;b is dus een achtvoudige rechte op dit oppervlak. Omdat door een willekeurig punt Si van de basiskromme lt;t\\?Š?Šn oppervlak gaat, waaraan vier oppervlakken zijntoegevoegd, die met ^Pj eene door Si gaande en aan Orakende kromme p^ der [/jÂŽ] voortbrengen, is a-f een viervoudigehromme op het oppervlak Evenzoo ligt de basiskromme viervoudig op Twee oppervlakken

behoorende bij de vlakken (p en?“\' hebben dus gemeen: de twee en dertig krommen p^ derdie beide vlakken aanraken, de beide viervoudige krommen(t\\ en cr| en de achtvoudige rechte h. De doorsnede van tweezoodanige oppervlakken is dus van den graad 32 X 3 4-2X 16 X3 8X8 = 256. Â§ 8. Onder een ontaarde huUsche ruimtehromme verstaatmen eene figuur, die samengesteld is uit bestanddeelen,waarvan de som der graadgetallen eveneens drie is, terwijlde figuur in haar geheel het geslacht nul heeft, evenals eeneenkelvoudige ruimtekromme van den derden graad. Menkan dus ook zeggen, dat de naam ontaarde kubische ruimte-kromme slechts toekomt aan figuren van den derden graad,welke door een gegeven punt maar ?Š?Šne koorde zenden. Uit bovenstaande bepaling volgt, dat er twee soorten vanontaarde kubische ruimtekrommen zijn.



??? In de eerste plaats behooren er de figuren toe, die bestaanuit een hegelsnede en een daarop rustende, niet in het vlakdier kegelsnede gelegen, rechte. Inderdaad kunnen we dooreen gegeven punt maar ?Š?Šne koorde naar deze figuur trekken. De verbindingslijn van het gegeven punt met het steunpuntvan rechte en kegelsnede telt niet als koorde mee. In de tweede plaats treden als ontaarde kubische ruimte-krommen op de figuren, die bestaan uit twee hruisende rechtengesneden door een derde, van welke figuren de stergraad vande congruentie harer koorden ook ?Š?Šn bedraagt. Volledigheidshalve willen we nog even vermelden, dat hetgeslacht p van een uit twee bestanddeelen van de geslachtenpi en p2 samengestelde ruimtekromme uitgedrukt wordt doorde betrekking: p=p\\ j?2 5â€” 1,waarin 5 het aantal snijpunten der samenstellende krommenbeteekent. Eene kegelsnede en eene rechte, die de kegelsnedeniet snijdt, vormen dus samen een figuur, die het virtueelegeslacht heeft, zooals men dat uitdrukt, van 0 0 0-1 = â€” !.Eene dergelijke figuur kan dus niet gerekend worden tot

deontaarde kubische ruimtekrommen. Dat een willekeurig vlakhaar in drie punten snijdt, legt dus hier geen gewicht in de schaal. Â§ 9. Wij beschouwen thans eerst het geval, dat twee opper-vlakken en elkander snijden volgens de rechte eenekegelsnede en eene rechte d, die op rust en met haareene ontaarde figuur p^ vormt. Het is nu noodzakelijk, datzoowel als d door h gesneden worden. Maar ook de beidebasiskrommen 4 en 4 snijden deze ontaarde figuur p\'. Opliggen drie punten van en drie punten van 4 terwijlde rechte d door 4 en 4 in ?Š?Šn punt gesneden wordt. Inelk vlak door h ligt buiten deze rechte h ?Š?Šn snijpunt met4 en ?Š?Šn snijpunt met 4, dus ?Š?Šn rechte d, die b in eenpunt Q snijdt. Aan dit vlak raakt in Q ?Š?Šn oppervlaken ook ?Š?Šn oppervlak lt;^gt;1 Deze twee oppervlakken hebbeneene doorsnede, die bestaat uit de rechten b en d â€” want



??? d is van elk der oppervlakken de tweede beschrijvende lijnvan het raakvlak in Q â€” Qn dus nog een kegelsnede alWentelt nu dit vlak om de rechte dan beschrijven de ont-aarde figuren een oppervlak bestaande uit twee andereoppervlakken, B, dat door de rechten d, en A, dat door deIcegelsneden c^ afzonderlijk beschreven wordt. Van het oppervlak W willen we nu de afbeelding op hettafereel en met behulp dezer afbeelding den graad bepalen,en daarna langs een anderen weg de graadgetallen van S*en A. We beginnen met het oppervlak beschouwd als ?Š?Šnenkel oppervlak, dat voortgebracht wordt door alle uit eenkegelsnede c^ en een daarop steunende rechte d samengesteldekrommen p^. We kiezen nu een willekeurig oppervlaken vragen naar het aantal rechten d, die op het oppervlakgelegen zijn. Het zijn er vier, want elke rechte d moetbehalve op h en lt;t\\ rusten op (r|, omdat ze het lineaire be-standdeel is van de ontaarde kromme die door tweeoppervlakken, lt;igt;l en wordt voortgebracht. Nu snijdthet oppervlak in zes punten, waarvan er twee op h liggen.Door elk der vier andere

punten gaat ?Š?Šne beschrijvendevan die op h rust, dus ?Š?Šne rechte d. Op liggen dusvier rechten d. Er zijn dus vier oppervlakken die methet gegeven oppervlak eene rechte d gemeen hebben.Evenzoo zijn er vier oppervlakken die met een gegevenoppervlak een rechte d gemeen hebben. Voegen we nuaan elk oppervlaknbsp;de vier oppervlakkennbsp;toe, welke er een rechte d mee gemeen hebben, dan worden deoppervlakken der beide bundels gerangschikt in eene ver-wantschap (4, 4), dus ook hunne beeldrechten in het tafereel.De stralen der beide waaiers (i?) en iq), gerangschikt in eenverwantschap (4, 4), brengen eene kromme van den achtstengraad, rÂŽ, voort, welke kromme de waaiertoppen P en Qtot viervoudige punten heeft. Deze kromme rÂŽ iP\' Q\') is dushet beeld van het oppervlak Om nu den graad van het oppervlak ^ te bepalen, gaanwe onderzoeken, in hoeveel punten ^ door een willekeurige



??? rechte I gesneden wordt. We herinneren ons, dat de kromme(p2 g??s) het beeld is van het oppervlak A.ÂŽ, welk oppervlakbeschreven werd door alle krommen p^ van de congruentie,die op een gegeven rechte l rusten. De krommen A^ (P^ Q^) en78 {pi gi) snijden elkaar in 4 X 8 = 32 punten, waarvan er16 in P en vallen, dus 32 â€” 16 = 16 buiten de singulierepunten. Er zijn dus 16 krommen p^, in dit geval ontaardekrommen /5^ die op een gegeven rechte l rusten en tevensop \'F liggen, waaruit volgt, dat de rechte l het oppervlak ^in 16 punten snijdt, zoodat dit een oppervlal van den zestiendengraad, is. De basisrechte h is een achtvoudige rechte en de basis-krommen 4 en (tI zijn viervoudige hrommen op De achtvoudigheid van de basisrechte h en de viervoudig-heid der krommen en tr^ op het oppervlak kan opdezelfde manier aangetoond worden, als aan het slot vanÂ§ 7 is gedaan voor het oppervlak Het is niet mogelijk, om met behulp der hier behandeldeafbeelding de graadgetallen der oppervlakken 3- en A te be-palen, aangezien wij alleen krommen p\'^ hebben doen vertegen-

woordigen door punten in het tafereel en geen rechten enkegelsneden afzonderlijk. Volledigheidshalve willen we echterdie getallen toch berekenen, en wel door den graad van 3-uit te vorsehen. Beschouwen we eens een willekeurig vlak ?Ÿ door h. Vanhet oppervlak ligt daarin h en ?Š?Šn rechte d, namelijk deverbindingslijn van de niet op h gelegen snijpunten van (t\\ en4 met ?Ÿ. De kegels, die a\\ en uit het snijpunt van h metd projecteeren, hebben negen ribben gemeen, waarvan er vierlangs h vallen. De andere vijf zijn dus rechten d, waaruitvolgt, dat amp; vyfvoudige rechte van het regelvlak ^ is. Hetvlak ?Ÿ geeft dus met ^ eene doorsnede van den zesden graad,zoodat zes de graad van 5 is, en dus tien de graad van A. Het oppervlak bestaat dus uit een regelvlak en eenoppervlak Da?¤r h vijfvoudig op is, is ze drievoudig op A^quot;.Door een punt van (r\\ en de rechte h is een vlak bepaald;



??? dit vlak snijdt (r| in drie punten, waarvan er twee op l liggen.De verbindingslijn van het derde snijpunt van (t^ met dat vlaken het op gekozen punt is een rechte d. Door een puntvan fl-f en dus ook van a-| gaat bijgevolg maar ?Š?Šn rechte d,zoodat de basiskrommen lt;rf en dl enkelvoudige hrommen opzijn en dus drievoudige hromynen op A\' . 10 Â§ 10. Vervolgens willen we het geval nagaan, dat tweeoppervlakken en elkander snijden volgens vier rechten,l, ai, Â?2 en c. Deze vier rechten moeten zoodanig ten op-zichte van elkaar gelegen zijn, dat twee ervan elhander hruisenen door de beide andere gesneden worden. Stel dat 6 en celkander kruisen, dan worden ze door ai en aa beide gesneden.De ontaarde kromme p\'^ bestaat dan uit de beide kruisenderechten ai en a2, die gesneden worden door de rechte c. Debasiskrommen ??-f en a-| hebben b tot koorde, dus ook c,terwijl ze elk op ai en a^ ?Š?Šn snijpunt hebben. De rechtec is dus gemeenschappelijke hoorde van o^ en s-^ Nu hebbentwee kubische ruimtekrommen tien gemeenschappelijke koor-den; behalve amp; hebben cf en 4 er

dus negen, zoodat qv negenfiguren p^ zyn, die uit drie rechten bestaan.



??? HOOFDSTUK II. Eerste bijzondere geval van de eerste algemeenecongruentie van VENERONIÂ? Â§ 1 Als bijzonder geval van de twee bundels quadratischeoppervlahJcen van hoofdstuk I willen we nu eens twee bundelsquadratische Icegels, aangeduid door ennbsp;beschouwen. Laat daartoe gegeven zijn vier punten Ai, A2, J-s, Ai entwee rechten, ci door Ai en C2 door A2. Als basisfiguurvan den bundel {Kl) kiezen we de vier rechten Ax A^, Ax As,Al Ai en cx en als basisfiguur van den bundel de vier rechten A^Ax, A2A3, A^Ai en C2. De beide bundels hebben de basisribbe Ax A^ gemeen,zoodat ze een bilineaire congruentie [/j^] voortbrengen, voorhet bewijs waarvan wij naar het vorige hoofdstuk verwijzen. Â§ 2. We zullen beginnen met van deze congruentie eeneafbeelding op het platte vlak tot stand te brengen. Een punt van de basisribbe ci van den bundel (Xf)draagt ?Š?Šn kegel Kl dus coi krommen der congruentie,alle gelegen op den kegel ^^en met de gemeenschappelijkebasisribbe Ax I2 de doorsneden vormend van K^ met de exemplaren van den bundel (K^). Evenzoo draagt een

punt van de basisribbe C2 van denbundel (ZD ?Š?Šn kegel Kl dus Qo^ krommen p\' der [p\'lquot; Door twee punten Cx en C2 van de basisribben cx en C2gaat dus ?Š?Šn kromme / der [p% namelijk die krommewelke met Ai A2 de doorsnede vormt van den door Cx be-paalden kegel Kl en den door C2 bepaalden kegel KlWorden nu de puntenreeksen {Cx) en (C2) in projectief ver-band gebracht met de stralenwaaiers (p) en {q), gelegen in



??? een plat vlak dat we als tafereel of beeldvlak kiezen, danwordt elke kromme p^ der [p^] afgebeeld in een punt van a,terwijl omgekeerd elk punt van snijpunt is van ?Š?Šn straalp en ?Š?Šn straal g, dus ?Š?Šn punt Ci op d en ?Š?Šn punt C2 op C2,dus ?Š?Šn kegel Kl en ?Š?Šn kegel K^, dus ?Š?Šn kromme p^ der[p^] bepaalt, althans in het algemeen. Er is ?Š?Šn punt Biop Cl, waaraan is toegevoegd de lijn P Q, die de toppen Pen Q der waaiers (i?) en (9) verbindt. De 00^ krommenwelke door Bi gaan, hebben alle hun beeld in Q. Evenzoois er ?Š?Šn punt B2 op C2, dat tot beeld heeft de lijn Q P, nudus beschouwd als straal van den waaier (q). De 00 ^krommen p^, welke door B2 gaan, hebben alle hun beeld in P. Het exemplaar van de congruentie, dat door Bi en B2gaat, wordt afgebeeld in elk punt van de lijn P Q. We kunnen deze afbeelding ook zoo beschouwen, dat elkestraal p van den waaier (p) een kegel en elke straal qvan den waaier (q) een kegel K^ vertegenwoordigt. Hetsnijpunt dezer stralen beeldt dan die kromme p^ der [/j^] af,welke met Ai Au de doorsnede dier beide kegels vormt. De

punten P en Q zijn singuliere punten in de afbeelding.Zij vertegenwoordigen elk coi krommen /jÂŽ der congruentie. Â§ 3. Allereerst gaan we nu onderzoeken, welke de beeldenzijn van de ontaarde figuren die zijn samengesteld uiteen rechte d en eene kegelsnede cl die op d rust en tevensvan die, welke uit drie rechten bestaan. Wij onderscheidennegen groepen ontaarde figuren p^. Groep I. We brengen een vlak door Au Ai en Aa, datwe (pi zullen noemen. De transversaal di door Ai over cien C2 moge (Pi in Di snijden. Nu vormt di met elke kegel-snede cl gelegen in 4)4 en gaande door de punten A2,13en Di een ontaarde figuur p\'. In (pi ligt een bundel (c^) metde genoemde vier punten als basispunten, zoodat tot dezegroep ooi ontaarde figuren p\'^ der [p^] behooren. De rechte di snijdt ci in S\', en C2 in T\'. Het punt S\'heeft tot beeld een straal p, het punt T\' een straal q. Hetsnijpunt Si dezer twee stralen is dus het beeld van alle



??? ontaarde kromnaen p^, die tot deze eerste groep behooren;het is dus een singulier punt van de afbeelding. Tot den bundel kegelsneden in 04 behooren drie ontaardekegelsneden, welke ieder met de rechte di een uit drierechten bestaande figuur p^ der [/j^] vormen. Groep II. We brengen een vlak (pa door A^, Az en Ai.De transversaal ds door As over ci en C2 moge (pe in Dasnijden. De punten Ai, Ai, A^ en Da zijn nu de basispuntenvan een in (pa gelegen bundel (c^), waarvan elk exemplaarmet ds een ontaarde figuur p^ der vormt. Ook hiervinden we dus ooi ontaarde figuren p^. De bundel (cÂŽ) bezit drie in twee rechten ontaarde kegel-sneden; we vinden dus ook hier drie ontaarde figuren p^,die uit drie rechten bestaan. De rechte da rust in twee vaste punten, Squot; en Tquot; opCl en C2, Het snijpunt Sa van de stralen in het tafereeldie aan deze punten Squot; en Tquot; toegevoegd zijn, is dus hetbeeld van alle tot deze groep behoorende ontaarde figuren p^der [zÂ?ÂŽ]. Ook Sa is dus een singulier punt van de afbeelding. Groep III. We brengen een vlak (pz door Ai, Aa en Ai,welk vlak de

rechte C2 in S2 moge snijden. Het lineairebestanddeel van elke tot deze groep behoorende ontaardefiguur moet door A2 gaan en op ci rusten. Aan eikenstraal d2 van den waaier (Az, ci), welke straal cp2 in Dgmoge snijden, is de kegelsnede c^ in (p2 door Ai, As, Ai, S2en Di toegevoegd; zij vormt met d2 een ontaarde figuur p^.Deze kegelsneden vormen in cpa een bundel met basispuntenAl, As, Ai en S2. Het komt driemaal voor, dat een kegelsnede van dezenbundel ontaardt in twee rechten, die met dt een ontaardefiguur vormen, die uit drie rechten bestaat. -Het vaste punt Sz en C2, waardoor alle ontaarde figurenp^ dezer groep gaan, heeft tot beeld een lijn qz in x. Deveranderlijke snijpunten der lijnen di met ci hebben totbeelden de stralen van den waaier ip), door welke qz ge-sneden wordt in de beeldpunten der co^ tot deze groep be-hoorende ontaarde figuren p^. De beeldfiguur dezer 00^ ont-



??? aarde krommen p^ is dus de straal q^ van den waaier (g). Ch-oep IV. We brengen een vlak (pi door As, As en Ai,welk vlak door de rechte ci in Si gesneden moge worden.Het lineaire bestanddeel van elke tot deze groep behoorendeontaarde figuur p^ moet door Ai gaan en op C2 rusten. Aaneiken straal di van den waaier {Ai, cg), welke straal (pi inDl moge snijden, is dus een kegelsnede c\'^ in cpi door Ai,Az, Ai, Sl en JDi toegevoegd, die met di een ontaardefiguur vormt. Deze kegelsneden vormen in 0i een bundelmet basispunten A2, Ai, Ai en Si. Het komt driemaal voor, dat een kegelsnede van dezenbundel ontaardt in twee rechten, die met di een ontaardefiguur p^ vormen, die uit drie rechten bestaat. Het vaste punt Si van ci, waardoor alle ontaarde figurenp^ dezer groep gaan, heeft tot beeld een lijn pi in a.. Deveranderlijke snijpunten der lijnen di met C2 hebben totbeelden de stralen van den waaier [q), door welke pi ge-sneden wordt in de beeldpunten der 001 tot deze groep be-hoorende ontaarde figuren p^. De beeldfiguur dezer 00 ^ontaarde krommen p^ is dus de straal pi van den

waaier {p). Groep V. We brengen een vlak (pu door de rechte cien het punt As. Dit vlak wordt door C2 in Tquot; gesneden,want de rechte door As en dit snijpunt rust tevens op cien is dus de in groep II opgetreden transversaal ds. Het lineaire bestanddeel der tot deze groep behoorendeontaarde figuren p\'^ is de rechte dsi, die A2 en Ai verbindt.Zij moge (pa in Da snijden. De punten Ai, As, Tquot; en B^i in (pa zijn nu de basis-punten van een bundel (c^), waarvan elk exemplaar met derechte du een ontaarde figuur p^ vormt. Hiervan zijn erdus col. Tot den genoemden kegelsnedenbundel behooren drie uittwee rechten samengestelde kegelsneden. Er zijn dus drietot deze groep behoorende figuren p^, die uit drie rechtenbestaan. Het punt Tquot; op C2, waardoor alle ontaarde figuren dezergroep gaan, heeft tot beeld een lijn q-n van den waaier (g).



??? Dit is echter dezelfde straal, die reeds in groep II is opge-treden; hij bevat dus het singuliere punt lt;53. De veranderlijkepunten, door de exemplaren van den bundel (c^) op ci in-gesneden, hebben tot beelden alle stralen van den waaier {p)Hieruit volgt, dat de beeldfiguur der 00^ tot deze groep be-hoorende ontaarde figuren p\'^ de straal q^i is. Groep VI. We brengen een vlak 023 door de rechte cien het punt Ai. Dit vlak wordt door C2 in T\' gesneden,want de rechte door A4 en dit snijpunt rust tevens op Cien is dus de in groep I opgetreden transversaal di. Het lineaire bestanddeel der tot deze groep behoorendeontaarde figuren p^ is de rechte (Z23, die A^ en A?? verbindt.Zij moge (p23 in JDza snijden. De punten Ai, Ai, T\' en As in 023 zijn nu de basis-punten van een bundel kegelsneden, waarvan elk exemplaarmet de rechte dzz een ontaarde figuur p^ vormt. Hiervanzijn er dus ooi. Tot den genoemden kegelsnedenbundel behooren drie uittwee rechten samengestelde kegelsneden. Er zijn dus drietot deze groep behoorende figuren p^, die uit drie rechtenbestaan. Het punt T\' op C2, waardoor

alle ontaarde figuren dezergroep gaan, heeft tot beeld een lijn g2s van den waaier (?).Dit is echter dezelfde straal, die reeds in groep I is opge-treden; zij bevat dus het singuliere punt Si. De verander-lijke punten, door de exemplaren van den bundel (c^) op ciingesneden, hebben tot beelden.alle stralen van den waaier{p). Hieruit volgt, dat de beeldfiguur der 001 tot deze groepbehoorende ontaarde figuren p^ de straal q^t is. Groep VIL We brengen een vlak (pu door de rechte C2en het punt Asgt; Dit vlak wordt door ci in Squot; gesneden,want de rechte door As en dit snijpunt rust tevens op C2en is dus de in groep II opgetreden transversaal ds. Het lineaire bestanddeel der tot deze groep behoorendeontaarde figuren p^ is de rechte du, die Ai en Ai verbindt.Zij moge cpu in Du snijden. De punten Az, As, Squot; en Du in (pu zijn de basispunten



??? van een kegelsnedenbundel (cÂŽ), waarvan elk exemplaar metde rechte dn een ontaarde figuur p^ vormt. Hiervan zijner dus ooi Tot den genoemden kegelsnedenbundel behooren drie uittwee rechten samengestelde kegelsneden. Er zijn dus drietot deze groep behoorende figuren p^, die uit drie rechtenbestaan. Het punt 8quot; op ci, waardoor alle ontaarde figuren dezergroep gaan, heeft tot beeld een lijn pu van den waaier {p).Dit is echter dezelfde straal, die reeds in groep II is opge-treden; zij bevat dus het singuliere punt Ss. De verander-lijke punten, door de exemplaren van den bundel (c^) op caingesneden, hebben tot beelden alle stralen van den waaier(q). Hieruit volgt, dat de beeldfiguur der oo^ tot deze groepbehoorende ontaarde figuren p^ de straal pn is. Groep VIII. We brengen een vlak (pis door de rechte Cien het punt Ai. Dit vlak wordt door a in S\' gesneden,want de rechte door Ai en dit snijpunt rust tevens op C2en is dus de in groep I opgetreden transversaal di. Het lineaire bestanddeel der tot deze groep behoorendeontaarde figuren p^ is de rechte dis, die Ai en As verbindt.Zij

moge (pis in Dis snijden. De punten A2, Ai, S\' en Dis in (pis zijn nu de basispuntenvan een bundel kegelsneden waarvan elk exemplaar metde rechte dis een ontaarde figuur p^ vormt. Hiervan zijner dus ooi Tot den genoemden kegelsnedenbundel behooren drie uittwee rechten samengestelde kegelsneden. Er zijn dus drie totdeze groep behoorende figuren p^, die uit drie rechten bestaan. Het punt S\' op ci, waardoor alle ontaarde figuren dezergroep gaan, heeft tot beeld een lijn pis van den waaier (2)).Dit is echter dezelfde straal, die reeds in groep I is opge-treden; zij bevat dus het singuliere puntDe veranderlijkepunten, door de exemplaren van den bundel (c^) op C2 in-gesneden, hebben tot beelden alle stralen van den waaier (q).Hieruit volgt, dat de beeldfiguur der 00^ tot deze groep be-hoorende ontaarde figuren p^ de straal pis is.



??? Groep IX. We beschouwen een willekeurig vlak doorde rechte As Ai. Dit vlak wordt gesneden door de rechtenCl en Ca en ook door het lineaire bestanddeel, dat nood-zakelijk in deze groep optreedt: de rechte dn = Ai A2,Noemen we de snijpunten dezer drie rechten met 0x2 achtereen-volgens Cl, C2 en Zgt;i2, dan ligt er in (pi2 ?Š?Šn kegelsnede c^die door du tot een ontaarde kromme p^ wordt aangevuld.Wentelt nu (piz om de rechte As A4, dan beschrijven dekegelsneden, waarvan er in elk vlak 0i2 ?Š?Šn ligt, het qua-dratisch oppervlak, bepaald door ci, C2, As, Ai en een puntvan di2. Dit quadratisch oppervlak is dus tevens de meet-kundige plaats der ontaarde krommen p^ dezer groep. Erzijn er cc\\ Komt het punt Ai in het vlak (p2 te liggen, dan treffenwe een exemplaar van groep III aan. De kegelsnede raaktdan in Ai aan den doorgang van het vlak AzCi. In denstand, waarin het punt A2 in 0i valt, vinden we een exem-plaar terug van groep IV. De kegelsnede raakt dan in A2aan den doorgang van het vlak Ai C2. Deze twee exemplaren?’3ÂŽ bestaan elk uit een kegelsnede en de rechte di2.

Tot de groep IX behooren twee figuren p^, die uit drierechten zijn samengesteld. Ten eerste vormt di2 met de transversaal ds door As overCl en C2 en de transversaal door Ai over dn en ds een indrie rechten uiteengevallen kromme p^ der congruentie. In de tweede plaats wordt een zoodanige ontaarde figuurp^ gevormd door lt;^12, de transversaal di door over ci en C2en de transversaal door A3 over di2 en di. De beide laatste ontaarde figuren hebben we reeds achter-eenvolgens in groep II en in groep I ontmoet. We moeten nu nog onderzoeken, door welke figuur deco\'i ontaarde krommen p^ dezer groep in het tafereel wordenvertegenwoordigd. De puntenreeksen (Ci) en (C2), die doorhet wentelende vlak cpn op de rechten ci en ra worden in-gesneden, zijn projectief, daar een willekeurig punt op ci?Š?Šn vlak cpi2 bepaalt, dus ?Š?Šn punt op ca en omgekeerd.De stralen der beide waaiers (p) en (q) in a worden dus



??? ook in eene verwantschap (1, 1) gerangschikt; hun voort-brengsel is eene kegelsnede tr^ die door P en Q gaat, maarook door de beide singuliere punten Ss en Si, omdat degroep IX een exemplaar gemeen heeft met groep II en ?Š?Šnmet groep I, namelijk in beide gevallen een uit drie rechtenbestaande figuur We kunnen deze kegelsnede dus voor-stellen door (P Q Ss Si). Hiermee zijn alle ontaarde figuren p^, die tot deze con-gruentie behooren, aangewezen. Â§ 4. Ons eerste doel zal nu zijn, na te gaan hoeveel uitdrie rechte bestaande figuren p^ deze congruentie bevat. Tellen we de tot de negen in Â§ 3 behandelde groepenbehoorende gevonden uit drie rechten bestaande figuren p^samen, dan vinden we het getal 26. Dit is echter niet hetgezochte aantal. De ontworpen afbeelding zal uitwijzen, datwe ze alle dubbel hebben geteld: er zyn er slechts dertien. Het buiten P vallende snijpunt van den straal pt, die defiguren van groep IV afbeeldt, met de kegelsnede tr^, die deexemplaren van groep IX vertegenwoordigt, is het beeld vande aan de groepen IV en IX gemeenschappelijke

ontaardefiguur, die uit een rechte en een kegelsnede bestaat, waaropreeds gewezen werd. Het buiten Q vallende snijpunt van den straal die defiguren van groep III afbeeldt, met de kegelsnede a-^ is hetbeeld van de aan de groepen III en IX gemeenschappelijkeontaarde figuur, die uit een rechte en een kegelsnede bestaat;deze werd ook reeds vermeld. Andere dan deze twee niet uit drie rechten bestaandeontaarde figuren p^ kunnen de negen groepen niet gemeenhebben. De overige snijpunten der beeldfiguren onderling,die gelegen zijn buiten de singuliere punten P en Q, wijzenop het gemeenschappelijk bezit van uit drie rechten samen-gestelde ontaarde figuren p^ der door die beeldfiguren ver-tegenwoordigde groepen. Het singuliere punt Sa ligt op de rechten pu en $24 enop de kegelsnede ??-^. In Ss worden dus drie uit drie rechten



??? bestaande ontaarde krommen p^ afgebeeld, die bij de ver-melding van het getal 26 dubbel geteld zijn. Ook het singuliere punt Si vertegenwoordigt drie dubbelgetelde exemplaren wegens zijn ligging op de rechten pis enj23 en op de kegelsnede a-^ Eindelijk vertegenwoordigen de snijpunten der lijnenparenpi en qz, pi en 523, pi en qa, fiz en ^2, pu en 72, piamp; en qaen Pu en 323 elk nog ?Š?Šn dubbel geteld exemplaar. We vinden met behulp der afbeelding dus derfden dubbelgestelde exemplaren en daar er 26 geteld waren, zonder opde gelijkheid te letten, bevat deze congruentie juist dertienuit drie rechten bestaande figuren p^. Â§ 5. Wij willen nu met behulp der afbeelding onderzoeken,welk oppervlak gevormd wordt door alle krommen p^ dercongruentie, die op een gegeven rechte l rusten. Door een punt Gi van de basisrechte ci gaan 001 krommenp^ der [^aÂŽ], alle gelegen op den kegel K^ die door dit puntCl is bepaald. Deze kegel wordt door de rechte l in tweepunten gesneden. Deze twee punten bepalen elk een kegelK\\, die met den kegel Kl een kromme p^ van de

[/jÂŽ]voortbrengt, die door Gi gaat en op l rust, terwijl dezekrommen p^ op de basisrechte C2 elk een punt bepalen.Aan het punt Gi op ci zijn op deze wijze twee punten vanC2 toegevoegd. Omgekeerd gaan door een punt Gt van C2 ook oo ^ krommenp^ der [/3ÂŽ], alle gelegen op den door C2 bepaalden kegel K\\,die door l ook in twee punten gesneden wordt. Deze puntenbepalen weer twee kegels Kl, deze kegels twee krommender [/j^] en deze krommen snijden op ci twee aldus aanGi toegevoegde punten in. De puntenreeksen (ft) en (C2) op ci en cz worden op dezewijze in eene verwantschap (2, 2) gerangschikt, dus ook hunnebeeldrechten in het tafereel. Het voortbrengsel der beidewaaiers (p) en (g) is dus eene Jcromme van den vierden graad,welke de waaiertoppen P en ^ tot dubbelpunten heeft.In het vlak cpi ligt ?Š?Šn kegelsnede, die op Z rust evenals



??? in het vlak (ps. De singuliere punten Si en Ss, welke deontaarde figuren p^ van groep I en groep II vertegenwoor-digen, liggen dus ook op Al We kunnen deze kromme dusvoorstellen door (F^ Q^ Ss Si). Ook kan hier reeds op-gemerkt worden, dat de kromme A^ die blijkbaar rationaalmoet zijn, haar derde dubbelpunt heeft in het beeldpunt vandie kromme p^ der congruentie, welke de gegeven rechte ltot koorde heeft. De kromme A^ (P^ S?¤ Sd is dus het beeld van het opper-vlak A, dat de meetkundige plaats is van alle krommen p^der congruentie, die op een gegeven rechte l rusten. Wewillen nu van A den graad bepalen, door te onderzoeken,in hoeveel punten een tweede rechte l\' dit oppervlak snijdt. Het beeld van het oppervlak, dat gevormd wordt dooralle krommen p^ der [p^], die op l\' rusten, is een kromme/ci^ {F\' ^^ Sa Si). Deze kromme snijdt Aquot; (P\' Q^ Sa Si) in4X 4 =16 punten. Van deze vallen er2 X 2 X 2 2 X 1 = 10in de vier singuliere punten, dus zes daarbuiten. Dit be-teekent, dat er zes krommen p^ zijn, die zoowel op l alsop l\' rusten, dus dat het oppervlak A door de rechte

l\' inzes punten gesneden wordt. Het is dus een oppervlaJc vanden zesden graad, AJ\'. Utt bovenstaande redeneering volgt tevens, dat de con-gruentie zes hrommen p^ bevat, die op twee gegeven rechten 1nbsp;en l\' rusten. Met behulp der afbeelding kunnen we ook nagaan, welkerechte lijnen op het oppervlak AÂŽ gelegen zijn. De krommen A\'\' (P^ Q\'^ Sa Si) en tr\'\'\' (P Q Sa Si) snijden elkaarin 4X2 = 8 punten. Hiervan vallen er 4 in P en ^ en 2nbsp;in Sa en Si] dus ze hebben twee niet-singuliere puntengemeen, waaruit volgt, dat er twee tot groep IX behoorendeontaarde figuren p^ op AÂŽ liggen, dat wil dus zeggen tweekegelsneden dezer groep, zoodat di2 duhhelrechte is. Omdat door elk punt van ci en ook van ce twee krommenp^ der gaan, die op l rusten, zijn ook ci en C2 duhhel-rechten op AÂŽ. De rechten d^i, dza, du en dia zijn enkelvoudige rechten



??? op A^ omdat x^ (P^ Q^ Ss Si) de stralen q2i, qzs, pu en pisbuiten de singuliere punten elk in ?Š?Šn punt snijdt. De rechten di en da liggen enJcelvoudig op AÂŽ, omdat A^(P2 Q^ S3 Si) de punten Si en Ss bevat. Verder bevat AÂŽ van elk der beide waaiers (li C2) en{A2 Cl) twee stralen, omdat A4 (P^ Q^ Sa Si) de beeldrechteni^ien elk in twee punten buiten de singuliere punten snijdt. Eindelijk ligt de rechte l op AÂŽ. De kromme p^, van welke l koorde is, is dubhelJcromme op AÂŽ. Op het oppervlak AÂŽ liggen dus drie dubhelrechten, elfenkelvoudige rechten, en ?Š?Šn dubbelkromme p^. Hieruit volgt,dat er op AÂŽ ook gelegen zijn twaalf kegelsneden, waarvan ertien met elk der enkelvoudige rechten â€” de rechte l nietmedegerekend â€” en twee met de dubbelrechte dn ontaardefiguren p^ vormen. Ter controleering van den graad van de doorsnede van tweeoppervlakken AÂŽ, behoorende bij de rechten l en l\', kunnenwe opmerken, dat ze gemeen hebben: de zes krommen p\'^,die op l en op l\' rusten, de drie dubbelrechten en zes vande enkelvoudige rechten. De twee maal twee stralen der

beidewaaiers {A\\ C2) en {A2 ci) verschillen namelijk bij verschillendeoppervlakken A. De doorsnede van twee zoodanige opper-vlakken is dus van den graad 6X3 3X4-f6 = 36. Uit het bezit van twee niet-singuliere snijpunten der krommen0-2 (P Q Sa Si) en A^ {P\' Q\' Sa Si) blijkt opnieuw, dat de meet-kundige plaats der in groep IX optredende kegelsneden eenquadratisch oppervlak is: l snijdt dit blijkbaar in iwee punten, Â§ 6. We willen liu gaan onderzoeken, welk oppervlakgevormd wordt door alle krommen p^ der congruentie, dieaan een gegeven vlak (p raken. Door een punt Ci van de basisrechte ci gaan 00 ^ krommenp^ der [p\\ gelegen op den door dit punt Ci bepaalden kegelZ|. Een willekeurig vlak cp snijdt dezen kegel volgens eenkegelsnede kl, welke gaat door de doorgangspunten van debasisrechten c-i, dn, (^23 en d2i met cp. Een willekeurige kegel



??? Zf snijdt ?? volgens een kegelsnede h\\, die gaat door de door-gangspunten van de basisrechten ci, da, du en du met 0.Het snijpunt van di2 met cp hebben de kegelsneden dus gemeen. De kegels Kf en snijden elkaar volgens de rechte disen een kromme p^ der [p% die het vlak cp snijdt in de drieniet op di2 gelegen snijpunten van de kegelsneden kf en h\\. De kegelsneden T^^, in (p bepaald door alle kegels Kf, vormeneen bundel met als basispunten de vier genoemde doorgangs-punten van de rechten ci, di2, dis en du met (p, waarvan di2dus tevens hl snijdt. De drie andere snijpunten van eenkegelsnede hl met de vaste kegelsnede h\\ zijn veranderlijk;de exemplaren van den bundel (^J) bepalen dus op h^ eenkubische involutie P. Deze heeft vier dubbelpunten; het komtdus vier keer voor, dat de kegelsnede h\\ geraaht wordt dooreen exemplaar van den bundel Telkens echter als ?Š?Šn der kegelsneden van den bundelUP de vaste kegelsnede h\\ raakt, raakt de kromme p^ derdie met di2 de doorsnede vormt van den gegeven kegelKl met den kegel iTf, welker snijkromme h\\ met cp aan

hlraakt, aan het vlak cp. Dit laatste heeft dus vier keer plaats.Er zijn dus vier kegels Kf, die met den gegeven kegel kIeen aan het gegeven vlak cp rakende kromme p^ der [/jÂŽ]voortbrengen. Deze vier aan cp rakende krommen p^ bepalen op de basis-rechte C2 vier punten, welke dus aan het op ci gekozen puntCl zijn toegevoegd. Op dezelfde manier kunnen we beredeneeren, dat er vierkegels in den bundel (Kl) gevonden worden, die met eengegeven kegel Kf een aan cp rakende kromme p^ dervoortbrengen, dus dat er op de basisrechte ci vier punten zijn,die in dit verband aan een op cs gegeven punt Ca zijn toegevoegd. De puntenreeksen (Ci) en (C2) op ci en C2 worden dus opdeze wijze gerangschikt in eene verwantschap (4, 4) dus ookhunne beeldrechten in het tafereel, de stralen der beide waaiers(p) en (g). De beide waaiers brengen dus een kromme vanden achtsten graad, cpÂŽ, voort, welke kromme de waaiertoppenâ– P en ^ tot viervoudige punten heeft.



??? Twee exemplaren van den bundel kegelsneden, in het vlakcpi gelegen, raken aan de snijlijn van het gegeven vlak (pmet cp4, dus aan cpi. Evenzoo liggen er in het vlak cps tweeaan lt;p rakende kegelsneden. Van elk der groepen I en II be-hooren dus twee ontaarde figuren p^ tot de gezochte, zoodat depunten Si en S3 dubh?Šlfunten van de kromme Cp^ zijn. Wekunnen deze dus aanduiden met cp^ (P^ Q^ /S|). De gevonden kromme ($1ÂŽ (P* Q*nbsp;is dus het beeld van het oppervlak 4gt;, dat gevormd wordt door alle krommen p^der [p^], die aan een gegeven vlak cp raken. Van dit opper-vlak willen we nu den graad bepalen. Daartoe bepalen we het aantal niet-singuliere snijpuntender krommen cp^ (P\' Q\' SI Sf) en A\'\' (P^ Q\' Sa Si). Dit aantalbedraagt 8 X 4 â€” 2 X 4 X 2 - 2 X 2 X 1 === 12, hetgeen be-teekent, dat er twaalf krommen p^ zijn, die zoowel aan eengegeven vlak cp raken als op een gegeven rechte l rusten.Het oppervlak 4gt; wordt dus door l in twaalf punten gesneden;het is dus een oppervlak van den twaalfden graad, Dp beeldkrommen cj)ÂŽ (P^ ^^nbsp;en t/;ÂŽ (P^nbsp;van

twee oppervlakken en behoorende bij de vlakken?“ en 1//, snijden elkaar in 8X8â€”2X4X4â€”2X2X2 = 24niet-singuliere punten. Hieruit leiden wij af, dat er vier entwintig krommen p^ der zijn, die aan twee gegeven vlakkencp en \\p, raken. Op dezelfde wijze als dat geschied is voor het oppervlakA^ willen we onderzoeken, welke rechten er op het opper-vlak gelegen zijn. De krommen cp^ iP\'Q^ ^^ S^^ en lt;T^{PQSaSi) hebben8 X 2 = 16 punten gemeen, waarvan er2X4-|-2X2=:12singulier zijn. De vier niet-singuliere punten wijzen op vierontaarde figuren p^ van groep IX, die op het oppervlakliggen, dat wil zeggen vier kegelsneden en de rechte dnviervoudig. Omdat door elk punt van ci en ook van c^ vier aan cprakende krommen /jÂŽ der [/sÂŽ] gaan, zijn de rechten ci en 02op viervoudige rechten. Omdat de kromme cp^ (P^ Q^ Sj de singuliere punten



??? en Si tot dubbelpunten heeft en de stralen pi3, pu, q^sen 524 elk in twee niet-singuliere punten snijdt, zijn ds, di,dn, d\\i, diz en d2i dubhelrechten van Wegens de vier niet-singuliere snijpunten van (P^ Q^ S^ ^Sf)met Pi en met liggen er op (P^^ vier stralen van elk derwaaiers {Ai C2) en (A2 ci). Op het oppervlak ^^^ liggen dus drie viervoudige rechten,zes dubbelrechfen en acht enkelvoudige rechten. Er liggen dusook op vier en twintig kegelsneden, waarvan er acht metelk der enkelvoudige rechten, twaalf met elk der dubhel-rechten en vier met de viervoudige rechte 6^12 ontaarde figurenvormen.nbsp;\\ Ter controleering van den graad van de doorsnede vantwee oppervlakken behoorende bij de vlakken cp en lt;p\',kunnen we opmerken, dat ze gemeen hebben: de vier entwintig krommen p^, die zoowel aan (p als aan cp\' raken,drie viervoudige en zes dubhelrechten. Voor den graad vande doorsnede van twee zoodanige oppervlakken vinden we dus:24X3 3X16 6X4 = 144.



??? HOOFDSTUK III. Tweede bijzondere geval van de eerste algemeenecongruentie van VenERONL Â§ 1. Denken wij ons thans gegeven drie punten J.2, J.3en drie rechten ci, C2, b, waarvan ci door Ai en ca doorgagaat en beschouwen wij eens alle kubische ruimtekrommenp^, die door de drie gegeven punten Ai, A2 en A3 gaan, degegeven rechten ci en ca nog eens snijden en de rechte btot koorde hebben. Deze krommen p^ vormen eene Ulineairecongruentie, waarvan wij zullen bewijzen, dat zij als eenbijzonder geval van de in hoofdstuk I behandelde kan be-schouwd worden. Noemen wij de transversalen door A3over Cl en h, door A3 over ca en h, door Ai over ca en ben door A2 over ci en h achtereenvolgens di3, d23, d2i endi2, dan vormen de vierzijden ci, b, dn, dis en ca, b, d2i, d23de bases van twee bundels quadratische oppervlakkenennbsp;Elk oppervlak geeft nu met elk oppervlak eene doorsnede, die bestaat uit de rechte h en een kubischeruimtekromme, die gaat door de punten Ai, A2, A3 en diede rechte b, dus ook de rechten ci en ca, tot koorde heeft.De beide bundels brengen

dus inderdaad de bovenbedoelde[p^] voort, waarmee tevens is aangetoond, dat ze bilineair is. Â§ 2. We zullen weer beginnen met van deze congruentieeene afbeelding op het platte vlak tot stand te brengen. Door een punt van de basisribbe ci van den bundel (4gt;f)gaat ?Š?Šn oppervlak dus draagt dit punt 00 ^ krommen p^der congruentie, alle gelegen op dit oppervlak 4gt;| en met degemeenschappelijke basisribbe b de doorsneden vormend van4gt;2 met de exemplaren van den bundel



??? Evenzoo draagt een punt van de basisribbe cz van denbundel i^l) ?Š?Šn oppervlak cpf, dus co^ krommender [p^]. Door twee punten Ci en Gz van de basisribben en C2gaat dus ?Š?Šn kromme p^ der [/jÂŽ], namelijk die kromme p\\welke met b de doorsnede vormt van het door Ci bepaaldeoppervlak en het door C2 bepaalde oppervlak Wordennu de puntenreeksen (Ci) en (Cs) in projectief verband ge-bracht met de stralen van twee waaiers [p) en (q), gelegenin een plat vlak dat we als beeldvlak of tafereel kiezen,dan wordt elke kromme /jÂŽ der [/^^J afgebeeld in een puntvan cc: het snijpunt der aan de punten Ci en (72vancienc2toegevoegde stralen p en q, terwijl omgekeerd elk punt vansnijpunt is van ?Š?Šn straal p en ?Š?Šn straal q, dus ?Š?Šn puntCl op Cl en ?Š?Šn punt C2 op C2, dus ?Š?Šn oppervlak en?Š?Šn oppervlak dus ?Š?Šn kromme p^ der [/jÂŽ] bepaalt,althans in het algemeen. Er is ?Š?Šn punt Bi op ci, waaraanis toegevoegd de lijn P Q, die de toppen P en ^ der waaiers[p) en iq) verbindt. De co^ krommen p^, welke door Bxgaan, hebben alle hun beeld in Q. Evenzoo is er ?Š?Šn

puntBi op C2, dat tot beeld heeft de lijn QP, nu beschouwd alsstraal van den waaier iq). De 00 ^ krommen /jÂŽ, welke doorBi gaan, hebben alle hun beeld in P. Het exemplaar van de congruentie, dal door Bi en B2gaat, wordt afgebeeld in elk punt van de lijn P Q. De punten P q??i Q zijn singuliere punten in de afbeelding.Zij vertegenwoordigen elk 00 ^ krommen p^ der congruentie. Â§ 3. Ons eerste werk zal zijn, te onderzoeken, welke debeelden zijn van de ontaarde figuren /jÂŽ, die zijn samengestelduit een rechte d en eene kegelsnede c^,- die op d rust entevens van die, welke uit drie rechten bestaan. Wij onder-scheiden acht groepen dergelijke ontaarde figuren p^. Groep I. Wij brengen een vlak (po door Ai, A2 en Aa.De gemeenschappelijke basisribbe b moge dit vlak in Bosnijden. Eene ontaarde figuur p-^ bestaat uit een kegelsnede^^ in cpo en een transversaal van de rechten ci, 02 en b, dieop c^ rust. De punten Ai, A2, As en i?o zijn de basispunten



??? van een bundel kegelsneden (c^). De transversalen van ci,C2 en amp; vormen een hyperbolo??de, die 0o volgens eene kegel-snede h^ snijdt, welke gaat door Ai, A2 en Bo en dus iederexemplaar van den bundel (c^) nog in een vierde puntsnijdt; aan elke kegelsnede c^ van den bundel is ?Š?Šn doordit vierde snijpunt met hquot; gaande transversaal t van ci, C2en h toegevoegd, die met c^ een ontaarde figuur p^ dervormt, maar ook omgekeerd: elke transversaal t van ci, den h bepaalt in (po een punt, waardoor ?Š?Šn exemplaar vanden bundel (c^) gaat, die t tot een ontaarde figuur p^ aan-vult. Deze groep telt dus co^ uit een kegelsnede en eenrechte bestaande figuren p^. Tot den kegelsnedenbundel behooren drie ontaarde krommenc^ dus tot deze groep drie uit drie rechten samengesteldefiguren p^. De ontaarde figuren p^ en wel de lineaire bestanddeelendaarvan bepalen op ci en C2 twee projectieve puntenreeksen.De stralen der waaiers ip) en iq), die deze reeksen in hettafereel afbeelden, zijn dus ook projectief; hun voortbrengselis dus eene kegelsnede cr^, zoodat deze de beeldfiguur

is vanalle tot deze groep behoorende ontaarde figuren p^ der [,0ÂŽ]. Groep II. Wij brengen een vlak 0s door de rechte b enhet punt As. De rechte ci moge dit vlak in Di, de rechteCs in D2 snijden. Het lineaire bestanddeel der tot deze groep behoorendeontaarde figuren p^ is de rechte Ai A2, welker snijpunt metcps we Da zullen noemen. In (pa ligt een bundel kegelsneden (c^) met basispunten Ja,Dl, D2 en Di. Elk exemplaar van dezen bundel vormt metde rechte da = Ai A2 een ontaarde figuur p^, zoodat er 001ontaarde figuren p^ tot deze groep behooren.- Daar in den bundel (c^) drie uit twee rechten bestaandekrommen c^ voorkomen zijn er ook drie uit drie rechtenbestaande figuren p^ in deze groep. Het punt Dl op ci heeft tot beeld een straal p in a, hetpunt D2 op C2 een straal q. Het snijpunt S dezer tweestralen beeldt dus alle ontaarde figuren p^ dezer groep



??? af en is mitsdien een singulier punt van de afbeelding. E?Šn der uit drie rechten bestaande ontaarde figuren bezittot bestanddeel de rechte Dy Bz in ($3, die dus tevens op hrust. Deze figuur komt dus ook in groep I voor, zoodat hetpunt S op de kegelsnede ligt. Daar deze ook door depunten P en ^ gaat kunnen we haar voorstellen door(PQS). Groep III. We brengen een vlak lt;$2 door de rechte ci enen het punt Aa. De rechte C2 moge dit vlak in U2, de rechteb in -Si snijden. In ?“2 ligt een bundel kegelsneden (c\'O metbasispunten Au Aa, U2 en Si. Elk exemplaar van dezenbundel bepaalt een straal van den waaier (A2 b), die er oprust en er een ontaarde figuur p\'^ mee vormt. Er zijn dus 00 ^uit een kegelsnede en een rechte bestaande figuren p^ indeze groep. In den bundel (c^) komen drie ontaarde kegelsneden voor,dus vinden we ook drie uit drie rechten samengestelde ont-aarde krommen /jÂŽ in deze groep. Het punt U2 op C2 draagt alle figuren p^, terwijl door elkpunt van a een kegelsnede, dus een ontaarde figuur /jÂŽ gaat.Het beeld van U2 is een straal qi van den waaier (j); hetbeeld

van alle punten van ci is de waaier (p), dus het beeldvan de oo^ ontaarde figuren p^ dezer groep is de straal qi. Groep IV. We brengen een vlak cpi door de rechte ca enhet punt Aa. Dit vlak moge door de rechte Ci in Ui endoor de rechte b in S2 gesneden worden. In cpi ligt een bundel kegelsneden (cÂŽ) met basispuntenAz, Aa, Ui en Elk exemplaar van dezen bundel bepaalteen straal van den waaier Ui b), die er op rust en er eenontaarde figuur p^ mee vormt. Er zijn dus co^ uit eenkegelsnede en een rechte bestaande figuren p^ in deze groep. In den bundel (r;ÂŽ) komen drie ontaarde kegelsneden voor,dus vinden we ook drie uit drie rechten samengestelde ont-aarde figuren p^ in deze groep. Het punt Ui op ci draagt alle figuren p^, terwijl door elkpunt op C2 een kegelsnede, dus een ontaarde figuur p^ gaat.Het beeld van Ui is een straal pi van den waaier {p) ; het



??? beeld van alle punten van ct is de waaier (g\'), dus het beeldvan de oo^ ontaarde figuren f dezer groep is de straal pi. Groep V. We brengen een vlak (p2i, door de rechte C2 enhet punt Ji. De rechte 6 moge (p2i in JB2 snijden. Het lineaire bestanddeel der ontaarde figuren p^ dezer groepis de transversaal dia door J3 over ci en b, welke het vlak021 in C2 moge snijden. In 021 ligt een bundel kegelsneden (c^) met basispuntenAl, A2, B2 en O2. Elk exemplaar van dezen bundel wordtdoor di3 tot een ontaarde figuur p^ aangevuld. Er zijn erdus 00 ^ Wegens de drie uit twee rechten bestaande kegelsneden,die tot den bundel (c^) behooren, komen er ook drie uit drierechten gevormde ontaarde figuren p^ in deze groep voor. De figuren dezer groep gaan alle door het vaste punt Diop de rechte ci terwijl door elk punt van de rechte C2 eenexemplaar gaat. Hieruit volgt, dat alle figuren dezer groepafgebeeld worden in den straal p2, welke het beeld is vanhet punt Dl op ci. Groep VI. We brengen een vlak 0i2 door de rechte cien het punt A2. De rechte b moge 0i2 in Bi snijden. Het lineaire bestanddeel der

ontaarde figuren p^ dezer groepis de transversaal d23 door Ag over C2 en b, welke het vlak012 in Cl moge snijden. In 012 ligt een bundel kegelsneden (c^) met basispuntenAl, A2, Bi en Cu Elk exemplaar van dezen bundel wordtdoor dzs tot een ontaarde figuur p^ aangevuld. Er zijn erdus 00^ Wegens de drie uit twee rechten bestaande kegelsneden,die tot den bundel (c\'0 behooren, komen er ook drie uit drierechten gevormde ontaarde figuren p^ in deze groep voor. De figuren dezer groep gaan alle door het vaste punt D2op de rechte C2, terwijl door elk punt van de rechte ci eenexemplaar gaat. Hieruit volgt, dat alle figuren dezer groepafgebeeld worden in den straal ^2, welke het beeld is vanhet punt D2 op 02. Groep VIL We beschouwen den vlakkenbundel (^ig) door



??? de punten Ai en A3. De rechte C2 moge de exemplaren vandezen bundel in het veranderlijke punt Y2, de rechte b inhet veranderlijke punt Z2 snijden. Het lineaire bestanddeel der ontaarde figuren p^ dezer groepis de transversaal di2 door A2 over ci en b. Zij trad reedsop in groep VI, waar zij b in Bi sneed. Noemen we verderT2 haar snijpunt met ci en X2 haar veranderlijk snijpuntmet de exemplaren van (^la). In elk vlak (pis ligt nu ?Š?Šn kegelsnede door de vijfpunten Ai, As, X2, Y2 en Z2 bepaald. Er zijn dus gqi ont-aarde figuren p^ in deze groep. Er is ?Š?Šn transversaal door Ai over C2 en b en ?Š?Šn trans-versaal door As over deze eerste transversaal en di2, welkdrietal rechten een tot deze groep behoorende ontaarde figuurp^ vormt. Verwisselen we de rollen van Ai en As, danvinden we nog zoo\'n figuur. Tot deze groep behooren dustwee uit drie rechten bestaande ontaarde figuren p^. Het punt Ts op ci draagt alle figuren dezer groep, terwijldoor elk punt van de rechte C2 een exemplaar gaat. Hieruitvolgt, dat alle figuren dezer groep afgebeeld worden in denstraal welke het beeld is van

het punt T2 op ci. Groep VIII. We beschouwen den vlakkenbundel (^23) doorde punten A2 en As. De rechte ci moge de exemplaren vandezen bundel in het veranderlijke punt Fi, de rechte b inhet veranderlijke punt Zi snijden. Het lineaire bestanddeel der ontaarde figuren p^ dezergroep is de transversaal dii door Ai over ca en b. Zij tradreeds op in groep V, waar zij b in B2 sneed. Noemen weverder Ti haar snijpunt met ca en Xi haar veranderlijksnijpunt met de exemplaren van {(p2s). In elk vlak (p2s Hgt nu ?Š?Šn kegelsnede door de vijfpunten A2, As, Xi, Yi en Zi bepaald. Er zijn dus 001 ont-aarde figuren /jÂŽ in deze groep. Er is ?Š?Šn transversaal door A2 over ci en b en ?Š?Šn trans-versaal door As over deze eerste transversaal en d2i, welkdrietal rechten een tot deze groep behoorende ontaarde figuurp^ vormt. Verwisselen we de rollen van A2 en As, dan



??? vinden we nog zoo\'n figuur. Tot deze groep behooren dustvsree uit drie rechten bestaande ontaarde figuren p^. Het punt Tl op cz draagt alle figuren dezer groep, terwijldoor elk punt van de rechte ci een exemplaar gaat. Hieruitvolgt, dat alle figuren dezer groep afgebeeld worden in denstraal welke het beeld is van het punt Ti op cz. Hiermee zijn alle ontaarde figuren p\'^, die tot deze con-gruentie behooren, aangewezen. Â§ 4. We willen nu nagaan, hoeveel uit de drie rechtenbestaande figuren p^ deze congruentie bevat. Tellen we de tot de acht in Â§ 3 behandelde groepen ge-vonden uit drie rechten bestaande figuren p^ samen, danvinden we het getal 22. Dit is echter niet het gezochteaantal. De ontworpen afbeelding zal ook hier uitwijzen, datwe ze alle dubbel hebben geteld: er zyn er slechts elf. Het wentelende vlak in groep VII komt eenmaal in denstand Al Ai As en eenmaal in den stand ci Jg. Hieruit volgt,dat het niet-singuliere snijpunt van fs met de kegelsnede cr^en dat met den straal qi wijzen op een aan de groepen VIIen I en ook een aan de groepen VII en Hl

gemeenschappelijkexemplaar, dat uit een kegelsnede en een rechte bestaat. Het wentelende vlak in groep VIII komt eenmaal in denstand Al A^As en eenmaal in den stand 02^3. Hieruit volgt,dat het niet-singuliere snijpunt in de afbeelding van qs metde kegelsnede (t^ en dat met den straal pi wijzen op een aande groepen VIII en I en ook een aan de groepen VIII en IVgemeenschappelijk exemplaar, dat uit een kegelsnede en eenrechte bestaat. Andere dan deze vier niet uit drie rechten bestaande ont-aarde figuren p^ kunnen de acht groepen niet gemeen hebben.De overige snijpunten der beeldfiguren onderling, die gelegenzijn buiten de singuliere punten P en Q, wijzen dus op hetgemeenschappelijk bezit van uit drie rechten samengesteldeontaarde figuren p^ der door die beeldfiguren vertegenwoor-digde groepen. Het singuliere punt 8 ligt op de kegelsnede de rechtefi en de rechte qz. In S worden dus drie uit drie rechten



??? bestaande figuren p^ afgebeeld, die bij de vermelding vanhet getal 22 dubbel geteld zijn. De snijpunten der lijnenparen pi en qi, pi en p2 en qi,Pi en qs, ps en ps en qa en ook de snijpunten der stralenpi en met de kegelsnede (t^ vertegenwoordigen elk ?Š?Šndubbel geteld exemplaar. We vinden met behulp der afbeelding dus elf dubbel ge-telde exemplaren en daar er 22 geteld waren, zonder op degelijkheid te letten, bevat deze congruentie juist elf uit drierechten bestaande figuren pÂ°. Â§ 5. Als eerste toepassing van de ontworpen afbeeldingwillen we eens onderzoeken, welke figuur in het beeldvlak ahet oppervlak vertegenwoordigt, dat gevormd wordt door allekrommen p^ der congruentie, die door een vast punt B vande gemeenschappelijke basisrechte h gaan. Er gaan door B 001krommen p^, die ieder met b de doorsnede vormen van eenoppervlak met het oppervlak dat in B raakt. Hetpunt B is dan dubbelpunt hunner doorsnede, zoodat hetkubische bestanddeel hiervan door B moet gaan. Er zijn00 1 paren elkaar in B rakende oppervlakken en 4gt;|, dusook 001 krommen p^, die door B

gaan. Door een punt Ci van de basisrechte ci en het punt Bvan b gaat ?Š?Šn kromme p^ der want Ci bepaalt ?Š?Šnoppervlak lt;fgt;| dat in B maar door ?Š?Šn oppervlak 4)ÂŽ geraaktwordt. Deze kromme bepaalt op de basisrechte 02 ?Š?Šn punt. Evenzoo gaat door een punt C2 van cz en het punt Bvan b maar ?Š?Šn kromme p\' der die op a ?Š?Šn puntbepaalt. Aan elk punt van ci is op die wijze ?Š?Šn punt van C2 toe-gevoegd en omgekeerd. De puntenreeksen (Cj) en {G2) zijndus projectief, dus ook de overeenkomstige waaiers inHet voortbrengsel van de waaiers {p) en (3) is dus eene kegel-snede gaande door de waaiertoppen P en Q. In het vlak cps ligt ?Š?Šn kegelsnede, die door B gaat, dusdie met de rechte ds een door dit punt gaande figuur p^vormt. Hieruit volgt, dat het singuliere punt S op ligt.



??? De kromme (P Q S) is dus het beeld van het oppervlak,dat gevormd virordt door alle krommen p^ der die dooreen vast punt B van amp; gaan. Een nader onderzoek van dit oppervlak kan hier nog nietplaats hebben. Het zal geschieden in Â§ 7. Â§ 6. Het onderzoek naar het oppervlak, dat gevormdwordt door alle krommen p^ der congruentie, die op eengegeven rechte l rusten, is nu aan de beurt. Door een punt Ci van de basisrechte ci gaan oo ^ krommenp^ der alle gelegen op het oppervlak dat door ditpunt Cl is bepaald. Dit oppervlak wordt door de rechte lin twee punten gesneden. Deze twee punten bepalen elkeen oppervlak dat met het oppervlak een kromme p^van de [p^ voortbrengt, die door Ci gaat en op l rust,terwijl deze krommen p^ op de basisrechte C2 elk een puntbepalen. Aan het punt Ci op ci zijn op deze wijze tweepunten van c^ toegevoegd. Omgekeerd gaan door een punt Cs van C2 ook 001 krommenp^ der alle gelegen op het door C2 bepaalde oppervlak4gt;f, dat door l ook weer in twee punten gesneden wordt.Deze punten bepalen weer twee oppervlakken deze opper-

vlakken twee krommen p^ der [p^] en deze krommen snijdenop Cl twee aldus aan C2 toegevoegde punten in. De puntenreeksen (Ci) en (Ci) op ci en c^ worden op dezewijze in eene verwantschap (2, 2) gerangschikt, dus ook hunnebeeldrechten in het tafereel.. Het voortbrengsel der beidewaaiers (jo) en (q) is dus een kromme van den vierden graad,aS welke de waaiertoppen P en Q tot dubbelpunten heeft. In het vlak 03 ligt ?Š?Šn kegelsnede, die op l rust, dus ligthet singuliere punt S op A^ Deze rationale kromme kunnenwe dus voorstellen door Aquot;\' (P^ Q^ S). Zij heeft haar derde dubbelpunt in het beeldpunt van diekromme p^ der congruentie, welke de gegeven rechte l totkoorde heeft. De kromme A^ (P^ Q^ S) is dus het beeld van het opper-vlak A, dat gevormd wordt door alle krommen p^ der [/j^],



??? die op een gegeven lijn l rusten. We willen nu van A dengraad bepalen, door na te gaan, in hoeveel punten een tweederechte l\' dit oppervlak snijdt. Het beeld van het oppervlak, dat gevormd wordt door allekrommen p^ der [p^], die op l\' rusten, is een kromme (P^ Q^ 8).Deze kromme snijdt Aquot;* {P\'^ Q^ 8) in 4X4 = 16 punten. Vandeze vallen er 2X2X2 1X1 = 9 in de drie singulierepunten, dus zeven daarbuiten. Dit beteekent, dat er zevenkrommen p^ zijn, die zoowel op l als op l\' rusten, dus dathet oppervlak A door de rechte l\' in zeven punten gesnedenwordt. Het is dus een oppervlak van den zevenden graad, AJ. We hebben hier tevens gevonden, dat de congruentie zevenkrommen p^ bevat, die op ??vee gegeven rechten l en l\' rusten. Met behulp der afbeelding kunnen we ook nagaan, welkerechten er op het oppervlak A\'\' gelegen zijn. De krommen Aquot;^ (P^ Q^ S) en (P Q 8) snijden elkaar in4X2 = 8 punten, waarvan er 2 2 1 = 5 in de singu-liere punten vallen, dus drie daarbuiten, waaruit volgt, dater drie tot groep I behoorende ontaarde figuren op A^liggen, dat wil dus zeggen drie

kegelsneden en drie trans-versalen van Cl, C2 en h. Het singuliere punt 8 ligt op A^ (P^ Qquot;^ 8), dus ligt de rechteds enkelvoudig op A^. De stralen pz en q^ worden elk door Aquot;* (P^ gÂ? 8) in ?Š?Šnniet-singulier punt gesneden. Hieruit besluiten wij, dat derechten dn en dzs ook enkelvoudig op AJ liggen. De stralen pi en qi worden elk door A^ (P^ Q^ 8) in tweeniet-singuliere punten gesneden. Hieruit leiden wij af, datop A^ van elk der waaiers Ui h) en (As h) twee stralen liggen. Omdat door elk punt van ci en ook van C2 twee krommenP^ der [jflÂŽ] gaan, die op l rusten, zijn ci en C2 dublelrechtenop Al Omdat de stralen ps en qs ieder door A^ (P^ Q^ 8) in tweeniet-singuliere punten gesneden worden, zijn de rechten dizen dii duhhelrechten op A\'\'. Ook de rechte l ligt op A^, terwijl de kromme p^, vanwelke l koorde is, dubbelkromme is op A\'\'.



??? De rechte h verdient afzonderlijke vermelding. Zij is namelijkeen drievoudige rechte op A\'^. Immers de krommen A^ (P^ Q^ S)en ?Ÿ^iFQS) snijden elkaar in 8 â€” 2 â€” 2 â€” 1 = 3 niet-singuliere punten, hetgeen beteekent, dat er drie krommenp^ der congruentie zijn, die door een Mrillekeurig punt B vanh gaan en tevens op l rusten. Maar het beteekent nog meer;er volgt uit, dat alle krommen p^ der [p% die door een ge-geven punt B van b gaan, op een Jcubisch oppervlak zijngelegen. Op A\'\' liggen dus vier duhbelrechten, elf enkelvoudige rechten,?Š?Šn dubbelkromme p^ en ?Š?Šn drievoudige rechte. Ook liggenop A^ veertien kegelsneden, v^^aarvan er tien met elk derenkelvoudige rechten â€” de rechte l niet medegerekend â€”en vier met de beide duhbelrechten dn en dn ontaardefiguren /jÂŽ vormen. Ter controleering van den graad van de doorsnede vantv^ree oppervlakken A^ behoorende bij de rechten l en l\',kunnen vire opmerken, dat ze gemeen hebben: de zevenkrommen p^, die op l en l\' rusten, drie enkelvoudige rechten,namelijk dz, dn en dzz, de vier duhbelrechten en de drie-

voudige rechte b. Hunne doorsnede is dus van den graad7X3 3Xl 4X4-f 9 = 49. Uit het bezit van twee niet-singuliere snijpunten van dekromme A^ (P^ Q^ S) en elk der beide stralen pz en gs volgt,dat de meetkundige plaats der in groep VII en ook die derin groep VIII optredende kegelsneden een quadratisch opper-vlak is: l snijdt dit blijkbaar in twee punten. Â§ 7. Het in Â§ 6 gevonden kubisch oppervlak, dat we B^zullen noemen willen we nog even aan een kort onderzoekonderwerpen. -Het beeld van het oppervlak, gevormd door alle krommenp^ der die door een gegeven punt D van b gaan, is eenkegelsnede (P Q S). Deze snijdt ?Ÿ\' (P Q S) in 4 punten,waarvan er maar ?Š?Šn niet-singulier is. Hieruit blijkt opnieuw,\'dat door twee op b gegeven punten B en I) slechts ?Š?Šnkromme p^ der [/j^] gaat en tevens, dat b een enkelvoudige



??? rechte op B^ is, evenals en cg, zooals uit de beschouwingenin Â§ 5 volgt. De beeldkromme {P Q S) snijdt de stralen pz, qs, p, en g,elk in ?Š?Šn niet-singulier punt; de rechten di2 en dzi liggendus ook op B\\ alsmede van elk der waaiers Ui h) en U2 b)?Š?Šn straal. Uit de ligging van het singuliere punt S op ^^ {P Q S)volgt, dat ook ds op B^ ligt, terwijl het eenige niet-singulieresnijpunt der krommen (3^ (P Q 8) en Â?r^ (p q verraadt, datW ?Š?Šn transversaal van ci, C2 en h bezit. Op het oppervlak B^ liggen dus negen enkelvoudige rechtenen zes kegelsneden, welke de afbeelding ons veroorlooft, teontdekken. Twee oppervlakken PÂŽ, behoorende bij de punten B enB\\ hebben gemeen: de kromme /jÂŽ, die door B en B\' gaaten de zes enkelvoudige rechten b, a, a, ds, di2 en dn.Hunne doorsnede is dus van den graad 1X3 6X1 = 9. Â§ 8. We willen er thans toe overgaan, te onderzoeken,welk oppervlak gevormd wordt door alle krommen p^ dercongruentie, die aan een gegeven vlak (p raken. Door een punt Ci van de basisrechte Ci gaan oo ^ krommenp^ der [/jÂŽ], alle gelegen op het door dit punt

Ci bepaaldeoppervlak Een willekeurig vlak 0 snijdt dit oppervlakvolgens een kegelsnede hl, welke gaat door de doorgangs-punten van de basisrechten cg, b, dzi en d^s met 0. Eenwillekeurig oppervlak snijdt 0 volgens een kegelsnededie gaat door de doorgangspunten van de basisrechtenCl, bi, di2 en dia met 0. Het snijpunt van b met 0 hebbende kegelsneden dus gemeen. De oppervlakken en lt;Pl snijden elkaar volgens de rechte^ en een kromme p^ der [/jÂŽ], die het vlak 0 snijdt in dedrie niet op b gelegen snijpunten van de kegelsneden hf en /(;|.De kegelsneden hf, in 0 bepaald door alle oppervlakken01, vormen een bundel met als basispunten de vier genoemdedoorgangspunten van de rechten ci, b, dn en dia met 0,



??? waarvan b dus tevens h\\ snijdt. De drie andere snijpuntenvan een kegelsnede lc\\ met de vaste kegelsnede zijn ver-anderlijk; de exemplaren van den bundel bepalen dusop ]c\\ een kubische involutie P. Deze heeft vier dubbel-punten; het komt dus vier keer voor, dat de kegelsnede lc\\geraakt wordt door een exemplaar van den bundel (^p. Telkens echter als ?Š?Šn der kegelsneden van den bundel(^f) de vaste kegelsnede raakt, raakt de kromme p^ der[p^], die met b de doorsnede vormt van het gegeven opper-vlak met het oppervlak welker snijkromme met 0aan raakt, aan het vlak 0. Dit laatste heeft dus vierkeer plaats. Er zijn dus vier oppervlakken die met hetgegeven oppervlak lt;lgt;l een aan het gegeven vlak 0 rakendekromme p^ der [p^] voortbrengen. Deze vier aan 0 rakende krommen p^ bepalen op de basis-rechte C2 vier punten, welke dus aan het op ci gekozen puntCl zijn toegevoegd. Op dezelfde manier kunnen we beredeneeren, dat er vieroppervlakken in den bundel (lt;Igt;|) gevonden worden, diemet een gegeven oppervlak lt;lgt;f een aan 0 rakende kromme p^der voortbrengen,

dus dat er op de basisrechte ci vierpunten zijn, die in dit verband aan een op cz gegeven puntC2 zijn toegevoegd. De puntenreeksen (Ci) en (C2) op ci en ca worden dus opdeze wijze gerangschikt in eene verwantschap (4, 4) dus ookhunne beeldrechten in het tafereel, de stralen der beidewaaiers (p) en (lt;?). De beide waaiers brengen dus eene krommevan den achtsten graad, voort, welke kromme de waaier-toppen P en Q tot viervoudige punten heeft. Twee exemplaren van den bundel kegelsneden, in het vlak03 gelegen, raken aan de snijlijn van het gegeven vlak 0met 03, dus aan 03. Van groep II behooren dus twee ont-aarde figuren p\' tot de gezochte, zoodat het punt S dubbel-punt van de kromme 7ÂŽ is. We kunnen deze dus aanduidenmet 78 (P* Q^ S\'). Deze kromme nu is het beeld van het oppervlak T, datgevormd wordt door alle krommen p^ der [/j^], die aan een



??? gegeven vlak 0 raken. Van dit oppervlak T willen we nuden graad bepalen. Daartoe bepalen we het aantal niet-singuliere snijpuntender krommen (P\' Q\' S\') en Aquot; (P\' Q^ S). Dit aantal bedraagt8X4-2X4X2-2X1 = 14, hetgeen beteekent, dater 14 krommen zijn, die zoowel aan een gegeven vlak cpraken als op een gegeven rechte l rusten. Het oppervlak Twordt dus door l in veertien punten gesneden; het is duseen oppervlak van den veertienden graad, De beeldkrommen (P^ Q\' S\') en ^^ (pi Qi g\') van tweeoppervlakken T^^ en A\'^ behoorende bij de vlakken 0 ensnijden elkaar in 8X8 â€” 2X4X4 â€” 2X2 = 28 niet-singuliere punten. Hieruit leiden wij af, dat er acht entwintig krommen p^ der [p^] zijn, die aan twee gegeven vlakken,lt;p en \\p, raken. Ons rest nu nog het onderzoek naar de rechten en kegel-sneden, die op het oppervlak gelegen zijn. De krommen 78 (p4 Qi s^) en tr^ (P Q S) hebben 8X2 = 16punten gemeen, waarvan er 2 X 4 -f 2 = 10 singulier zijn.De zes niet-singuliere punten wijzen op zes ontaarde figurenfÂŽ van groep I, die op T^^ liggen, dat wil zeggen zes kegel-sneden

en zes transversal?Šn van ci, cs en b. Het singuliere punt S is dubbelpunt van (P^ Q^ S^), dusis da dubbelrechte op T^S De stralen p^ en worden elk door (pi Qi squot;) in vierniet-singuliere punten gesneden. Hieruit volgt, dat op F\'^van elk der waaiers (Ai b) en {Az b) vier stralen liggen. De stralen p2 en lt;72 worden elk door rÂŽ (P^ Q^ S^) in tweeniet-singuliere punten gesneden, waaruit we besluiten, dat en dii duhhelrechten op F^^ zijn.^ Omdat door elk punt van en ook van d vier krommenP der gaan, die aan (p raken, zijn ci en C2 viervoudigerechten op T^K Omdat de stralen ps en g^ ieder door (P^ Q^ S^) in vierniet-singuliere punten gesneden worden, zijn de rechten di2en dii viervoudige rechten op F^^.Ook de rechte b ligt op F\'^ en wel zesvoudig. Immers



??? de krommen yÂ? (P^ Q^ S^) en ?Ÿ^ (P Q S) snijden elkaar in16 â€” 2X4 â€” 2 = 6 niet-singuliere punten, hetgeen beteekent,dat er zes krommen p^ der zijn, die door een willekeurigpunt B van b gaan en tevens aan cp raken. Daar er nudoor elh punt van b zes aan (p rakende krommen p^ gaan,is b zesvoudige rechte op F^^ Op r^^ liggen dus veertien enhelvoudige rechten, drie duhbel-rechten, vier viervoudige rechten en ?Š?Šn zesvoudige rechte. Verder liggen er op F\'^ acht en twintig kegelsneden, wdiOv-van er veertien met elk der enkelvoudige rechten, zes metde drie duhbelrechten en acht met de beide viervoudigerechten dn en lt;^21 ontaarde figuren p^ vormen. Ter controleering van den graad van de doorsnede vantwee oppervlakken behoorende bij de vlakken 0 en 0\',kunnen we opmerken, dat ze gemeen hebben: de acht entwintig krommen p^, die aan 0 en 0\' raken, de drie duhbel-rechten, de vier viervoudige rechten en de zesvoudige rechte b.Hunne doorsnede is dus van den graad 28X3 3X4 4X 16 36 = 196.



??? HOOFDSTUK IV. Dc congruentie van Reye, Â§ 1. Eene kubische ruimtekromme is bepaald door zeswillekeurig in de ruimte gegeven punten. Liggen er viervan de zes punten in ?Š?Šn plat vlak, dan ontaardt de krommein een kegelsnede door die vier punten en het doorgangs-punt van de verbindingslijn der beide andere punten metdat vlak en deze rechte. Liggen viff van de zes gegevenpunten in ?Š?Šn vlak, dan vormt elke rechte, die door hetzesde punt gaat en op de kegelsnede rust, die door de vijfandere punten is bepaald, met die kegelsnede een ontaardekubische ruimtekromme. Er gaan dan oo^ figuren door dezes gegeven punten. De meetkundige plaats der lineairebestanddeelen is de quadratische kegel met dat zesde punttot top en de genoemde kegelsnede tot richtkromme. Door w^/gegeven punten gaan oo2 kubische ruimtekrommen;deze vormen dus eene congruentie. Immers door een wille-keurig zesde punt gaat ?Š?Šn kromme. Op die kromme liggengo\' punten en daar de ruimte uit 00^ punten bestaat, gaaner door die vijf gegeven punten 00^:001 = 002

kubischeruimtekrommen. Wij zullen nu de congruentie van REYE, welke bestaatliit alle kubische ruimtekrommen die door vijf gegevenpunten gaan, beschouwen als voortbrengsel van twee bundelsquadratische kegels en Noemen we de vijf gegeven punten ?„i, ?„2, ?„s, ?„i, A.5en kiezen we als basisribben van den bundel (K^) de rechten?„2, Al As, At Ai en Ai As en als basisribben van denbundel (iC|) de rechten Jb Ai, As As, A2 Ai en Ai Aamp;, danis de doorsnede van eiken kegel Kj, met eiken kegel Kl



??? samengesteld uit de gemeenschappelijke basisribbe Ai A2 derbeide bundels en eene kubische ruimtekromme, die door devijf gegeven punten gaat. De beide bundels quadratische kegelsbrengen dus de congruentie van Reye voort, die dus ookals een bijzonder geval van de eerste algemeene congruentievan Veneroni beschouwd kan worden en bijgevolg h??ineair is. Ook hier geldt de waarheid, dat een kromme p^ der con-gruentie eiken kegel waarop ze niet ligt, in geen anderepunten kan snijden, dan welke gelegen zijn op de basisfiguurvan den bundel, waartoe K^ behoort; een zoodanige krommep^ snijdt dus K^ in de vijf punten Ai, A^, Aamp;, Ai en I5,het snijpunt, dat in den top valt, dubbel tellend. Â§ 2. We willen van de congruentie van Reuk een af-beelding op het puntenveld ontwerpen. We kiezen twee vaste rechten ci en d. De kegels Kfvan den bundel (Zf) snijden op ci eene quadratische involutie Ifin en de exemplaren van den bundel [K^ bepalen op C2 eenequadratische involutie J|. We nemen vervolgens een plat vlak Â? aan en brengen nude

puntenparen van de involutie I\\ op ci in projectief ver-band met de stralen van een waaier ip) met top P in hetvlak X. Evenzoo leggen wij een projectief verband tusschen depuntenparen van de involutie op C2 en de stralen van eenwaaier (g) met top Q in Een kegel K\\ en een kegel Kl brengen ?Š?Šn kromme p^der congruentie voort; de kegel K^ snijdt ci in een punten-paar van de Ij, de kegel Kl snijdt C2 in een puntenpaarvan de Ij. Het snijpunt der stralen p en q, welke aan dezetwee puntenparen zijn toegevoegd, aanvaarden wij nu als beeldvan de door deze twee kegels Kj en Kj voortgebrachtekromme p^ der [p^]. Deze afbeelding is ?Š?Šn aan ?Š?Šn. Elke kromme fÂŽ bepaaltin Â? ?Š?Šn punt, maar ook omgekeerd bepaalt elk punt in hetvlak.Â? ?Š?Šn straal p en ?Š?Šn straal g, dus ?Š?Šn puntenpaar vande II op Cl en ?Š?Šn puntenpaar van de 7ÂŽ op C2, dus ?Š?Šn



??? kegel van elk der bundels, dus ?Š?Šn kromme p^ van de con-gruentie. Er is ?Š?Šn kromme p^ van de [/jÂŽ], die afgebeeld wordt doorieder punt van de rechte ro, die de toppen P en Q derbeide waaiers verbindt. De waaiertoppen P en Q zijn singuliere punten van deafbeelding, want zij zijn de beelden van 00^ krommender [p%nbsp;^ P is het beeld van die 00 ^ krommen die gelegen zijn opden kegel Kl, welke door den straal QP van den waaier(?) wordt afgebeeld en Q is het beeld van die ooi krommendie gelegen zijn op den door den straal P Q van denwaaier (p) afgebeelden kegel K^ Het zijn nu juist dezebeide kegels, welke de bovenbedoelde door alle punten van\'quot;0 afgebeelde kromme p^ voortbrengen. Â§ 3. We willen nu eerst weer onderzoeken, welke debeelden zijn van de ontaarde figuren p^, die zijn samengesteldquot;it een rechte d en eene kegelsnede t-^ die op d rust, als-quot;^ede van die, welke uit drie rechten bestaan. Wij onder-scheiden tien groepen ontaarde figuren p^. Ontaarde figuren p^ kunnen dan en dan alleen in dezecongruentie voorkomen, als ?Š?Šn der kegels K\\

of Kl ontaardtin twee platte vlakken of als beide kegels dit doen, daartwee niet-ontaarde kegels ?Š?Šn en ook maar ?Š?Šn beschrijvendegemeen hebben. Een hier voorkomende kegel kan op drienianieren ontaarden. De vlakken, waarin een kegel ontaarden kan, moeten door^en top gaan. In den bundel (iTf) komen dus als ontaardeÂ?egels voor de vlakkenparen Ai Az A3 en Ai Ai A5, Ai A2 At^nbsp;A5 en ten derde Ai A2 A5 en Ai As Ai. In den ??undel (Ki) komen als ontaarde kegels voor de vlakkenparen2 Al As en A2 Ai J5, Az At Ai en A2 As A5 en ten derde Ai As en Az As Ai.Ontaardt slechts ?Š?Šn der beide kegels in een vlakkenpaar,^ IS hun voortbrengsel een uit een rechte d en een kegel-snede c^ bestaande figuur p\'^; doen ze het beide, dan brengen



??? ze een uit drie rechten samengestelde figuur p^ voort of oo*ontaarde figuren p^, waaronder drie uit drie rechten bestaande.Dit laatste geval doet zich voor, als de vlakkenparen, waarintwee kegels uiteen vallen, een gemeenschappelijk exemplaarhebben. Het aantal vlakken, waarin bij deze congruentiekegelsneden, als bestanddeelen van door de punten Ai, A2, As,Ai en A?? gaande figuren p\\ kunnen liggen, bedraagt 0% = 10,waarmee het aantal van tien groepen ontaarde figuren p^ isverklaard. We zullen ze nu gaan bespreken. Groep I. Wij beschouwen het vlak Ai A2 As. Ter be-korting zullen we het vlak A^ A^ door en de rechteAy. Al door aanduiden. Het vlak Ai A2 As noemen wedus 0123. De rechte di^ moge 0123 in het punt Bin snijden. In 0i23ligt een bundel kegelsneden (c^) met basispunten Ai, A2, Asen Bi5, waarvan elk exemplaar met de rechte di^ een ont-aarde figuur p^ vormt. Er zijn dus 00 ^ ontaarde figuren p^in deze groep. De bundel (c^) bezit drie ontaarde kegelsneden. Er zijndus drie uit drie rechten bestaande figuren p^ in deze groep. De

figuren dezer groep worden voortgebracht door twee,elk in twee vlakken uiteengevallen, kegels: 0i23, ?–us en 02i3,0245. Ze worden dus alle afgebeeld in ?Š?Šn enkel punt, Si,het snijpunt der beeldstralen p en q van de puntenparender involuties II en Ij, op ci en C2 door de vlakkenpareningesneden. Si is dus een singulier punt van de afbeelding. Groep II. Wij beschouwen het vlak 0i24. De rechte dsbmoge dit in het punt Bsh snijden. In pm ligt een bundel kegel-sneden (cÂŽ) met basispunten Ai, A2, Ai en Bss, waarvan elkexemplaar met de rechte ds5 een ontaarde figuur p^ vormt.Er zijn dus 00* ontaarde figuren p\'^ in deze groep. De bundel (c^) bevat drie ontaarde kegelsneden. Er zijndus drie uit drie rechten bestaande figuren p^ in deze groep. De figuren dezer groep worden voortgebracht door twee, elkin twee vlakken uiteengevallen, kegels: 0i24, 0i35 en 02i4, 02S5.Ze worden dus, evenals die van groep I, afgebeeld in een punt82, hetwelk dus ook een singulier punt van de afbeelding is.



??? Groep III. Wij beschouwen het vlak 0i25. De rechte d-amoge dit in het punt Ba snijden. In 0i25 ligt een bundelkegelsneden (c^) met basispunten Ai, Az, en i?34, waarvanelk exemplaar met de rechte dzi een ontaarde figuur p\'^ vormt.Er zijn dus 001 ontaarde figuren p^ in deze groep. De bundel (c^) bevat drie ontaarde kegelsneden. Er zijndus drie uit drie rechten bestaande figuren p^ in deze groep. De figuren dezer groep worden voortgebracht door twee,elk in twee vlakken uiteengevallen, kegels: 4)125, 0134 en 02i5,0234. Ze worden dus afgebeeld in een punt .Ss, eveneenseen singulief)- punt van de afbeelding. Groep IV. Wij beschouwen het vlak 0i34. De rechte 0(25moge dit in het punt Bif, snijden. In 0,34 ligt een bundelkegelsneden {c\'^) met basispunten Ai, As, Ai en B25, waar-van elk exemplaar met de rechte c?25 een ontaarde figuur p^vormt. Er zijn dus 00^ ontaarde figuren in deze groep. De bundel (c^) bevat drie ontaarde kegelsneden. Er zijndus drie uit drie rechten bestaande figuren p^ in deze groep. De figuren dezer groep worden voortgebracht door ?Š?Šn, intwee vlakken

uiteengevallen, kegel Kf: 0i34, 0i25 en allekegels van den bundel {Kquot;^. Dat vlakkenpaar bepaalt op cieen puntenpaar van de involutie 1% dat tot beeld heeft eenstraal van den waaier {p). Deze straal is dusquot;het beeldvan alle ontaarde figuren p^ dezer groep. Op den straal pi ligt het punt Ss omdat het vlakkenpaar^134 , 0125 reeds in groep III optrad, zoodat ?Š?Šn der exem-plaren van groep III ook in groep IV voorkomt. Groep V. Wij beschouwen het vlak 0i35. De rechte lt;^24Â?loge dit in het punt Ba snijden. In 0i35 ligt een bundelkegelsneden (c^) met basispunten Ai, As, A^ en P24, waarvanelk exemplaar met de rechte dn een ontaarde figuur p^ vormt.Er zijn dus cÂ?i ontaarde figuren p^ in deze groep. De bundel (c^) bevat drie ontaarde kegelsneden. Er zijndus drie uit drie rechten bestaande figuren /jÂŽ in deze groep. De figuren dezer groep worden voortgebracht door ?Š?Šn, intwee vlakken uiteengevallen, kegel K\\ \\ 0i85, 0i24 en alle kegels^^â€?n den bundel {K^^. Het beeld van alle ontaarde figuren



??? dezer groep is dus een straal ph van den waaier [p). Op den straal ph ligt het punt /S2, omdat het vlakkenpaar0135, 0124 reeds in groep II optrad, zoodat deze vijfde groep?Š?Šn exemplaar gemeen heeft met groep II. Groep VI. We beschouwen het vlak 0i45. De rechte dizmoge dit in het punt P23 snijden. In 0i45 ligt een bundelkegelsneden (c^) met basispuntennbsp;As en i?23, waarvan elk exemplaar met de rechte d^s een ontaarde figuur p^ vormt.Er zijn dus ooi ontaarde figuren p^ in deze groep. De bundel (cÂŽ) bevat drie ontaarde kegelsneden. Er zijn dusdrie uit drie rechten bestaande figuren p^ in deze groep. De figuren dezer groep worden voortgebracht door ?Š?Šn, intwee vlakken uiteengevallen, kegel E^: (pu5, 0i23 en alle kegelsvan den bundel (Z^^). Het beeld van alle ontaarde figurenp^ dezer groep is dus een straal pg van den waaier (p). Op den straal pe ligt het punt Si, omdat het vlakkenpaar0145, 0123 reeds in groep I optrad. De groepen I en VIhebben dus een gemeenschappelijk exemplaar. Groepen VII, VIII en IX. Verwisselen we in de groepenIV, V en VI de

punten Ai en Ai, dan krijgen we achtereen-volgens de groepen VII, VIII en IX. Maar verwisseling derpunten Ai en Az beteekent verwisseling van de rollen, diede kegels der beide bundels spelen bij de voortbrenging derontaarde figuren p^ der [/jÂŽ]. Bij de groepen IV, V en VI vonden we als beeldfigurender tot die groepen behoorende ontaarde figuren p^ drie stralenvan den waaier (p), elk gaande door een punt S. De figuren der groepen VII, VIO en IX worden dus afge-beeld door drie stralen van den waaier (q), ook elk gaandedoor een punt S. We noemen de beeldrechten van deze groepen achtereen-volgens q7, qs en ^9. Het punt S3 ligt op qj, S2 op qs enSl op qa, omdat de groepen III en VII, II en VIII en ook Ien IX een gemeenschappelijke ontaarde figuur p^ bezitten. Groep X. We beschouwen het vlak 0345. De rechte dnmoge dit in het punt Bn snijden. In 0345 ligt een bundelkegelsneden (c\') met basispunten As, Ai, A^ en ^12, waarvan



??? elk exemplaar met de rechte dn een ontaarde figuur p^ vormt.Er zijn dus 00^ ontaarde figuren p^ in deze groep. De bundel (cÂŽ) bevat drie ontaarde kegelsneden. Er zijndus drie uit drie rechten bestaande figuren p\'^ in dezegroep. De figuren dezer groep hebben alle als lineair bestand-deel de gemeenschappelijke basisribbe dn der beide bundels{K^^ en {K^, terwijl het quadratische bestanddeel gelegen isin het vlak (psib, dat nooit deel kan uitmaken van een ont-aarden kegel. Om dus een figuur van deze samenstellingvoort te brengen, moeten twee kegels, ?Š?Šn van den bundel(Kf) en ?Š?Šn van den bundel (Kl), elkaar langs die gemeen-schappelijke basisribbe dn aanraken. Hunne doorsnede bestaatdan namelijk uit die basisribbe dn, dubbel geteld en eenekegelsnede in het vlak cpsi??, gaande door de punten As, Ai,A?? en Bn en in Bn tot raaklijn hebbende de snijlijn vanhet gemeenschappelijk raakvlak der beide kegels langs dnmet het vlak (psib- De aldus aan elkaar toegevoegde kegels der beide bundels(Kf) en (El) rangschikken de puntenparen der

involutiesII en â€? 7| op Cl en C2 in eene verwantschap (1, 1), dus ookhunne beeldrechten in het tafereel a; Het voortbrengsel derbeide waaiers (jj) en (q) is dus een kegelsnede gaandedoor de waaiertoppen P en Q. Zij is het beeld van alletot deze groep behoorende ontaarde figuren p^ der [/jÂŽ]. Ontaardt ?Š?Šn der kegels K\\ in twee vlakken, dan moet detoegevoegde kegel K\\ het ook doen. Deze twee ontaardekegels raken elkaar echter slechts dan langs de basisribbelt;^12, als ze het vlak door die basisribbe dn tot gemeenschap-pelijk bestanddeel hebben. Dit is op drie manieren mogelijk.Ze kunnen gemeenschappelijk hebben het vlak (pna^cpus,het vlak cpn4 = cp2ii of het vlak d)i25 = 02i5. De drie tot deze groep behoorende door de drie paar intwee vlakken uiteengevallen kegels voortgebrachte uit drierechten bestaande figuren p^ der [/?quot;] zijn reeds opgetredenin de groepen I, II en III en wel kwam in elk dezer groepen?Š?Šn dezer exemplaren voor. Hieruit volgt, dat de punten



??? Si, 82 en Sa op de kegelsnede liggen. We kunnen dezedus voorstellen door (P Q Si S2 Sa). De afbeelding telt dus vijf singuliere punten: P, Q, 81, 82 enSa, welke de beelden zijn van 00 * krommen p\'^ der congruentie. Hiermee zijn alle tot de congruentie van Reye behoorendeontaarde figuren p^ aangewezen. Â§ 4. We gaan nu eerst weer onderzoeken, hoeveel uitdrie rechten bestaande figuren p^ deze congruentie bevat. Tellen we de tot de tien in Â§ 3 behandelde groepen be-hoorende gevonden uit drie rechten bestaande figuren p^samen, dan vinden we het getal 30, want elk groep beziter drie. Er zijn echter geen 30 verschillende dergelijke figuren.De afbeelding leert ons, dat we ze alle dubbel geteld hebben:er zyn er slechts vyftien. Wat zich bij de in de vorige hoofdstukken behandeldecongruenties niet heeft voorgedaan is, dat de snijpunten derbeeldfiguren uitsluitend uit drie rechten bestaande figuren p^vertegenwoordigen, welke aan de verschillende groepen ge-meenschappelijk toebehooren. In de tien groepen kunnengeen gelijke niet-ontaarde kegelsneden voorkomen,

omdat geenenkele groep een vlak, waarin zoo\'n niet ontaarde kegelsnedezou kunnen liggen, met een andere groep deelt. In de af-beelding hebben we dus eenvoudig de snijpunten der beeld-figuren onderling te tellen, rekening houdende met de beteekenisder singuliere punten. In het singuliere punt S: snijden elkaar de rechten pÂ? en gaen de kegelsnede a-l Het purit Si vertegenwoordigt dus t??uit drie rechten bestaande figuren p\\ Hetzelfde geldt voorde singuliere punten 82 en Sa. Er zijn verder in de figuur nog aanwezig niet-singulieresnijpunten van beeldrechten, namelijk van de stralen p^ en28, Pi en 29, p, en q^, p, en q,, en en p, en Â?g. Dezevertegenwoordigen elk ?Š?Šn uit drie rechten bestaande figuur De congruentie van Reye bevat dus totaal 3X3 6X1 = 15 uit drie rechten bestaande figuren p^.



??? Â§ 5. Wij willen nu een onderzoek instellen naar hetoppervlak, dat gevormd wordt door alle krommen p^ dezercongruentie, die op een gegeven rechte l rusten. Een puntenpaar van de involutie If op de rechte ci bepaalt?Š?Šn kegel Kj. Deze snijdt de gegeven rechte l in tweepunten. Door elk dezer beide punten gaat ?Š?Šn kegel Kl diemet de eerstgenoemde kegel K^ een kromme p^ der [p^]voortbrengt, die op l rust. De twee kegels Kl bepalen op de rechte cz twee punten-paren van de involutie J|, die op deze wijze aan het punten-paar der Jf, dat Kf op ci bepaalt, zijn toegevoegd. Evenzoo snijdt een gegeven kegel Kl op de rechte ca eenpuntenpaar der involutie in, waaraan twee puntenparender If op Cl zijn toegevoegd, die daarop ingesneden wordendoor de twee kegels welke ieder gaan door ?Š?Šn derbeide snijpunten van de rechte l met den kegel Kl. De puntenparen der involuties If en op ci en cz wordenop deze wijze gerangschikt in eene verwantschap (2, 2) dusook is dit het geval met hunne beelden in tafereel cc. Hetvoortbrengsel der beide waaiers (p) en (q)

is dus eene Jcromme^Â?w den vierden graad, A\'^, die de waaiertoppen P Qn Q totdubbelpunten heeft. In het vlak (pizs ligt ?Š?Šn kegelsnede, die op ? rust; evenzoobezit de bundel (c^) in het vlak (piz4 en die, welke in hetvlak 0125 ligt, een exemplaar, dat op l rust. Van elk derSloepen I, II en III behoort dus ?Š?Šn ontaarde figuur /jÂŽ totde hier beschouwde. De singuliere punten St, Sz en Sa liggendus op de kromme A\'*. Deze kunnen we dus voorstellendoor Aquot; (P2 Q2 s, Sz Sa). Zij is het beeld van het oppervlak A,gevormd door alle krommen p^ der [/jÂŽ], die op de gegevenbjn l rusten. We zullen nu van dit oppervlak A den graad bepalen,^oor te onderzoeken, in hoeveel punten een willekeurigerechte l\' het snijdt. I^e krommen /jÂŽ der [p\\ die op de rechte l\' rusten, vormen^^^ oppervlak A\', dat afgebeeld wordt door eene krommeQ\'St Sz Sa). Deze kromme snijdt xUP\'Q\'St Sz Sa)



??? in 4X4 = 16 punten, waarvan er 2X2X2 3X1X1 = 11in de singuliere punten vallen, dus vijf er buiten. Vijf krommen/jÂŽ van het oppervlak A. liggen dus tevens op het oppervlakA\', dat wil zeggen rusten tevens op l\'. De rechte l\' snijdthet oppervlak A dus in vijf punten, zoodat het een oppervlakvan den vijfden graad, A^, is. Ook beteekent het bezit van vijf niet-singuliere snijpuntender beide beeldkrommen A^ en [jJ^, dat er vijf krommen p^der [p^] zijn, die op twee gegeven rechten l en V rusten. Er is ?Š?Šn kromme p^ der die de rechte l tot koordeheeft. De kromme x\'^ (P^ Qquot;^ 8i S^ Ss) heeft in het beeldpuntdezer kromme p^ een dubbelpunt. Zij bezit dus drie dubbel-punten en is derhalve rationaal. Met behulp van de afbeelding kunnen we nu ook weervinden, welke rechte lijnen er op het oppervlak AÂŽ liggen. De kromme A^ (P^ Q\'^ Si S2 Ss) snijdt de kegelsnede(P CÂ? amp; 63) in 4 X 2 - 2 X 2 - 3 X 1 = 1 niet-singulier punt. Zij gaat door de singuliere punten Si, S2 en Ss en snijdtelk der zes stralen pi,p5,ps,q7,q8enq0 in ?Š?Šn niet-singulierpunt. Uit een en ander leiden wij af,

dat van elk der tien groepenontaarde figuren p^ ?Š?Šn exemplaar op het oppervlak A^ isgelegen. Dit oppervlak bezit dus de tien hoofdsoorden der [p^] alsenkelvoudige rechten en tien kegelsneden, elk gelegen in ?Š?Šnder tien in de groepen ontaarde figuren p\'^ optredende vlak-ken, die met deze hoofdkoorden ontaarde figuren p^ der [p^]vormen. Eindelijk ligt op A^ de rechte l, terwijl de kromme p\\ die ltot koorde heeft, dubbelkromme op dit oppervlak is.- Twee oppervlakken AÂŽ, behoorende bij de rechten l en l\'hebben gemeen: de vijf krommen p^, die op beide rechtenrusten en de tien hoofdkoorden der congruentie. Hunnedoorsnede is dus van den graad 5X3 10X1 = 25.



??? Â§ 6. De krommen p^ der congruentie, die aan een gegevenvlak (p raken, vormen een oppervlak, waarvan we doormiddel eener afbeelding den graad willen bepalen. Een puntenpaar der involutie If op ci draagt ?Š?Šn kegelKl Deze snijdt een gegeven vlak cp volgens een kegel-snede cf, die gaat door de doorgangspunten van de basis-ribben di2, dn, dii en dif, van den bundel {K^ met cp. Een kegel K^ snijdt het vlak cp volgens eene kegelsnede c|, diedoor de doorgangspunten van de basisribben dn, dza, du en d^^van den bundel (Â?quot;!) met (p gaat. We noemen het doorgangspunt van de basisribbe dzi = dn,dat op beide kegelsneden ligt, J). De twee kegels Kf en brengen een kromme p^ dercongruentie voort, die het vlak cp snijdt in de drie buiten Dvallende snijpunten der beide kegelsneden cf en c| De kegels van den bundel (K^) bepalen in het vlak cp eenbundel kegelsneden (c|), waarvan dus elk exemplaar de kegel-snede cf behalve in D, nog snijdt in drie buiten D vallendepunten. Alleen die kegel K^, die den kegel K\\ langs degemeenschappelijke basisribbe

dn aanraakt, snijdt cp volgenseen in 2) aan cf rakende kegelsnede c|, zoodat in dit ?Š?Šnegeval ?Š?Šn der drie bedoelde snijpunten in D valt. Maar dangaat door D ook de voortgebrachte kromme p^ der [/jÂŽ] ; dezeis dan echter noodzakelijkerwijze ontaard in de rechte dnen de kegelsnede c^ gelegen in het vlak 0345 en bepaalddoor de punten Aa, Ai, At en de beide snijpunten B\' enBquot; van de kegelsnede cf met 0346. De bundel kegelsneden (c|) snijdt dus op de vaste kegel-snede cf eene kubische involutie P in. Deze heeft vierdubbelpunten; het komt dus vier maal voor, dat de kegelsnede cfgeraakt wordt door een exemplaar van den bundel (cÂŽ). \') Telkens echter als dit gebeurt, raakt ook de bijbehoorendekromme p^ der [p^] aan het vlak cp. Op den kegel Kf liggendus vier aan 0 rakende krommen /jÂŽ der [/jÂŽ], welke uit denkegel Kf gesneden worden door vier kegels van den bundel De punten D\' en Dquot; zijn blijkbaar de aan Zgt; toegevoegde punten derI\' op cj.



??? [K\'^. Deze vier kegels K\\ bepalen op de rechte C2 vierpuntenparen der involutie J|, welke aldus aan het door denkegel K\\ op ci bepaalde puntenpaar der I\\ zijn toegevoegd. Op dezelfde manier kunnen we beredeneeren, dat op eengegeven kegel K\\ vier krommen p^ der gelegen zijn, dieaan het vlak (p raken. De kegel Kl bepaalt op de rechte C2?Š?Šn puntenpaar der involutie I^] de vier kegels K^, die uitden kegel Kl de vier aan 0 rakende krommen p^ dersnijden, bepalen op c\\ vier puntenparen der I^, welke aanhet zoo juist genoemde puntenpaar der II op d zijn toegevoegd. De puntenparen der involuties en op ci en C2 wordenop deze wijze gerangschikt in eene verwantschap (4,4), duszal dit ook het geval zijn met hunne beeldrechten in hettafereel a. Het voortbrengsel der beide waaiers (jj) en iq)is dus een Jcromme van den achtsten graad, die de waaier-toppen P en Q tot viervoudige punten heeft. De vlakken ?“123, (pi24 en $125 worden ieder door het vlak 0volgens eene rechte lijn gesneden. Van elk der bundels kegel-sneden, die in de genoemde vlakken gelegen zijn,

raken tweeexemplaren aan die snijlijn met (p, dus aan O; deze tweeexemplaren zijn bestanddeelen van krommen p^ der zoodatvan elk der groepen I, II en III twee ontaarde figuren p^ totde aan 0 rakende behooren. Hieruit volgt, dat de singulierepunten Si, S2 en Ss dubbelpunten van zijn. We kunnendeze dus aanduiden door (P^ Q^ S^ -SÂŽ 8l). Zij is het beeldvan het oppervlak A, dat beschreven wordt door alle krommenp^ der congruentie, die aan het gegeven vlak (p raken. We gaan nu van dit oppervlak A den graad bepalen, doorte onderzoeken, in hoeveel punten een willekeurige rechte lhet snijdt. De beeldkrommen (P^ Q* Sf Si 5ÂŽ) en (P^ Q^ S, S. SJsnijden elkaar in 8X4-2X4X2-3X2X1 = 10 niet-singuliere punten. Dat beteekent, dat er tien krommen^er[p\'l zijn, die zoowel aan een gegeven vlak cp raken als opeen gegeven rechte l rusten. Het oppervlak A wordt dusdoor een willekeurige rechte l in tien punten gesneden. HetIS derhalve een oppervlak van den tienden graad, A\'Â?.



??? De beeldkrommen ^^ (i^ Q^ S^ en (P* Q* Sf Si 5|),van twee oppervlakken A^l behoorende bij de vlakken 0 enÂ?A, snijden elkaar in 64 â€” 2X4X4 â€” 3X2X2 = 20 niet-singuliere punten. JEr zyn dus twintig Icrommen p^ der con-gruentie, die aan twee gegeven vlaJcJcen ?? en xp raken. Op dezelfde wijze, als dat bij het oppervlak heeft plaatsgehad, kunnen we ook voor het oppervlak A\'Â? met behulp der afbeelding uitmaken, welke rechten er op liggen. De kromme ^^ (p.nbsp;^j) ^^^^ ^^ kegelsnede \'^\'{PqSiSzSa) in 8X2-2X4-3X2 = 2 niet-singu-liere punten. Zij heeft de singuliere punten St, S2 en S3 tot dubbelpuntenen snijdt elk der zes stralen pi, pe, qi, qs en q^ in tweeniet-singuliere punten. Uit het bovenstaande besluiten wij, dat van elk der tiengroepen ontaarde figuren /Â?Hwee exemplaren op het oppervlakgelegen zijn. Dit oppervlak bezit dus de tien hoofdkoorden der [/jÂŽ] alsdubhelrechten en tivintig kegelsneden, paarsgewijze gelegen inde tien in de groepen ontaarde figuren/jÂŽ optredende vlakkenen met deze hoofdkoorden ontaarde figuren p^ der [/jÂŽ]

vormend. Twee oppervlakken A^l behoorende bij de vlakken 0 en 0\',hebben gemeen: de 20 krommen die beide vlakken aan-??\'aken en de tien hoofdkoorden der congruentie als dubhel-rechten. De doorsnede van twee zoodanige oppervlakken isdus van den graad 20 X 3 -f- 10 X 4 = 100.



??? HOOFDSTUK V. Dc congrucntic van Stuyvaert. Â§ 1. Wij denken ons ten slotte gegeven twee punten Aien A2 en drie rechten 61, bs en h en beschouwen alle kubischeruimtekrommen, die door Jj en gaan en bi, bs en amp;3 totkoorden hebben. Wij zullen bewijzen, dat deze kubischeruimtekrommen eene bilineaire congruentie vormen, welkevoortgebracht kan worden door twee bundels quadratischeoppervlakken, welke wij weer zullen aangeven door en (4gt;|). Noemen wij daartoe de transversalen door Ji over bi enamp;2, door Al over bi en bs, door A2 over bi en 62 en doorA2 over bi en ba achtereenvolgens d23, d22, dia en dn, danvormen de vierzijden bi, 62, dss, dn en bi, ba, d22, dn debases van twee bundels quadratische oppervlakken (^f) enElk oppervlak geeft met elk oppervlak eenedoorsnede, die bestaat uit de rechte bi en eene kubischeruimtekromme, die gaat door de punten Ai en A2 en diede rechte bi en dus ook de rechten amp;2 en bs tot koordenheeft. De beide bundels brengen dus blijkbaar de boven-bedoelde congruentie voort, welke ook nu weer bilineair isen

den naam congruentie van STUYVAERT draagt. We zullen de transversalen door A^ over bz en ha en doorA2 over bi en ba achtereenvolgens noemen d2\\ en dn. Zijspelen een rol bij de ontaarde figuren p^.quot; Hoewel aan de rechte bi bij de samenstelling der beidebundels quadratische oppervlakken eene bijzondere taak isopgedragen â€” zij is gemeenschappehjJce basisribbe, terwijl derechten bi en bs elk maar tot de basisfiguur van ?Š?Šn derbeide bundels behooren â€” is zij toch gelijkwaardig met derechten bi en bs. Wat dan ook in dit hoofdstuk ten aanzien



??? van ?Š?Šn der drie rechten h bewezen wordt, geldt voor alledrie. Wij zouden dezelfde congruentie verkregen hebben,als we de rollen der rechten h en h of hi en h haddenverwisseld. Een kromme p^ der [p^] snijdt ieder oppervlak 4)2, waaropze niet ligt, in geen andere punten, dan die, welke gelegenzijn op de basisfiguur van den bundel, waartoe ^^ behoort.Hieruit volgt, dat de transversalen door Ai en ook die doorAi over twee der rechten l door geen enkele kromme /jÂŽ, dieniet ontaard is, buiten de punten Ai en Ai gesneden worden.Deze transversalen, die toch wel degelijk op de oppervlakkenen gelegen zijn, komen dus voor als bestanddeelenvan ontaarde figuren p^ der [pÂŽ]. Â§ 2. We zullen van de congruentie van Stuyvaert eeneafbeelding op het puntenveld ontwerpen, op overeenkomstigewijze, als is geschied bij de congruentie van Reye. Inplaats echter van twee vaste rechten aan te nemen, zooalsin hoofdstuk IV gedaan is, hebben we er hier reeds de he-schilcking over: we gebruiken de rechten hi en hz voor ons doel. De oppervlakken van deri bundel

(4gt;f) snijden op derechte Iz eene quadratische involutie I\\ in en de exemplarenvan den bundel bepalen op 62 eene quadratische in-volutie We nemen vervolgens weer een plat vlak a aan en brengennu de puntenparen van de involutie I\\ op 63 in projectiefverband met de stralen van een waaier ip) met top P in hetvlak Evenzoo leggen wij een projectief verband tusschen depuntenparen van de involutie J2 op hi en de stralen van eenwaaier (?) met top Q in a:. Een oppervlak Â?Pf en een oppervlak 4gt;| brengen ?Š?Šn krommep^ der congruentie voort; het oppervlak snijdt hz in eenpuntenpaar der I\\, het oppervlak snijdt 62 in een punten-paar der Het snijpunt der stralen p en q, welke aan deze tweepuntenparen zijn toegevoegd, aanvaarden wij nu als beeld



??? van de door deze twee oppervlakken en voortgebrachtekromme der [/jÂŽ]. Deze afbeelding is ?Š?Šn aan ?Š?Šn. Elke kromme p^ bepaaltin a ?Š?Šn punt, maar ook omgekeerd bepaalt elk punt in hetvlak oi ?Š?Šn straal p en ?Š?Šn straal q, dus ?Š?Šn puntenpaar vande Jf op amp;3 en ?Š?Šn puntenpaar van de J| op amp;2, dus ?Š?Šnoppervlak van elk der bundels, dus ?Š?Šn kromme p^ van decongruentie. Er is ?Š?Šn kromme p^ van de [/jÂŽ], die afgebeeld wordt doorieder punt van de rechte ro, die de toppen Pen Q der beidewaaiers verbindt. De waaiertoppen P en Q zijn singuliere punten van deafbeelding, want zij zijn de beelden van oo â€? krommen p^ der[p% P is het beeld van die oo^ krommen p^, die gelegenzijn op het oppervlak hetwelk door den straal QP vanden waaier (g) wordt afgebeeld en Q is het beeld van dieco 1 krommen p\\ die liggen op het door den straal P Q vanden waaier {p) afgebeelde oppervlak Het zijn nu juistdeze beide oppervlakken, welke de bovenbedoelde door allepunten van ro afgebeelde kromme p^ voortbrengen. Â§ 3. Allereerst gaan we nu weer

onderzoeken, hoe deontaarde figuren p^ dezer congruentie, die zijn samengestelduit een rechte d en een kegelsnede die op d rust, alsmededie, welke uit drie rechten bestaan, in het tafereelÂ? wordenafgebeeld. De ontaarde figuren p^ van deze [^3] nullen door ons inzeven groepen ondergebracht worden. Groep I. We brengen een vlak cpu door de rechte bi enhet punt Al. De rechten b^ en bs en de transversaal dnmogen dit vlak achtereenvolgens snijden in de punten Hz,\'Fs en Dn. De steunpunten van dn op bo en ba noemenwe Bz en Ba. In cpn ligt een bundel kegelsneden {c\') met basispuntenAl, Ei, Fa en Dn, waarvan elk exemplaar met de rechtedn een ontaarde figuur p^ der vormt. Er zijn er dus00^ in deze groep.



??? Wegens de drie ontaarde kegelsneden, die tot den bundel(c^) behooren, bezit deze groep drie uit drie rechten bestaandeontaarde figuren p^ der [/jÂŽ]. Alle figuren p^ dezer groep snijden h zoowel als 63 in eenvast puntenpaar der door die rechten gedragen involuties.Ze worden dus alle afgebeeld in het snijpunt Si van eenstraal p en een straal q. Het punt Si is dus een singulier punt van de afbeelding.Groep II. We brengen een vlak (pn door de rechte bi enhet punt A2. De rechten hz en ?¨g en de transversaal lt;^21mogen dit vlak achtereenvolgens snijden in de punten Gz,Ez en Dzi. De steunpunten van dn op b^ en bz noemenwe Ci en Cz. In (p2i ligt een bundel kegelsneden (c\'^) met basispuntenG2, Ez en Dn, waarvan elk exemplaar met de rechte dneen ontaarde figuur p^ der vormt. Er zijn er dus 00\' indeze groep. Wegens de drie ontaarde kegelsneden, die tot den bundel(c ) behooren, bezit deze groep drie uit drie rechten bestaandeontaarde figuren p^ der Alle figuren p^ dezer groep snijden bz zoowel als 63 ineen vast puntenpaar der door deze rechten

gedragen invo-uties. Ze worden dus alle afgebeeld in het snijpunt S2 van6en straal p en een straal q.Het punt S2 is dus een singulier punt van de afbeelding.Groep III. We brengen een vlak (pn door het punt Aien de rechte 62. De rechte bi en de transversaal dn mogen1 vlak achtereenvolgens snijden in de punten Hi en D12;?’ rechte bz snijdt het in het punt Cz. Het steunpunt van12 op bi noemen we Ei-, dat van dn op bz is het punt^ n 012 ligt een bundel kegelsneden (c^) met basispunten^h Hl, C3 en 7Ji2, waarvan elk exemplaar met de.rechte, een ontaarde figuur p^ der [/gt;ÂŽJ vormt. Er zijn er dus 00 ^deze groep. Wegens de drie tot den bundel (c^) behoorende ontaardegelsneden, bezit deze groep drie uit drie rechten bestaandeontaarde figuren p^ der [/;Â?].



??? Alle figuren dezer groep snijden de rechte h^ in de tweevaste punten C3 en TJa, welk paar der op hs gelegen If ookdoor alle exemplaren van groep II op deze rechte werd in-gesneden. Het beeld van dit puntenpaar der Jf is de straalp, die reeds in groep II optrad en dien we ps zullen noemen. De figuren dezer groep snijden op de rechte amp;2 de involutieII in. Het beeld van de tot deze groep behoorende figurenis dus de straal ps, op welken het singuliere punt S2 isgelegen. Groep IV. We brengen een vlak 022 door het punt Aien de rechte amp;2. De rechte bi en de transversaal d^i mogendit vlak achtereenvolgens snijden in de punten Gi en Da]de rechte h snijdt het in het punt Bs. Het steunpunt vanda op noemen we Fi; dat van da op h is het punt Fs. In 022 ligt een bundel kegelsneden (c^) met basispuntenAi, Gi, Bs en Da, waarvan elk exemplaar met de rechtedii een ontaarde figuur p^ der [p^] vormt. Er zijn er dusooi jjj deze groep. Wegens de drie tot den bundel (c^) behoorende ontaardekegelsneden, bezit deze groep drie uit drie rechten bestaandeontaarde figuren p^ der [/j^].

Alle figuren dezer groep snijden de rechte in de tweevaste punten Bs en Fs, welk paar der op ds gelegen Ij ookdoor alle exemplaren van groep I op deze rechte werd in-gesneden. Het beeld van dit puntenpaar der Jf is de straalp. die reeds in groep I optrad en dien we zullen noemen. De figuren dezer groep snijden op de rechte bi de involutieII in. Het beeld van de tot deze groep behoorende figurenp^ is dus de straal pi, op welken het singuliere punt Si isgelegen. Groep V. We brengen een vlak 0i3 door het punt Ai ende rechte bs. De rechte 61 en de transversaal dis mogen ditvlak achtereenvolgens snijden in de punten Fi en Dis ; derechte bi snijdt het in het punt Ci. Het steunpunt van disop bi noemen we Gi; dat van dis op bi is het punt Gi. In 013 ligt een bundel kegelsneden (c^) met basispunten Ai,Fi, Ci en Dis, waarvan elk exemplaar met de rechte dis



??? een ontaarde figuur p^ der [/jÂŽ] vormt. Er zijn er dus ooi indeze groep. Wegens de drie tot den bundel {g^) behoorende ontaardekegelsneden bezit deze groep drie uit drie rechten bestaandeontaarde figuren p\'^ der [p^]. Alle figuren dezer groep snijden de rechte hz in de tweevaste punten Cz en Gz, welk paar der op hz gelegen 7| ookdoor alle exemplaren van groep II op deze rechte werd in-gesneden. Het beeld van dit puntenpaar der Jf is de straal q,die reeds in groep II optrad en dien we q^ zullen noemen. ^De figuren dezer groep snijden op de rechte ha de involutie^r in. Het beeld van de tot deze groep behoorende figurenP IS dus de straal qs, op welken het singuliere punt S2 isgelegen. Groep VI. We brengen een vlak (pza door het punt Az ende rechte ha. De rechte hi en de transversaal dia mogen ditvlak achtereenvolgens snijden in de punten Ei en Dza; derechte hz snijdt het in het punt Bz. Het steunpunt van dzaop hl noemen we Hi-, dat van dza op hz is het punt Hz. In 023 ligt\'een bundel kegelsneden (c^) met basispuntenBz en Bza, waarvan elk

exemplaar met de rechte dzaeen ontaarde figuur p^ der [/jÂŽ] vormt. Er zijn er dus 001 indeze groep. Wegens de drie tot den bundel (c^) behoorende ontaardeegelsneden bezit deze groep drie uit drie rechten bestaandeontaarde figuren p^ der Alle figuren dezer groep snijden de rechte hz in de twee^aste punten Bz en Hz, welk paar der op hz gelegen /| ookoor alle exemplaren van groep I op deze rechte werd in-gesneden. Het beeld van dit puntenpaar der is de straal q,^e reeds in groep I optrad en dien we g-e zullen noemen.^^ e figuren dezer groep snijden op de rechte ba de involutie in- Het beeld van de tot deze groep behoorende figuren P dus de straal 05, op welken het singuliere punt Si isgelegen. ^^?–roe^) VII. We beschouwen den vlakkenbundel (0) door punten Ai en Az. In elk vlak 0 ligt een kegelsnede c^



??? gaande door de punten A en en de doorgangspunten derdrie basisribben bi, amp;2 en h met (p. De transversalen van bi, bz en ba liggen op eene Hyper-boloide die door (p gesneden wordt volgens eene kegel-snede die de kegelsnede c\'\' snijdt in de drie genoemdedoorgangspunten en nog een vierde punt, door hetwelk ?Š?Šntransversaal over bi, bi en ?¨s gaat, die met c^ een ontaardefiguur p^ vormt. Bij elk vlak ?“ van den bundel (??) behoort dus ?Š?Šn ont-aarde figuur p^ der Deze groep telt er dus 00 Liggen twee van de drie snijpunten van de rechten ?¨i, 62en bz met een vlak p collineair met A-i of met J2, dan ont-aardt de in dat vlak cp gelegen kegelsnede in een lijnenpaar,zoodat dan de bijbehoorende figuur p^ uit drie rechten issamengesteld. Daar dit geval zich zes maal voordoet, namelijk telkens,als een vlak cp gaat door ?Š?Šn der zes rechten dn, dzi, di2,d22, di3 en d23, m. a. w. samenvalt met ?Š?Šn der in de zesvoorafgaande groepen optredende vlakken, bezit deze groepal minstens zes ontaarde figuren p\'\'^ der [p^], die uit drie rechtenzijn samengesteld. We kunnen

hieruit nu reeds besluiten, dat de beeldfiguurvan de exemplaren dezer groep door de singuliere puntenSi en S2 moet gaan. Zijn de drie snijpunten van de rechten bi, 62 en 63 meteen vlak cp collineair, dan ontaardt de in dat vlak lt;p gelegenkegelsnede in een lijnenpaar, dat bestaat uit de rechte Ji Azen de verbindingslijn van de drie snijpunten der rechtenb met cp. Het lineaire bestanddeel buiten het vlak cp, datmet dit lijnenpaar een uit drie rechten bestaande figuur p^der vormt, is dan de tweede transversaal, die de vierlijnen Ai A2, bi, bz en ?¨g bezitten. Het komt dus weliswaar tweemaal voor, dat de snijpunten vande rechten 61, bz en ^s met een vlak c/) collineair zijn, maar wevinden in beide gevallen dezelfde ontaarde figuur p^ der [/s^]. Deze zeyende groep bezit dus zeven uit drie rechten be-staande figuren p^ der [/j^].



??? Ons rest nu nog, na te gaan, door welke figuur in hettafereel de exemplaren dezer groep afgebeeld worden. Door een puntenpaar Ki, Kz van de involutie If op ?¨ggaan twee ontaarde figuren p^. Immers: het vlak agt; kandoor het punt Ai gaan; dan gaat het lineaire bestanddeeldoor het punt A2, maar ook het omgekeerde kan zich voor-doen. Deze twee figuren p^ snijden op de rechte h^ tweepuntenparen der 7| in. Aan elk puntenpaar der I\\ op 63 zijn op deze wijze tweepuntenparen der II op hi toegevoegd, maar ook omgekeerdzijn aan een gegeven puntenpaar der op 62 twee punten-paren der rl op hz toegevoegd. De puntenparen der beide involuties I\\ en 7ÂŽ op hz en hzworden hierdoor gerangschikt in eene verwantschap (2,2)dus ook hunne beeldrechten in het tafereel a. Deze, datzijn de stralen der beide waaiers {p) en {q), brengen dus eenekromme van den vierden graad, voort, welke derhalve hetbeeld is van de tot deze groep behoorende ontaarde figurenp^ der congruentie. Zij heeft de waaiertoppen P en Q totdubbelpunten en gaat, zooals reeds is

opgemerkt, door desinguliere punten ;Si en S2. We kunnen haar dus aanduidenmet cr^ (P2 Q^ Si Sz). De meetkundige plaats 2 dezer ontaarde figuren p^ is eenoppervlak van den zesden graad, zooals we in Â§ 6 zullenbewijzen met behulp van de afbeelding van het oppervlak,dat gevormd wordt door alle krommen p^ der die opeen gegeven rechte l rusten. Die meetkundige plaats bestaat echter uit twee oppervlakken:dat, hetwelk door de kegelsneden cl gelegen in de vlakken0, wordt beschreven en dat, hetwelk de transversalen derrechten bi, hz en bz vormen. Het eerste is een dimono??de van den vierden graad, A^,omdat in een willekeurig vlak 0 een kegelsnede c^ en derechte Ai Az, die dubbel geteld moet worden, liggen en hettweede is de reeds genoemde hyperbolo??de 3-^. Â§ 4. Met behulp der in het tafereel Â? ontstane beeld-



??? figuren willen we nu eerst weer uitvorschen, hoeveel uit drierechten bestaande ontaarde figuren p^ de congruentie vanStuyvaert bezit. Tellen we de in de zeven groepen gevonden uit drie rechtenbestaande ontaarde figuren p^ samen, dan vinden we het getal25. De afbeelding zal ons doen zien, dat dit niet het ge-zochte aantal is: er zyn er slechts dertien. In het tafereel a aanschouwen we de volgende figuren:de singuliere punten Si en Sa, de stralen pz en gs door S2,de stralen pi en ge door S\\ en de kromme van den vierdengraad a-^ (P\'^ Q^ Si die elk der stralen ps, pi, Qb en gÂ? in?Š?Šn niet-singulier punt snijdt. We noemen deze snijpuntenachtereenvolgens P3, Pi, Q?? en Eindelijk snijden de stralenpÂ? en ge elkander in een punt Bss en de stralen pi en gselkander in een punt P45. Daar de zeven groepen ontaarde figuren geen vlakken,waarin kegelsneden gelegen zijn als bestanddeelen van figurenp^, gemeen hebben, vertegenwoordigen de snijpunten derbeeldfiguren onderling slechts aan de groepen gemeenschap-pelijke exemplaren, die uit drie rechten bestaan.

Door elk der beide singuliere punten Si en S2 gaan driebeeldfiguren. Deze punten vertegenwoordigen dus elk driedubbelgetelde exemplaren. De vier punten P en de beidepunten R wijzen ieder op ?Š?Šn dubbel getelde figuur zoodatde geheele afbeelding ons leert, dat er ttvaalf dubbelgeteldefiguren p^ in het getal 25 zijn opgesloten. De congruentievan Stuyvaert bevat dus dertien uit drie rechten samen-gestelde ontaarde figuren p^. Het beeldpunt van de niet dubbelgetelde figuur p\'^, die uitdrie rechten bestaat, ligt ergens op de beeldkromme ir*, wantvan de zeven dergelijke figuren van groep VII vallen er zesquot;??nder de dubbelgetelde. De figuur p^, bestaande uit de rechteAl Az en de beide transversalen van de rechten Ai A2, bi, 62 en?¨skomt slechts eenmaal voor. Â§ 5. Alle krommen p^ der [p% die gaan door een vastpunt B op de gemeenschappelijke basisrechte 61 der beide



??? bundels en vormen een oppervlak, waarvan we deafbeelding op het tafereel willen bepalen. Door een punt B van de rechte bi gaan co^ krommen p^der voortgebracht door de coÂ? paren elkander in Brakende oppervlakken en 4gt;|. Door een puntenpaar der involutie I\\ op bs gaat ?Š?Šn opper-vlak dit oppervlak wordt in i? door slechts ?Š?Šn oppervlakgeraakt. Dit aan in B rakende oppervlak bepaaltop de rechte bz een puntenpaar van de involutie II, welkpuntenpaar we aan dat op ba toevoegen. Evenzoo bepaalt een puntenpaar der II op b^ ?Š?Šn opper-vlak waaraan in B door slechts ?Š?Šn oppervlak geraaktwordt. Dit laatste oppervlak bepaalt op de rechte ba eenpuntenpaar van de If, hetwelk aldus aan dat op 62 is toe-gevoegd. De puntenparen der involuties en 7| op ba en bz wordenhierdoor met elkander in projectief verband gebracht, dus ookde stralen der waaiers (p) en {q) door welke ze afgebeeldworden. De beide waaiers brengen dus eene kegelsnedevoort, die door de waaiertoppen F en Q gaat. Door het gegeven punt B van bi gaat ?Š?Šn kegelsnede

vanden bundel (c\') in het vlak cpn door Ai en bi, dus ?Š?Šn figuurP\'^ van groep I en ook ?Š?Šn kegelsnede van den bundel (c\'\'^)in het vlak cpzi door A2 en bi, dus ?Š?Šn figuurvan groep II.De kegelsnede ?Ÿ\'\' gaat dus ook door de beide singuliere puntenen S2. Wij kunnen haar voorstellen door ?Ÿ\'^ (P Q Si S2). Deze kromme is nu het beeld van het oppervlak, dat ge-vormd wordt door alle krommen p^ der [a\'\'], die door eengegeven punt B van bi gaan. Dit oppervlak zal nader onderzocht worden in Â§ 7. Â§ 6. De krommen p\'\' der die op een gegeven rechte^ rusten, beschrijven een oppervlak; naar dit oppervlak willenwe nu eerst een onderzoek instellen. Een puntenpaar van de involutie op de rechte ba bepaalt?Š?Šn oppervlak Dit oppervlak snijdt de gegeven rechte lâ€?n twee punten. Door elk dezer beide punten gaat ?Š?Šn



??? Oppervlak Â?fÂ?^, dat met het eerstgenoemde oppervlak eenkromme p^ der voortbrengt, die op l rust. De twee oppervlakken bepalen op de rechte h tweepuntenparen van de involutie die op deze wijze aan hetpuntenpaar der Jf, dat Of op h insnijdt, zijn toegevoegd. Evenzoo snijdt een gegeven oppervlak op de rechteeen puntenpaar der involutie in, waaraan twee puntenparender Jf op ba zijn toegevoegd, die daarop ingesneden wordendoor de twee oppervlakken 4gt;f, welke elk gaan door ?Š?Šn derbeide snijpunten van de rechte l met het oppervlak De puntenparen der involuties Jf en I\\ op ba en h^ wordenhierdoor gerangschikt in eene verwantschap (2, 2), dus heeftdit ook plaats met de stralen der beide waaiers {p) en (g-),welke ze in het tafereel afbeelden. Deze waaiers brengendus een Jcromme mn den vierden graad, voort, die dewaaiertoppen P en $ tot dubbelpunten heeft. In het vlak (pn ligt ?Š?Šn kegelsnede, die op Z rust; evenzoobezit de bundel (c^) in het vlak 02i ?Š?Šn exemplaar, dat op Zrust. Van elk der groepen I en II rust dus ?Š?Šn ontaardefiguur p^ op l. De

kromme A^ gaat dus door de beide singulierepunten Si en Sz. Zij kan derhalve voorgesteld worden dooraMP\' Q\'SiS2). Deze kromme nu is het beeld van het door alle op l rus-tende krommen p^ der [p^] gevormde oppervlak, dat we Azullen noemen en waarvan we den graad willen bepalen,door het aantal zijner snijpunten met een willekeurige rechtel\' te berekenen. De krommen p^ der [/jÂŽ], die op de rechte l\' rusten, vormeneen oppervlak A\', dat afgebeeld wordt door een krommefj!,^ (P^ Q^ Si Si). Deze kromme snijdt A\'\' (P^ /Si in 4 X 4 = 16punten. Van deze vallen er 4 in P, 4 in Q, 1 in Si en 1 in /S2,quot;dus tien in de singuliere punten. De beide krommen hebbendus zes niet-singuliere snijpunten. Dat beteekent, dat er zeskrommen van het oppervlak A zijn, die tevens op /\'rusten;deze rechte snijdt A dus in zes punten; het is derhalveeen oppervlak van den zesden graad, A^. Uit het gevonden aantal van zes niet-singuliere snijpunten



??? der beide beeldkrommen A^ en [x^ leiden wij tevens af, datde congruentie zes Icrommen bevat, die op twee gegeven rechtenI en V rusten. Er is ?Š?Šn kromme pj der [p^], die de rechte l tot koordeheeft. De kromme A^ heeft in het beeldpunt dezer krommepI een derde dubbelpunt. Zij is dus rationaal. De rechte lijnen, die op het oppervlak AÂŽ gelegen zijn,kunnen uit de beeldfiguren in het tafereel worden gevonden. De kromme A\'^ (P-\' Q\'^ Si S2) snijdt de kegelsnede ?Ÿ^P Q Si S2)in 8 â€” 2X2 â€” 2X1 = 2 niet-singuliere punten. Er gaandus door elk punt van hi, dus ook van bz en 63 wegens degelijkwaardigheid der drie lijnen b, twee krommen p^ vanhet oppervlak Al De lijnen bi, bz en ba zijn dus dubhel-rechten op AÂŽ. De kromme A\'* (P^ Q\'^ Si Sz) gaat door de beide singulierepunten Si en Sz en snijdt elk der stralen pz, pi, q^ en q^in ?Š?Šn niet-singulier punt. Hieruit volgt, dat de rechten dn,^21. diz, dzz, dn en dza enMvoudig op Aquot; liggen. De kromme A^ (P\' Q-\' Si Sz) snijdt de kromme {P\' Qquot;^ Si Sz)in 16 â€” 2X4 â€” 2X1 = 6 niet-singuliere punten.

Wijhesluiten hieruit, dat op het oppervlak AÂŽ zes transversalenover de drie rechten bi, bz en bz gelegen zijn. i) De rechte l ligt ook op A^ terwijl de kromme p^, die ltot koorde heeft, dubbelkromme op A*\' is. Het oppervlak Aquot; bezit dus drie dubhelrechten, dertien^\'^^Icclvoudige rechten en ?Š?Šn dubbelkromme p^. Verder liggen er op AÂŽ tivaalf kegelsneden, die elk met ?Š?Šn^er twaalf enkelvoudige rechten â€” de rechte l niet mede-gerekend â€” eene ontaarde figuur p^ vormen. Twee oppervlakken A^ behoorende bij de rechten l en l\',hebben gemeen: de zes krommen p^ der [/jÂŽ], die op beiderechten rusten, de drie dubhelrechten en de zes enkelvoudigerechten d. Hunne doorsnede is dus van den graad_______ 6X3 3X4 6X1 = 36. Ook putten we hieruit het bewijs, dat de meetkundige plaats derâ€?staarde figuren vamp;n groep VII door de rechte l in xes punten ge-leden wordt en dus een oppervlak van den xesden graad, 2quot;ÂŽ, is.



??? Â§ 7. Het oppervlak, dat gevormd wordt door alle krommenp^ der [/j^], die door een vast punt B van hi gaan, heeft totbeeld de in Â§ 5 gevonden kegelsnede (P Q Si S2). Deze kegelsnede snijdt de kromme A^ (P^ Q\'^ Si S2) in tweeniet-singuliere punten, hetgeen zeggen wil, dat de rechte ltwee krommen p^ van het door ?Ÿ^ afgebeelde oppervlak draagt.Zij snijdt dit oppervlak dus in twee punten; de door P gaandekrommen p\'^ der [p\'\'^] liggen dus op een quadratisch oppervlah B\'\\ Het oppervlak gevormd door alle krommen p^ derdie door een vast punt G van hi gaan, heeft tot beeld eenekegelsnede iP Q ?„ S2). De beeldkrommen ?Ÿ^ (P Q Si S2)en 7^ (P Q Sl S2) snijden elkaar in vier punten, die allesingulier zijn. Wij leiden hieruit af, dat er door twee willekeurige puntenvan de rechte bi geen enhele kromme p^ der gaat. Ook volgt hieruit, dat alle krommen p^ der [,3^], die doorB gaan, de rechte bi in een vast tweede punt B\' snijden. Deze uitkomst behoeft ons echter niet te verwonderen,als we ons de gelijkwaardigheid der drie rechten h herinneren.Door een gegeven punt

Ki van hz gaat ?Š?Šn oppervlak dat02 in een tweede punt Z2 snijdt. De punten Ki en K2 vormeneen paar van de involutie Door een punt Ki van bz gaandus ook GO 1 krommen p^ der alle gelegen op een opper-vlak en ook alle gaande door een ander vast punt K2 van hz. Het oppervlak B^ is echter geen exemplaar van ?Š?Šn derbeide bundels en (ttgt;2). Dit blijkt ten eerste al uit hetfeit, dat zijn beeld een hegelpiede is en geen straal van ?Š?Šnder beide waaiers (p) en ($). Bovendien ligt de rechte bier niet op: het oppervlak snijdt deze rechte in de twee vastepunten, welke alle op gelegen krommen p^ der [pÂŽ] dragen. Op B\' liggen de rechten ig en bs, omdat door elh puntvan ?“2 en ook van bs ?Š?Šn kromme p^ gaat, die ook door Bgedragen wordt. De kegelsnede ?Ÿ\' (P Q Si S2) snijdt de kromme (F\' Q\' Si S2)in twee niet-singuliere punten. Op B\' liggen dus twee trans-vergalen over ?¨i, b^, en ^3. Daar verder de kegelsnede ?Ÿ\' (P q Si S2) door de beide



??? singuliere punten en S2 gaat, liggen de rechten dn enÂ?^21 op B^. Eindelijk liggen op B^ vier kegelsneden, die met deze tweelaatstgenoemde rechten en de beide transversalen over 61,1)2 en h vier ontaarde figuren p^ der [p^] vormen. Twee oppervlakken B^ en F^ behoorende bij de punten Ben C van h hebben gemeen: de beide basisrechten 62 enha en hunne transversalen dn en d2i door A2 en Ai. De doorsnede van twee zoodanige oppervlakken, die vanden vierden graad is, bestaat dus uit deze vier rechten. Â§ 8. Ten slotte willen wij nog onderzoeken, welk opper-vlak gevormd wordt door alle krommen p^ der die eengegeven vlak 0 aanraken. Een puntenpaar der involutie If op ha draagt ?Š?Šn opper-vlak Dit oppervlak snijdt een gegeven vlak cp volgenseene kegelsnede cpÂŽ, die gaat door de doorgangspunten vande basisrechten hi, hz, dia en (^23 van den bundel met cp. Een oppervlak snijdt het vlak (tgt; volgens eene kegel-snede 01, die gaat door de doorgangspunten van de basis-rechten hl, hs, di2 en (^22 van den bundel met cp. We noemen het

doorgangspunt van de basisrechte fci, datop beide kegelsneden ligt, B. De twee oppervlakken en brengen eene kromme p^^er [p^] voort, die het vlak (p snijdt in de drie buiten Bvallende snijpunten der beide kegelsneden 0f en 0^. De oppervlakken van den bundel bepalen in het vlak^ een bundel kegelsneden (0ÂŽ), waarvan dus elk exemplaar^e kegelsnede 0f behalve in B, nog snijdt in drie buiten Dvallende punten, behoudens ?Š?Šn exemplaar, dat in D aan 0]raakt, voor de beschouwing van welke aangelegenheid wijherwijzen naar hoofdstuk IV, Â§ 6. De bundel kegelsneden (01) snijdt dus op de vaste kegel-snede cp2 eene kubische involutie P in. Deze heeft vier dubbel-punten ; het komt dus vier maal voor, dat de kegelsnede cpffferaaht wordt door een exemplaar van den bundel (cp^). Telkens echter als dit gebeurt, raakt ook de bijbehoorende



??? kromme p^ der [p^] aan het vlak cp. Op het oppervlak 4)ÂŽliggen dus vier aan (p rakende krommen p^ der [^^J, welkeuit het oppervlak gesneden worden door vier oppervlakkenvan den bundel (4gt;|). Deze vier oppervlakken bepalen opde rechte bz vier puntenparen der involutie If, welke aldusaan het door het oppervlak op 63 bepaalde puntenpaarder If zijn toegevoegd. Op dezelfde manier kunnen we beredeneeren, dat op eengegeven oppervlak ^ vier krommen p\' der [p-q gelegen zijn,die aan het vlak (p raken. Het oppervlak bepaalt op derechte bz ?Š?Šn puntenpaar der involutie P,; de vier oppervlakkenO, die uit het oppervlak lt;igt;l de vier aan 0 rakende krommenp der [p J snijden, bepalen op ha vier puntenparen der Pwelke aan het zoo juist genoemde puntenpaar der P op Lzijn toegevoegd.nbsp;^ De puntenparen der involuties /f en /Â?op Sa enfc wordenhierdoor gerangschikt in eene verwantschap (4 4) dus heeftd,t ook plaats met de stralen der beide waaiers (p) en (j) inhet beeldvlak welke deze puntenparen vertegenwoord,gen Zâ€ž brengen dus een h-cmme van den

mUoteu graad. voort, n , tf Tquot;\'quot;quot;quot;\'â„? Â?quot;quot;quot;Â?odige punten heeft.De vlakken lt;f,â€ž enlt;p.. worden ieder door hel vlak volgenseene rechte hjn gesneden. Van elk der bundels kegelsneden,d.e m de genoemde vlakken gelegen zijn, raken twee exem^p aren aan d^ smjlgn met lt;p, dus aan 0; deze twee exem-plaren zgt;jn bestanddeelen van krommen der [,Â?] zoodatvan elk der groepen f en II twee ontaarde figuren gt; tot deaan $ rakende behooren. Hieruit volgt, dat de staguliere oppervlak n, ,at .esehrevt der [/], die aan het gegeven vlak 0 raken We gaan nu van dit oppervlak n den graad bepalenDaartoe onderzoeken we weer, in hoeveel punten een w lle\'keurige rechte l het snijdt.nbsp;^ De beeldkrommen tÂŽ (pi m ^nbsp;4nbsp;-j elkaar in 8 X 4 - 2 X 4 X 2-1 2 V 2 v ^A^Al â€” 12 niet-singu-



??? liere punten. Dat beteekent, dat er twaalf krommen p^ der[p^] zijn, die zoowel aan een gegeven vlak (p raken als opeen gegeven rechte l rusten. Het oppervlak n wordt dusdoor een willekeurige rechte Hn twaalf punten gesneden. Hetis derhalve een oppervlak van den twaalfden graad, n^l De beeldkrommen ^rÂŽ (P^ Q^ Sf SD en rÂŽ (P^ g^ Sf SD\' vantwee oppervlakken behoorende bij de vlakken (p ensnijden elkaar in 64 â€”2X4X4â€”2X2X2 = 24 niet-singuliere punten. M\' zijn dus vier en twintig krommen p^der congruentie, die twee gegeven vlakken 0 en aanraken. De beeldfiguren in het tafereel a wijzen ons ook nu weeraan, welke rechten er op het oppervlak 11liggen. De kromme tÂŽ (PÂ? Q^ S\\ Sl) snijdt de kegelsnede ?Ÿ\' (P Q Si Sz)m 8X2 â€” 2X4 â€” 2X2 = 4 niet-singuliere punten. Doorelk punt van de rechte hi, dus ook van bi en van bamp; gaandus vier krommen p^, die op ??\'ÂŽ ??ggen. De drie rechtenbz en bz zijn dus viervoudige rechten op IT\'^.De kromme ^rÂŽ {P\' Q\' Sf Sl) heeft de singuliere punten SiSz tot dubbelpunten; zij snijdt de vier stralengs

en qein twee niet-singuliere punten en heeft met de krommequot;quot; (P\'Q\'SiSz) gemeen 8X4 â€” 2X4X2-2X2X1 = 12niet-singuliere punten.Wij leiden uit een en ander af, dat de zes rechten (^21,\'2, dzz, diz en dzz dubbelrechten op zijn en dat op ditoppervlak twaalf transversalen over bi, bz en bz liggen. Op het oppervlak 11 ^^ ??ggen dus drie viervoudige rechten,^es dubhelrechten en twaalf enkelvoudige rechten. erder zijn op 11gelegen vier en twintig kegelsneden,waarvan er twaalf met de zes dubbelrechten en twaalf met dewaalf enkelvoudige rechten ontaarde figuren p^ der vormen. er controleering van den graad van de doorsnede van^^ee oppervlakken IV, behoorende bij de vlakken 0 en 0\',nen we opmerken, dat ze gemeen hebben: de vier end^H^\'^ brommen p^ der die beide vlakken aanraken,6 drie viervoudige rechten b en de zes dubbelrechten d. e doorsnede van twee zoodanige oppervlakken is dus vanquot; graad 24 X 3 3 X 16 6 X 4= 144.



??? HOOFDSTUK VI. Slotwoord, Â§ 1. De onderzoekingen, die in de voorgaande hoofdstukkenplaats gehad hebben, zijn voor uitbreiding vatbaar. Wij kunnen bijvoorbeeld vragen naar den graad van hetoppervlak A, dat gevormd wordt door alle krommen der[p\'l die op eene gegeven kegelsnede d\' rusten. We zullendit vraagstuk oplossen voor ?Š?Šn der door ons behandeldecongruenties en kiezen daarvoor het eerste bijzondere gevalvan de eerste algemeene congruentie van Veneroni, besprokenin hoofdstuk II. Door een punt Ci van de rechte ci gaan oo i krommen p^der gelegen op den kegel die door dit punt Ci isbepaald. Deze kegel wordt door de kegelsnede d\' in vierpunten gesneden. Deze vier punten bepalen elk een kegelKl, die met den kegel K^ eene kromme p^ der [p\'] voort-brengt, die door Ci gaat en op d\'\' rust, terwijl deze vierkrommen p\' op de rechte ca elk een punt bepalen. AanCi op Ci zijn in dit verband dus vier punten van ca toegevoegd. Evenzoo is het duidelijk, dat door een punt C2 van Ca vierkrommen p\' der [^Â?j ^^^^^ ^^ ^^^^^^ ^^ ^^ ^^ aldus aan C2

toegevoegde punten bepalen. De puntenreeksen (Ci) en (Ca) op cj en ca worden nu ge-rangschikt m eene verwantschap (4,4). Het voortbrengsel derwaaiers (p) en (q), die de puntenreeksen (C,) en (Ca) af-beelden, is dus eene Jcromme van den achtsten graaddie de waaiertoppen P en ^ tot viervoudige punten heeft,en de singuliere punten en tot dubbelpunten, omdater in elk^ der vlakken 03 en twee kegelsneden liggen,die op d\' rusten, daar d\'^ elk dezer beide vlakken in twee



??? punten snijdt. Van elk der groepen I en II behooren dustwee exemplaren tot de hier beschouwde. We kunnen hetbeeld van het oppervlak A dus aanduiden door (P^ Q^ Sj Sj),De krommen (P^ Q\' 6|) en A^ (P^ Q\'^ S, S,) snijden elkaarin 8X4 â€” 2X4X2 â€” 2X2X1 = 12 niet-singulierepunten. De rechte l ontmoet dus twaalf op d\'^ rustendekrommen p^ der [/j^]; zij snijdt het oppervlak A dus in twaalfpunten, dus is dit een oppervlak van den tivaalfden graad,We besluiten hieruit tevens tot de volgende waarheid:De congruentie bevat twaalf krommen p^, die rusten opeen gegeven rechte l en een gegeven kegelsnede d\'. De krommen SHPV^ISD en (p^ (P^ Q^ S^ S^) en ook dekrommen ?¨^P\'Q^^Sl} en e^P^Q^SjSl), welke laatste hetbeeld is van het oppervlak, gevormd door alle krommen p^der [^3], die op een gegeven kegelsnede s\'^ rusten, snijdenelkaar in 8X8 â€” 2X4X4 â€” 2X2X2 = 24 niet-singulierepunten.Wij leiden hieruit af: 1Â°. dat er vier en tivintig krommen p^ der zy7i, die^P een gegeven kegelsnede rusten en aan een gegeven vlak1\'aken; 2quot;. dat er vier

cn twintig krommen p^ der [^j^] zijn, dieop twee gegeven kegelsneden rusten. De krommenbsp;heeft de singuliere punten S^ tot dubbelpunten, snijdt elk der stralen 72 en pi inVier niet-singuliere punten, elk der stralen q^i., qn, pu en pis twee niet-singuliere punten en de kegelsnede (Pin 8X2 â€” 2X4â€”2X2 = 4 niet-singuliere punten. Eindelijkgaan er door elk punt van ci en ook van cz vier krommenP^ van A12. Uit het bovenstaande volgt, dat op het oppervlak A^^ ge-ÂŽgen zijn: drie viervoudige rechten, Ci, Ci en (^12; zes dubbel-wachten, da, di, da, dia, du en dia en vier stralen van elk derWaaiers (Ai ci) en (Ai Ci), dat zijn dus acht enkelvoudige\'^Gchten. Op A\'^ liggen behalve Â?Z^ vier en twintig kegelsneden, waarvanacht met elk der enkelvoudige rechten, twaalf met elk



??? der duhbelrechten en vier met de viervoudige rechte dnontaarde figuren p^ der [/jÂ?] vormen. Bij de behandeling vanhet oppervlak A ^ dat gevormd wordt door alle krommen p^der die op een gegeven rechte l rusten en dat afgebeeldwordt door de kromme A^ (P^nbsp;hebben we opgemerkt, dat er ?Š?Šn kromme p\\ der [/j^] is, die Hot ^oort^e heeft. Dezekromme p\\ is dientengevolge dubbelkromme op A^ en haarbeeld in het tafereel is dubbelpunt van A^ Ten aanzien van het oppervlak A^^ kunnen we nu vragennaar het aantal krommen p\' der [p% die de kegelsnede d^tweemaal snijden. Dit aantal bedraagt zeven. Immers: de kromme ^^ (P^nbsp;is rationaal- zij bezit dus 1/2X7X6 = 21 dubbelpunten. De beide viervoudigepunten P en ?– zijn elk gelijkwaardig met ^\'2 X 4 X 3 = 6dubbelpunten, zoodat ^^ behalve P, Q, S, en S, nog 21 - 2 XX 6 â€”2X1=7 dubbelpunten heeft. Deze kunnen nietanders zijn dan beelden van krommen p^ der [p\'l die dekegelsnede d^ tweemaal snijden. Deze zeven krommen der [p^] zijn dubhelkrommen op hetoppervlak A\'l De doorsnede van twee

oppervlakken A\'2behoorende bij de kegelsneden d^ en ^2 bestaat uit: de vieren twintig krommen ^^ ^er ^ie op beide kegelsnedenrusten de drie viervoudige rechten en de zes duhbelrechten.Zij IS dus van den graad 24 X 3 3X 16 6 X 4= 144.Â§ 2 Zoo algemeen mogelijk gesteld luidt het vraagstuk nu: Welk oppervlak wordt gevormd door alle krommen derlp J, die op een gegeven kromme ^c^p rusten? We kunnen hieraan de voor de hand liggende vraag toe-voegen :nbsp;^ .. Hoeveel krommen bevat de f^ÂŽ], die rusten op twee ge-geven krommen /^p en /u\'^?nbsp;^ e Om de eerste vraag te beantwoorden behoeft het geenverder betoog, dat de puntenreeksen (C,) en (G) op c, en Â?gerangschikt worden in eene verwantschap (2^ 2p), zoodathet voortbrengsel hunner beeldstralen een hvmme van im



??? graad 4p, is, met P en ^ tot 2?j-voudige punten. Daar de vlakken 03 en door de kromme /otP elk in ppunten gesneden worden, zijn de singuliere punten SgenSii?-voudige punten van de kromme tt-\'p. Deze kan dus voor-gesteld worden door ^^p (P^p ^^p Evenzoo zal het oppervlak, dat gevormd wordt dooralle krommen der die op een gegeven kromme pflrusten, afgebeeld worden door eene kromme (P^?? S^ S^). De krommen x*? (P^p ^^p ^ en xHP^ Q\'^ Sa S?¨ snijdenelkaar in 16 p punten. Hiervan vallen er 4 in P, 4 p inQ, p in ^3 en p in \'S\'^, dus huiten de singuliere punten.De rechte l ontmoet dus 6 p krommen van het oppervlakn, dat door de op (m^ rustende krommen p^ der [/j^] gevormdWordt; dit is dus een oppervlak van den graad 6p. De tweede vraag kan nu ook gemakkelijk beantwoordWorden. De krommen z^f (P^p Q^ p S^ -Sp) en (P^i S^ si) snijdenelkaar in 16^ q punten, waarvan er 10jj q in, dus 6^? qdutten de singuliere punten vallen. Er zijn dus 6 p q krommen p^ der congruentie, die op tweegegeven krommen ^p en fjt,\'^ rusten.Stellen we p â€”

qâ€”i^ dan vinden we naar behooren hethoofdstuk II gevonden getal zes voor het aantal krommenP der die op twee gegeven rechten rusten.Hiermede willen we onze beschouwingen be??indigen.



??? Stellingen. Volgens Dr. J. de Vries bevat de [0^], die in zijn proef-schrift, getiteld: Bilineaire congruenties van kubischeruimtekrommen, als eerste bijzondere geval van de eerstealgemeene congruentie van Veneroni behandeld wordt,24 figuren, die uit drie rechten bestaan. Dit is foutief; hetmoet zijn 13. 2. E. Borel: Le?§ons sur les fonctions enti?¨res. Op blz. 38 bovenaan staat vast: P^iz)-^ F{2), voor m-^00, unjform op ieder gesloten, eindig gebied. Op blz. 40 onderaan heeft hij pas bewezen: Â? I ^^^ Prn t F\' iz), voor m 00. Dit bewijs is overbodig, wegens eene fundamenteele stellingvan Weierstrass. 3. S. Chessin zegt in zijn werk: On the analytical theoryOf circular functions, op blz. 288: Als fiz), hebbende eene re??ele periode, in \'teene uiteindevan een fundamentaalstrook eene bepaalde waarde aanneemt,dan doet zij dat ook in het andere uiteinde. Dat is foutief; de functie ?’ = sin (c^\') stelt de onjuist-heid der bewering duidelijk in het licht.



??? 794. De bewering van Dur?Šge in zijn Elemente der Theorieder Functionen, Einleitung, blz. 11, dat Jetzt allgemdn angenom-men wird, dat voor a gt; O en amp; gt; O het product â€” a â€” 6gelijk is aan \\/a h, is onjuist. 5. De bestudeering van de uiteenzetting van het begrip be-paalde integraal, gegeven door Prof. Dr. Hk. de Vries inzijn Leerboek der Differentiaal- en Integraalrekening,deel I Â§ 48, kan leiden tot verwarring. 6. De definitie van convergent oneindig product, gegeven inhet in Stelling 5 genoemde werk, deel I Â§ 83, is niet scherp. 7. De afleiding van de formule voor den slingertijd, gegevenhet in Stelling 5 genoemde werk, deel I Â§ 76, blz. 343, ^evat eene leemte. De schrijver vindt voor ^ een vierkants- Wortel en kiest zonder eenige verklaring den positieven, ^^^wijl juist negatief is; door bij de hierop volgende integratie de grenzen verkeerd te plaatsen, wordt toch hetgoede eindresultaat verkregen. Het verdient geen aanbeveling, bij het onderwijs in de^ÂŽchauica op de H.B.S. de Infinitesimaalrekening toe te passen.



??? 809. Er is veel voor te zeggen, het leerplan der Gymnasia indier voege te wijzigen, dat ^-leerlingen niet alleen in de5e klasse, maar ook in de 6Â? klasse onderwijs ontvangen inde Kosmografie en hierin worden ge??xamineerd. 10. Van de Waarschijnlijkheidsrekening zijn zelfs de begin-selen te moeielijk voor Gymnasiaal en Middelbaar onderwijs.
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