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INLEIDING

Onder een verzameling van punten verstaan wij een veel-
heid van punten in onderling verband, onverschillig welk.
Indien wij 1 punt hebben noemen wij dit per definitie ook
een ,,verzameling”. Bij vele stellingen zal het noodig zijn de
toevoeging te maken: ,als de verzameling bestaat”. Om dit
te vermijden verklaren we per definitie de uitdrukking: ,de
verzameling bestaat niet” en ,de verzameling 1s leeg” iden-
tiek.

Indien een verzameling A; deel nitmaakt van een andere
verzameling A,, schrijven we dit als A; { A, of Ay - Ay

Onder een lineair inferval (ab) verstaan we alle punten van
een lijn, die t. o. v. die lijn als coérdinaatas en een punt O als
nulpunt tot coérdinaten x hebben, die voldoen aan a < x < b.
Onder een twee-dimensionaal interval (aba;b;) verstaan we
alle punten, die ten opzichte van een twee-dimensionaal
assenstelsel tot codrdinaten hebben x; en x,, die voldoen aan
a; < x, < b; en a, < X, < b,. Evenzoo kan een n-dimen-
sionaal interval gedefiniecerd worden.

Een punt P heet inwendig punt van een verzameling A,
als er een interval bestaat, dat P bevat en een deel is van A.

Onder een omgeving van P verstaan we iedere verzameling
U, die alleen uit inwendige punten bestaat en die P bevat.

Een doorsnede van twee verzamelingen A en B noemen we
de verzameling van punten, die zoowel in A als in B liggen,
en we schrijven dit D = AB.
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Onder de vercentging van twee verzamelingen A en B ver-
staan we de verzameling van punten, die, of tot A o6f tot B
of tot beiden behooren, en we schrijven dit V = A |- B.

Een belangrijk begrip in de leer der puntverzamelingen is
dat van verdichtingspunt. We noemen een punt P verdich-
tingspunt van een verzameling, indien iedere omgeving van
dat punt minstens één van P verschillend punt der ver-
zameling bevat.

Hieruit volgt, dat iedere omgeving van dat punt een on-
eindig aantal punten van de verzameling bevat. Dus een
eindige verzameling kan geen verdichtingspunt hebben.

Opdat een punt verdichtingspunt zij, is niet noodzakeljk,
blijkens de definitie, dat het punt tot de verzameling behoort.

Heeft een verzameling de eigenschap, dat al zijn verdich-
tingspunten punten van de verzameling zijn, zoo heet ze
gesloten.

Is ieder punt van een verzameling verdichtingspunt, dan
heet de verzameling dicht in zichzelf.

Een verzameling, die gesloten en dicht in zichzelf is, heet
perfect.

Een puntverzameling heet open, als ieder punt van de ver-
zameling inwendig punt van de verzameling is.

Onder het complement A’ van een verzameling A verstaan
we de verzameling van alle punten van de ruimte, die niet
tot A hooren. Het complement A’ van een open verzameling
A is, in het geval ze niet leeg is, gesloten, want een verdich-
tingspunt P van het complement kan niet tot A hooren, daar
er dan een interval te vinden was, dat P bevat en geheel
binnen A ligt.

Evenzoo is te bewijzen, dat het complement A" van een
gesloten verzameling A, in het geval, dat ze niet leeg is,
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open is; immers als P een punt is van A’, dan hoort P niet
tot A en vanwege de geslotenheid van A, kan P geen ver-
dichtingspunt van A zijn.

Dus om P is een interval, waarin geen punt van A voor-
komt, dus A’ is open.

Onder de grens van een puntverzameling A verstaat men
de doorsnede van de vereeniging van A met zijn verdich-
tingspunten en de vereeniging van A’ met zijn verdichtings-
punten of (A - Ha) (A’ -J- Ha) als H voorstelt de verzame-
ling van verdichtingspunten.

Onder een n-dimensionaal segment verstaan we een n-
dimensionaal interval vermeerderd met zijn grens.

Een verzameling A heet niet dicht in een segment, indien
ieder segment, dat een deel is van het oorspronkelijke seg-
ment, een segment bevat, dat geen punt van A bevat.

Een verzameling A heet dicht in een segment, indien ieder
segment, dat een deel is van het oorspronkelijk segment,
punten van A bevat.

Een verzameling dicht in zichzelf, behoeft niet dicht te
zijn in een segment, b.v. de perfecte verzameling, gedefinieerd
door Cantor, door het segment 0 — I in drie gelijke deelen
te verdeelen en de punten binnen het middelste segment
weg te laten. Bij de twee overblijjvende segmenten van de
drie gelijke deelen weer de punten binnen het middelste
segment weg te laten, enz.

Indien A een willekeurige puntverzameling is en P een punt
der ruimte, dan verstaan we onder de afstand van P tot A
de onderste grens van de afstanden van P tot een willekeurig
punt van A.

Onder de afstand van twee verzamelingen A en B ver-
staan we de onderste grens van de afstand van P tot O, als
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P een willekeurig punt van A en Q) een willekeurig punt
van B is.

Twee verzamelingen heeten van dezelfde m-rzcktiglwid, als
men aan ieder element van de eene 1 element en ook maar
¢én van de andere toevoegen kan.

Hebben we een aftelbaar oneindige rij van puntverzame-
lingen AjA,. ..., dan verstaan we onder de limes superior
van A de doorsnede V,V,V,. ... Vk...., waarin Vi = A |-
Axi1J Ak .. .. :

Onder de limes nferior van A verstaan we de vereeniging
D,+D,}D;+....+Dxt...., waarin Dx de door-
snede Ax Axt+1 Ax42.... 1s.

Een oneindig voortloopende rij van puntverzamelingen
heeft per definitie een limiet, als limes superior A = limes
inferior A.

Onderstaande stellingen worden in het volgende meer-
malen gebruikt.

STELLING | — De vereeniging van eindig of aftelbaar on-
eindig veel open puntverzamelingen is weer een open puni-
verzameling.

Wij geven het bewijs voor een aftelbaar oneindig aantal.

Zij A;, A, . ... Ay, ... een aftelbare rij open puntver-
zamelingen.

i A = AT A [ A

Neem een willekeurig punt P van A. P is een punt van
minstens één van de A’s, b.v. Ax. Om P is een omgeving te
construeeren, die alleen punten van Ak bevat, dus alleen
punten van A. Bijgevolg is P een inwendig punt van A.
Dus A is een open puntverzameling.

STELLING 2 — De vereeniging van een eindig aantal gesloten
puntverzamelingen 1s weer een gesloten pumtverzameling.
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Zij Ay, A,, . . . . Ak eenrij van k gesloten puntverzamelingen.

ZijA=A 1A ... 1Ak

Z1 P een verdichtingspunt van A. De bewering is, dat P
hoort tot A. Iedere omgeving van P bevat oneindig veel
punten van A, dus oneindig veel punten van minstens één
van de Ax’s.

Dus P is een verdichtingspunt van Ayx; P < Ax en bijge-
volg P { A.

De vereeniging van aftelbaar oneindig vele gesloten ver-
zamelingen behoeft niet gesloten te zijn, b.v. de punten der
ruimte met rationale coérdinaten vormen een niet gesloten
puntverzameling, hoewel ze te beschouwen zijn als de ver-
eeniging van aftelbaar oneindig veel gesloten verzamelingen,
ieder uit één punt bestaande.

STELLING 3 — De doorsnede van een eindig of aftelbaar on-
etndig aantal geslolen verzamelingen 1s weer gesloten of leeg.

Het bewijs wordt gegeven voor een aftelbaar oneindig
aantal.

Zij Aj, Ag, . ... An, ... . een 1ij van aftelbaar oneindig veel
gesloten verzamelingen.

ZAN BN =R

De bewering is: D is gesloten. Stel P een verdichtingspunt
van D. Tedere omgeving van P bevat een van P verschillend
punt van D, dus een punt van Ak =1, 2, 3,.... Dus P
is een verdichtingspunt van Ay, bijgevolg P hoort tot Ay,
onverschillig wat k is. Dus P < D.

Gevolg: De grens van een puntverzameling A is blijkens
de bepaling de doorsnede van twee gesloten verzamelingen.
Dus volgens de hierboven genoemde stelling is de grens van
een puntverzameling een gesloten verzameling.

We noemen verder de twee volgende overdekkingsstellingen.
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(Voor bewis zie o.a. Carathéodory: Vorlesungen iiber
reelle Funktionen, blz. 45 en 46).

OVERDEKKINGSSTELLING VAN BOREL: Indien aan ieder
punt P van een begrensde afgesloten puntverzameling A
een bepaalde omgeving 2p is toegewezen, dan kan men steeds
een eindig aantal van deze omgevingen Qp;, 2p,, ... Qp, -
uitkiezen, zoodat ieder punt van A in minstens één van die
omgevingen ligt.

OVERDEKKINGSSTELLING VAN LINDELOF: Indien aan ieder
punt P van een willckeurige puntverzameling A een be-
paalde omgeving £p is toegewezen, dan is er een hoogstens
aftelbare rij van de omgevingen Qp;, Qp,, . ... Qp_ . ... uit
te kiezen, zoodat ieder punt van A in minstens één van die
omgevingen ligt.

STELLING 4 —Zij Ay, A,, . ... A, . . . . een aftelbare rij niet
leege, gesloten puntverzamelingen, zoodanig dat A, % A, & A,
oo en 2y Ay begrensd, dan is D (Ayd, . ... An....) F£ 0.

Was D = 0, dan was aan ieder punt P van A, een kleinste
getal kp toe te voegen, zoodat P niet hoort tot Akp, dus P
hoort tot het complement van Ak, dat we aan zullen duiden
door A’kp. A’kP 1s open, omdat Ak, gesloten is.

Dus aan ieder punt P van A, is een omgeving Ay, toe te
voegen, waarin Akp niet doordringt. Daar A; begrensd en
gesloten is, is volgens de overdekkingsstelling van Borel A,
door een eindig aantal van dergelijke omgevingen te over-
dekken. Dus men kan eindig veel getallen kjk, . ... ky vin-
den, zoodat jeder punt van A, in minstens één van
AkA'ky ... Ak ligt. Zij k de grootste van de indices k;k,
- ... km, dan is Ak een deel van ieder van de verzamelingen
Ak,Ak,----Akm omdat A; » A, - A;. ...
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A'x bevat dus ieder van de puntverzamelingen A’k A’y,
,...A'km en dus ook A; zelf. Dus A, .Ax moet nul zijn,
wat in tegenspraak is met het gegevene, dat Ay niet leeg en
een deel van A, is.

Hiermede is dus de stelling bewezen 1).

STELLING 5 — Iedere perfecte verzameling E heeft de mach-
tigheid van het continuum.

De stelling is duidelijk, als E een interval bevat. Dus we
kunnen ons beperken tot het geval, dat E geen interval
bevat, m.a.w. dat E nergens dicht is.

Voor het geval, dat E niet begrensd is, gaat dezelfde be-
wijsvoering door voor een begrensd deel van E.

1 —Zij E de perfecte verzameling, niet dicht in een segment.

Zij) M een punt van het segment, niet hoorende tot E. Daar
E perfect is, is M geen verdichtingspunt van E, dus zijn er
intervallen, die M bevatten en waarbinnen geen punt van
E ligt.

Kies het grootste interval, dat geen punt van E bevat.

Men kan om ieder punt van het segment, niet hoorende
tot E een zoodanig interval construeceren. Twee intervallen
kunnen geen uiteinde gemeenschappelijk hebben, want dan
was dat punt een geisoleerd punt van E, wat onmogelijk is.
Twee intervallen kunnen geen deel gemeen hebben, want
dan was het grootste interval, wat mogelijk is, niet gekozen.

We beweren nu, dat een perfecte verzameling E niet dicht
in een segment, tot complement heeft met betrekking tot
dat segment een aftelbare oneindige verzameling van inter-
vallen, die geen uiteinde gemeen hebben.

Er kunnen geen eindig aantal zijn, want dan zou E geen
niet dichte verzameling kunnen zijn. Het aantal intervallen

1) Zie Carathéodory: Vorlesungen iiber reelle Funktionen, blz. 54.
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waarvan de lengte > 1 is eindig, omdat de intervallen geen
deel gemeen hebben. Het aantal intervallen, waarvan de
lengte << 1 en > 14 is eindig, om dezelfde reden. Indien we
zoo voort gaan, komt ieder interval voor; dus het comple-
ment van I£ ten opzichte van het segment is een aftelbaar
oneindig aantal intervallen. Men noemt de intervallen con-
tigu aan E.

2 — E is niet aftelbaar. Zij P; een punt van E. Kies een
interval I, dat P; bevat. We zullen nu bewijzen, dat IE al
onaftelbaar is.

Stel IE aftelbaar, dus IE =P, 4+ P, 4+ P34 . ...

Construeer om P, een segment I, zoodanig, dat P, niet
hoort tot dat segment I,. Binnen het segment is een interval
I; te kiezen, P, bevattend, dat dezelfde eigenschap heeft.
P, is als punt van E een verdichtingspunt, dus in I, liggen
cen aftelbaar oneindig aantal punten van E. Er is bijgevolg
een punt met de kleinste index. Zij Py, dat punt (we noemen
nu P,: Pn). 2

Om Pu, is een segment I, te kiezen, dat ligt in I; en waar
Py = P, buiten ligt. Binnen dat segment is weer een inter-
val I, te kiezen met dezelfde eigenschap. We gaan door, zoo-
dat Pn _steeds het punt is met de kleinste index, dat in Ik
ligt.

We beweren nu, dat de index njx > k.

Het is waar voor k = 1, immers n;, = 2 > 1.
Stel de bewering is waar voor k, dus nx > k.
Aan te toonen is nu, dat nk+1 > k 4 1.
Uit ng > k volgt nx=k 4- 1.
Nk41 > ng dus ng4+1 > k 4 1.
De begrensde aftelbare puntverzameling Py Pny . . . . Py

S
heeft dus een verdichtingspunt H < I.
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Daar E gesloten is, hoort H tot E, dus H { IE. IE is
verondersteld te bestaan uit PP,....Pn.... dus H is
b.v. Pg.

Kies een omgeving £u, dic H bevat.

In 2y ligt b.v. Pn, waarin

;{ Js 1{ + 1; PDI‘L '< IZJ IA '< Ik—l—l d.us Pnz < Ii{+1.

Iedere omgeving van H bevat een punt van Ix.41 dus
zeker van Ix41 dat verschilt van Py, dus H is verdichtings-
punt van punten hoorende tot Tx+y dus H { Tiq1 { Ik

H < Ik of Px { Tk wat onmogelijk is, daar nx > ken Pn,,
het eerste element van Iy is. Dus EI is niet aftelbaar; dus
E is niet aftelbaar.

3 — Rangschikken we de intervallen contigu aan E in een
il by v e iss e

Zij A en B de eindpunten van E (eventueel van een deel
van E). We zullen nu de perfecte verzameling afbeelden op
de punten van het segment 0 — 1.

Met A laten we correspondeeren het punt 0, met B het
punt 1, met de twee uiteinden van é, het punt 1%, met de
twee uiteinden van d, het punt 1/, of 3/, al naar gelang ¢, ligt
tusschen A en 4, of tusschen é; en B. Enz. Met een d, corres-

p, van het segment 0 — 1 en omgekeerd.

2 \ 9
Het aantal punten van I, die eindpunten zijn van inter-
vallen contigu aan E is aftelbaar. Zooals onder (2) gebleken

is, is de perfecte verzameling niet aftelbaar. Zij M een punt

pondeert een punt

van E dat geen eindpunt van een interval contigu aan E is,
dan is er een aftelbare rij van intervallen contigu aan E aan
te wijzen 8n, 8n,.... zoodat M hun limiet is. Met de rij
dn,, On, . . . . correspondeert een aftelbare rij van punten van



10

0 —1, die een verdichtingspunt y hebben. We laten nu y
correspondeeren met M. Op deze manier correspondeert met
ieder punt van E één punt van 0 — I.

Omgekeerd kiezen we van 0 — 1 een punt met tot codr-
b
n
van een interval contigu aan E. Kiezen we een ander punt
van 0 — 1, dan is dat punt op te vatten, als verdichtings-

punt van een aftelbare rij punten met tot coérdinaten P

20’
dus daarmee correspondeert een aftelbare rij van intervallen
contigu aan E, die weer een limietpunt M hebben dat hoort
tot E, want M is verdichtingspunt van eindpunten van die
intervallen contigu aan E en E is gesloten.

Dus E heeft de continue machtigheid.

dinaat 7~ dan correspondeeren daarmee twee eindpunten



HOOFDSTUK I

REGULIERE VERZAMELINGEN

Een verzameling E heet van de maat 0, als alle punten
van E tot intervallen behooren, waarvan de som der lengten,
oppervlakten enz. kleiner is dan e waarbi ¢ ieder wille-
keurig getal > 0 voorstelt.

Een verzameling E van de maat 0 heet regulier, als ze ge-
definieerd kan worden op de volgende manier:

Zij A, Ay, . ... Ay, . ... een 1l van een aftelbaar oneindig
aantal punten. Aphoort tot omgevingen Q) 22 ... QM. .

waarbij Q)71 4 Q" terwijl lim. Q" = An. Van BRIt

n=aw
3:} .... vormen de lengten (resp. oppervlakten, inhouden
enz. naar gelang het aantal dimensies) een convergente reeks
voor iedere h.

Als En de verzameling van punten voorstelt, hoo-
rende tot minstens één van de " n=1, 2, 3....) dan
verstaan we onder de reguliere verzameling E de doorsnede
IDY (D 100 A8 5 ),

De punten A,, A,,.... Apn,.... heeten fundamentaal-

L

punten.

E. Borel is de eerste geweest, die in zijn , Lecons sur la
théorie des fonctions”, blz. 44 op deze verzamelingen heeft
gewezen. Hij beschouwt t. a. p. de intervallen met tot eind-
punten
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1 1
Pl Tl

GRS
waarin q gelijk is aan 1, 2, 3,....
ST B | S e e ]
ARG, Sl T | B0 0 <P e
Onder E, wordt verstaan de verzameling der punten,
hoorende tot één van de intervallen 32 — —1—3 : P - l«ﬁ .
q qQ°  q q

Onder En de verzameling der punten binnen de inter-
vallen % _nqu : —g— - 53:1_33

E, bevat E, en in het algemeen E, bevat Ej+1.

Men beschouwt nu de verzameling E bestaande uit de
punten, die hooren tot iedere E, (n=1, 2, 3, ... )5
BN DA (Bt B,

E is blijkbaar ecn verzameling van de maat 0, die regu-
lier is. '

Gaan we de machtigheid van E na, dan blijkt, daar E de

punten g bevat, dat de machtigheid minstens de aftelbaar-

heid is.

We kunnen echter aantoonen, dat E de machtigheid van
het continuum bezit. Daarvoor is voldoende te bewijzen,
dat E nog een verzameling punten bevat, dic de continue
machtigheid heeft. Die punten zijn de punten met tot coor-
dinaten de getallen van Liouville &, gedefinieerd door

e—2i< I
QuFeqits
zoodanig, dat voor iedere waarde van n er een oneindig aan-

tal waardengzijn, die voldoen aan de ongelijkheid. Nemen
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we een punt met coérdinaat & Krachtens de definitie zijn
er dus oneindig veel waarden q, waarvoor

E—I—)j<: %of’EHE <
al T q q

ng¥
want g kan steeds grooter dan n verondersteld worden. Dus
hoort £ tot En.

Op deze manier kan bewezen worden, dat ieder getal &
tot En hoort, onverschillig welke n.

De verzameling van punten § heeft de continue machtig-
heid 1).

Dus E heeft de continue machtigheid.

Het blijkt dus, dat de reguliere verzameling, die tot fun-
damentaalpunten heeft de punten met rationale codrdinaten
van het segment 0 — 1 en tot intervallen de bovengenoemde,
de continue machtigheid bezit.

De vraag rijst nu, of de reguliere verzameling, die dezelfde
fundamentaalpunten heeft als de bovengenoemde, maar
waarbij we de lengten van de intervallen om ieder punt op
een andere manier tot 0 laten naderen ook de continue mach-
tigheid bezit.

Dit is inderdaad het geval, zooals Borel aantoont door
middel van de theorie van de monotone functies (zie ,,Legons
sur les fonctions Monogénes, blz. 83—86).

De stelling kan echter nog verder uitgebreid worden tot:

Indien de fundamentaalpunten van een reguliere verzameling
dicht zijn in een interval, heeft de verzameling de machtigheid
van het continuum.

Borel geeft daarvan in ,,Lecons sur les fonctions Monogénes”
blz. 94—124 cen zeer uitvoerig bewijs, eerst voor het platte
vlak, daarna voor de ruimte.

1) Zie Borel: Legons sur la théorie des Fonctions, blz. 26—29.
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Door middel van de volgende hulpstelling kan het bewijs
korter gegeven worden.

Zij En een verzameling van segmenten, twee aan twee
buiten elkaar gelegen (n =1, 2, 3,....). Binnen ieder seg-
ment van E, liggen 2 segmenten van Ej1i.

Bewering: De doorsnede D (E, . E,. L, ....) is perfect.

Bewijs — 1 De doorsnede is niet leeg; want nemen we één
van de segmenten S,;, waaruit E, bestaat. Zij S, een segment
van E, zoodanig dat S, } S,. Op deze wijze voortgaande
krijgen we S; > S; + S5. ...

S, is begrensd; dus volgens stelling 4 uit de inleiding is
DS -850 S0 .0) 0.

2 — De doorsnede D is dicht in zichzelf, m. a. w. ieder
punt van D is verdichtingspunt van punten van D. Zij Q
een punt van D, 2 een willekeurige omgeving om Q.

O hoort tot E,, onverschillig welke n, dus Q hoort tot
segmenten, die steeds in lengte afnemen en tot 0 naderen.
Er is bijgevolg een En, z66 dat één van zijn segmenten bin-
nen 2 ligt.

Dat segment bevat weer twee segmenten van E,+1. Beide
segmenten bevatten minstens één punt van D (volgens de
stelling genoemd onder 1 van dit bewijs) dus £ D — Q is
niet leeg.

3 — De doorsnede D is gesloten.

Want de doorsnede van aftelbaar oneindig veel gesloten
verzamelingen is weer een gesloten verzameling volgens In-
leiding stelling 3.

De stelling: ,,Indien de fundamentaalpunten van een re-
guliere verzameling dicht zijn in een interval, heeft de ver-
zameling de machtigheid van het continuum”, wordt nu als

volgt bewezen:



15

Noemen we de reguliere verzameling E, haar fundamen-
taalpunten A;, A,, A, ...., de omgevingen om Aj: .Qg
(h=1, 2, 3,....) voor iedere n.

Onder En verstaan we Q) ] Qb L Q% .. ..

FEE—IDI(E S Eo vy [ ey

Zij Ay een fundamentaalpunt van E. Ax ligt binnen een
omgeving 2 x hoorende tot E,. Binnen Q' is een segment o,
te kiezen, zoodanig dat Ax < o,. Daar de fundamentaal-
punten overal dicht liggen, kunnen we binnen o, twee fun-
damentaalpunten kiezen, die we zullen noemen Ay, en A,.
Daar lim. Qg = Ap, onverschillig welke n, zijn er binnen

h=w

0, 2 omgevingen, hoorende tot eenzelfde E, te bepalen, die
buiten elkaar liggen. Binnen de twee gekozen omgevingen
liggen twee segmenten oy en o,.

Op deze manier kunnen we doorgaan.

De voorwaarden van de hulpstelling zijn vervuld: de door-
snede bevat een perfect deel of de reguliere verzameling be-
vat een perfect deel.

Volgens de stelling: iedere perfecte verzameling heeft de
machtigheid van het continuum (zie Inleiding, stelling 5)
heeft dus de reguliere verzameling E, waarvan de fundamen-
taalpunten dicht liggen op 0 — 1 de continue machtigheid.

Daar in bovenstaande bewijzen geen gebruik is gemaakt
van een bijzonderheid zich voordoende in een bepaalde Rp
gelden ze dus voor iedere Ry (n=1, 2, 3,....).



HOOFDSTUK II
INWENDIGE GRENSVERZAMELINGEN

Een inwendige grensverzameling is de
doorsnede van aftelbaar oneindig veel open puntverzame-
lingen, waarbij we mogen aannemen, dat ieder de volgende
bevat:

Voorbeelden:

1 — Zij A, de verzameling van punten, waarvan x voldoet aan
= B X E<AIE

Zij A, de verzameling van punten, waarvan x voldoet aan

— 1 <x < 1.

Z1) Ay de verzameling van punten, waarvan x voldoet aan

1

1/ )
n << X <
’ n

enz.
De inwendige grensverzameling D (A;.A;....An....)
is één punt.
2 — Zij A, de verzameling van punten, waarvan x voldoet aan
—1l<x<l1+4 1. 3
Zij A, de verzameling van punten, waarvan x voldoet aan
— ]l
Z1] Ap de verzameling van punten, waarvan x voldoet aan

1 1
e A <144 o
enz.
De doorsnede D (A, . A,....An....)is blijkbaar de door-
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snede van aftelbaar oneindig veel open puntverzamelingen,
dus een inwendige grensverzameling, die in dit geval perfect
is, n.l. het segment 0 — 1.

We zullen nu eenige stellingen afleiden.

STELLING | — ledere open puniverzameling 2 is een inwen-
dige grensverzameling; ze is immers te beschouwen, als de
doorsnede van aftelbaar oneindig veel gelijke verzamelingen £2.

STELLING 2 — De punten met irrationale codrdinaten van het
segment 00— 1 vormen een inwendige grensverzameling.

Noem £, alle punten van het interval 0 — 1. Zij r, het
eerste punt verkregen bij nummering van de aftelbaar on-

eindig vele punten met rationale coérdinaten van het seg-
ment 0 — 1.

r; verdeelt £, in 2 open declen, waarvan de vereeniging £,
weer open is (zie stelling 1 uit de inleiding).

Zij 1, het tweede punt verkregen bij de nummering. r, ver-
deelt £, in deelen, waarvan de vereeniging, die weer open 1s,
25 genoemd zal worden. Indien zoo wordt voort gegaan,
wordt ieder rationaal punt bij een bepaalde n buiten 2n1
gehouden.

De doorsnede D (£2,.£2,....8y,....) bevat alle punten
met irrationale codrdinaten, terwijl ze de rationale punten
niet bevat.

D is als doorsnede van aftelbaar vele open puntverzame-
lingen een inwendige grensverzameling.

STELLING 3 — KEen geisoleerde puntverzameling 1s een in-
wendige grensverzameling.

Onder een geisoleerde verzameling E verstaan we een ver-
zameling van punten, zoodanig dat om ieder punt P een
omgeving £p geconstrueerd kan worden, zoodanig dat

Qp E—P =0.

V]
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Dus daar aan ieder punt een bepaalde omgeving toege-
wezen kan worden is het mogelijk, volgens de overdekkings-
stelling van Lindel6f (zie Inleiding, blz. 6) een aftelbaar
aantal omgevingen te kiezen, zoodat

AP QPR IS Op ISEN
of A=AQp + AQp, + AQp, +....
of A=P +P,4+P,}....
m. a. w. iedere geisoleerde verzameling is aftelbaar oneindig

of eindig.

Dat een geisoleerde verzameling E een inwendige grens-
verzameling is, blijkt door ieder punt P, te beschouwen,
als de limiet van een aftelbaar oneindig aantal omgevingen
Q. 9, Q). ... alle gelegen binnen Qp,.

Zij E; = 2; 4+ Q) + .. .. in het algemeen

Eni=t 0% 00 R O B

En(h=1,2,3,....)is volgens stelling 1 uit de Inleiding
een open puntverzameling. E =D (E, . E,.... E,....); dus
de geisoleerde verzameling E is een inwendige grensver-

zameling.

STELLING 4 — Een reguliere verzameling is een mwendige
grensverzameling.

Immers de in de definitie van reguliere verzameling ge-
noemde Ep is de vereeniging van aftelbaar veel open punt-
verzamelingen, dus En is open. Ep4 hoort tot Eb.

Een reguliere verzameling is de doorsnede van aftclbaar
oneindig veel open puntverzamelingen, waarbij ieder de
volgende bevat. Dus een reguliere verzameling is een in-
wendige grensverzameling.

STELLING 5 — Een geslolen verzameling is een tnwendige
grensverzameling 1).

1) Zie Hausdorff: Mengenlehre, 2e Auflage, blz. 117.
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Zij A de gesloten verzameling. Om ieder punt P { A als
middelpunt leggen we een open puntverzameling: cirkel,
bol, enz. al naar gelang het aantal dimensies met straal 0.

De vereeniging van alle cirkels, bollen enz. om alle punten
P { A met straal p noemen we U (A, 0)-

U (A, g) is een open puntverzameling. (Volgens de over-
dekkingsstelling van Lindeldf en Stelling 1 uit de Inleiding).

Nuis A= U(A, 1).U (A, %).U (A, 1) ...., wanteen
punt P { A hoort tot ieder van de U (A, p), dus tot hun
doorsnede.

Omgekeerd zij Q een punt, hoorende tot

U(A 1).U(A %) . U(A, YY) ....
dan beweren we dat Q tot A hoort.

Immers Q kan zijn een middelpunt van de gekozen cir-
kels, bollen, enz. dus dan hoort Q zeker tot A.

Indien Q geen middelpunt is, kiezen we Q als middelpunt
van een cirkel, bol, enz. C; met straal 1.

Daar Q { U (A, 1) is er minstens één middelpunt van een
cirkel, bol, enz. van U (A, 1) met straal 1 gelegen binnen
C,; dus minstens ¢één punt van A.

Evenzoo kunnen we Q als middelpunt kiezen van een
cirkel, bol, enz. C, met straal 15. Daar Q { U (A, 14) is er
dus minstens één middelpunt van één van de cirkels, bollen,
enz. van U (A, 1%) gelegen binnen C,. Dus ligt er behalve O
nog een punt van A binnen C,. Dit geldt voor iedere n, dus )
is verdichtingspunt van A, A is gesloten, dus Q <{ A.

STELLING 6 — Een aftelbare puntverzameling, die geen deel
heeft dat dicht in zichzelf is, is een inwendige grensverzameling.

Een kort bewijs hiervoor is gegeven door Brouwer!) en

1) Verslagen IKon. Akademie Amsterdam, Deel 23, blz. 1325.
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ook door Hobson?). Beiden maken echter gebruik van de
transfiniete ordinaalgetallen.

Bij het door Wolff 2) gegeven bewijs wordt daarvan geen
gebruik gemaakt.

1 —Als E,, E,, ....inwendigegrensverzamelingen zijn, als
verder iedere Ex deel is van een open verzameling Qk, ter-
wijl de Qx twee aan twee geen punten gemeen hebben, dan

is ook de vereeniging E; 4 E, 4 .. .. een inwendige grens-
verzameling.
We mogen namelijk schrijven:
(e G o T k= | 2 SR

waarmee we bedoelen, dat I'x de verzameling is van de pun-
ten, die in Qyi liggen, voor iedere i. De £y zijn open punt-
verzamelingen, waarvan we mogen veronderstellen, dat ze
allen in 2« liggen.

De puntverzameling

(Cn+ 2+ ... ) (Lt Qp+...)....

bevat E, 4+ E, 4 .... maar geen punt daarbuiten, daar
QiR = 0, voor k = 1. Hiermee is de hulpstelling bewezen.
2 — We zeggen, dat een puntverzameling E inwendige

grensverzameling in een punt P 1s, als er een dat punt be-
vattende open puntverzameling bestaat, zoodat het daarin
gelegen deel van E een inwendige grensverzameling is. Dat
geldt dan ook voor het deel van E gelegen in een willekeurige
open puntverzameling, die deel is van de genoemde.

3 — Als een aftelbare puntverzameling E inwendige grens-
verzameling is in ieder van haar punten, dan is E een in-
wendige grensverzameling.

We noemen de punten van E: P, P, ...

1) Proc. London M. S. (2),, blz. 316—323.
2) Verslagen Amsterdam, Deel 32, blz. 150—151.
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Om Py als middelpunt leggen we een interval (vierkant,
kubus, enz. al naar het aantal dimensies van de ruimte,
waarin E gegeven is) zoodat Elx een inwendige grensver-
zameling is, waarbij wij zorgen, dat de rand van Ix geen
punt van E bevat, hetgeen wegens de aftelbaarheid van
E mogeljjk is.

Met Ik bedoelen we het open interval, door I zullen we
het afgeslotene aanduiden. door een accent het complement
van een verzameling. Nu is

E = EIL, 4+ EL (1)’ + EI; (1)’ (I)’ + - - - .

Dat E inwendige grensverzameling is, volgt nu onmiddel-
lijk uit no. 1.

4 — Zij E aftelbaar en geen inwendige grensverzameling.
Dan is volgens no. 3 de verzameling D van de punten E,
waarin E niet inwendige grensverzameling is, niet leeg. Zij
P een punt van D en I een interval met P tot middelpunt. EI
is volgens no. 2 geen inwendige grensverzameling, dus even-
min EI — P. Want was EI — P een inwendige grensver-
zameling, dan zou daar P ook te beschouwen is, als de door-
snede van aftelbaar oneindig veel open puntverzamelingen,
ook de vereeniging EI — P en P een inwendige grensver-
zameling zijn. (zie de hieronder blz. 23 bewezen stelling 9)
wat onmogelijk is.

Dus EI — P bevat volgens no. 3 een punt Q, waarin EI — P
niet inwendige grensverzameling is, dus E is ook niet inwen-
dige grensverzameling in Q, zoodat Q in D ligt. Hieruit
volgt, dat D dicht in zichzelf is en daaruit de te bewijzen
stelling.

STELLING 7 — Indien Py, Py, P, . ... enz. voorstellen een
aftelbare verzameling van gesloten verzamelingen, dan 1s het
complement een inwendige grensverzameling.



Bewijs:

Zij Qu="P, Q=P | P, On= P]"i‘PL’"i"- oo P

Volgens de stelling 2 uit de Inleiding is de vereeniging van
een eindig aantal gesloten verzamelingen gesloten

Dus Qn is gesloten voor iedere n. Het complement is de
doorsnede van aftelbaar oneindig veel open puntverzame-
lingen, is dus cen inwendige grensverzameling.

Gevolg: Het complement van iedere aftelbare verzameling is
een inwendige grensverzameling.

Py bestaat dan voor iedere n uit één punt.

Als toepassing moge hier vermeld worden, dat de punten
met irrationale codrdinaten van het segment 0 — | een in-
wendige grensverzameling vormen. Immers de punten met
rationale codrdinaten van het segment 0 — 1 vormen een
aftelbare verzameling van gesloten verzamelingen, ieder uit
¢én punt bestaande. Zie ook stelling 2, blz. 17, waar een
ander bewijs gegeven is.

STELLING 8 — De doorsnede van een cindig of een aftelbaar
oneindig aantal inwendige grensverzamelingen is weer een in-
wendige grensverzameling.

Wij geven het bewijs voor een aftelbaar oneindig aantal.

Z U= LT T e U )

Z1 U =D Uy s Upe . 20 Usn oo 1)

Zij Up=D (Un1. Unz....Unn....)

Enz., waarin Umn voor iedere m en n cen open puntver-
zameling voorstelt. We beweren nu:
DUl SUgS e Un s ) =D Uil T i T AT R [ eese)s

Want een punt hoorende tot D (U; . U, . . ..) hoort tot Uy
voor iedere n, dus tot Umn voor iedere m en n, dus tot

D, (Uyy Upg Uy Ugg +4)
Een punt hoorende tot D (Uy .U . Uy ....) hoort tot
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Umn voor iedere m en n, dus tot Uy voor iedere n, bijgevolg
totRDI(II st Uyt s

Dus de doorsnede D (U;. Uy . ... Un....) van een aftel-
baar oneindig aantal inwendige grensverzamelingen, 1S weer
een inwendige grensverzameling.

STELLING 9 — De vereeniging van een eindig aantal inwendige
grensverzamelingen is weer een inwendige grensverzameling.

Wij geven een bewijs voor de vereeniging van twee in-
wendige grensverzamelingen.

Zij U= U, Uy.. .. Un. ..o 'waarin Un voor iedere n een
open puntverzameling is.

ZijV=V,.V,....Vn.... waarin Vp voor iedere n een
open puntverzameling is.

Men kan nu de vereeniging U -V schrijven als:

(EIRV M (UZEI AV s B (Un--Vn).... dus als door-
snede van aftelbaar veel open puntverzamelingen, want
ieder punt P van U ligt in U; . U, . . . . dus hoort tot Ua -} Vn
voor 1edere n.

Ieder punt QO van V ligt in V;.V,.... dus hoort tot
Un -}~ Va voor iedere n

Omgekeerd, ieder punt P tot

(U V)« (Ua V) e o (Un k- Vi) o
hoorend, ligt in Un-- Vo voor iedere n, dus of in Uk voor
oneindig veel k’s of in Vi voor oneindig veel k’s 6f in beide
voor oneindig veel k’s. Dus punt P ligt in U of in V of hoort
tot beide verzamelingen U en V.

Gevolg: Een inwendige grensverzameling, vermeerderd met
een eindig aantal punten, is weer een inwendige grensverzame-
ling.

Immers een eindig aantal punten vormen een geisoleerde
verzameling, dus een inwendige grensverzameling. Hun
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vereeniging is weer ecen inwendige grensverzameling.

Tot slot zullen we een hulpstelling aantoonen,
noodzakelijk voor een in het volgende hoofdstuk te bewijzen
stelling.

Z1j E een puntverzameling.

Zij Qy een open puntverzameling voor k=1, 2, 3...
terwijl Oy { Q4.

Zij verder EQy een inwendige grensverzameling voor
k=1, 2, 3,.... en & = lim. Q.

k=
De bewering is, dat ER een inwendige grensverzameling is.
Bewijs:
I — Zonder de algemeenheid te schaden, kunnen we Qj
vervangen door Uk waarin Uk cen open of leege deelver-
zameling is van Q.

: 1
Uk bestaat uit de punten, die een afstand > kX ¢ van

de grens van £ hebben (e is een willekeurig getal > 0).
We zullen de grens van Q : I'k noemen en die van
Wirgvapedia=al w8t
Ix en Jy zijn gesloten (zie Inleiding, stelling 3, gevolg).
2 — Uk { Ugyq.

Immers zij P een punt van Uy, dan ligt P verder dzm—s;

e
&
van [k, dus verder dan [ van I'ki1, dus zeker verder dan
¢ I P<{ Uktr of Up< U
T et (L Y.C R .d. W. Jk R Feaia
k1 van li+s moa.w. P< Ukyr of U < Uiy

Zij P een punt van 4y, dan ligt P op een afstand vani%

&
van I, dus op een afstand grooter of gelijk aan it van I+,
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dus zeker verder dan E-?—_l van Iky1 m.a.w. P < Ugyq
of Ak{ Ukt1.
Bijgevolg Uk { Uk
3 — Naarmate k grooter is, wordt de afstand tusschen de
grenzen van 2y en Uy kleiner dan één van te voren te geven

bedrag.
Dus daar 2 = lim. Qx is ook lim. Uy = 0.

n= w k=

4 — We kunnen nu schrijven:

EQ =EU, + E (U, —U) +E(U,—U,) +.

Uk is een open puntverzameling, dus een 1nwendlge grens-
verzameling.

Ef£y is een inwendige grensverzameling, dus ook de door-
snede van EQx en Uy dat is EUy is een inwendige grens-
verzameling.

E (Ukt1— Ux) = EUg1 U’k = EUgk1 U’k 4+ EUk1 4i

of EQ = EU, + 3 EUii Uk + F EUsct1 4.

U’k is een opcn puntveraamehng, dus een mwu}dlge grens.
verzameling en EUyy; eveneens, dus E iUk+1 U'x is ook
een inwendige grensverzameling,

De open verzamelingen U, U072, U,U’, enz. hebben twee
aan twee geen punt gemeen, dus volgens de ondLr I van
stelling 6, blz. 20 bewezen stelling is EU, + 2 EUk4+1 U

een inwendige grensverzameling.

Het derde lid EUgyq 4 is ook een inwendige grens-
verzameling, onverschillig wat k is.

Ay, 4y, 43 enz. hebben twee aan twee geen punt gemeen,
want Uj { Uk41, dus Ay { Ukyy, dus ieder punt van Ay is
een inwendig punt van Uy,

A +1 hoort niet tot Uk+1, dus didx 1 = 0.
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Wij kunnen Dbijgevolg 4x insluiten in een open
wk(k=1,2,3....) zoodat wxwi =0 voor k 1, dus ook
U,d,, Usd, . ... hebben twee aan twee geen punt gemeen,
dus volgens de onder 1, stelling 6, blz. 20 genoemde stelling
isl g'l EUk+1 Ak een inwendige grensverzameling.

De vereeniging van 2 inwendige grensverzamelingen is
weer ecen inwendige grensverzameling.

Dus E£ is cen inwendige grensverzameling; waarmee de

hulpstelling is aangetoond.



HOOFDSTUK III

INWENDIGE GRENSVERZAMELINGEN

(Vervolg)

We zullen in dit hoofdstuk een noodzakelike
en voldoende voorwaarde afleiden, dat een
gegeven puntverzameling een inwendige
grensverzameling is.

Zij een puntverzameling E inwendige grensverzameling in
ieder van haar punten.

De bewering luidt, dat E een inwendige grensverzameling is.

Bewijs: We geven het bewijs voor 2 afmetingen; het is
echter geldig voor alle afmetingen.

Zij P een punt van E. Er is dus krachtens het gegevene
een gebied, waartoe P hoort en waarin E inwendige grens-
verzameling is.

Zij Gp het grootste gebied met die eigenschap.

Gp kan als volgt geconstrueerd worden. Verdeel het platte
vlak door middel van twee stel evenwijdige lijnen, die onder-
ling loodrecht staan, in vierkanten, waarvan de lengten der
zijden a cM. is.

a is zoo te kiezen, dat er een gebied, P bevattend, te vin-
den is, bestaande uit zulke vierkanten en waarbinnen E in-
wendige grensverzameling is. Zij G (a) het grootste gebied
met de eigenschap, dat E .G (a) inwendige grensverzame-
ling 1s.
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Nemen we lijnen evenwijdig aan de vorige lijnen, zoodat
vierkanten ontstaan met tot lengten der zijden 14 a cM. Er
zijn gebieden te vinden, P bevattend, bestaande uit de vier-
kanten met zijden 14 a en waarbinnen E inwendige grens-
verzameling is.

Zij G (15 a) het grootste gebied met de eigenschap, dat
E.G (Y a) inwendige grensverzameling is. Op deze manier
gaan we verder. Gp = lim. G (2%)

n=caw

Gp kan geen punt van E op zijn grens hebben, want een
punt van E is middelpunt van een interval I, zoodat E .1
inwendige grensverzameling is.

Volgens de in het vorige hoofdstuk afgeleide hulpstelling
is E . Gp inwendige grensverzameling.

De vereeniging Gp4 E . I zou dus weer een inwendige
grensverzameling zijn, dus zou Gp vergroot kunnen worden,
wat onmogelijk is, bijgevolg Gp heeft op zijn grens geen
punt van E.

Bij ieder punt P van E bestaat een Gp: dus volgens de over-
dekkingsstelling van Lindeléf kunnen we schrijven:
Ei—=EE Gp o B (Gp e i (1)
E=E.Gp,+E.Gp,.G'p,+E.Gp,.Gp,.G'p, + ... (2)

Met E}pn bedoelen we het afgesloten gebied; door een accent
duiden we het complement van een verzameling aan.

We moeten aantoonen, dat ieder punt van E in het Ze lid
van reeks (2) voorkomt.

Zij Q een punt van E, dan hoort Q tot E. Gp“ VOOr ze-
kere n.

Isn = 1, dan hoort Q tot E . Gp, dus tot het 2e lid van (2).

Is n =~ 1, dan is er onder de E . Gpn een nummer aan te
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wijzen, dat het kleinste is. Dus O < E.Gp en nict tot
E.Gp E.Gp enz.

n—1’ —2

Op d]e grens vannGpn_ , kan geen punt van E liggen, dus Q
ligt niet op de grens van E. Gp . dus Q< E. Gip

Eveneens Q < E. G’pn_g_enz. s

O hoort nu tot E. Ge .G'p . G’pw2 i

Dus ieder punt van E hoort tot minstens één van de ter-
men van het 2Ze lid van (2).

We kunnen verder aantoonen, dat de termen van (2) on-
derling geen punt gemeenschappelijk hebben, immers zou
een punt MR hoorerl tot E . Gpll ; G’pﬂ_l G'le2 ....en tot
EAs G (in .Gp ... dan zou, indien m << n, R

m m—1 m—2
hooren tot Gpm en tot (_}’pm wat onmogelijk is.

Eveneens indien n < m.

De termen van (2) zijn inwendige grensverzamelingen;
E . Gp, is een inwendige grensverzameling, E . Gp, eveneens,
G’pl is een open puntverzameling, dus een inwendige grens-
verzameling, bijgevolg is ook E.Gp,.G'p, een inwendige
grensverzameling.

Evenzoo kan bewezen worden, dat EE . (}pu .G ’pn_1 G’ P, o
.. .. een Inwendige grensverzameling is.

Aan de voorwaarden van de onder (1) blz. 20 genoemde
stelling is voldaan, daar de open verzamelingen

E. Gpn . G'pn_l NG in
twee aan twee geen punt gemeen hebben. Dus hiermee is
bewezen, dat als E inwendige grensverzameling is in ieder
van haar punten E een inwendige grensverzameling is.

Omgekeerd, indien E een inwendige grensverzameling is,
dan is E inwendige grensverzameling in ieder van haar
punten.
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Zij P een punt hoorende tot E.

Zij Q2 een open puntverzameling, P bevattend.

Tedere open puntverzameling is een inwendige grensver-
zameling; de doorsnede van twee inwendige grensverzame-
lingen is weer een inwendige grensverzameling, dus E . 2 is
een inwendige grensverzameling, dus E is inwendige grens-
verzameling in P.

Het bovenstaande geldt vooriedere Ry onverschillig welke n.

Hiermee is dus bewezen, dat een noodzakelijke en voldoende
voorwaarde, dat E een inwendige grensverzameling 1s, 1is dat E
inwendige grensverzameling is in iedey van haar punten.

Voor het lineaire geval is de stelling ook op de vol-
gende manier te bewijzen.

Zij E een lineaire puntverzameling, geen interval bevattend.
Zij E inwendige grensverzameling in ieder van haar punten.

De bewering is, dat E een inwendige grensverzameling is.

Bewijs: Omieder punt P van E brengen we een interval Ip.
waarin E inwendige grensverzameling is, terwijl de eind-
punten niet in E liggen. Het laatste is mogelijk, doordat ge-
geven is, dat E geen interval bevat.

Volgens de overdekkingsstelling van Lindeldf is

E=1ESTp ] pie R : o (1)
of E=E.Ip,+E.Ip,.I'p,+ E.Ip, . I'p, . I'n, + . . (2)

Met Ip bedoelen we het open interval, met Iphet afge-

sloten, en door een accent duiden we het complement van

een verzameling aan.

We moeten aantoonen, dat ieder punt van E in ¢én van
de termen van (2) voorkomt.

Zij Q een punt van E, dan hoort Q tot E . Ip |

Is n gelijk aan 1, dan hoort Q tot E . Ip, dus Q komt voor
in één van de termen van de reeks (2).
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Hoort Q niet tot E . Ip, dan is er onder de E. Ipn, waartoe

O hoort, een nummer aan te wijzen, dat het kleinste is,
dus O hoort tot E. Ipn en niet tot E . ngn , ete.

Op de grens van Ip , kan geen punt van E liggen, dus Q
n—

ligt niet op de grens van E.Ip  dus QL E. I'p

n—1’
Eveneens Q < E . I’p"_2 enz. Q hoort nu tot
E.Ir .I'p I'p
n

n—1 n—2 . ¢

v .

Dus ieder punt van E hoort tot minstens één van de ter-

men van het 2e lid van (2).

We kunnen verder aantoonen, dat de termen van (2)
onderling geen punt gemeenschappelijk hebben; immers zou
een punt R hooren tot E. Ipn.’f’pn_1 .T’pn o (o

tott B Ip il d'p . ... dan zou indien m < n,
m m—1 m— 2

7

R hooren tot Ipm en tot 'I.pm, wat onmogelijk is. Even-

eens indien n < m.

De termen van (2) zijn inwendige grensverzamelingen.
E . Ip, is een inwendige grensverzameling, E . Ip, eveneens
I'p, is een open puntverzameling, dus een inwendige grens-
verzameling, bijgevolg is ook E.Ip,.I'p, een inwendige
grensverzameling.

Evenzoo kan bewezen worden, dat E . Ip '1’1'11_~1 I'p“__2

.. een inwendige grensverzameling 1is.

Aan de voorwaarden van de onder (1), blz. 20 genoemde
stelling is voldaan, dus hiermee is bewezen, dat als E in-
wendige grensverzameling is in ieder van haar punten en
geen interval bevat, E een inwendige grensverzameling is.

We laten nu de voorwaarde, dat IE geen interval bevat,
vallen en bewijzen dezelfde stelling.
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Zij E een lineaire puntverzameling en inwendige grens-
verzameling in ieder van haar punten.

De bewering is: E is een inwendige grensverzameling.

Bewijs: E = eventueele intervalverzameling £ -+ e.

De verzameling £ bestaat volgens een stelling van Cantor:

»Een verzameling van gescheiden gelegen gebieden kan
hoogstens aftelbaar zijn’’ !) uit hoogstens aftelbaar onecindig
veel intervallen. Daar de vereeniging van aftelbaar oneindig
veel open puntverzamelingen weer open is, (zie Inleiding,
blz. 4) is £2 een open puntverzameling, dus £ is een inwen-
dige grensverzameling.

e bevat geen interval. We toonen aan, dat e in ieder van
haar punten inwendige grensverzameling is van e.

Zij P een punt van e.

E is inwendige grensverzameling in P, dus er is een inter-
val Ip zoodat E.I; inwendige grensverzameling is.

E.Ip=0.Ip4e.Ip.

e lp =t .

E.Ip is een inwendige grensverzameling; 2’ is gesloten,
dus ook een inwendige grensverzameling.

De doorsnede 2’ . E . Ip ook, dus e. Ip is een inwendige
grensverzameling. Bijgevolg e is inwendige grensverzameling
in ieder van haar punten. e bevat geen interval, derhalve e
is een inwendige grensverzameling.

Dus E is te beschouwen, als de vereeniging van twee in-
wendige grensverzamelingen, dus volgens stelling 9, blz. 23
een inwendige grensverzameling.

Omgekeerd, indien E een inwendige grensverzameling is,

1) Zie b.v. Carathéodory: Vorlesungen iiber reelle Funlktionen,
blz. 226,



33

dan is E inwendige grensverzameling in ieder van haar
punten.

Zij P een punt hoorende tot E.

Zij 2 een open puntverzameling, P bevattend.

Tedere open puntverzameling is een inwendige grensver-
zameling; de doorsnede van twee inwendige grensverzame-
lingen is weer een inwendige grensverzameling, dus E. 2 is
een inwendige grensverzameling, dus E is inwendige grens-
verzameling in P.

Hiermee is dus voor het lineaire geval bewezen, dat een nood-
zakelijke en voldoende voorwaarde, dal E een imwendige grens-
verzameling 1s, 1s dat E inwendige grensverzameling 1s in ieder
van haar punten.

Bovenstaand bewijs kan niet zonder meer voor Rn voor
n > 1 gegeven worden.

Immers in het lineaire geval is van een verzameling E
eerst weg te laten de intervalverzameling, (die ook leeg kan
zijn) waarna rest een verzameling e, waarin geen interval
voorkomt. Om ieder punt van e is een interval te kiezen,
zoodanig dat de eindpunten niet tot e hooren.

Datzelfde is niet het geval in Ry voor n > 1.

Leggen we b.v. om een punt P een vierkant, kubus, enz. al
naar gelang het aantal dimensies, dan is het niet zonder
meer mogelijk er steeds voor te zorgen, dat de grens van het
vierkant eventueel kubus enz. geen punt van de verzameling
bevat, b.v. de verzameling van punten van een kromme lijn
gaande door P.

Uit het voorgaande kunnen we laten volgen:

Als een puntverzameling E geen inwendige grensverza-
meling is, dan is de verzameling D van de punten, waarin E
niet inwendige grensverzameling is, niet leeg.
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Z1] P een punt van D en I een interval P bevattend, E . I
is dus geen inwendige grensverzameling.

Dus evenmin E . I — P; want was E . I — P een inwendige
grensverzameling, dan zou, daar P beschouwd kan worden
als de doorsnede van aftelbaar oneindig veel open punt-
verzamelingen, ook de vereeniging van E.I — P en P een in-
wendige grensverzameling zijn (volgens stelling 9, blz. 23).
Dit is onmogelijk, dus EI—P is geen inwendige grens-
verzameling.

Bijgevolg is er een punt Q te vinden, zoodanig dat E . I — P
geen inwendige grensverzameling is in Q.

Ook E is niet inwendige grensverzameling in Q, want
was E wel inwendige grensverzameling in Q, dan zou er een
omgeving O zijn, Q bevattend, zoodanig dat E . O inwendige
grensverzameling is. P hoort niet tot E. O, want dan was
er om P een omgeving, zoodat de punten van E daarin ge-
legen een inwendige grensverzameling vormden.

Was E . O inwendige grensverzameling, dan ook de door-
snede van (E.O,I) of van (E.O,E.I) of (daar P niet
hoort tot E.O) van (E.O,E.I—P), hetgeen in strijd
is met het feit, dat E.I— P geen inwendige grensver-
zameling is in Q. Daar E dus niet inwendige grensver-
zameling is in Q, hoort Q tot D.

Hieruit volgt, dat de verzameling D dicht in zichzelf is.
We krijgen de volgende stelling:

De punten van E, waarin E niet inwendige grensverzameling
is, vormen een verzameling dicht in zichzel.

Bijgevolg is iedere verzameling E te splitsen in een in-
wendige grensverzameling I en een deel D dicht in zichzelf.

Een verzameling E, die geen inwendige grensverzameling 1s,
kan door toevoeging van de verdichtingspunten van D die niet
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hooren tot I, tot een inwendige grensverzameling gemaakt worden.

Immers een gesloten verzameling is een inwendige grens-
verzameling (zie stelling 5, blz. 18) en de vereeniging van
twee inwendige grensverzamelingen is weer een inwendige
grensverzameling (zie stelling 9, blz. 23).

Hiermee is dus weer bewezen een stelling van Young,
waarvan Brouwer in Proceedings Amsterdam, deel 18, pag.
48 en 49 een bewijs gegeven heeft door middel van de trans-
finiete ordinaal-getallen.



HOOFDSTUK IV
TOEPASSINGEN OP DE LEER DER REEELE FUNCTIES

Z1j 1 (P) een functie van de codrdinaten van een punt in
een ruimte met willekeurig aantal afmetingen.

STELLING: De punten, waar | continu is, vormen een inwen-
dige grensverzameling.

Bewijs *): f is continu in P, als er bij iedere ¢ > o een om-
geving Up te vinden is, die P bevat, zoodanig dat voor ieder
willekeurig puntenpaar x en y van Up geldt | f (x) —f (y) | <e

Kiezen wij ¢ = 1.

Z1j C (1) de verzameling van punten P, die een omgeving
Up hebben, zoodanig dat voor ieder puntenpaar x en y
van Up geldt |f(x) —f(y) | < I.

C (1) is open, want ieder punt P { C (1) hoort tot een
omgeving Up waarin |f(x) —1(y) | < 1.

Ieder punt Q) van Up hoort tot C (1), want Q hoort tot
een Ug die een deel vormt van Up waarvoor dus ook

£ (x) —£(y) | < L.

Dus ieder punt van C (1) is een inwendig punt van C (1)

m.a.w. C (1) is een open puntverzameling.

1
In het algemeen: C (E) is de verzameling van punten P,

die een omgeving Up hebben, zoodanig dat voor ieder punten-
paar X en y van Up geldt

1) Hausdorff: Mengenlehre, 2e Auflage, blz. 251.
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1
[fx)—f(y) |<n=1,23....

= 1
Evenals bij C (1) kan aangetoond worden, dat ook C (ﬁ)

een open puntverzameling is.

Zij C de verzameling van continuiteitspunten van f (x).

1
DaniSC_—.C(I).C({;).C(%)....C(E)....duseenin-

wendige grensverzameling.
Immers bij een punt Q hoorende tot C is een omgeving Un
te kiezen, waarin voor ieder willekeurig puntenpaar x en y

geldt [ £ (x) —£(y) | < -

I
dusQ<c(l—]) n =112, 130wt

dus Q4 C(1).C(%).C () ..
Omgekeerd ieder punt R hoorende tot C (1) . C (15) . C (1/5)
.... heeft een omgeving Uy, waarin voor ieder willekeurig

puntenpaar x en y geldt | f (x) —f(y) | < II—], n==31328 3 e

Dus { is continu in R m.a.w. R <{ C.

Young ') heeft laten zien, dat by iedere inwendige grems-
verzameling E, die men op een lineair interval geeft, een functie
in dat interval behoort, die continu 1s in teder punt van E en
discontinu in teder ander punt.

Door Wolff 2) is hiervan ecen eenvoudig bewijs gegeven,
dat onmiddellijk geldig 1s voor ruimten met willekeurig
aantal afmetingen.

1) W. H. Young: Wiener Sitzungsber., Vol. 112, Abt. IIa, blz
1307.
2) J. Wolif: Verslagen Amsterdam, Deel 32, blz. 148—149.
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I — Gegeven moge dus zijn een puntverzameling E als
doorsnee van aftelbaar veel open puntverzamelingen 2,
waarbij 2n+1 deel, (niet noodzakelijk echt deel) van 2, is.

We definieeren f (P) voor ieder punt der ruimte als volgt:
ten eerste f (P) = 0, als P in E ligt. Zij nu P een punt, dat
niet in E ligt, np de kleinste waarde van n, waarvoor Oy het
punt P niet bevat.

v (P)

Wij stellen f (P) e Th e e et e (1)
waarin v (P) de functie is, die in ieder punt der ruimte,
waarvan alle codrdinaten rationaal zijn, gelijk is aan 1, in
ieder ander punt der ruimte gelijk is aan — 1.

We kunnen zeggen, dat (1) ook doorgaat voor de punten
van E, als we daar np = oo denken.

2 — Wij zullen nu aantoonen, dat f (P) continu is in de
punten van E en discontinu daarbuiten.

Onderstellen we eerst, dat P tot E behoort. Dan is f (BN=10;

Is & een willekeurig positief getal, dan kunnen we het
natuurlijke getal v zoodanig kiezen dat

I
—rs g B AR VR o e o

Daar P in Qv ligt en 0, open is, bestaat er een omgeving
U van P, die ook in €y ligt. Voor ieder punt O van U is
derhalve ng > v zoodat wegens (1) en (2)

1£(Q) | <.

Dus f is continu in ieder punt van E.

Nemen we nu P in het complement van E. Als P niet op
de grens van .an ligt, heeft P een omgeving U, die geen
punt met Q“P gemeen heeft en in n,—1 ligt, of buiten Q,.

Voor ieder punt Q) van U, is dan ng = np. Dus

[ £(Q) [ = [{(P) |.
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Daar de punten, waar f positief is, zoowel als die waar f
negatief is, overal dicht op U liggen, is de schommeling
van f in P gelijk aan 2 [ (P) |.

Als echter P op de grens van _an ligt, bevat iedere om-
geving U van P een deel van {2n,. Voor ieder punt O van dat
deel is ng > np, dus

1 I
[f(Q)—f(P)liE;;; RNV . (3)

Daar nu de punten () waarvoor de ongelijkheid (3) geldt,
zich in P verdichten, is P een discontinuiteitspunt van f.

Hiermee is de stelling geheel bewezen.

Een inwendige grensverzameling is, of leeg, of een aftel-
bare verzameling zonder deel dicht in zichzelf, 6f heeft een
perfect gedeelte en bezit dan dientengevolge de continue
machtigheid. (Voor bewijs zie Carathéodory , Vorlesungen
iber Reelle Funktionen, blz. 69).

In aansluiting hiermee kunnen de reéele functies verdeeld
worden in 3 soorten:

le. De functie bezit geen continuiteits-
punten. We kunnen zoo'n functie fofaal discontinu noe-
men b.v. de functie van Dirichlet gedefinicerd op het seg-
ment 0 — 1 als volgt: De functie is 0 in de punten met irra-
tionale codrdinaten, 1 in de punten met rationale coordi-
naten.

2e. De functie bezit een hoogstens af-
telbare verzameling van continuiteits-
punten. Deze verzameling kan volgens de bovenge-
noemde stelling van Carathéodory geen deel bevatten dicht
in zichzelf. Dus de punten met rationale codrdinaten van een
segment kunnen niet uitsluitend continuiteitspunten zijn.

Als voorbeeld geven we de volgende functie:
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We definieeren op het segment ) — [ een perfecte ver-
zameling E, die nergens dichtis op0 — 1. Erisnu (zie pag. 7)
een aftelbare verzameling van intervallen contigu aan E.

De functie zij nu gelijk aan 2 in ieder punt van I; in ieder
irrationaal punt van een interval contigu aan E gelijk aan
de codrdinaat van het punt, en in ieder rationaal punt van
een interval contigu aan E gelijk aan de waarde van de
codrdinaat van het midden van het betreffende interval.

Deze functie is discontinu in de punten van E; immers zij
P een punt hoorende tot E. In ieder interval om P ligt een
interval contigu aan E, waarin de functie hoogstens 1 is,
dus P is een discontinuiteitspunt van de functie,

De punten, hoorende tot intervallen contigu aan I, kunnen
in 2 soorten verdeeld worden, n.l. die punten, die het midden
van de bedoelde intervallen zijn en diegene, die het niet zijn,
In de laatste punten is de functie discontinu; immers zij Q
¢én van die punten met irrationale codrdinaat; f (Q) = codér-
dinaat van Q. In ieder interval om Q liggen rationale
punten, waar de functie gelijk is aan de codrdinaat van het
midden van de contigu, waarin Q ligt.

Is O een punt met rationale codrdinaat, dan is er een
vast bedrag &> 0 te bepalen, zoodanig dat in ieder inter-
val om Q' punten met irrationale codrdinaten liggen, waar
de functie meer dan & van £(Q’) verschilt. Dus Q en O
zijn discontinuiteitspunten.

De middens van de bedoelde intervallen vormen conti-
nuiteitspunten. Immers de onderste grens van de bovenste
grenzen van de functie in intervallen, het midden van een
contigu bevattend, is gelijk aan de functie in het midden,
dus de functie is in het midden half continu naar boven.
Evenzoo is de bovenste grens van de onderste grenzen van
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de functie in intervallen, het midden bevattend, gelijk aan
de functie in het midden, dus de functie is in het midden half
continu naar beneden.

Bijgevolg: De functie is continu in de middens van de
intervallen contigu aan E.

Het aantal intervallen contigu aan E is aftelbaar (zie
blz. 7) dus er zijn een aftelbaar aantal continuiteitspunten.
De continuiteitspunten liggen nergens dicht op 0 — 1, want
in een interval, contigu aan E, is een interval te beschrijven,
waarin geen continuiteitspunt van de functie ligt. Teder
continuiteitspunt is een geisoleerd punt, dus de verzameling
van continuiteitspunten bevat geen deel dicht in zichzelf.

Je. De verzameling van continuiteits-
punten is van de machtigheid van het
continuum.

Hierbij zijn 3 gevallen te onderscheiden.

@. Ieder punt van een gebied is continuiteitspunt van de
functie: de functie heet confinu in dat gebied.

b. de continuiteitspunten zijn nergens dicht in een gebied.
De functie heet dan punctueel continu in dat gebied.

Als voorbeeld geven we de volgende functie:

Zij P een perfecte, nergens dichte, verzameling in het
segment 0 —1; de waarde der functie in ieder punt van
Beziji0;

De verzameling van intervallen contigu aan P bevat irra-
tionale en rationale punten. In de irrationale punten zij de
functie eveneens 0. In de rationale punten zij de functie
gelijk aan de afstand van het punt tot ¢én van de twee uit-
einden van het interval contigu aan P, waarin het punt
gelegen is, en wel gelijk aan de kleinste van de twee. In ieder
punt p van P is de functie continu, want voor ieder positie-
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getal & is om p een interval te construeeren, zoodanig dat
voor ieder punt q in dat interval |f(q) —f(p) | < e.

De rationale en irrationale punten van de intervallen
contigu aan P zijn discontinuiteitspunten; zij Q een dergeljjk
punt.

Q hoort tot een interval I geheel gelegen binnen een in-
terval contigu aan P. In dat interval I liggen zoowel rationale
als irrationale punten. Dus Q is een discontinuiteitspunt
van de functie.

De continuiteitspunten van de gedefinicerde functie vor-
men dus een op 0 — 1 nergens dichte perfecte verzameling,
die de continue machtigheid bezit.

¢. De continuiteitspunten zijn overal dicht in een gebied,
terwijl er punten zijn, waar de functie niet continu is. We
noemen deze functie punctueel discontinu in dat gebied.

Als voorbeeld van een punctueel discontinue functie kan
genoemd worden de door Baire!) gedefinicerde functie op
het segment 0 — 1.

Voor x=0en x=11is f=1

x =Y f= 1
Ay | 3/ =]/
X =1y %, ="l¢
In het algemeen voor x — élz— p en v een geheel getal
zijnde, en de breuk )_13_ niet vereenvoudigbaar, is de func-
t 1
1€ = ?

)
Voor alle punten, waarvoor x = ()I_‘ stellen we f=0.

Zij A één van deze laatste punten, zij ¢ > 0, v een geheel

1) Baire: Legons sur les fonctions discontinues, blz. 76.
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e 2 1
positief getal, zoodanig dat oy < & We kunnen dan een

interval kiezen, dat A bevat en geen enkel punt 5’;— als
h = v —1; in ieder punt van dat interval is 0 < f < 71;— <'e:

Dus de functie is continu in A; de continuiteitspunten
vormen een overal dichte verzameling op 0 — 1.

In een punt A’, waar de functie = % is de functie blijkbaar
discontinu.

We kunnen nu aantoonen, dat de discontinuiteitspunten
van een eindige punctueel discontinue functie, gedefinicerd
op een segment, een verzameling van de eerste categorie
vormen, bestaande uit gesloten verzamelingen.

Onder een verzameling van de eerste categorie, gedefini-
eerd op een puntverzameling E verstaan we de vereeniging
van een aftelbaar oneindig aantal op E nergens dichte ver-
zamelingen. Zij f de eindige punctueel discontinue functie
gedefinieerd op het segment PQ.

Zij @ de schommeling van de functie in een punt A van het
segment P, waaronder we verstaan het verschil tusschen
de bovenste en onderste limesfunctie, mits beiden eindig
zijn, in het punt A.

Onder de bovenste limesfunctie in het punt A verstaan
we de onderste grens van de bovenste grenzen van de functie
in omgevingen, die A bevatten. Evenzoo verstaan we onder
de onderste limesfunctic in het punt A de bovenste grens
van de onderste grenzen van de functie in omgevingen, die
A bevatten.

Zij Gy de verzameling van punten, waar f een schomme-
ling @ = I heeft. G, is een gesloten verzameling. Zij A, een
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verdichtingspunt van punten A;, A,;, A, ....An.... in
ieder, waarvan w (An) =1 (n=1, 2, 3,....).

De bewering is, dat w (A = 1.

Daar in ieder interval om A, punten A, voorkomen,
waar w (An) = 1, is dus de bovenste grens van o in ieder
interval om A, = 1.

Dus ook de onderste grens van de bovenste grenzen van w
in intervallen om A, = 1. Daar w een half continue functie
is naar boven 1), is de onderste grens van de bovenste grenzen
van o in omgevingen, die A, bevatten, gelijk aan w (A,)
dus ook @ (A,) = 1.

Eveneens is de verzameling G, van punten, waar f een
schommeling heeft w = 14 een gesloten verzameling.

In het algemeen is G, een gesloten verzameling, waar

w

IV

=3 F=

(=12 3 et

Gn(n=1,2,3....) is nergens dicht op PO, want was G,
dicht in een interval hoorende tot PQ, dan zou, daar Gy
gesloten is, ieder punt van het interval tot G, hooren, wat
onmogelijk is, daar de continuiteitspunten (dus w = 0)
overal dicht op PQ liggen.

De verzameling van discontinuiteitspunten van f is de
vereeniging van G; -} Gy} ....Ga-}. ... waarin Gn voor
n =1, 2, 3, enz. een gesloten niet dichte verzameling voor-
stelt op PQ; dus de verzameling van discontinuileitspunten
van een ewndige punctueel discontinue functie gedefinicerd op
een segment PQ 1s cen verzameling van de eerste categorie mel
betrekking tot PQ, bestaande uit gesloten verzamelingen.

Deze stelling kan ook afgeleid worden met behulp van het
begrip residuel.

1) Zie b.v. Baire: Lecons sur les fonctions discontinues, blz. 73.
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Een residuel is de doorsnede van open puntverzamelingen,
waarvan leder overal dicht ligt in een interval M.

Een residuel is dus een inwendige grensverzameling. Het
omgekeerde is niet altijd waar; wel kunnen we bewijzen de
volgende stelling:

Een itnwendige grensverzameling, die hoort tol een interval M
en overal dicht is in dat interval M, 1s een residuel.

Zij E de inwendige grensverzameling.

R (ES Bt e ER i waarn Extvoor ni="1;2; 30
een open puntverzameling voorstelt.

En 1s voor iedere n overal dicht op M; immers was dit niet
het geval, dan was er een interval aan te wijzen, hoorende
tot M, waarin geen punt van E, voorkomt, dus geen punt
van E.

E was dan niet overal dicht in M, hetgeen onmogelijk is.

Dus E is een residuel.

(De in hoofdstuk I behandelde Borelsche verzamelingen
zijn allen blijkbaar residuels).

De continuiteitspunten van een eindige punctueel discontinue
functie vormen dus een residuel,; immers ze vormen een overal
dicht liggende inwendige grensverzameling.

Het complement van een residuel ten opzichte van een
segment PQ) is een verzameling van de eerste categorie met
betrekking tot PO, bestaande uit gesloten verzamelingen.

Dus de discontinuiteitspunten van een eindige punctueel
discontinue functie vormen een verzameling van de eerste
categorie bestaande uit gesloten verzamelingen.

Het voorgaande gaat onveranderd door, indien het seg-
ment PO vervangen wordt door een perfecte verzameling.

Baire heeft in ,,Lecons sur les Fonctions discontinues”,
blz. 124 een noodzakelijke en voldoende voorwaarde afgeleid,
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dat een functie limiet is van continue functies. Die voor-
waarde is, dat de functie punctueel discontinu is op iedere
perfecte verzameling.

Deze stelling kan in verband met het voorgaande ook als
volgt geformuleerd worden: De continuiteiispunten van een
eindige functie, die limiet is van continue funclies vorinen een
residuel met betrekking tot iedere perfecte verzameling, terwijl
de discontinuiteitspunten een verzameling van de eerste
categorie vormen met betrekking tot iedere perfecte ver-
zameling 1).

We hebben dus gezien, dat de continuiteitspunten van een
reéele functie een inwendige grensverzameling vormen. Ech-
ter niet alleen de continuiteitspunten van een reéele functie
vormen een inwendige grensverzameling, het kan ook zijn,
dat de halfcontinuiteitspunten b.v. naar boven van een
functie een inwendige grensverzameling vormen, b.v. de
functie, die | is in de irrationale punten van het segment
0—1 en 0 is in de rationale punten is half continu naar
boven in de irrationale punten, die zooals bekend is (zie
blz. 17) een inwendige grensverzameling vormen.

Niet altijd vormen de half-continuiteitspunten naar boven
een inwendige grensverzameling, b.v. de functie die 0 is in de
irrationale punten van het segment 0 — [ en 1 is in de rati-
onale punten, is half continu naar boven in de rationale
punten, die echter geen inwendige grensverzameling vormen.

Hoewel de continuiteitspunten van een reéele functie een
inwendige grensverzameling vormen, behoeft niet iedere ver-
zameling, die een deel der continuiteitspunten bevat, een
inwendige grensverzameling te zijn. Wel geldt de volgende
stelling.

1) Denjoy: Journal de Math. pures et appliquées 1015, blz. 125.



47

Len naar boven half continue functie, gedefinieerd op een
segment, 1s contine in de punten, waar de functie gelijk 1s aan
de onderste grens van de functie op het segment, en deze punten
vormen wel een inwendige grensverzameling.

Zij f een reéele functie half continu naar boven op het
segment A. Zij g de onderste grens van f op A.

De bewering is, dat de punten waar f = g continuiteits-
punten van de functie zijn.

Bewijs: Zij x, een punt van A, waar f(x,) =g {1, Af.

In iedere omgeving 2 van x, is dan de onderste grens van
f(x,2) =g {f, A}, dus ook de bovenste grens van de on-
derste grenzen in omgevingen, die x, bevatten is g {f, A}.
Dus de functie is in x, half continu naar beneden en krach-
tens het gegevene half continu naar boven, dus de punten,
waar f = g zijn continuiteitspunten van de functie.

Deze punten nu vormen een inwendige grensverzameling,
hetgeen als volgt aangetoond kan worden:

Noemen we C (1) de verzameling van punten, waar f < g+1

Zij P een punt hoorende tot C (1), dus f(P) < g4 1.

Daar de functie half continu naar boven in P is, 1s er een
omgeving £, P bevattend, te vinden, zoodanig dat de bo-
venste grens van de functie in 2 = f (P) en < g + 1, dus de
waarde van de functie voor ieder punt x, hoorende tot 02,
1s< g+ 1.

C (1) is bijgevolg een open puntverzameling.

1

P—r .
Eveneens is (’(11) als verzameling van punten, waar

I
f<g-+ qopen, n=1 23, . Noemen we C de ver-

zameling van punten, waar f = g, dan is

C= CHINC (75) R G (T e



48
Immers zij Q een punt hoorende tot C, dan hoort O tot

1
G (ﬁ) onverschillig welke n.
1
Zij R een punt hoorende tot C(]—}) N2 N dane1s

1
f(R)<g+ = onverschillig welke n.

f(R)=gdusf(R) =g.m.a.w. R<C.

C is bijgevolg een inwendige grensverzameling en we heb-
ben dus nu bewezen de stelling: Bij een naar boven half
continue functie, gedefinieerd op een segment, vormen de
punten, waar de functie gelijk is aan de onderste grens van
de waarden der functie op het segment, een inwendige grens-
verzameling.

Evenzoo kan aangetoond worden: Bij een naar onderen
half continue functie, gedefinieerd op een segment, vormen
de punten, waar de functie gelijk is aan de bovenste grens
van de waarden der functie op het segment, een inwendige
grensverzameling.

De verzameling van punten, waarin de rechterbovenafgeleide
van een eindige en continue functie, gedefinieerd op een segment,
gelijk is aan + 0o is een inwendige grensverzameling ).

Bewijs: 1. Zij R (x) de rechterbovenafgeleide van f (x) in

het punt x: a=x=b.
f (x + hx) — f(x)

Zij y (x,«) de bovenste grens van Iy
voor k =1, 2, 3.... terwyl hx voorstelt één van de termen
van een aftelbare rij positieve getallen hy, hy, hy, ... ., die

overal dicht liggen in het interval 0 < h < a.
De verzameling van de punten, waar R (x) = 4 co is

1) Carathéodory: Vorlesungen iiber reelle Funktionen, blz.
527—529.
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identiek met de verzameling van de punten, waar
y(x, 1) = 4 oo

We zullen eerst aantoonen, dat in een punt x, waar
R (x) = 4+ 00, 00k p (x, 1) = - oo.

R (x) is de onderste grens van de bovenste grenzen van
f(x+h11—f(x) voor 0 < h < a.

Er is dus in het interval 0 <h <1 een h’ te bepalen,
f(x+h'")—f(x)

h’

> M, waarbij M < + co.

zoodanig dat

kf(x+h)—f(x)

h een continue

Daar f (x) continu is, is oo

functie van h.
Het is dus mogelijk een omgeving om h’ te bepalen, zoo-
danig dat voor ieder punt van deze omgeving
f(x+4h)—1(x) ST
_ h
hy, hy, hy,....hx.... bezit zeker punten binnen deze
omgeving, dus er is een hy aan te wijzen, zoodanig dat
f X h.-; _‘_’f .'
(x + Il) (X)) S
1k
Bijgevolg is ook de bovenste grens van
f(x -+ hy) —1(x) M

hik -

Daar voor M ieder willekeurig getal gekozen kan worden,

f(x L(x 4 hi) —1 (x)

is dus ¢ (x, 1) zijnde de bovenste grens van TR
K
voor 0 < hk << 1, gelijk aan + oo,
Omgekeerd als v (x, 1) = 4 0o dan is 00k R (x) = -+ co.
In een punt x, waarin y (x, 1) = -+ co moet voor

0<p<1ooky(x,B) = -+ oco.
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Immers van een cindige en continue functie, gedefinieerd
op een begrensde afgesloten puntverzameling, is de bovenste
grens op die verzameling een eindig getal ).

Zij G de bovenste grens van | f [opabdanisvoorg=h <1

f(x+h)—f(x) = ‘CE, dus een eindig getal.

h b
Daar v (x, 1) = - 0o is er dus een hi te vinden, zoodanig
dat voor 0 << hx < f: L (xed lifi*f(X) e Q?G

Daar voor M ieder willekeurig getal gekozen kan worden,
is v (x, f) = - 00.
Daar v (x,f) = 400 voor 0 < g <1 is dus steeds de
f (x4 hk) —f (x)
hk
aan -+ oo, dus a fortiori is de bovenste grens van

f(x + lg—f(X) voor 0 < h < B gelijk 4 co.

Bijgevolg ook de onderste grens van de bovenste grenzen

f(x +h) — £ (x)

van I , m.a.w. R (x) =+ co.

bovenste grens van voor 0 < hi < g gelijk

2 — We zullen nu aantoonen, dat y (x, 1) half continu is
naar onderen.

y (x,, 1) kan niet — oo zijn, want f (x) is eindig.

Is p (x4, 1) > — o0, dan kan er een getal 2 gekozen wor-
den, zoodanig dat w (x,, 1) > 4.

We kunnen dus een hy bepalen, zoodanig dat

f (o + ) — £ (x)_,
hi
en tengevolge van de continuiteit van f(x) een omgeving
: f(x 4 hy) — £ (x)
hi

1) Carathéodory: Vorlesungen iiber reelle Funktionen, blz. 139.

£ om x,, zoodanig dat > Avoor x £ 2.
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Daar v (x, 1) voor ieder punt x de bovenste grens is van

f(x + hx) —f (%)
hi (

De onderste grens van y (x, 1) voor x { 2 is dus = 4 voor
iedere 4 < y (x,, 1).

De bovenste grens van de onderste grenzen van wy (x, 1)
voor X, hoorende tot omgevingen, waartoe x, hoort, is dus
= ¥ (X, 1).

Daar de onderste grens van w (x,1) voor omgevingen,
die x, bevatten, nooit grooter kan zijn dan wy (x,, 1) is de
bovenste grens van de onderste grenzen van y (x, 1) voor
omgevingen, die x, bevatten, gelijk aan wy (x,, 1). m.a. w.
y (x, 1) is in het punt x, half continu naar onderen.

3 — De verzameling Ak van punten x, waarvoor y (x, 1) >k

0 <hk<1)isy (x,1) > 4voorx 4 £.

1S open.

Z1j X, een punt, zoodanig dat y (x,, 1) > k.

Daar w (x, 1) half continu is naar onderen, is y (x,, 1) de
bovenste grens van de onderste grenzen van y (x, 1) in om-
gevingen, die x, bevatten. Er is dus een omgeving 2 om x,,
waarin de onderste grens van y (x, 1) > k.

Voor een punt x’ { 2 1is y (x’, 1) > k, of x, is een inwens
dig punt van Ax. m.a.w. Ak is een open puntverzameling.

4. De verzameling A van de punten, waar R (x) = 4 oo
is identiek met de verzameling van de punten, waar

Y (x,1) = -} oo (zie no. 1).

De verzameling Ax van punten, waar

w (x, 1) >k is open (zie no 3.).

Dus A=A;.A;.A;.... of A is een inwendige grens-
verzameling.

Op dezelfde manier kan aangetoond worden: De verza-
meling van punten, waarvan de linkerbovenafgeleide van een

4*
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eindige en continue functie gedefinieerd op een segment ab
gelijk is aan -+ oo is een inwendige grensverzameling.

Analoge stellingen gelden voor de rechterbeneden- en
linkerbenedenafgeleide.

We kunnen alles aldus samenvatten:

De verzamelingen, waarin één van de
bovenafgeleiden van een eindige en con-
tinue functie, gedefinieerd op een seg-
ment, gelijk is aan 4+ oo, of é¢én van de be-
nedenafgeleiden gelijk is aan —oo, zijn
inwendige grensverzamelingen.



HOOFDSTUK V

TOEPASSING VAN RESIDUELS OP DE COMPLEXE FUNCTIE-
THEORIE

Lusin en Priwaloff 1) hebben een functie gemaakt, holomorf
voor |z | <1 en die op een verzameling E van stralen met
@-maat 2x de radiale limiet 0 vertoont voor |z | = 1.

Het complement van E ten opzichte van de cirkelomtrek is
een residuel.

De constructie is de volgende:

1 — We gaan uit van een kromme Z, geconstrueerd als
volgt:

Verdeel den cirkelomtrek |z | = 1 in 60 gelijke deelen en
trek door ieder verdeelingspunt een stuk van de straal met
lengte 14.

We verdeelen ieder van die 60 deelen weer in 60 gelijke
deelen en trekken door de nieuwe verdeelingspunten stukken
van stralen met lengten '/;. Enz.

Z is nu de kromme, gevormd door |z | = 1 en door alle
boven beschreven segmenten op de stralen, die we naalden
zullen noemen.

Z is een Jordansche kromme, want Z is te beschouwen als
het één-éénduidig en continue beeld van een cirkelomtrek W,

Deze {1;1} correspondentie kan op de volgende manier
worden tot stand gebracht.

1) Annales Scient. de I'Ecole normale supérieure, t, 42, 1925,
blz. 183.
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Met de naalden ter lengte van 15 laten we correspondeeren
60 intervallen op de cirkelomtrek buiten elkaar gelegen.

Met de naalden ter lengte van !/; laten we correspondeeren
hetzelfde aantal intervallen allen geheel buiten elkaar en
buiten de eerst gekozen intervallen op de cirkelomtrek W
gelegen enz.

Met de punten |z | = 1 correspondeert dan een perfecte
nergens dichte verzameling op de cirkelomtrek W.

De kromme Z, zijnde een Jordansche kromme verdeelt
het platte vlak in twee gebieden!). Het gebied G, door de
kromme Z ingesloten, is een enkelvoudig samenhangend ge-
bied, want iedere gesloten kromme gelegen in G sluit slechts
punten van G in.

Volgens een fundamenteele stelling uit de leer der con-
forme afbeeldingen kan een enkelvoudig samenhangend ge-
bied G op het gebied binnen een cirkel één-éénduidig en con-
form afgebeeld worden.

Zij u = q (z) de functie, die deze conforme afbeelding geeft
van het gebied G door de kromme Z ingesioten op de punten
binnen de cirkel |u | < I.

Daar Z een Jordansche kromme is, is de afbeelding ook
aan de rand eenduidig en continu, volgens een stelling een-
voudig bewezen o.a. door Lindelof 2).

De kromme Z is dus in continue {1 ;1} correspondentie
te brengen met de cirkelomtrek

u | = 1. Met de naalden
ter lengte van 14 correspondeeren dus weer intervallen geheel
buiten elkaar gelegen; met de naalden ter lengte van 1/,
correspondeeren dus weer intervallen geheel buiten elkaar en

1) Zie b.v. een nieuw bewijs bij Denjoy: Kon, Acad. v. Weten-

schappen Amsterdam, Deel 27, blz. 146—151.
2) Comptes Rendus 1914, blz. 245.
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buiten de vorige intervallen gelegen, enz. Met de cirkel-
omtrek |z | =1 een perfecte verzameling van de maat 0
op |u | =1, die we A noemen.

2 —O0p de cirkelomtrek |u| = 1 construeeren we een functie
@ (u) volgens een methode van Fatou ). Zij anb, een interval
contigu aan de perfecte nergens dichte verzameling A op de

cirkelomtrek |u | =1 terwijl lim. ayby, = 0.
= o

In dat interval construeeren we een continue positieve
functie @y (u), die + oo wordt in de uiteinden van apby en
Lebesgue-integreerbaar is tusschen a, en by en in ieder in-
terval apbn een minimum bereikt.

Zij @ (u) = @n (u) in apbn en ¢ (u) = + oo voor alle pun-
ten van A.

Opdat @ (u) Lebesgue-integreerbaar is op de cirkelomtrek,
is noodzakelijk, dat

‘b, by *bu
j @, (u) du —i—f rpg(u)du-{-....f @n (u) du 4 . . ..

a4

dn
een COIlVCl‘gf:ntC I‘CL‘kS vormt.

Z1j my het minimum van ¢y (u) in apby en lim. my = -+ 0.
= oo

We kunnen nu aantoonen, dat de functie ¢ (u) continu is
op de cirkelomtrek |u | = 1:

le. In de intervallen contigu aan A.

2¢. In de punten van A.

Een functie is continu in een punt, als zijn schommeling
w = 0 1is,

Deze definitie geldt ook voor punten, waarin de functie
+ oo wordt, mits we 4 c0o— (-+ o0) =0en 4 co—a = 4 co
stellen (a een eindig getal zijnde).

345,

2) Acta Mathematica, XXX, blz. 342
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Het le is vanzelf sprekend.
Het 2e kan als volgt bewezen worden.

Zij u’ een punt van A, u;, Uy, .... Un,.... een rij van
punten, zoodanig dat lim. u, = u’.
n=aw=

We kunnen nu 2 gevallen onderscheiden.

le geval: Vanaf een zeker n ligt u, in een contigu. Het
rangnummer daarvan blijft eindig; u’ is dan het eindpunt
van een contigu, dus lim. ¢ (un) = 4 00; of het rangnummer
daarvan nadert tot co en daar het minimum van ¢, (u)
nadert tot + oo, als n nadert tot 4 oo, is dus ook in dit
geval lim. ¢ (un) = + oco.

= w

2e geval: Voor 0o veel waarden van n ligt uy in A. Voor
die nummers is lim. ¢ (u,) = 4 co.

= o

Voor de andere nummers ook wegens le geval, dus
lIim. P (un) = - 0.

= w

Bijgevolg @ (u) is continu ook in de punten van A.
3 — We beschouwen nu de integraal van Poisson

F(r,9 I [ 1 —r? e
e _— —
’ 2n) o 1 —2rcos (# —u) 4 r2 @ (u) du,

waarin t en & de poolcodrdinaten zijn van punten gelegen
binnen |u | =1, ¢ (u) de in (2) geconstrueerde functie.

Er kan aangetoond worden, dat F (r, #) een positieve har-
monische functie voorstelt binnen de cirkel en dat F (r, #)
nadert tot 4 oo, als een punt binnen de cirkel nadert tot een
punt van A op de cirkelomtrek ).

Beschouwen we de met F (r,?#) geconjugeerde functie
® (r,#) die voorgesteld kan worden door

1) Zie Fatou: Acta Mathematica, Deel XXX, blz. 330—341.
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1 [2= 2r sin (¥ — u)
2 ) , 1—2rcos (0 —u) + r2? ERCi

Krachtens de bepaling van geconjugeerd zijn, is ook deze
functie harmonisch.

De functie f (u) = F (r,#) 4+ i® (r, ¥#) is regulier binnen
de cirkel |u |=1, want krachtens het geconjugeerd zijn
van F en @ is%{j— =——%E® en%%:%?,
zakelijke en voldoende voorwaarde is, dat f (u) regulier is
binnen de cirkel |u | = 1. f (u) wordt nooit 0 binnen de
cirkelomtrek, omdat F (r, #) positief blijft en f (u) nadert
tot 4 oo in de punten van A.

4 — We transformeeren de binnen de cirkelomtrek jul="1
geconstrueerde holomorfe functie door middel van de in (1)
vastgestelde conforme afbeelding op het gebied binnen de
kromme Z.

wat ook de nood-

De getransformeerde functie P (z) = f (q (z)) is holomorf
in het gebied ingesloten door de kromme Z, het reéele ge-
deelte blijft positief en nadert tot - oo, als |z | nadert
tot 1.

We beschrijven binnen de cirkelomtrek |z | = | concen-
trische cirkels met stralen Ry, Ry, .... Ry, .... zoodanig
dat Ry < Ry < Ry....enlim Rp=1 terwijl R, > 1. De

Nn=a

uiteinden van de naalden, die de kromme Z vormen, worden
gerekend niet tot de cirkelomtrekken te hooren.

De cirkelomtrekken verdeelen iedere naald in een aftel-
baar aantal deelen. Noemen we de deelen van de kde naald

O3 Op LRSIt A SRR (1 ST K0 1

5 — We construeeren nu een functie w (z) holomorf voor
< | en zoodanig dat o (z) de radiale limiet 4+ co ver-

Z
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toont voor een verzameling van de g-maat 2z, (z = re®l).
Daartoe beschouwen we

1 [ P (£) d¢

k == =t
Ko (o) =05 ok T =2

veronderstellende, dat 631 2 kanten heeft.

KE (z) is overal holomorf uitgezonderd op 6]5 zelf.
Volgens een stelling van Runge ') kan men een polynoom

pﬁ (z) zoodanig kiezen, dat voor ieder punt z hoorende tot

|z | < 1 en buiten een gebied A}

k k
IKD (z)—pn (Z) | &3 k .n!

Het gebied 4 wordt verkregen als volgt:

r}g heeft 2 uiteinden. Zij a, datgene, dat het dichtst bjj
het middelpunt van |z | =1 ligt. Zij C’n een cirkel met
straal p’n en middelpunt an, C''n een cirkel met straal o'’y
en tot middelpunt het snijpunt van het verlengde van 4,
met de cirkelomtrek |z |=1.

Zij J.Iri de convexe contour gevormd: le door een gedeelte

van C’n; 2e door de gemeenschappelijke raaklijnen aan C'y
en C''y doorgetrokken tot aan hun snijpunt met de cirkel-
omtrek | z | = 1; 3e het gedeelte van de cirkelomtrek |z | = 1
gelegen geheel binnen C''.o'n en p'’n kiezen we z00 dat
1:; < l}: 4 ’lﬁ‘u' voor vaste k, onverschillig welke n. Verder

0 o
wordt verondersteld dat 2 p’nw en 2 o', convergente reeksen
n=1 n=1

zijn.
Van de functie P (z) — Kﬁ (z), die holomorf is in G kan
aangetoond worden, dat ze ook holomorf is op dﬁ.

1) Osgood: Lehrbuch der Funktionentheorie, blz. 552.
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21 z, en z, twee veranderlijke punten, aan weerszijden

van de coupure 6}1‘ en zoo dicht als men wil bij een punt

zn(_l_ P () ds\
FAVERUON e T
a1 (PP —Ps(0)

27, 278 1 {—z

als a en g voorstellen de uiteinden van d5 en P, en P, de
waarden van P ({) aan weerszijden van 4.

RO, p
/ = = PO — P 0} [,

g1
d d¢ —
zz'/ﬂ {—z 3= f C‘—‘Zl : [ C'——fz

[ e dcﬂ/ d{ waarin I} een kromme voor-
a {—z; 16""21

£ van dL.

Ky (2) — Kj (22) =

d¢

81

{—2z

dg

stelt van a naar # aan de kant van z,.

fA 3 1
/ d{ = / d{ waarin 7}, een kromme voor-
a L—1z, JIE—z,

stelt van a naar p aan de kant van z,.
o1 £ 1 : 1 (R
AAch—/‘ dC*/ —d@‘_/ B
[ f—.&l C_ C_il .I‘2C—22 3
1 wufy L
=[ d¢ + [ ) dC (I'y van f§ naar a).
- !'l : ru

Daar z, en z, tot elkaar Imderen, is de som van deze in-

tegralen zoo weinig als men wil, verschillend van / r—- de,
PG —7

waarin

i l
[ = I, (van anaar ) 4 I, (van § naar a). / : de=iZs1,
JIt—z



6o

Dus K} (z;) — Kj (2) =
= X 2n1[Py (§) — Py (§)] = P (z) = P (z,).
ni
De functie P (z) — K}l‘ (z) neemt op dlll aan weerszijden
dezelfde waarden aan, is dus een holomorfe functie op o¥.
We formeeren nu de functie w (z) = P (z) — L (z), waarin
e k
L (2) = 2(Ks (2) — pa (2).

n==
=1

L (z) convergeert gelijkmatig in een gebied G, buiten
alle A5 k=1, 2, 3.... en geheel in G gelegen. Want zij z
een willekeurig punt in Gy, dan is vanaf een van z onafhan-

kelijk getal n iedere term
1

.n!

| Ky (2) —pi(2) | < -
Ik

De getallen zijn positief en vormen een convergente

c.n!
reeks.

Dus L (z) convergeert gelijkmatig in G, (Criterium voor
gelijkmatige convergentie, Osgood, blz. 96).

Voor ieder gebied G’ binnen G gelegen is een van z on-
afhankelijk getal n’ aan te wijzen, zoodat G’ ligt buiten
alle 25, k=1,2,3....

Dus volgens een stelling van Weierstrass (Osgood, blz. 303)
stelt L (z) een in G holomorfe functie voor, bijgevolg w (z)
1s een in G holomorfe functie.

 (z) is ook holomorf op ieder deel 4",

Immers

w (z) = P (2) — K (z) + py (2) — 2 {KE' (2) —pk’ (2)}.

De laatste som, waarin K¥ (z) — pl‘; (z) niet voorkomt,
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bestaat uit functies, die allen holomorf zijn op c’iﬁ en die
een gelijkmatige convergente reeks vormen; dus stelt 3’
een op 8¢ holomorfe functie voor.

P (z) — KX () is holomorf op 8* volgens het voorgaande.

pk (z) is eveneens holomorf op oK.

Dus o (z) is holomorf voor ieder punt z, |z | < 1.

6 — We zullen nu aantoonen, dat op een verzameling van
stralen met g-maat 2z de radiale limiet van w (z) voor z => |
gelijk is aan co.

Er zijn punten P op de omtrek |z

= | aan te geven,

zoodanig dat OP slechts een eindig aantal contouren l‘;
snijdt. (O is het middelpunt van de cirkel |z | = 1). Dus

als z is op OP, zijn de moduli van alle termen van L (z)
vanaf een zekere term < 1—11-] dus de functie L (z) is begrensd
op OP; bijgevolg w (z) nadert tot + oo, als z langs OP tot
P nadert.

De bewering is nu, dat de g-maat van stralen OP gelijk
is aan 2z, hetgeen als volgt aangetoond kan worden.

Om ieder eindpunt O van een naald, gelegen op de cirkel-
omtrek kan een interval I; op de cirkelomtrek beschreven
worden, waarbinnen alléen punten liggen, waarvan de bij-
behoorende stralen minstens de bij de naald hoorende 4,
snijden.

tveneens een interval I, waarbinnen alleen punten liggen
waarvan de bijbehoorende stralen minstens i, snijden.

In het algemeen: Er is een interval Iy om Q te beschrijven,
waarbinnen alleen punten liggen, waarvan de bijbehoorende
stralen minstens A, snijden.

De vereeniging van alle Iy beschreven om alle eindpunten



62

van naalden, is een open verzameling, onverschillig wat n is.

Dus de verzameling van punten gelegen op de cirkel-
omtrek |z | =1, waarvan de bijbehoorende stralen allen
oneindig veel contouren i snijden is een inwendige grens-
verzameling, die dicht is op de cirkelomtrek, dus een resi-
duel E’.

De maat is 0, daar de reeksen Zp’y en Zo'’, convergeeren.

De punten van |z | = 1 niet hoorende tot het genoemde
residuel, zijn punten, die verbonden met het middelpunt
stralen geven, die slechts een eindig aantal contouren iy,
snijden. De g-maat van de verzameling E van deze stralen
is dus 2ax.

De functie  (z) is dus een holomorfe functie binnen de
cirkel |z | =1, naderend tot -+ co, als z nadert langs de
stralen tot een punt van de genoemde verzameling E, terwijl
w (z) eindig blijft, als z nadert tot een punt van het residuel
1055

7 — De functie e—«( is dan een holomorfe functie binnen
de cirkel = 1, die nadert tot 0, als z nadert langs de
stralen tot een punt van de bovengenoemde verzameling

Z

E met g-maat 2x.

Hiermede is dus aangetoond het be-
staan van een functie, die holomorf is
binnen de cirkel |[z|=1 en op een ver-
zameling E van stralen met g-maat 22 de
radiale limiet 0 vertoont.

Het complement van E ten opzichte van de
cirkelomtrek is een residuel.

Dat het complement van de verzameling E ten opzichte
van de cirkelomtrek een residuel is, is een bijzonder geval
van de volgende stelling:



63

21 [ (2) een functie holomorf voor |z | < 1.
Op een verzameling E van stralen mel qp-maat 2 is

lim. f (regi) = 0.
r=1

De bewering is, dat het complement van E ten opzichte van
de cirkelomtrek een residuel is.
Bewijs: Zij E, de interval-verzameling van de waarden

van ¢ waarvoor

1
f g(l — .——) eyl ;i > M, M een willekeurig
n

positief getal zijnde.
ZiRS E At

Men kan bewijzen, dat Hia overal dicht is voor iedere m,

A=)

naar boven begrensd zijn opr = 1 — —,n=m,m+1...,

want was Hpy niet overal dicht, dan zou

' <o <p', ¢ en ¢ vast.
Daar E de maat 2z heeft, mag worden aangenomen dat

@' en @'’ tot E behooren.

13-}

OA en OB met argumenten ¢’ en @'’ dus op sector OAB.
Dus f (z) is holomorf en begrensd op sector OAB en heeft
op een positieve maat van boog AB de radiale lim. 0.

Uit de hieronder genoemde stelling van Fatou-Riess volgt,
dat f(z) dan identiek nul moet zijn voor < 1. Daar
dit niet het geval is, is Hm overal dicht.

Dan is begrensd op de beide stralen

Z

Zij lim. Hm = Am of Anm = lim. sup E,.

n=wx

Iedere waarde van o, hoorende tot EE, hoort tot een inter-
val met dezelfde eigenschap, tengevolge van het holomorf
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zijn der functie. Eq is open. Hy is de vereeniging van aftel-
baar veel open puntverzamelingen, dus zelf open.

Av=H;.H,;....Hm.... is dus de doorsnede van af-
telbaar veel open puntverzamelingen, dus Ay is een inwen-
dige grensverzameling en daar H,, H,, enz. overal dicht
zijn, is Ay een residuel. Het complement van E is de door-
snede van Am. Aym . Ayp .... Ayny . ... dus de door
snede van aftelbaar veel residuels, bijgevolg het complement
van de verzameling E van ¢'s, waarvoor lim. f (re¢i) = 0 is
een residuel. =

De hierboven genoemde stelling van Fatou-Riess is door
Wolff ?) zeer eenvoudig bewezen.

Fatou’s stelling: ,als f(z) holomorf en begrensd 1s woor

| 2 | < 1 dan bestaat lim. [ (pewi) behalve misschen voor waarden
o1

van @, welker verzameling de maat nul heeft” is door de Gebr.
Riess als volgt gecompleteerd (Congres Stokholm 1916): s
a een willekeurig getal, dan is deze limiel slechts voor cen -ver-
zameling van de maat nul gelijk aan a’.

Dit resultaat wordt door Wolff afgeleid zonder van Lebesgue
integralen gebruik te maken.

Zonder de algemeenheid te schaden, nemen we aan dat
f (0) £ a.

Zij overal |f | < M, dan is voor 0 < p < 1

2z lg | £ (0) — a ] Sj:_uxlg | f (oepl) —a |de . . (1)
)

Zij 1> &> 0 en E,, de intervalverzameling der waarden

van ¢ waarvoor
| :
fll— —)epil —ga
n

1) Verslagen Kon. Acad. van Wetenschappen Amsterdam, Deel
36, no. 10.

< €.




65

Is pEn de maat van Ey, dan volgt uit (I) enuit |[f—a | <
2M, dat
27lg | £(0) —a | = uEn.lge + 2alg (2M)
dus

nE, = ] P A= 1572005 G constant.
ey —

&

De waarden van ¢ waarvoor lim. f (pe#i) = a, behooren
p—>+1

tot de limes inferior van E, voor n = oco.
Dus de maat van de verzameling dier waarden is hoog-

C

stens — 7 en daar ¢ willekeurig tusschen 0 en 1 kan worden
lg =
gekozen, is deze maat nul.

Gevolg: Als [ (z) holomorf en begrensd is in een cirkelsector
AOB en op een positicve maat van boog AB de radiale limiet
nul heeft, dan is [ (2) identiek nul.

Bewijs: Zij AOB cen cirkelsector gelegen in het z-vlak
(z = gevi) begrensd door OA (¢ = 0) en OB (p = a) en de
boog AB van de cirkel |z | =1 (0 = ¢ = a).

We trachten nu AOB conform af te beelden op een cirkel

|t | =1 van een t-vlak.
v 4
. 1+4za .
De transformatie u = ——— beeldt de cirkelsector con-
] —za
form af op het gedeelte van het u-vlak (u = revi) ingesloten

7T
door y =0 en y = .

Immers met punt O van het z-vlak correspondeert het

punt O" met tot codrdinaten r =1, y = 0.
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Loopt z van O naar A, dan loopt u van O’ naar + oco.
Loopt z van O naar B, dan loopt u van O’ naar de oor-
sprong van het u-vlak.

Met de cirkelboog BA correspondeert de as y = % van

het u-vlak.
1 I
mmersze = — . Als u zuiver imaginair is, kan
u = itg p gesteld worden (p van 0 = 1} x).
T —1+4itgp cosp—isinp e—pi :
za:-—.:—— m— = —— ‘E——e—2pl.
14itgp cosp 4 1sinp et pi

Dus als p van 0 - Yz gaat, dan loopt ¢ van a naar0
langs boog BA.
De transformatie v = u? transformeert de hoek ingesloten

7T

door y = 0 en y = - in het u vlak op het bovenste halfvlak

>
van v.

FAE =]
t—il+4i
|t | =1 van het t-vlak op het bovenste halfvlak van v.

De transformatic v =

transformeert de cirkel

Dust = l:ill het bovenste halfvlak van v op de cirkel

|t | =1 van het t-vlak.

12

ala

.i_.
N

-+

._.
~
nla

Bijgevolg t = transformeert de cirkel-

.
nly
| ]

+

_I_

Iy

—
|

~N
=]
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sector OAB van het z-vlak op de cirkel |t |=1 van het-
t-vlak.

f (z) gaat daarbij over in ¢ (t), holomorf en begrensd voor
=ik

Op een positieve maat van boog AB heeft f (z) de radiale
limiet nul.

Met de verzameling van punten met positieve maat op
boog AB correspondeert een verzameling van punten met
positieve maat op |t | =1.

Dus de holomorfe en begrensde functie ¢ (t) heeft op een
verzameling van punten met positieve maat de radiale limiet
nul.

Uit de stelling van Fatou-Riess volgt, dat de verzameling
van punten, waarvoor de radiale limiet nul is, hoogstens de
maat nul heeft.

Dus moet ¢ (t) =0 zijn, en bijgevolg ook f (z) = 0.
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STELLINGEN
I

De definitie van een ,leege verzameling” wordt dikwijls
foutief gegeven.

IT

Naast de definitie van een leege verzameling dient men
ook ,verzameling uit 1 punt bestaande” te definiecren.

111

De afleiding door Osgood van de coéfficienten van een
reeks, waarin een harmonische functie binnen een ring kan
ontwikkeld worden, is foutief.

Zie Osgood: , Lehrbuch der Funktionentheorie”, pag. 661.

Iv

De op blz. 393 van Carathéodory ,, Vorlesungen iiber Reelle
Funktionen”, afgeleide stelling moet luiden:

Is een functie f (P) op een meetbare puntverzameling E
meetbaar en daar aequivalent met een functie Q (P), dan is
O (P) eveneens meetbaarop E, mits Q (P) op E gedefinieerd is.

Vv

Het bewijs van de stelling van Dini voorkomende in Gour-
sat: ,,Cours d’Analyse” deel 111, blz. 453, kan vereenvoudigd
worden,
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VI
De door Mohrmann (Math. Ann., 79, 1919) gegeven clas-
sificatie der lijnenquadrupels berust op een onjuiste grond-

slag.
VII

Naast de uitspraak van Klein kan geplaatst worden:

De driehoeksmeetkunde is de studie van de invarianten
van 4 punten uit het complexe vlak, waarbij één der punten
een bijzondere plaats inneemt ten opzichte van de 3 anderen.

Zie Klein: , Elementarmathematik vom hoéheren Stand-
punkte aus’’ deel II, blz. 322,

VIII

De eisch, die door Hjelmslev aan zijn: ,Axioma’s” gesteld
wordt, is onhoudbaar.
Zie J. Hjelmslev: ,Die natiirliche Geometrie”.

IX

Het onderwijs in de Mechanica dient niet in het leer-
vak Natuurkunde te worden opgenomen.

X

De opvatting, die Duhem heeft van physische theorién
is niet juist.

Zie Pierre Duhem: , La Théorie physique, son objet et sa
structure”, 2¢ Edition, pag. 23 en 24.
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