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OVER EEN ALGEMEEN GEMIDDELDE
INTEGRALEN DIE SAMENHANGEN MET DE FOUTENWET

VAN HET

MEETKUNDIG GEMIDDELDE.
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Bij het besluit mijner studie aan de Universiteit gevoel ik behoefte
hier openlijl: mijnen dank wit te spreken aan allen, die hebben bijgedragen tot
het bereiken van dit doel.

Niet  het  minst ge'z;rﬁet ik my aan U verplicht, Hooggeleerde
W. Karrewx, Hooggeschatte Promotor! Uw belangwekkend onderricht heeft
mij veel liefde voor Uw welenschap gegeven.

Hooggeleerde N. A. Jurius, Hooggelaerde D. J. KoORTEWEG en
Zeergeleerde W. VAN LOGHUEM, de lherinnering aan Uwe persoonlijkheden en

lessen vervull mij steeds met groote dankbaarheid.

AMSTERDAM, Dec. 1901.
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ENFIE AN G

De navolgende onderzoekingen danken haar ontstaan aan eene aesthetische theorie
door mij in 1897 gepubliceerd '), waarin ik getracht heb duidelijk te maken dat men,
aannemende dat in den menschelijken geest uit het ervaringsmateriaal onbewust gemiddel-
den worden gevormd en aannemende dat deze gemiddelden schoonheidsmaxima voorstellen,
ook inderdaad verscheidene aesthetische verschijnselen kan verklaren. Ik werd toen
natuurlijk ook geleid tot de vraag, welke mathematische gedaante dat gemiddelde zou
kunnen aannemen en voerde argumenten aan, die de keuze op het meetkundig gemiddelde
deden vallen. Vergelijking met erkende feiten en proeven bewees dat deze keuze voldeed.
Toch kan ik thans, ook naar aanleiding van eene belangrijke opmerking van Prof. V. A.
Jurivs, omtrent de wijze waarop ik destijds tot het meetkundig gemiddelde besloot, niet
meer beweren dat die wijze mij bevredigt en heb dan ook uitgezien maar eene andere.
Men vindt haar vermeld in § 9 van dit proefschrift.

De studie van het meetkundig gemiddelde voerde mij daarna tot een onderzoek
naar de eigenschappen van gemiddelden in het algemeen, waarvan ik eenige hoofdzaken,
vooral voor zoover zij samenhangen met de speciale foutenwet, die ieder gemiddelde met
szich meesleept, in dit geschrift zal vooropstellen. Medegaande met den gedachtengang,
die Gauss tot de opstelling zijner arithmetische foutenwet voerde, kan men toch ook, ecns
in het bezit zijnde van ecene uitdrukking voor een algemeen gemiddelde, zich de vraag
stellen, welke gedaante de foutenwet heeft, als men uitgaat van de onderstelling dat het
algemeen gemiddelde van een stel gemeten of experimenteel bepaalde waarden ecener
grootheid de meeste kans heeft de juiste waarde dier grootheid weer te geven. Zoo sleept
het meetkundig gemiddelde ook zijn eigen foutenwet mede, die in de taal mijner aesthe-
tische opvattingen overgebracht, de kans aanwijst, dat een gegeven lid eener naar haar

schoonheid beoordeelde rij objecten van éen veranderlijke, het schoonste vertegenwoordigt.

) P. . Herwic., Line Theorie des Schinen. Amsterdam. Delsman en Nolthenius. 1897,



INLEIDING,

Natuurlijk hangt de kans om eene aesthetische fout binnen gegeven grenzen te maken
daarmede onmiddellijk samen en de mathematische uitdrukking ervan, een bepaalde inte-

graal zijnde, bracht mij ongedwongen tot het onderzock van de bepaalde integraal

tn

a1 bz
/ ((z) dz, die ik aan het hoofd van dit geschift heb gesteld. De opvallende gedaante

0
qan de oneindige dubbelrecks waarvan zij het symbool is, beloofde reeds op het eerste

gezicht een betrekkelijk ruimen oogst van bepaalde integralen op te leveren en voerde mij
tot een stel reducties in dit proefschrift vermeld.

Ik hoop, dat het mij gelukken zal te doen zien dat deze integraal weder een dier
mathematische middelpunten voorstelt, waaruit tal van verwanten hun oorsprong nemen.
Dat eene psychologische onderzoeking de cerste aanleiding tot het vinden dier groote hoe-
veelheid bepaalde integralen gewecest is, moge een bewijs zijn voor den inwendigen samen-
hang der wetenschappen en een welkom argument voor allen, die de nuttigheid der wis-

kunde voor de wijshegeerte en der wijsbegeerte voor de wiskunde bepleiten.



IERSTE AFDEELING.

HET GEMIDDELDE IN HET ALGEMEEN.

§ 1. Zoodra het wenschelijk of noodzakelijk is om in plaats van een rij speciaal-

waarden

F () () L)t Al
van eenc functie ~ (z) slechts éen enkele waarde ~ (xs) te beschouwen, omdat men of de
n waarden der functic van () tot en met ~ () niet tegelijk kan gebruiken of geen
reden heeft om de eene speciaalwaarde ~(z,) wel en eene andere ~ (r,) niet te kiezen,
dan kan men zich van een nieuwe functiewaarde .~ (2,) bediencn en deze op de volgende
wijze definieeren :

P () h=l R () B S () B T O e (e S i (1)
In deze definitie ligt de gedachte opgesloten dat 7 (z,) die waarde van ~(x) is, die voor
F(x)), F (2) tot en met 7~ (x,) in de plaats gesteld zijnde, hun som niet wijzigt.

Noemt men x, het gemiddelde van de soort 7 (z) van de waarden il Ty e 6
der variabele x dan is dus volgens het axioma der algebra het gemiddelde z, onafhan-
kelijk van de volgorde, waarin @, 2., . . . . @, tot den bouw van dat gemiddelde hebhen
meegewerkt,

Het gemiddelde van een rij functies van @, bijv. van ¢ (z), @ @,) . . . . ¢ (x,) en
weder wvan de soort & (v) kan echter op twee wijzen worden opgevat. Vooreerst bepaald
door

(@) = Fo () - Fo@) + . ., . + RAERN s B 0 s w9
Maar ook kan men zeggen dat ¢ (x) dan een gemiddelde waarde van de soort = (z) zal
aannemen wanneer x = , uit (1) daarin gesubstitueerd wordt.

Dit komt nu hierop neer dat men in y = ¢ (2) in het cerste geval de y als onaf-
hankelijk variabele beschouwt en haar een gemiddelde waarde laat aannemen en in het
tweede geval met x alzoo handelt. Men krijgt zoo fwee waarden voor het gemiddelde
an de soort ~(x) van een functie ¢ (2) van éen variabele, die in het algemeen verschil-

lend zijn,
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In mijne Theorie des Schinen voert deze opmerking tot de oplossing van de vraag:
hoe een rechte van gegeven lengte op het schoonst in twee deelen kan verdeeld worden.
Men vindt twee oplossingen: 1% De lijn wordt door midden gedeeld en 2° de lijn wordt
in twee ongelijke stukken gedeeld in een verhouding zeer nabij die der gulden snede
gelegen.

Uit de gegeven definitie volgt nu ook direct, dat het rekenkundig, het meetkundig,
het kwadratisch '), het harmonisch gemiddelde van @y, aa... @, respectievelijk zijn van de

: 1
SODTT 2 s sy Bt
xr

§ 2. Wat de geschiedenis van het onderzoek naar de eigenschappen van gemid-
delden betreft, is het bekend, dat vooral de begeerte om rationeele grondslagen te vinden
voor de Gauss'sche foutenwet en de daartoe noodige pogingen om het plausibele van de
hypothese van het rekenkundig gemiddelde op den voorgrond te doen treden, aanleiding
waren tot verscheidene nasporingen vooral van LAGRANGE, LAPLACE, SCHIAPARELLL, DE
MorcaN, FERrRERO en anderen, welke allen in het voortreffelijk boek van Czuser?) uit-
voerig besproken en met zeer volledige litteratuur-opgaven zijn voorzien.

Men gaat gewoonlijk bij cenoemde onderzoekingen z0o te werk, dat men het
gemiddelde van eenige waargenormen grootheden 4, l,... I, als een functie f(f, L... L)
definieert en van f eischt dat zij in betrekking tot 4, I, ... I, symmetrisch zij, eenwaardig
en continu tusschen de uiterste waarden der waargenomen I, f,... [, verloope en voor
== .=h= ! zich tot de waarde f= I reduceere.

Afgezien van het feit dat het begrip van ,gemiddelde eener bepaalde soort”, waar-

van het voordeel ons spoedig zal blijken, hierin niet optreedt, heeft deze definitie m. i.
nog het nadeel van fte wijd te zijn, daar ook bijv. functies van den vorm f(ll,, L,
ll,...) er aan kunnen voldoen, raarin onderlinge betrekkingen tusschen de waargenomen
grootheden &, f,... I, als nieuwe variabelen optreden, wat met de absolute onafhankelijk-

heid van I, L... 0 strijdig is, of minstens genomen moeilijk kan verwacht worden.

Ik besloot ook daarom tot de definities in (1) en (2) met opname van heb soortbegrip.
Dat men met de definitie (1) die ik vooropstelde ook o.a. het zeer belangrijke resul-
taat, waartoe FErrero kwam, gemakkelijker en strenger kan hereiken, moge de volgende

uiteenzetting bewijzen.

1) Zie Herrz. Prineipien der Mechanik. Leipzig. Bawrri. 1894, § 28
) Czuser. Theorie der Beobachtungsfehler. Leipzig. Trunven. 1891. Vergelijk ook Jahresbe-

richt d. Deutsch. Math. Vereinig. Leipzig. 1899.



¢ 3. Ferrero heeft getracht aan te toonen, dat hoe minder de resultaten der waar-
neming van een grootheid van elkaar afwijken, ook des te enger alle gemiddelden daaruit
opgebouwd zich om het rekenkundig gemiddelde ervan scharen en dat dus de keuze van het
rekenkundig gemiddelde des te meer gemotiveerd is naarmate de waarnemingen beter zijn.
Om dit nu nit onze definitie (1) te bewijzen, stellen wij, aannemende dat de waarden van
Zy, @2, . . . 2, onderling en elk weinig van a verschillen, in

NE(Tn) = L&) R () = A ()
YVOOr &y =0 - 8, o —a -+ 0y . . LT =0 ke d.. Dan is
nF(m) = F@+6)+Fla+d)+....4 FlaF 5,
of, ontwikkeling volgens het theorema van Tavror mogelijk veronderstellend :

[0°] F (@) I @) + . .

nF (zm) = nF (@) -+ [0]7 () + 91 3!°

waarin de gebruikelijke notatie [0"] = o 4 5 - . . . . 4 6} is ingevoerd.

Voeren wij het symbool £ in Volgens deze definitieé £/ (a) = a, dan is dus

= ) —/ 0* = =1
T 1r (a) 4 [n] S () + [275]' 7 (@) +- 5,]1 (0) S SE t

Onderstellen wij weer de ontwikkeling mogelijk, dan is dus:

-'_::(a)+([]'() []” @+ .. ) Fa) + - (m”'() D]‘” )T.--)Zi”r'(aH--...

Ty = 4~

of
Ty =0 - L -I”(a)f"“(a [ ] F(a) £ Fla) - 2"3] [~ (a)]*~

~" ~(a) + termen van 3" en hooger graad in 6.

Nu is £F(a) =@, dus £'F(a).F (@) =1 en 2" F(a).F (a) + £'F(a) . F" (@) = 0.
Dus dit invoerend en opmerkend, dat na 4 [0] = [«] is, vinden wij, termen van 3 en hooger
graad in & verwaarloozend:
[c] 1S [lo%]| B [0 1|35 )
2 “*‘2(;,:;:' s ,‘-:'} EL o SR A (3)
Hieruit blijkt reeds, dat elk gemiddelde opgevat kan worden als opgebouwd uit het
rekenkundig gemiddelde en uit grootheden onder meer ook afhankelijk van de soort £ ()
van het gemiddelde.
Wijken nu de waarnemingen in 't geheel niet van elkaar af, dan is dus §, = 8, =
=....=0,=24 en derhalve [0] =nd en [6*] =ndé* en [0} = n?é>. Dit levert in (3)
[«]
Wijken de waarnemingen wel onderling af, dan zullen zij des te meer elkaar nabij

gesubstitueerd z, =



komen naarmate in o Oy ety Du
" ; le b LC 6 — ?1, a = 1‘2 « s s # (s
deren. Dan is dus ook [8]= d[¢], [6*]= &[] en [ = ¢ [¢]? en dit in (3) gesub-

stitueerd geeft:

- — ¢, de &'s dichter tot de cenheid na-

[=] , ©° ([*?2] =) [E]‘z) £ (e)

2T, = Ak i
7t l AL nt | F'(a)

Naarmate echter de &s meer tot de eenheid naderen, wordt de factor

[]__ [l
n 72
nader tot nul gebracht, waarmee de stelling bewezen 1s.

Frrrero koos voor a het rekenkundig gemiddelde. Daardoor werd [6] =0 en

[6%] ++ [9:0;] = 0 en wordt onze formule

] [9157) _ [5] [¥15 @

e : — v -
n 2n  F' (@) n T 9n F (@)
HENE [x] [6%] 5 Q2 f Q2f Q2 f
en zoo vond FERRERO @, = =~ —+ 3—R AArINEQ) =" e — R —
n zoo vond R T 7 AR (Q — R), waarin Q 32 e NE en

R = o = D'ff = van de functie f (I, ! 1) die hij als gemiddelde
: al,(\!_, DZKL‘JI:S e : i 13 Y23 ¢ ¢ « = ba ] als g )

beschouwt, Na aangetoond te hebben dat () — R)yn nooit een functie toenemende met

n is, leidde hij daaruit zijn stelling af.

Daar hij echter a = r] stelt, noemt hij dus dan de waarnemingen nauwkeuriger
i

en dusg de o's kleiner naarmate die waarnemingen minder van hun rekenkundig midden
afwijken en dit is ter motiveering van het rekenkundig gemiddelde eene petitio principii.

Onze formule (3) heeft nog een ander voordeel boven die van Ferrero, dat de
soort van gemiddelde er expliciet in voorkomt en dus elke gegeven soort direct naar haar

afwijking van het arithmetisch midden kan beoordeeld worden. Zoo is voor

R SR e (o) S N
Fla) = a® dus ity S F(a) = a dus S, T 0; F(a)=la dus ol -
e 1 1) 2 » 7" (@) o , 1) 1
r — — : L ESe— o = ¢* AUs e S — V dus . — — — .
F(a) = dus F (a) = (a) = ¢* dus o) 1L () a dus F7(a) 9

Dit ter rechtvaardiging van onze invoering van het soortbegrip bij gemiddelden.

§ 4. Zoolang men te doen heeft met een discontinue 1ij ¢ (r,), ¢ @), . . « - ¢ (T
zal let gemiddelde van de soort ~ (x) l:)e.pzml(l moeten worden door ¢, (r) uit (2) of door
¢ (r,) uit (1) te berckenen. |

Dit wordt anders zoodra men reden of recht heeft om aan te nemen dat ook
andere functiewaarden ¢ (r, +— Ax), ¢ (z, + 2Az), @ (r; 4 Ar) enz., evenzeer ceacht moeten

worden tot de gegeven functierij te behooren,



b |

Dit zal bijv. het geval zijn als men de gemiddelde waarde eener kinetische energie
tusschen twee uitersten wil bepalen en alle tusschengelegen waarden in aanmerking
komen.

Dit is ook o. a. het geval als men het schoonheidsmaximum volgens genoemde
opvatting wil bepalen uit alle verhoudingen tusschen gegeven grenzen.

Zoodra dergelijke gevallen zich voordoen, zullen wij spreken van een continu ge-
middelde, in tegenstelling met die uit (1) of (2), die wij voortaan discontinue gemiddelden
noemen,

De vormverandering, die het gemiddelde dan ondergaat, vinden wij aldus:

7Zij gegeven @ (r) als continu veranderende functie, ~ (z) als soort en moge z van

tot x, continu verloopen, dan zal, als Az tot nul en als n tot gelijktijdige limiet «o nadert:
nFipn (@) = Fp (&) + £ (6 + A7)+ Fp (@ + 280) + . ... + Fp (@, 4+ [n— 1] Aa),

F(x) moet dus ook zoodanig zijn dat Fe(r) voor geen dezer waarden discontinu of

wordt; evenzoo ¢ (r). Dan is dus

1 ot m—1) A

Fom () = — = Fo (x).
n z)
D ( 1) Ax = o, is . az zoodat bij limieto ij vind
aar r, -~ (n — = S T e < Loversang wi rinaen
LT n &y, — _*_ A.I»', 3] gany ] vinaen
- 1 el
Fopu (2) = __} RN 5 o G oo w w ooln (60
Xy —
1
Zoo is dus ook
= ( 1 ey e
Fen) = ——| F(2) dx
*) Ty — I ( ) ]
Iy

zoodat als wij weer ~£.5 (x) = x stellen ,

L 1 ety A = 1

= i

I T

a T

F o (1) d.z.').

Het continu gemiddelde zal over 't algemeen meer voeren tot theoretische waarden,
omdat men zich daarin heeft losgemaakt van de toevalligheden, die tot het ontstaan der
discontinue functierij aanleiding kunnen zijn. Toch is het continu gemiddelde slechts een

specialisatie van het discontinue.

§ 5. Daar @u(x) en ¢ (x,) in het algemeen verschillend zijn, zullen zij toch in be-
paalde gevallen kunnen samenvallen. Dan is ¢.(x) = ¢ (z.) en wij willen onderzoeken
wanneer dat het geval is. Beginnen wij met het geval dat @, en o, de twee eenige speciaal-

waarden van x zijn, dan is dus



Fo =Py (2, e A ()
= ( p (2,) is y (r_)) 2By [i:( (2) - 'f‘lz ﬁﬂ?‘))} ey

en wij hebben dus hieruit de gedaanten van ¢ (x) op te sporen.
d q 1
Om deze functionaalvergelijking op te lossen, differentieeren wij haar achtereenvolgens

. . Fo(r) + Fo(,) F(a) + F()
particel naar x, en x, en ter bekorting e - P ) en (-‘)i @) _ g stellend ,

vinden wij vooreerst
£a). Flp@) . g (@) = ¢'Z0) . £/ () . 7 ()
en ten tweede
Flia) . For) . ¢ (x,) = @' £(b) . £ (b) . Fl ().

Deelen wij beide gelijkheden op elkaar, dan is na kleine omzetting:
Elo 3 [l Al
Flo(@). o @)  Flo@). ¢@)
F (@) £ ()
Nu zijn 2, en «, volkomen onafhankelijk van elkaar, zoodat aan deze betrekking niet
anders kan voldaan worden dan door

Fpx). o'(2)
)

= constante = ¢,
te stellen.
: (o s s oY L et o :
Daaruit volgt 7x [Fp(z)] = ¢, 7' (@) of Fp(x) = ¢, F(x) + ¢, waarin ¢, weer eene con-

stante is.
Miermee is dus ¢ () == ~[¢, 7 (@) - ¢,] bepaald en blijkt af te hangen van de soort ~(x).

Dat deze waarde nu algemeen aan g, (r) = ¢ (x,) voldoet, is direct te zien, want dan 1s

:":(F" ("gl) —E— o + ,:rf‘(.'?"”) iy :('lJ:(;I']) + Cy —:— ey o —:'__Cl.;(xw) + €, —_

(Pm (.T) — de e i ’n'———'———- iy - — T
Al AR S oo w) e :
= £l m Rt T ) = Flaf(e) + o] = w(e)
Maar ook geldt deze waarde bij het continu gemiddelde, want ook dan is:
, 1 e s
Do (T — T - Folr)de— & fot— o caldri=
o) = £y [ Fp@ie = £ = [TToF) + a1k

e o i
== l St | Fl@)de + ‘(’z] = Flaf (@) T+ €] = ¢ (@a).

Uit deze twee bewijzen lezen wij echter ook een eigenschap van de soort ~(z) af en
wel deze: :
Het gemiddelde van een functie g (z) van de soort () is gelijk aan het gemiddelde

van ¢ (z) van de soort ¢ (#) + ¢, Het gemiddelde is dus lineair invariant in zijn soort.
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§ 6. Wij zagen, dat het continu gemiddelde van de soort ~(z) van een functie p ()
/ 1 Ly \
de twee vormen ¢, (z) en ¢ (r,) kan aannemen. ¢, (z) =75 t---- = / Fop(z) d.x:) en p(z,)
—\p, — - 9
2 1) ¢

1
wordt hieruit door het bizonder geval ¢ (¥) = 2 berckend. Alleen als o (=055 () S e ]
i Rt : gt Lol 2

15, vallen zij samen,

Wij zullen nu voor ¢, (#) het algemeen symbool

invoeren en spreken daarbij af, dat dan steeds dezelfde soort ~(z) beschouwd wordt.

Wil men ook andere soorten .5 (x) en /; (¢) invoeren, dan moet men zich van verschil-
lende lettersoorten van M bedienen, zoodat dezelfde M steeds op dezelfde soort van gemiddelde
wijst. Wij kunnen nu deze eigenschappen vermelden:

- »
I. Mge(@) = Mg(@). Ditis direct in te zien.
# o

ary+b

11. M @ (az +b) = M ¢ (), als @ en b constanten. zijn.
7 azy -4
Bewijs: ﬁrp(a:z; + b) = F( L8 F:F(p(a:c - b) d;r) = F( LN S s e Fop(az |- b)d )
] = =\, —a, = \(az, - b)-—(tt.r, ) Fopa. ) ‘Lf
Stelt men ax - b = y, dan is adr = dy en derhalve
ﬂ'z[ ] - | 1 "I'T’u_'"’]" d x40
e e p 77O 1) =3 oo

) 1 ! a4h
Bijzonder geval x;, =0 2, =1 geeft M ¢ (ax + b) = M ¢ (x), waaruit voor b — a a-+b=x,
0 7 =

1 Zy
volgt M ¢ {(x,— o) 2+ 2} =Me(z). Men kan dus de grenzen tot 0 en 1 reduceeren.
0 ¥

1

Zy g . e b . I ey ]
I, (zy—x)FMe(2)=(a—ax,)7 Mg ('r‘) 4+ (b—a)*Mp(x)-....+ (g —p)Me(x)-(x, — q)F Map(x)
ES y & g 7

als @, b, ...p, q constant zijn.

Bewijs:
(@ — =) Mp@) = [“Fp@de=( [+ [+ .4+ [+ [*) Fp s =

1 o . o . A
e y a i 7

= (o —a,) F \‘I p(x) + (b — a) Fl‘:an @) +...4 (@, —q)F M P (x).

Door deze eigenschap kan dus een gemiddelde gesplitst worden.

k2
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Bijzondere gevallen.
1°. g—m=b—a=z—2>. Danis3da= 2z, -+ 2, 8b =2, + 22, dUS @ — 2, = b—a=

— gy — b= 4 (2, — ). Derhalve is, door &, — 2, deelend :

12y +0) ho 22y} &Ly
378 () = P8 (@) + Ny @) 1 M p o)
Ly 2y 1) Jl““l'l_‘l r3)
- . i['|+
Zo0 is ook Qqu(r) = \[q('}:) 4 qu ().

§(o4rs)

Door bijzondere eigenschappen van de soort Az) kunnen deze formules nog geheel
andere gedaanten aannemen.
“In het algemeen lezen wij er ook nog deze eigenschap uif af:

Het continu gemiddelde van ¢(z) van de soort Flx) is vervormbaar tot het discontinu
on

gemiddelde van dezelfde soort ~(x) voor die speciaalwaarden van Me(z), die men verkrijgt
Pu-1

door de (n-1) waarden van p te bepalen uit:

el — = Ty Po= Ty,

Po— Ty Py — X =P — Dy =Py Py =
90, Dit belangrijk geval doet zich voor als a = b is. Dan is
_ Ty @ Ty

(2, — ) FM () = (@ — 3,) F M g(x) + (x, — a) S M ()
.I'l a

Ty

011t

oo 5 M p(x) — (X, —a) & M ) = e M () — (& — a) £ M ().

) a

Stellen wij

w(x) = xf M o) — (. —a) £ M ¢(x), dan staat er dus

dat: .
p () = y (21)-

De functie w(x) heeft dus vooreerst de eigenschap, dat zij voor argumenten gelijk aan

Xy
de grenzen van het gemiddelde M ¢ () dezelfde waarde aanneemt.

e

Zij heeft echter meer eigenschappen. Differenticeren wij  (z) naar x, dan is:

HH = FM () — AM p(r)— (x—20) i FM ().
Nu is: |
: » - i x]——,:ﬂirr(u)
d T d ( e p— ] rE Fo (-L) P ( I
—FM (1) = —— - () dg) = ———= | @ (@x)ada A e e
dz” E[ () doe \x — au/ A I) (a:—a){f ¢ (@) d + L—a €r—a

(4 (42

Substitueeren wij dit, dan is dus:

Al = M ¢ (1) — 7~ (@).

o
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Wij lezen hieruit onmiddellijk af, dat o (x) din mazimaeal, minimaal of stationnair
Ly
wordt, als ¢ (x) haar gemiddelde waarde M ¢ (x) aanneemt.
tL S

De bepaling, die wij van »(x) gaven, onderstelt blijkbaar, dat het gemiddelde als con-
stante wordt beschouwd. Dit zal in de meeste gevallen geoorloofd zijn, omdat juist dan een
cemiddelde waarde eener functie verlangd wordt, wanneer men zich los wil maken van de
speciale waarden, die de functie kan aannemen.

Wij kunnen dus dit theorema uitspreken :

Bij elke soort van gemiddelde van een functie ¢ (z) laat zich een functie ¢ (z) constru-
eeren, die maximaal, minimaal of stationnair wordt, zoodra ¢ (x) de constant gemiddelde -
waarde, bij die soort behoorende, aanneemt.

Het is echter ook direct duidelijk, dat v (z) niet de eenige functie is, die aan dien
eisch voldoet. Immers ¢¥® en ¢ (yw(xz)) bijv. zullen er ook aan voldoen en bovendien treedt
in 1y (x) nog de willekeurige constante a op.

Het is mijn voornemen om later de mechanische beteekenis van dit theorema nader
te onderzoecken.

De functie y () heeft echter nog een derde eigenschap:

Gresteld, wij weten twee speciaalwaarden w; en :, z66 te kiezen dat:
p (g) = (),

wat steeds binnen perken mogelijk zal zijn, dan zal dus:

i M p(n) — (s —a) 7 M @ ()= 235 M @ (x) — (2, — a) F M p ()

(1 — )7 Mg () = [ Fp(@) do+ | Fop (o) do= [ Fop @) d.

Derhalve:

M = M o (x)

Wij zien dus, dat het gemiddelde van de goort ~(x) van een functie ¢ (x) niet verandert,
wanneer het bepaald wordt tusschen die paren van grenzen x; en a;, die besloten liggen in
de vergelijking :

y (i) = ().

Het gemiddelde blijkt dus in dien zin onafhankelijk te zijn van gegeven grenzen en
blijft dezelfde waarde behouden, als men de grenzen vervangt door een willekourig stel waar-
den ; en :x; mits zij voldoen aan laatstgenoemde betrekking. Tevoren heb ik gezegd, dat dit
binnen perken mogelijk zou zijn en dat is nu duidelijk. Immers geeft men bijv. z; dan zal

het niet altijd mogelijk zijn uit vy (z;) = y (z;) een bijbehoorende w; te bepalen, Is Fg(x) con-
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tinu en eindig, dan is dit binnen de uiterste grenzen x;, en wx, steeds mogelijk. Hiermede is
nu ook nader gemotiveerd, waarom het gemiddelde dikwijls als constant mag beschouwd
worden: het ig reeds onafhankelijk van een bepaald grenzenpaar. Wij zullen in het vervolg
nog een kenmerkende eigenschap van y () leeren kennen. Wegens het belang, dat y (x) voor
het gemiddelde heeft, stel ik voor haar de grensfunctic te noemen. _
Enkele voorbeelden mogen de gedaante dezer grensfunctie y (x) nader -verduidelijken.

Wij kiezen ¢ (v)= w.

Soort. Continu gemiddelde. Grensfunctie.
F(l) = m = 15' (.l'l "f* .['._,‘) 1y (..{.'-) = 3,' (2,'{'.'(/',-;1, __‘(’-2 ‘: (52)
A= 22, = 3 (22 + nz, + 22 (1) = § (B2, —a® + a?)
]‘ :1,'_,!3 ____.l_ y e xr / a\
-': xX) = ZQ; mi—= £ e L | w () = Z g il ke l )
( ) L e x, - Y (1) ( 2z ) T l P
, 1 Ta—l i
Pl = - Lm — ot Eoed w(x — T la
) 77 i I, — I, () Im o
e 1 | aE 1 1
= = ads =Tk () = =t T
(%)= 3 n = )2 M= e = s
1 VAR | T ol
F) = —— N 1 o w () = —Vae+Va
2V e ( 2 (@) 2V 2 &
= g — ¢n
F (.’B =i ) i— l Se—me———r w(a) = xeim — g* -}- e*
F(w) : P p () F

§ 7. Wij gaan thans over tot een stelling, die ons de karakteristieke functionaal-
vergelijkingen der onderscheidene soorten van gemiddelden zal aanbrengen.

Ter vereenvoudiging nemen wij ¢(x) = x als functie, waarvan het gemiddelde van de
soort #(x) zal bepaald worden en deelen het aantal pn der speciaalwaarden z,,, @, « .« Lu;
Zgry Tgy + « o Xznj » = Lpyy Tpgy - - - Ly der variable z in p-groepen, elk van n speciaalwaarden

en bepalen van elke groep het gemiddelde. Dan is
"”J-‘:(.:.U]m,.) — -;(.'.E”) _l“‘ J:(:(Im) ""i_ o s e 0 8 s _I'— u':(lﬂ'ly;)

nF (Lym) = E () A (T ) e e e e = (1)

N (g ) = E(@p1) = F (Lpz)l o er ot oot 5 ()
Daaruit volgt, als we elk gemiddelde ;. als functie zijner toebehoorende speciaal-
waarden van x beschouwen: '

ACAE AGARE 00000 a8 L)

i

Lym — f(;bl” 3 ZLI]'_} o inlw irlu,) == f



; — F(xy + F(2,,) - =
Lam = j (JC'Q,I PR R L_G_ZN) =L - ((“I = (!ﬂ) | e _-':+" = (1:2”)
: mn

(%) + F(X) + e )

71.

—

Lpn = f("‘-'::ﬁl 2 :U!"'.! Sl :GP“) =

Bewerken wij nu deze vergelijkingen met ~, dan vinden wij na optelling en deeling

door p
Fleem) + F(L—”") .. am F(pm) = l Fﬁ( ty) 4. ',i_';:("'_-!'l_) AL ‘f'_(;?" 1'-’-)_ _'T;‘:}‘ “_,_,(i{"ifﬂ)_ a4 k. it '1) S ole ;‘:(i-ﬁﬁ —
p . n P P cee B

(@) FF () 1 oL FL )
= e By S 1 SO RN (1)

waarin dus m op de groepen van n, en m’ op de groepen van p-leden betrekking heeft

Derhalve is L Tpialmt— 5 (n'm)
waarin de indices op dezelfde groepeering doelen.

Met & bewerkende, vinden wij

[;Ullt’.-.-J']v;L' = [xm'm:lmu

Hier staat dus: Bij gegeven soort /(x) is het gemiddelde van p gemiddelden elk van
n specinalwaarden van @ gelijk aan het gemiddelde van n gemiddelden elk van p speciaal-
waarden van x, mits men ze uit dezelfde pn speciaalwaarden opbouwt.

‘Om hieruit nu de functionaalvergelijkingen van de verschillende soorten van gemiddelden

af te leiden moeten wij elke soort afzonderlijk behandelen. Wij zullen de gebruikelijkste
soorten kiczen.
F(x) = x, het rekenkundig gemiddelde.

Wij stellen @, = 22 @y = 22a ... By = 2845 Ty = 2, Ty = 205 oo Ty = 24, dan is

2 or
Tmy — — l"C:| + €Ly _l_ e dn -'Ll,vl’-_)_ = - 1 [ 7]3 —l“ e _I"yu €11
T n
-':{:[m. — :(-’1 f yl J";ZHI — ;!!1 —I— _U;), cenaas iy == Iy _{ 3 3 he
9 1 P ! sl oy
: . L'y 1 Ly Lm T Lom “!‘ sidin o T am . :
Nu is dus “° —O-f’ o e ‘alsin (1) » = 2 en p = n wordt gesteld.
d

Stellen wij derhalve @, = f(z, @2, ....xy) enz, dan is dus

F@, 2y voee @) LW Yoy oveee ) = 5@+ iy Za+ Y2y oo oo Tt Ya)
vergelijking van het

Het is wenschelijk om dit functioneel verband de functionaal
[y T (L SR e ] ==

rekenkundig gemiddelde te noemen. Gewoonlijk ') noemt men f(x +-a,

1) Czuper. Theorie der Beobachtungsfehler. Leipzig. Teubner. 1891.
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= f(z;, @ ... 2) + o aldus, welke vergelijking direct uit de voorgaande volgt, als men
W=t —iy i =lasiolt:

F(z) = lz, het meetkundig gemiddelde.

\*V]J stellen Ty = X3 Ty = y"l’- Loy = ;ri Lo te=sid) AMTRRUT T e R — -y,'i; dan 1s
2 ' 2 -
i, = A i i e LAY e b e le,| lww, = " ik ar Al S ao o o ly, en

Wy =ty + lyy, g = by + Wa oo o oo Unn = 20 + Uy

. It I it rm o Py S s by b . ,

Dus SlE -2‘- o d —{_w 0008 LU i (1) n =2 en p = n wordt gekozen.
In dit geval is dus Uf @y s @3 oo ) 1= EF (Y1) Yaie oo Yu) = Lf @Yy ZaY2y - Talfn) . of
F@, @y eoo)  FWy Yaoe- Y =F@Y1 TaYay oo Bl).

Wij zullen deze betrekking de functionaalvergelijking van het mectkundig gemiddelde
noemen.
. Lt 1 1 !
Stellen wi) Y= — Yo = — o -Yu = —
z 2y Zn
. i L 1 T L Ko
dan is T B oAy oy e — | = 1 e
F@, @ ) - (z, T Zn s 22 Zn

en stellen wij 4,9, =% Ys = ... =T Yo =1 danis f (x;, &, . .. .:{:,;).f( l—-. L 1) =il ) =1

;
Ty Ly g )

Combineeren wij beide eigenschappen, dan is dus

3 v ors

ez i\ zrz 2,

@y @y oo @) f (’x, i ’)

Wij leiden uit deze betrekkingen ook onmiddellijk af, dat het meetkundig gemiddelde
van een product gelijk is aan het product der meetkundige gemiddelden; bovendien de

overeenkomstige eigenschap voor het quotient.

Voor 4y = s = ... = Y = a krijgen wij af(®, & ... %)= f(az,, ax,, ...ax,) ook

eene bekende eigenschap.
- I : .
()= =0 het harmonisch gemiddelde.

Wij stellen x,, = 2r, Ty = 2y Ty = 20, Tpn = Yy s oo Dy = 250 Tty = 2 dATINIS

<) 1 2 A J
1 = - 1“'!‘1'4'...%—} 1":* e ""1—'1—...7‘1
T n |, T Ln L Yy Ya Ya
1 T TS L, ] L |
e e i e = S S
crc[n: -‘:cl yl ;’(:2:-;;. :I::z y_l ﬂ:wm I’EH y’i
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Derhalve is

I

1 1} 1[1 L 1]

| —
[ :'(;;.'l'[ ajm’g

Lo

als in (1) »n = 2 en p = n wordt gesteld.

A .1 4 ‘ Ve
Of daaT Zin — —T”—J'— is enz., vinden wij
&+ Y
A Y Tl T yf,') o e e e e A T )
B+ Tty T et Yal o T T %y f(, o) W, Y- Yn)

Wij kunnen deze betrekking de functionaalvergelijking van het harmonisch gemiddelde

noemen.
) - (T 0oy L, a il R e L
Voor i, = %, = ... = Y» — 218 dUS .f( T T an b ) = *'f*{' T ‘-‘)—-
: ¢+ 4@, a+ 2, G (B0 Ty e o)

Het afleiden van de functionaalvergelijkingen van andere gemiddelden laten wij aan
den lezer over.

Het spreekt nu van zelf, dat men dan eerst streng genomen het recht heeft om van
cene functionaalvergelijking van een gemiddelde van bepaalde soort te spreken’, indien die
functionaalvergelijking alleen reeds voldoende is om de soort van gemiddelde er ondubbelzinnig
uit af te leiden en het bleek mij, dat een functionaalvergelijking eerst dan aan dien eisch kan
voldoen, als er minstens 2 onafhankelijk variabelen in optreden.

Functionaalvergelijkingen als deze:

f(x) + a = f(x + a); af(x) = f(ax); f (..”’-‘ ) = () z
e+x) a+ flx)

waarin f(x) ter bekorting voor f(w; , @, ... ,) 18 geschreven, leveren nooit uitsluitend functies,

N

die gelijk zijn aan de soort van gemiddelde, waarbij zij behooren. Dat een functionaal-
vergelijking met 2 onafhankelijk variabelen dit wel doet, moge het volgende betoog voor die
van het mectkundig gemiddelde aantoonen. Wegens het belang voor mijne aesthetische

theorie kies ik juist dit geval.

Laat dus gegeven zijn de functionaalvergelijking f(?/) - ;Ey; van het meetkundig ge-

middelde, dan is het dus de vraag of wij kunnen aantoonen, dat ~(x) = clw |- ¢,

meenste soortvorm is van het gemiddelde, dat tot deze functioneele eigenschap voert,

de alge-

Wij moeten ~(x) zoo voorstellen met twee constanten, omdat het gemiddelde van een lineaire
functie van de soort, gelijk is aan dat van de soort zelve, wat wij tevoren reeds aantoonden.
Het komt er dus op aan om ~(x) te bepalen uit deze functionaalvergelijking:

= 1 P o =in = -‘t
Ll P @) 4 Flw) +.o. «“k-’Uu.)J\

J:F_l__[: W :1-) s afig s o ,Ff:t:")J = el e SR AN R T
—in | (ry] J T l‘]]: i (?jq ‘ _;—li [J:('L’l) +Flys) F ..+ F{'y.t}“




Jepalen wij ons tot £ .;[ (”{") |;—‘(.‘?"2_)]'. :i; i%i((j:)_l_ ':(’; H:

dan is, als wij ter bekorting

1 i1 ] -] Lo o — \ = —
2 [ ('v;: ) = (;ﬂ = 3 [ () + £ ()] =0 35 (n) + £ ()] = ¢ stellen,
particel differenticerend naar |
Fry A (A L 20 £ @)
__(a),(% = T San e o g A ST
i s el L = 2 S
naar a, (a) (?;2)2% = F AR e B I O e U ( 2)
- [\ — A0 — A ()
naar 4 ik (0r “( I)".,l:*—_ EE(C) 5 L o o oo ouoa 1B
4 Oy e TS 2 2
aon e o (BN —=F _ EQ) oy —F 1)
naar y, £ (a) ('yg)'?r;i:i TE O F'(c). 9 (4)
Deelen wij (1) door (2) en (3) door (4)
:f(ff!_) F (5) Y3 —r(
- =t %)
hi _ s (@) Y e Derhalve

dan is s

El ( -) 0 1.5 (@) £ (:r ) ii "
i y.’. a_)

@y F(ay) i 5 () = 2 F () s ()

5!

Was 7' (z) = 0 of F(x) = constant, dan wordt hieraan voldaan en men zou dit met
sommige Duitschers de ,triviale” oplossing kunnen noemen., Sluiten wij dit geval uit, dan
wordt aan deze vergelijking algemeen voldaan door te stellen

x () = constant'=
Door z, = 1, = y, = 0 te stellen, blijkt dit ook direct. Wij vinden derhalve
Fz) =clz 3¢,
Door toepassing op de algemeene vergelijking blijkt zij te voldoen en daarmee is het

bewijs geleverd.

§ 8§ Wij moeten nu nog een en ander vermelden van gemiddelden van functies van
3 y g
twee onafhankelijk variabelen van gegeven soort.
Zij gegeven een functie ¢ (z, y), waarvan np speciaalwaarden ¢ (zq, 1), ¢ (12, %),
@ (¢, y») enz. bekend zijn, dan kan men daaruit een gemiddelde van de soort ~(z) op

deze wijze opbouwen:
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np "':'77% (L, ) = ro (2, ?/1) e (.'1:2: N A D64 e dhie ey H=nSi 0 (s " +
+ Lo (b, ) + Fole, p) +.on. .. T S (B, 1) -
—{— ...... ; LAY T S 8 -
_i‘ Sy, ?fp) + £ @ (L, TH) A oo G oot 3P -":(f’ (@, Z/}‘)-

Dit gemiddelde @, (x, ) moet weer nauwkeurig onderscheiden worden van den vorm
@ (Zuy Yyu), dien men verkrijgt door in @ (z, i) voor de onafhankelijk variabelen hun gemid-
delden van de soort ~ (z) te substitueeren.

Wil men het gemiddelde van alle waarden, die ¢ (z, 4 doorloopt tusschen de
grenzen ., en x, voor x en tusschen y,. en y, voor y bepalen, dan vindt men analoog met § 4

y=ntlp—DAy r=ur+@—-1)Ar
np S pu (e, 1) = ¥ > (e, y).

¥ =i T =1
Daar o =9, + (p—1) Ay r,=o +MmM—1)Azx en dus

1 A AL

m p—ht Ay T m—m + A

vindt men bij limietovergang

- (1% Iyd
-: sl (8 ) = T U T / S (-I", ?]) ay a.r,
Pal00) (12 — 1) (2, —) / 4
Wij stell bolisch M ¢ (z, y) F( 1 P Ep () dy d
/1] stellen reer sy sch M @(r,y) = .- = Folz.y) dy de
) stellen nu weer s) Wﬁi ) £ (!/-_»—-!h)(-l’a—-’l‘z).,/ f P (2, y) dy ¢ ;)

411
afsprekende dat men met dezelfde M ook steeds dezelfde soort aanwijst.

Wij kunnen nu deze herleiding maken, daar de grenzen constant zijn:

!-";”.:‘T;" 1 iy ] rala o Al e 1 M _:'F,—, _ . Yo iy
Ayt =y L [l L [otente =52y "y =il e
n 1 in
of
Yanla Y2 o
Mg (z,y) = MM (2,7)
Wiy £ U

wanneer wij dit zéo opvatten dat eerst in M (r,y) de y constant wordt gehouden en daarna

.."1
van het resultaat met veranderlijke y het gemiddelde van de soort .~ tusschen de grenzen

y, en y, wordt bepaald.

Wij besluiten nu ook dat M Q)= MM (e, y) = MM @ (2, 1).
ATt Y1y L3y
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Geheel analoog met de bewijzen bij functies van een variabele vinden wij hier

Yoy Yrviy

L MGy = 8 @, 9) = Vg r,) = Mo @)
Yasta 1y arytb aty, -0 aig+b

. M plax+b, ay+-0)=M M ¢z, ay+0)=M M \z (a,y).
Mt n ex+bh a'y4-b ax 4+

ﬂu

b'a
1. (g — ) (@y—ay) 7 qu( ) = (a—x,) (a'—m) FM g (2,y) F(a—a) (' —a') FMp (2,y) +

ATRS KAEaat a4
a'b

+ (e —a) (. — ) ’;*\Ifr () + (b — @) (@' — 1) F Mg () + (b — @) (V' — ) "Mm(ﬁ*‘ y) +

n,a

Vg, b by
A (b — a) (ny — 1) :Mrr (a,y) + (2, — D) (' — :;1) ¢\1 @ (z) + (o, — b) (b — a') FM g (2,y) +
a',b

l(l

YaTa
F (@ — ) (1, — 0) M ().

Het bewijs wordt met gebruikmaking van III § 6 geleverd.

Men zou hier nu ook een functie analoog met de grensfunctie bij een variabele ver-
wachten., Zij bestaat hier echter in het algemeen niet. Zonder twijfel kan men analoog
met () bij éen variabele, hier een functie w(x,y) z00 definieeren dat

o

p () = ay Mo (@,y) — (e —a) (y — b) 7 \lw(r,#)

s

en men vindt dan dat

3‘f’£:z..3) v rv'}\,r[lq,( ry)— (y — b) F M(p(x J)- 91”—%’-9)_3,, }:’f]m(x,r/)-——(w—a) "I\ffp('r )
en dat
: a—gi—gcy’y) = Mq (@,y) — £ p@y).
Maar dit voert, in tegenstelling met w (x), tot de eigenschap, dat ai;%(g;ﬂ = 0 is

als ¢ (z,y) de gemiddelde waarde o @ (x,y) aanneemt. Ook correspondeercnde eigen-

KTt
schappen aangaande de grenzen heeft deze functie niet.
Men kan echter den anderen weg gaan. Ook @ (xw, ) kan als gemiddelde van

¢ (x,y) worden beschouwd. Is nu w(z) de grensfunctie van z, = Mz en w (y) de grens-
e 5
funetie van 7, = My, beiden van de soort ~(2), dan kan men de functie
oLy @), v@)]

<1
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construceren en deze heeft weer de eigenschap van maximaal, minimaal of stationnair te
worden als de veranderlijken erin constant gemiddelde waarden aannemen. Immers, dan is
o el |
W= ¢ .y (x) en -O'y = ¢’ . y'(y) en deze worden beide nul voor @ = &, en y = y..

Fr is slechts éen geval, waarin een dergelijke eigenschap ook bestaat bij ¢.(z,y) en
wel natuurlijk dit, dat . (z, y) = @ (@, Ya) is.  Wij zullen daartoe nog nagaan, welke

gedaante ¢ (z,y) dan eigen is.

§ 9. Zij- dus gegeven, dat ¢, (@, y) = ¢(Zn, Yu) is, dan zullen wij de gedaante van
¢ (x, y) hieruit bepalen, uitgaande van het discontinu gemiddelde van o (x, y) voor a, @, 4y, 1,

als speciaalwaarden bij ~(2) als soort. Dan moet dus

(L[] i) 3, 380 S,
53‘ljro-v(:c..,y.wrfm(.rl,;u3)+rrpw Yy) - Fop (@, 4 =)“—r;r[ A GAu A

— 92 .
Ter bekorting stellen wij het argument van £ in het eerste lid gelijk a en '-:L-u-c-‘-):- -_I_-f--(w'“’) = b
> ] 5 - gell) 5 S

Wij differentieeren nu de vergelijking partieel naar #; en vinden

dp dF [ _Ff )
( ) (ln ) + Q)(Ln ./)] d "](fn) E O[E) . (2'1)

en partieel naar x,
]. e‘ - : (F -r:(b) ..':I (.'1'-))
= e Fo(ar y) - by B Es\b/ i \=20
4= (@) a‘rz[ @ (@2 1) 1 S (@ ¥ }1 3E(0)" b 2

Deelen wij ze op elkaar, dan is na omzetting:

3 ([ = = OB [ :
R I A TRt

Daar nu ; en a, evenals de », en y, geheel onafhankelijk zijn, volgt hieruit, als £,

een absolute constante voorstelt, dat
0 : A — . —’!I
ai J (P(Jﬁ', ") + J‘rp(;‘l, Ya)| = k[ S \4?")-
Differentieerden wij evenzoo partieel naar y, en naar y,, dan is voor £, als absolute
constante
a 7’__ A & onfn P el fe N ]
é?f S, y) + ‘f’(‘r‘_’rf/) = £y ()
Integreeren wij beide vergelijkingen, dan is met inachtneming van den vorm ter

“bepaling der constanten:
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Fo@, )+ Fo @) = ky ":(9:) = (y1) 4 fi (.’f;!) F }“"J eN o (1)
-’:‘f] ('T‘” f/) ﬁl’ ‘:q} {1(7._,, !l) == kz f_(.’f) "l_ f‘.’ (‘EI) T f‘.’. ("]":.) _'I_ k4 RN ¢ ISl e SRR TR RS o (2)

waarin de f’s en s willekeurige functies en absolute constanten voorstellen.
Wij differentieeren de cerste dezer twee vergelijkingen eerst partieel naar y, en dan

particel naar y,, dan is na deeling der resultaten op elkaar:

L o .
S SCAN T ICA

A
J1Gn)
Daaruit volgt echter weer Fo @,y = ki fi () + ks + fi(x) waarin de £’s en f's den
selfden zin als boven hebben. Ter bepaling der vorm van de f’s krijgen wij dus uit (1) en (2)
kl .F(fb‘) _f‘ fl (1’/;) —I_ fl (.’yg} ’E ]"":1 = kr,f] (yl) "I' k-‘n,f[ (')'_-) "E’ gfq (55) —:‘ 21‘-,‘,
by FOp) + fo@) 1 fol@) + by = 2k fi () = o (@) 4 Sy (@) + 20
Dus PF(x) = f, @) -+ k, en QF(y) = ks fiy) + k.. zoodat, als P, Q, R absolute constanten
zijn, wij vinden Fo(z,y) = PF(z) + QF(y) + R waaruit volgt dat

@, y) = £[PFR) + QF(y) + R

Deze functie voldoet nu ook in 't algemeen aan het discontinu gemiddelde en ook

aan het continu gemiddelde. Dit laatste zullen wij nog laten zien:
Dan is derhalve

Haly = 1 iy s ) -
on(e,y) = Mo (ny) = e ey j f (P Fl) + QF(y) + R)d ydo =
-ul"rl o ‘-! ] s 2 L o/

n

= 1 R o 1 _IW = oy L 7B ——
i J’[ﬂu—'xn.f PRI ] I h} N

x n

=

— _'[T FMz+ QF My -+ R.] — [M 7, M y) = Q (s o).

Voor. meer variabelen zal deze functie natuurlijk zijn:
Q= y, 2, 1), = LB A(z) QF() + RFA() + SFA(u) + 11k
Nemen wij als voorbeeld ~(z) = lv, dan is £(z) = ¢, zoodat wij bij het meetkundig
gemiddelde vinden Q(z,y) = Pt +E = kxtyQ.
Hieruit blijkt, dat ook de functie ; er onder thuis behoort, een feit, dat voor mijne

aesthetische theorie van gewicht is. Immers, waar de menschelijke geest bij uitstek geschikt
is om proporties te onthouden, is de verwachting gewettigd dat, indien inderdaad aesthetische

maxima gemiddelden zijn, ook gemiddelden van verhoudingen zullen gevormd worden.



Bovendien mag men het als psychologisch noodzakelijk beschouwen, dat schoonste verhou-
dingen uit verhoudingen van schoonste leden bestaan, omdat men in het tegenovergestelde
geval stellig met geen aesthetisch mazimuwm of wil men maximum mazimorum te doen heeft,
Hiernit volgt echter onmiddellijk, dat de soort van het gemiddelde, die men naar deze
opvattingen verwachten kan, gebonden moet zijn aan deze functionecle eigenschap :
i M: () s _ = i)

M- ¥ =5 ) waarin M- het gemiddelde van de soort ~(z) voorstelt. In § 7 heb ik

[} Me (7 ) >

bewezen, dat alleen het meetkundig gemiddelde hieraan voldoet, waarmede nu tevens de
gronden zijn uiteengezet, waarop ik thans de keuze van het meetkundig gemiddelde in

mijne schoonheidstheorie zou willen rechtvaardigen !,

§ 10. Wij zullen nu, aan het einde onzer algemeene beschouwingen genaderd zijnde,
nog eene eigenschap der grensfunctie meedeelen en daarmede tevens de eigenaardige positie,
die zij ten opzichte van het gemiddelde waarbij zij behoort bekleedt, in het licht kunnen
stellen,

Wij kunnen toch, indien ~(x) de soort van het gemiddelde en y(z) de grensfunctie
ran de functie », waarvan het gemiddelde wordt gevormd, voorstellen, deze eigenschap
uitspreken: De foutenwet. d.i. de kans om de grootheid a te vinden of te kiezen, wanneer
de gemiddelde », van de soort ~(z) de grootste kans om gevonden of gekozen te worden
moet geacht worden te bezitten, wordt uitgedrukt door de functie

i)
waarin £ eene constante is.

Alvorens tot het bewijs hiervan over te gaan is het niet ondienstig om op te merken
dat, waar de foutenwet van Gavss haar ontstaan dankt aan de behoefte om uit een gegeven
stel metingen van éen grootheid die waarde van haar op te sporen of uit te kiezen, die bp
de meest rationeele gronden mag verwacht worden, dit toch een betrekkelijk zeer specianl
geval is van het algemeenere probleem, waarin het vervat is.

Immers dezelfde behoefte, die tot de kennis van het gemiddelde uit een rij speciaal-
waarden a,, &5, ...., o, der variabele @ drijft, sleept steeds deze vraag mede: Welke
plaats nemen dan die speciaalwaarden ten aanzien van dat gemiddelde in? Men behoeft
in het geheel niet aan een fout of afwijking te denken; reeds het feit dat uit die speciaal-
waarden, hetzij zij eindig of oneindig in aantal zijn, een gemiddelde is opgebouwd, ontlokt
de vraag, hierboven gesteld. :

Zonder twijfel kan dit probleem als het zoeken naar de foutenwet, die bij de gegeven

1y Vergel. hiermede: P. . Henwic. Die combinatorisch-aesthetische Funetion und die Formeln der syin-

holischen Logik. Archiv fiir systemat, Philosophie Band 1V, Heft 4.
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“soort van genﬁddcldc hoort, behandeld worden en zullen wij het ook aldus aanvatten; maar
dit is meer een hulpmiddel dan essentieel voor de vraag. Al Dlijft ook de mathematische
behandeling volmaakt onveranderd, wenschelijk is het om voor oogen te houden, dat deze
kwestie door hare algemeenere beteekenis ook algemeenere waarde heeft.

Overgaande tot het bewijs der stelling, denken wij ons, dat elke speciaalwaarde een
bepaalde kans heeft om als gemiddelde te worden beschouwd; dan zal voor het gemiddelde
zelf als speciaalwaarde beschouwd, die kans natuurlijk maximaal zijn. TFlke speciaalwaarde
x; wijkt echter voor een bedrag & = @, — 2 van het gemiddelde af en de bedoelde kans
staat derhalve gelijk met de kans om een afwijking & te maken of te vinden, Beschouwen
wij in navolging van GAuss deze kans als functie der afwijking, dan zal dus als & (§) = # (.. — )
die functic is, ook aan de bekende Gauss'sche conditie

&V (@n —x) | P (2w — )

Bk, |

s (-Tm . xr:)
Y R )

g '—7(%—:&#):0 SIS,

zoodanig moeten voldaan worden, dat ,, daarin het gemiddelde van 2 van de soort ()
voorstelt en dus tegelijkertijd
F(@n) — F(2)) + F@n) — F (@) + - -« 1 F (R =R (o) | = USAS SR ()
De afleiding van betrekking (1), hoewel soms niet onberispelijk, is in elk leerboek
over foutenrekening te vinden en kunnen wij hier bekend veronderstellen.

Gevraagd wordt nu om door middel van (1) en (2) de 9 (&) te bepalen.

0,/

. SR (T — 53U :

Stellen wij ﬁ—(%i /C; = f(x,— ) dan moeten wij bij de verdere bewerking wx, als
v ' fhanemrit

constante beschouwen, wat op gronden bij de behandeling der grensfunctie aangegeven,
geoorloofd is.
Differentieeren wij nu (1) en (2) dan is

f (@ — @) dwy 4 f (T — £)dy 4« o oo + f(@n—x)dx, =0 en
F(z)dz, + F @)dx, + . ... + 7 (@)dz, =0
Daar de z;, x, enz. onafhankelijk zijn, kan hieraan niet anders voldaan worden dan als
' (@n— ) = kb F (%)
waarin /%, constante is. Wij vatten dan tevens x als continu variabel op. Integreerend is

flan—2x) = d‘i 18 (X0 — ) = Ky F(T) + Ko

Nu kan de constante %, uit (2) met behulp van (1) bepaald worden en is £, = — fey F (i)

zoodat als wij weer integreeren gevonden wordt:



Lo
o

l‘lf Fla)da — kyxr (z,)
ol B { o

i} (-’rm

als wij de integratie-constante in den ondergrens der bepaalde integraal ne
A M = I 2 opnemen

Nu is de grensfunctic van z van de soort ~(r) volgens § 6

R —.!‘2 = r A N _
ypx) =z Me—(x—a)Ff Mz = 25 (x,) — / Fx)dx
£ a
’ ‘a
zoodat wij na substitutie vinden:
3 (&) = & (@ — ) = V) = kdlEa—1)

als wij — k, = £ stellen, waarmede de stelling bewezen is.

Daar reeds in w(r) de willekeurige constante a zit, heeft de foutenwet dus in het
algemeen 2 constanten. De kennis der grensfunctie voert dus onmiddellijk tot die der
foutenwet.

Het is nu, evenals bij de Gauss'sche foutenwet, ook evenzoo in te zien, dat de kans

op een afwijking, die inligt tusschen 0 en & wordt voorgesteld door

41
B(E) = [ F¥lm—1) gg

waarin men de constante a ook voor het integraalteeken kan plaatsen,
Hiermede eindigen wij onze algemeene beschouwingen over gemiddelden om ons in
het tweede deel te wijden aan de speciale behandeling van de integraal der foutenwet he-

hoorende bij het meetkundig gemiddelde.



TWEEDE AFDEELING,

OVER DE INTEGRAAL DER FOUTENWET VAN HET MEETKUNDIG
GEMIDDELDE EN HARE VERWANTEN.

EERSTE HOOFDSTU K.

Wij vonden in § 6 voor de grensfunctie van x van de soort Iz de uitdrukking

exrm T : a\ I

Daardoor neemt de foutenwet in dit geval volgens § 10 deze gedaante aan:

SEls

by )—-h(.rm—fﬂ

A
of als wij (—é-) = [, stellen
£ Rlem—E)
U e 7| = :
) o L Ry R

9(8) = ky ( —

ks

Wii stellen ons voor om deze foutenwet met de Gauss’sche foutenwet te verpelijken
] gelij

en ontwikkelen daartoe (1) volgens de reeks van MAcLAURIN naar opklimmende machten

van &, zoodat
2]

£3
P (&) = 3(0) + £4'(0) + 19 3" (0) - 1)52-—30”’(0) -+ enz.

&= 0 te stellen

en vinden achtereenvolgens door differentiatie en door daarna
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,ﬂ. (0) —_— kz e—ﬂ-,:m
#(0) =0

W@:?ﬁ@

wwngﬁ@

91V (0) = (zf Qk)ﬂm)

enz. Derhalve is

k, 3kla. 2k

+3,m5t+——4! T

wa~krmﬂ1

Hlerm is & de afWJkag of fout, die bij elke foutenrekening een kleine grootheid is,
zoodat bijv. derde en hoogere machten van & buiten beschouwing kunnen blijven, daar
anders de waarnemingen te onnauwkeurig zijn. Voert men echter deze verwaarloozing in,
dan laat zich
k

I“l
. Loy g
ol 53) — E‘ae%mz kyzm
m

D) = hoiom (14 o

schrijven en blijkt dus deze foutenwet de gedaante der Gauss'sche foutenwet aan te nemen.

Waar het nu oppervlakkig beschouwd wenschelijk scheen om de geheele foutenrekening
yolgens deze foutenwet om te rekenen, bevrijdt ons deze opmerking van een taak, die
anders aanzienlijke moeilijkheden zou opleveren. Wenscht men wel hoogere machten dan
£2 in rekening te brengen, dan kan deze opmerking wel geen dienst meer doen, maar

verliest de foutenrekening ook haar rationeelen zin.

§ 12, Zoo ongewenscht al ¢ (&) als uitgangspunt eener nicuwe foutenrekening is, zoo

eigenaardig zijn daartegenover de eigenschappen die

By g, SR\ EUmESS)
| d&
4 Ly — ";,r

&

heeft, wanneer men haar uit een zuiver mathematisch oogpunt gaat beschouwen.

IS

Stellen wij 2, —é=2 @, —& =2, Tn—E&E =2, erp=c¢ en geven wij de waarde

k|
die de integraal heeft tusschen de grenzen ;. en z, symbolisch weer door — V (e, k, 0),

&y

waarin de nul later begrijpelijk zal worden’, dan is

£ . nie .{’IJ:
Ve, &k, 0) :[ (1:) dx.

Z



: kr
Voor alle eindige bepaalde waarden van z is ({) eindig als ¢ en £ ook eindig zijn
en bovendien ¢ niet nul bij negatieven exponent, welk geval (¢ = 0) uit den aard der zaak

e
niet voorkomt, dan is ook bij 2 =0 i(:) ; = 1. Want gelijk men weet is (2"),-0 = 1.

r=0

Wij kunnen dus veilig zonder nader onderzoek deze vervorming toepassen:

Z 0

e vy [ o\ e\ ke 1 y ES)

Ve, k0= [*(3) = — ( ) “do =V (e, 2, 0)—V (5, 1, 0)
+f Ak J 0
]

 Stellen wij == in de eerste en z = in de tweede dezer integralen, dan is

2, oY Py | : R ey e e \ 10/in
}; (c, k, 0)::1-2./ (afgv) dv— I ( ) dv:;:r;,V( ko 0) —:r,V(-J_I, k:r‘I,O).
; 0 : : . :

£y 0 \da 0
-a 'r2 ‘. . - -
Hieruit blijkt, dat elke V (¢, %, 0) zich steeds laat reduceeren tot een verschil, waarin
’ a ‘ i
] ; .. » ]'F
steeds integralen van den vorm V (g, b, 0) optreden. Wij laten nu in het symbool V (a, b, 0)
v 0 0

in het vervolg de grenzen weg en houden ons verder bezig met
a1 a b
V@Qm:j()m
. x
0

Wij gaan deze integréal bepalen door middel van recksontwikkeling na vooraf x = et
te hebben gesteld. Dan is da = — e~‘dt en ‘

. -
a a0 3

V(a, b,0) = / alfetee=tidt = / L [] - bie—* +g—‘ fleza: —}—-{;r R a e e ](Et ==

0 0

)

1 i ' o q ]
:./ C““—t {6"—,’— Nt it b ~ Pe—3 At 2 oAt ,bi fhe—5t R ol jdt J—
2! ol 41
U
a1 2 2 3 3 2 ‘ ik
[t P e PO Ty e et e

0
Voeren wij de vermenigvuldiging dezer twee absoluut convergeerende reeksen uit, dan
ontstaan er voortdurend gamma-functies van de gedaante

I'(n)
"

AL}
:J ey ,yn--~] ”’y
0 '

zoodat wij vinden:
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/g \bz , I'2) »r@) vrE4y »r
V(“"Z"O)-":,“:?) d‘”:(!m H0 gty 953)+fw 4(4)'4‘4; 5(?) F"")*“

0

4 bla (F(1)+l F(Z) B I®) B IM4) | b IG) )

EERC TR E ol ¥ 41 @5 T
b (le)* (I'(1) (2) I'e) b I 1'(5
- 921 (3 + b - —|—,” 57 W SNl ‘|‘a] 7(*)‘%"....)—%
bilay (I'(1) , o I'(2) | 8 T')  1® I'(4) | b I'(5)
'E"_—ST( +Z )* = 21'61 - 3| 74 —| 4‘—1 7:\”’_ *|*...,)—|—GIIZ.;

de regel is duidelijk.
Door I'(n) = (n — 1)! in te voeren vinden wij ten slotte:

al b 2 \
V(a, b,0) = / (?) de = (]— -+ ‘;)_. i gg 1 _b" A [-)4 Foar ) +

0

H? bt (la)* [ 1)? H3 bt b5 :
+la( -I- 334—434- A ) -+ 2!(3 -1‘—713—!— Bﬁ"‘l‘ -‘;ji—{—....)-{-....enz.
en ontmoeten hier een dubbel oneindige reeks van zeer bizondere gedaante en uitgesproken
regelmaat.
De convergentie dezer dubbelreeks is gemakkelijk te bewijzen. Stellen wij daarfoe
b b+l br+2 B3
e e e b e i R [ e
) = (CEECTA T 4
waarin n = 0 is, dan wordt

(la)’

(“)" 2 (B)+ g m@®) . . . .

V(a, b, 0) = 2 (b) 4 laz, (b) +

en kunnen wij beginnen met de convergentie der reeks z.(b). De p% term w, van x, (b) is

| TR e
hr+p Uy 11 VH P ( )
—  dus Lim 2> —Tim - —'le — =
g o . NS 1 P+ 1 i
(n-pr -, Ye. VR (nfp+1)(1 + rl)
L P
— ]Jlm( be_';_ 7o = Lim = 1'*'}: i — 0 voor elke :eillclige, bepaalde b,

Alle z-reeksen zijn dus convergent, en het is zelfs gmuakkelijk om een \\f:izli‘dﬂ. te
bepalen, die stellig grooter is dan w,(b). Daar n steeds positief wordt gedacht, is
b b3 % bt : . -
e v LA e
SO < T T G e Y )L )0+ T G R Dm T n T Sm T

b



dus @ fortiori is
b2 b3 hH*
s ! n—1 et 1 e B o it £ Sl M
,Ln(b)<b (b“l—]'z-l— 1.2..5} 123‘4 l‘..)

Derhalve is
an(b) << 01 (e’ — 1).

aardegrens bewijst nu tevens de convergentie der reeks V (g, b, 0), want nu is

Deze w
V(a, b, 0) <1’(a”——1) + la (e — 1) {4 (Ia) (b —d) 4- 1( )D (b e — b)—l—

of ¢a invoerend, die convergent als ¢ niet nul en @ en b eindig zijn, vinden wij

V(a, b, 0)< - (e”’——-l)

waarmede de convergentie van V (a, 0, 0) verzekerd is voor elke a, die niet nul is en elke

a en b die eindig zijn. Ook als a en b complexe getallen zijn, levert V (g, b, 0) convergee-

rende reeksen op.

§.13. ’W,ij beginnen nu met eenige eigenschappen der x,(b) functies. Wij stelden

‘ " bu bn +1 bu + 2 br + 8 '
‘L"(b) o ’)i.*i'] +(??/'TP2?+U’L_{_3_)J—}—(%—1‘4—)— T e e

Wij vermenigvuldigen deze reeks met b en differenticeren naar b wat geoorloofd is.

Dan is
I bu-[—-l bu+,_. bx1+3

d
db bz, (b) = b" + fn—[—§+{n—|—3 (n +-4)°

of uitgeschreven

+ SheRe ._—*]Jn—'r‘.‘."(;'n.{.](b)

bx'u (b) == b" 711 E: a:n + 'l(b) — m“(b) . . . N . . . . . . (1)
Deze eigenschap zal ons in 't vervolg herhaaldelijk van dienst zijn; wij vergenoegen

er ons echter niet mede, maar vervuldigen weer met b en differenticeren dan naar b. Dan is

d ., d
25 0 g a(®) = (0 1o dbMMM—W+Uw'M“+%m@-

Stellen wij nu de bewerking 0 d? symbolisch door bD voor, dan staat er dus in 1)

[bD] baa(b) = b*+! + b, 11(D)
en in de volgende formule
[6DTPbxu(b) = (n + hfrimet SEL R G b, a(D).

Zoo is ook
[BDYba®) = (n + 176+ + (n - 942 4 04 4 baasa(B),



zoodat in het algemeen
[bD)rbx(b) = (n + 1)p=tor+L 4 (n - 2242 -, 0 -
|- (n 4= p — 2)26rEe28 - (ke p — ) betast o bete b, e (B) L. L (2)

In deze formule leeren wij dus w@,4,(b) nitdrukken in de .,(0) en p afgeleiden.
Zoo is ook
[{)D]ubmp(b) = ([! _E‘ l)u—-lb;ﬂ-l-l -t (]) + 2):1—51 bhet2 __;_ I o _!_
+ (A4 p— 2P0 P2 4= (n + p — 1) brte=t | bete s b, L (D).

Wij kunnen uit deze en de vorige formule x,.,(b) en de gemeenschappelijke termen
elimineeren cn houden dan een betrekking over tusschen de 0% tot p afgeleide van (D)
en de 0% tot n' afgeleide van (D). Alleen in het geval dat p = 01is, levert de eliminatie
niets nieuws. Toch is dit geval belangrijk en wij zullen het daarom wat meer van naderbij
bezien. Voor p = 0 vinden wij

[BD] Do) = b -+ 2282 48385 4. (10— 2P0 - (n— DD b 1 b (D)« « )

Hierdoor wordt dus x,(b) uitgedrukt in a,(b) en n achtereenvolgende afgeleiden ervan,

Dit is van groot voordeel bij de berekening, want

b B, b b
B =145+ gt ugT pt gt

S . 1
en alle afgeleiden leveren termen op, waarin de breuken = steeds met geheele getallen
: : 1
worden vermenigvuldigd. Deze breuken — kunnen eens voorgoed berekend worden en
onnoodig is het dan om zich te begeven n tabellen van pe Wat eerst wenschelijk scheen,

1 :
Ik heb daarom de waarde van — voor eonige geheele waarden van n tot in 10 deci-
malen nauwkeurig uitgerekend: Ter controle laat ik n* voorafgaan :
2 a3 . f Y= . = ‘ 4
11 — 1 ; A = 4 T ; e 27 3 4% — 256 3 O 3123 ;

65 — 46656 : 77— 823543 ; 8% =16777216 ;  9°= 387420489 ; 10" = 10000000000

1 .
111 i o = 0,0000214835 .
1 - ! % '
oo = 0,25 =7 = 0,0000012143 .
1 0 QN7 l A
- =10,0370870370 . . . . ¢ = 0,0000000597 . . ...
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?11 — 0,00390625 %— — 0,0000000026 .
12 0,00082 1 0000000001
BeSiNa . ;101 —

De stip op een einddecimaal wijst aan, dat het cijfer met 1 verhoogd is, omdat het
volgende hooger dan 4 was,
Wij zien nu ook door optelling, dat x,(1)==1,291284977.

§ 14. Was door middel van de formule _
JbD by (0) = b + 20202 4- 3s30% 4. . .. 4 (0 —2)2 0" + (n—1) b*—1 - " - by (B) = @ ()

waarvan wij het tweede lid ter bekorting ¢ (n) stellen, de mogelijkheid gegeven om , (b)
lineair uit te drukken in z,(b) en haar afgeleiden; omgekeerd verschaft ons deze betrekking
het middel om x,% (b)) lineair uit te drukken in z,(b), z, (b),....tot x,(b). Wij hebben

immers de volgende n -+ 1 lineaire vergelijkingen:

[OD] ba, (B)=0+ 2202 |- 3307 -, .. .+ (n—220" 2 |- (n—1) 0"~ - b - bz, (b)) = p ()

[DD]—" bao(B) =b - 2-2 8 43— D (n—2) b2 b1t b, (B) —on—1)
[BD] by (b) = b + 20° + b + ba, (b) — (3)
[OD} bay () =b4 b2 by (b) ' R )
OD] ba () =b+ bu(l) T — (i
[6D]  bxg (b)) = bz, (b) = ¢ (0)
Wenschen wij nu hieruit z, (b), @' (), 2", (D), . .. 2, (D) op te lossen, dan is het nood-

zakelijk om de leden links van het gelijkteeken nader uit te werken. Het beste is om
inductief te werk te gaan en te beginnen met de eelnoudlosten Wij vinden dan

[6D] b, (b) = b%z'y (b) + brﬂ(b)

[bD]”fmn(f)) = 0", (b) -|- 8b%x', (D) 4 bix, (D)
DT b, (b) = bz () 4 6b*x" ((b) -+ T02% 'y (D) +- bz, (D)

[bD bz, (b) = b5, (b) it 100" (D) -| 25b%x” (D) + 1503z, (b) - bx, (D)

[bD Pba, (b) = b, (D) - 1605, (D) 4- 6563z’ (b) + 90b3z",(b) - 31022’ (b) -+ b, (b) enz.

In het algemeene geval [0D]'Da;,(b) hebben wij derhalve een n-term te verwachten
van dezen vorm: |
| [BD by (B) = b1, (0) -+ (2, mbrny D (B) + (B, m) b= () o+ . .. . +
+ (n— 1, n) b%2"y (b) + (n, n) b2, () 4 b, (D)



waarin wij de coeflicienten door (p,n)=de ple coefficient van de ni® differentiatie [6D],

weergeven.

Deze coeflicienten blijken 'nu op de volgende wijze samen te hangen, die zeer regel-

matig wordt indien wij door (1,n) niet de cocflicient van den eersten term, die toch steeds

de eenheid is, voorstellen, maar (1, n)=n of gelijk aan het ordegetal n der differentiatie

[6D], stellen. Hierdoor wordt:

en algemeen

(1,n) =n

@, n) = n + 2, n—1) = jn(n+1)

3,m) =(mn—1)(2,n—1) + (3, n—1)
(4’ n} — ('}1—-2) (3, w:-— 1) _E" (4, N— 1)

(1)
5, n) = (n—38) (4, n—1) 4 (5,n— 1) enz.
(pyn)=m—p-+ 2) (p—1,n— B+ (p,n—1) 2<p=n+l

Bovendien zijn de betrekkingen (n 4 1,n) =1 en (, ) =2 — 1, n—1) 4 1 van gemak.
Construeeren wij nu met behulp hiervan en analoog met den driehoek van Pascal bij
de binomiaalcoeflicienten de coeflicienten dan zijn zij aldus te plaatsen:

(1,7) (2,n)

1

0
]

Ut B U0 DO
S
[ S oy T e B

-1
Q2 D
o

o

[R)
1 O - =

ap

140
266
- 462

15
90
B15(0)
1050
2646

1

31
301
1701
6951

1
63
966

7770

Dl =

)
=)
3025 25 1

Wij kunnen dus alle coéfticienten bepalen en kunnen ze dus algemeen bekend achten.

Wij krijgen dan de bu,(b), b%c's(b), .. .. 6" a,™(b) op te lossen uit deze n -1 vergelijkingen :

b0 (B) - (2, m) b=V (B) - (B, m) b L= (b) 4= ...+ (n— 1, 7) 53-’170"(1)) A ('ﬁ-, 1) b%/o(B) - bio(b) = gp(m)
b= () + (2, n — 1) 0"l =2 (B) +...+
4 (n— 2, n — 1)b%," (b)) + (n — 1, n — 1) ?)2;:1;’.,(5) + by (b) = p(n — 1)

. . . . . . . .

b x" (b) -1 (2, Q)b'*:c’o(b) =}= b;l,‘g(b) = q(2)

b*a' (D) + bao(b) = (1)
by (b) = (0)
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Lo

Waarin
@(n) = bay(b) - 0" | (n — 1) 51 (i 22 1= U L Gt D e Qe=3p2icL ),
De oplossing geschiedt natuurlijk het regelmatigst door middel van determinanten en

elke br+1im (@ (b) wordt dan gelijk aan het quotient van twee determinanten. De determinant

in den noemer is voor alle brtlx @ (h) dezelfde en gelijk aan:

I 1 2,m) (B,n)....(n—1,n) (m, M) 1
U 1 (2,n—1) (n—2,n—1) mn—1,n—1) 1
0 0 1 (n—3,n—2) m—2,n—2) 1
= Il . 2)
| 0 ° 0 0 1 (2R 1
0 0 0 0 1 1
| 0 0 0 0 .0 1 |

‘i-\railt haar waarde is gelijk aan het product der diagonaaltermen. Wij vinden dus

lp(3) @3 3,31
lfp(sz) 1 (2,91
(1) . 0 0 1

‘ ¢(2) (2,2) 1

s ‘ pd) 1]
b, () = @ (0); b2xy(0) = | \ bir,’ (0)= @) 1 1|; b (D)=
p(0) 1

0 0 1
@(0) 0 O]
en algemeen

| (n) (2, n) (Bym) - - (n—"1:m) . (m, ) ¢ 1
l‘fp(’n-—-l) 1 2,n—1) ®m—2, n—1) m—1,n—1) 1

bu +1:Z.'0(")(b) = :
7 (2) 0 0 1 (2,2) . 1
@ (1) 0 0 0 i 1
2(0) 0 0 0 0 1

Terloops zij nog opgemerkt dat de coefficienten (p,n) verscheidene ecigenaardige eigen-
~ schappen hebben, die door middel der recurrente betrekkingen 1) en den QGterminantﬂ)
afleidbaar zijn. Zoo is (1,1)+4 (2 2) 4 3,8)4 ...+ m—1,n—1)+ (n,n) = 2(n, n) — m;

wij laten dit echter rusten.

§ 15. “De herleidingen in de vorige § volbracht, krijgen nog een geheel andere betee-

kenis indien wij teruggaan tot de oorspronkelijke reeks

Lk "1 b la)? a
Via, b, 0) :j (i—) da = w0 (b) - lax, (D) + {ga?— (B) 4= oo AT T (BRI (1)
. b
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Stellen wij ¢ =1, dan is dus

"1 1 bz .
V(l, b, 0):'/ (t) e (B ana E b SR g o
0
x,(b) laat zich dus door een bepaalde integraal voorstellen.
Differenticeren wij V(a, b, 0) partieel naar a, dan is na vermenigvuldiging met a
rlf g \be—1 . ot o T (la)z E(L)a .
ab, (—) d.l, = I (IJ) -—!- l(l-.b--i[!,l) —|- —2 r ;_7;3([)) _+_ ig]_ ;1_;4(1)) —|— a (3)

\ T

g V(@ 00)
da

Stellen wij ¢ =1, dan is

b /1( 1 )br_1dr = (0):

:

Differentieeren wij 3) weer particel naar a, dan is na vermenigvuldiging met «

) a1 f ] z 2 ) )3
i (L) o= () o+ lam® + GF w0+ L @y 1
; ‘ .
Voor a =1 is dus
. o 1 \hz—32
b“/ ( :r:',) dx='2;(5);
0

Wij zouden zoo voort kunnen gaan, maar kunnen ook direct generaliseeren. Wij

stellen dan

~1 a  br—n
V(a, b, n) = a"b" / ( g ) d

0

en vinden partieel naar o differenticerend en daarna met ¢ vermenigvuldigend

a Y (g’“b’ i) vna-'*b‘f. 1( ;’)Lhudx -+ a*b* ‘l(b.r -—n)(i)bz_u_lgd.u = grt1prtl }N(g)”_(“’” dex=V(a,b,n--1).
i 0 [
Derhalve 1is
V(e b n)=atr [ I( > )bx'”dx. — 2(5) 4 Loz (D) - (?!)j Zura(b) - _(g‘[)iq Zugs(®) >0 . (&)
0
waaruit volgt voor a =1
b"fl( i‘)m—” dx = 2a(b) n >0 LR R (5)

0

De a,(b)-functies zijn dus allen bellmalde integralen,
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N ] » ; 1/ b
Differentiecren wij de functie x(b) = [ (1 ) dz naar b, dan is
xr
o
51 ] fr—1 1
2o = | ( ) 1
o €T €L
0
en nog eensg, dan is
r1 ] bhe—2 1 2
li:l)ﬂ ((J) :./ (TI'.) (ZT) d.r
Differentieeren wij n-maal achtereen, dan is
r1 1 br—n 1 W
(1) o el 8 = f &
2, (D) / (.1,) (E:H)da: B o el Al el (D)

L .

Wij zien dus, dat ook alle a(b)-functies bepaalde integralen zijn en dat derhalve de
bepaalde integralen .(b) en a,*)(b) volgens de determinanten in § 14 behandeld, samen-
hangen.

Ten slotte moet ik er, om misvatting te voorkomen, nog eens uitdrukkelijk op wijzen,
dat in al onze formules de n een positief geheel getal voorstelde, in tegenstelling met a en
b, die wij alle eindige waarden tockennen, behalve ¢ = 0. Het geval, dat n geen geheel

getal is, zullen wij hier niet behandelen.

§ 16. Alvorens tot de speciale behandeling van V(a, 0, n), waarvan V(e, b, 0) een
bizonder geval is, over te gaan, schijnt het mij niet ondienstig om het behandelde eens te
beschouwen uit het oogpunt van de theorie der wvoortbrengende fumctic van LAPLACE L1
Daardoor zullen de besproken integralen weer in een ander licht verschijnen.

Wij splitsen daartoe de functie uit § 15, n.l.
@ (n) = @ (n, b) = ba.(0) 4 b + (n — 1) b1+ (n — 2)2b"—3 e e 3n—3p° + 2-2p2 |- b

in deze twee
@ (n, b) = bx.(b) + y(n, b)
zoodat
ym, b =5b"+ (n — 1ybt=t= (n —"2)1 0552 = et 31807 4 2252 4 b

en vangen aan met de bepaling van de voortbrengende functie van (n, b), die wij voor-

stellen door

12 A e
f(, 0 =w(0, b)"i_w(]:b)t_{_"i’(Q’b)m—Fy’(S:b)m+""+’/J(n‘;b);{!"|'--- oo d)

1) Larpace. Mém. de Paris 1779 en Calcul des Probabilités. Liv L
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. - - - " "
en welke functie derhalve de eigenaardigheid heeft, dat v (n, b) de coefficient is van t—, in de
n!
ontwikkeling van f({, 0) volgens opklimmende machten van ¢.
De bepaling van f(f, 0) eischt de kennis van een functioneel verband, waaraan w(n, b)
voldoet en dit wordt gemakkelijk op de volgende wijze gevonden.

Wij differentieeren v (n, b) partieel naar b en vermenigvuldigen met b, Dan is

)Owi?; h)_ nb* - (0 — 121 4 (n— 2P br—2 . .| L gn—0p5 | Q1] 1 b,
Nu is
w4 1,8) = brH1 b+ (n — 1)1 - (n— 23— - ... .. =80 - 2e1h2 - D,
Derhalve 1s
alj} (n ]’) ,”_[_] s
7\,Z;,f._;p(r,'1. +1,0) - bl =0 n =0 of positief geheel . . . . (2)

Met behulp van deze betrekking is f(¢, b) bepaalbaar. Immers

0)(1‘ b) op(0,b) (L, b), , dw(2,0) & b;,;(n b) tr
S e W e
df(t, b) . 2 "
— ._at_..:——'ap(l, h— w2, b)t — w(3,0) 9] - —pn -1, D) A
o s S m;-.',+....+ Gt
! n!

Tellen wij deze drie vergelijkingen op, dan worden alle coefficienten van # nul cn
vinden wij ter bepaling van f(¢, b)

Ofib) ﬂf(t b ¥
o T --/)65‘;;0..........3}

Deze lincaire partieele differentiaalvergelijking wordt opgelost door het stel simultane
differentiaalvergelijkingen
agb = div o df

b =1 — et |
Daaruit volgt ¢, = t - Ib, waarvoor wij liever de gelijkwaardige ¢, = e = bet schrijven,

%, ]
en — df = e"db of daar e"'= %— —df = ¢’y (i—) db,

Dus . Gz—fl‘f (—b‘)flb T i 1)

Nu is ¢ = x(c,), als x een willekeurige functie voorstelt, de oplossing van 3); maar



daar ¢, onder het integraalteeken zit, zou eerst de integratie naar b uitgevoerd moeten
worden, eer men daarin ¢; = be’ mag substituceren, want anders zou b in ¢; meewerken
aan de integratie. Wij handelen daarom beter aldus, dat wij vooreerst in 4) de ¢, in den

grens p van een bepaalde integraal opnemen, zoodat

R ¢ r (1 V
f(t, b) = —/ (:;_3 (..5.) db :j Cbﬂ (b_) db
b

P

wordt en wij aan de algemeenheid nog geen afbreuk hebben gedaan; en ten tweede door

! " p '1 z
f b= e, (r) dz
b
te schrijven, nu veilig ¢, = be‘ onder het integraalteeken kunnen brengen. Wij krijgen dus
als algemeene integraal van (3)
(F(Be) | bt A2
t ’) — (77 i d - - L] . L] L . . L] - L] L L]
D= (e (5)
b
waarin F(be!) een willekeurige functie van be' voorstelt. Het belang dezer handelwijze zal
ons spoedig duidelijk worden. Wij vervormen 5) nu nog een weinig en stellen » = by.
Daardoor wordt
1 -
nb T (Jﬂt‘] et by
Fit, by =10 (M)@ MRS e I e ()
: Yy

1

Uit 1) volgt nu in verband met deze waarde voor f(t, b) dat

-lﬁf}e‘)
I an b et by
y(m, ) =05, y*) dy] L AT e S T )
- / =0
1

Daar echter £ (t,0) in 1) een particuliere integraal is van 6) moet S (bef) in 7) reeds
een speciale waarde hebben aangenomen, die wij nog moeten bepalen,

Wij gaan daartoe over tot de bepaling van de voortbrengende functic ¥(1, b) van ¢(n,b),
zoodat evenals in 1)

] !jl
St =90, el i+ e@ e+ . ... temb)—+ . . . . . (8)

waarin ¢ (n, b) als bxa(b) er in recksvorm in wordt uitgeschreven, deze gedaante heeft:

hnt1 bn—{-ﬂ

w1 maept

@(n, D) =0+ 22>+ 3= .., .+ (n—1)01 £ b+
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Hieruit volgt echter dat

A % ;
h OT%}E’V ), —_ b ._|_ 2?!—1}_')- - 3;1—-'.!,3 u:ﬁ O + ('H;— l)ﬂbu—l __i_ 'N-Z)” __'{__ brzfifl _+_

bn-i—?. bnrl;-:i
w2 e

|
—

SR —l0o) (10170}

Derhalve is
Op(n, b)

b S pn+41,0) =10

het functioneel verband, dat ons weer tot de bepaling van #(f, b) dienen kan. Immers

p 06Y g %) | Re(Lb) g Se@b) & el b)
b Qb ob db 21 I hY/ Tl Iils s
en
Bﬁ t b ’ t_2 :
L (Ot’ )_:—t;ﬂ(l, by — @ (2, b)t — @ (3,0) of Toee—pr+1,0) ?i',. .
Tellen wij beide betrekkingen op, dan volgt eruit, dat
; Q0 (t, b) (L, b)
et I/ TR T
b ot
Daaruit volgt weer
db _ di _ dd
i =105
Derhalve ¢ =¢ t+ 10 =¢, waarvoor wij liever schrijven ¢, = ¢ = b,
De oplossing der lineaire partieele differentinalvergelijking is dus als y een willekeurige
functie is 9 (1, b) = z(bet).
Daaruit volgt, dat
#(0, b) = » (b).
Ter bepaling van de particuliere waarde, die 7 in 8 heeft, lezen we aldaar, dat voor t=0
v (0, b) = (p(O‘, f)),
In ons geval is dus
: 7%(0) = ¢(0,0)
of

1 (be') = @ (0, beh).
Uit § 14 is te zien, dat ¢ (0, b) = ¢ (0) = b (b) is.

Zoodat wij ten slotte vinden, dat

. 1 Lelx
Mmpﬁm@@:wfﬁ)wzmwuwmy

0



38

Eens in het bezit van de voortbrengende functie van ¢ (n, b) volgt nu weer onmiddellijk
dat ’ | .
p(n,b) =0 ,a'i,“tV(l be! 0)} ¢
!- 1ty —_— ‘Ot" s A ] l . . . . . . . . (t_)

Jt=0
Om nu tot de volledige kennis van de voortbrengende functie van y(n, 0) te geraken,
merken wij eerst op dat als wij in (4) van § 15 voor a = ¢’ stellen, dan
12 5
il

, : i
\’ (Gt, b, 'ﬂn) =l ((}) | "TJH'] (b)t --f- ) (/}) - ~f~ Ln+3 (F)) 31 —-}— salaletere

-

Derhalve is V (e, b, n) de voortbrengende functie van x,.,(b) en V(e, b, 0) de voort-

brengende functie van z,(b). Zoodat
X ar.! Fou ;i a:z ~1 ’Gt hy
.’.i"n(b_) — [atu\/ (6, h, O).L_‘n — |:at”; (.1') dljl‘:() oy - - . . - 2 (10)
0

Daar nu wy(n, b) = ¢ (n, b) — ba () vinden wij derhalve ter bepaling van (be’) dat

als wij door b deelen

I - 1 . ;(bgt] 1 a
0" b ( et \by ; a'f { ;/]( 1 )I.‘Jr d [l et \]bvd
. | da =|<—{ef| (— z— | dr
af / i ) 4 =i ot I ( Vi I de=0
1 0 0
) Mk . y . dy : %
Stellen wij in de eerste integraal rechts x = - dan is dz = —r en vinden wij
) 'l - -
= Floe) - . .
au / b } of \byd a.,. } /-' f"( et )J'”, ; /1( B.E ‘)511 ; a,, /Gf( ot )ﬁy E
: ! = —) dy— dy =|s=| |—) di
_ﬂt”v ( Y ) Y {=0 Ot" J .y J y I'g=u 01‘" Y Y 0
i 0 1

Vergelijken wij het cerste en het laatste lid dan is dus in ons particulier geval

& F(be)y = ¢'. De voorthbrengende functie van v (n, b) is dus volledig
h =
=l e 1
f(i',):;](—x)f.v.............()
en
Bl 12
'[;J ('H, )) — )[B‘E"'-/‘ (_;i'__) ‘!t:U - . - . - . N . . A ( )
i

Men kan deze voorthrengende functies als sommen van functie-reeksen gaan behandelen
en door ¢ onderscheidene waarden te geven nog allerlei betrekkingen afleiden. Wij laten
dit echter rusten en zullen alleen nog een enkel woord zeggen over de symbolische bewer-

king der gevonden uitdrukkingen.



VAR ol gl Run D"_! : L
Wij vonden voor ¢(n, b) =0 55‘_(6 V1, bet, O))Lzo - bibt”— (', (])81))J

=0

en kunnen deze waarde gesubstitueerd denken in de determinanten van § 14. Schrijven
" . 0
wij voor de bewerking - SE het symbool D, dan is volgens den symbolischen regel D} e“!f () = et

D, + /(1
o (n, ) = b[D; (¢! V(1, bet, 0))imo = ble! (D + 1 V(1, be, 0)imo = b [(D, + 1V (1, bet, )],y

Dit substitueerend in de determinanten zouden wij slechts identiteiten krijgen
gen.

Werkt men echter in

p(n, bJ — b[Ddt((’tﬂ—'n(bel))]t:n
de a,(be) uit volgens de reeks, dan is

bei{t b_'.!egi “-(-}‘J',}.';f ; (Jlﬁ—leﬂf [)ng(rg+}]f

‘2o (bef) = ¢ + —; 03 - T OO G PRETET T
() ( [ € I" 2‘4 + t’)d + 44 <€ (?.&_+_ 1)n+]_ _l

ar
en wordb ¢(n, b) door den symbolischen regel v (Dy)e* = y () et

¢g(n,b) =25 [6‘ e S A S S e EM_A@("JLH}.E db Z"”“f en+2)t
n1 (n--2)* i | 55

en hier vinden wij dan onze oorspronkelijke definitie van ¢(n, b) terug
g.

§ 17. Wij verlaten nu voorloopig de beschouwing van ,(h) = V(1, b n) en wenden

~l b fz—n Z 2
ons tot V(a, b, n) = a"0" / (J_) dz = 2,(b) + lax, 1 (D) 4 { 2(?— Tnya(b) 4. ... waarin n S0
; !
en geheel is.

Er bestaat nu ook hier een grootheid die stellig grooter is dan Vi, b, w). In § 12
vonden wij dat x.(b) < i""1(e’ — 1). Daaruit volgt dat
P ~ phhn— b‘z(lal’)2 e . b'-! la, 2
Vi b <ot (14 bl + =g L) — oo (L bl SO )
Derhalve is
Va, b, n) < alb*=1(e* —1).

De convergentie van V(g b, n) is dus verzekerd voor elke a die niet nul is en elke
en b die eindig en bepaald zijn.
T * ol A - . v hek ¥
Wat de eigenschappen van V(a, b, n) betreft, zoo vonden Wwij reeds in § 15 dat

AV (a,b,m)

o SINELURR SR G5 5 S e 1)
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Differenticeren wij V(a, b, m) partieel naar b en vermenigvuldigen met b dan is

p V@D _ p10) 1 labetuga (B) 4 L)

E fen AL
Ob b.’:C H—{—;..(b) [Tiecdinie

Voeren wij hierin de bekende betrekking uit § 14

bx'n(0) = b7 + @ug1(0) — ¢, (D)
dan 1s

oV(a, b,n)

b Y2 = b + a1 (B) — (D) 4 la[bF1 - X ra(0) — Tuga (D)] -+
(lar)* ! _ ' ; L , .
0 s g — s O] = D 4 V(o bn ) — Vo, by )
Derhalye is
)QV(OS;},?’_) —'a}br Vi@, b L ) — N (GNDR) s R R 2
Elimineeren wij uit 1) en 2) V(a, b, n + 1) dan 1is

OV(a, b,n) oV(a,b,n) < %

 V@hn _  OGot L Vi bm=atbr o B

Van deze lineaire partiecle differentiaal vergelijking is V(a, b, n) derhalve een parti-
culicre integraal.

i deze vergelijking weer volgens de handelwijze in § 16 uiteengezet op dan

Lossen wij

is dus

db ; da dV

b —a  ahr—V
Daarnit volgt vooreerst dat ab=¢, is en ten tweede dat

Elfi\:—_‘rrd([ . ‘."_g( (7] )uda
a

— a'*brda = — a®
a?

waaruit weer volgt dat

Derhalve is

~flaf)2h g

V(a, b, n) = a"“'l])”/ 7 dz

a@

de algemeene integraal van (3) waarin f een willekeurige functie is.
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: g : a —a
Stellen wij = =4k dan isx =— en dr = -, dy en wordt
i 3/ = .

v

. g \Pr—n
V(a, b, n)_—_a’r*b”/ (y) dy.

a

flak)

De particuliere waarde van f(ab) in ons geval is dus f{ub) = oo.

: s : 7 T D ) r
§ 18. Differenticeren wij de vergelijking o ¥ V(a, b, n) = V(a, b, n -+ 1) particel naar ¢
en vermenigvuldigen wij met @, dan is

2 d 0 =
(062 St + a aﬂ)V(u, b, m)= as, V(a, b,n + 1) = V(a, b, n - 2).

v

Bewerken wij deze vergelijking weer met a N dan is
i o

(L D
P et a;) Via, b m) =Via, b,n -t 3).

O s
Nog eens opereerend met s, vinden wij
li

)2

“(]lJl—i-G'*‘aﬁ-{'Ta"t 'a()\’(b Via.l
1 = W ~— + (* S (a n) — . \
oat da® oa® dat i) (a, 0, n+4)
enz.
Wij zien hier de coefficienten in § 14 besproken weer optreden en kunnen i, el

i k)
Wl -

‘ door uD, voorstellen, algemeen schrijven
da :

.....

[4D.J Vg, b, m) = Vi@, b,n + p) = [@*DE + @, p—1) 7 Di~ - 3, p—1)@?=*Di—
(p,p— 1D aD.,] Vi, b, n).

Wij lezen hieruit, dat V(a, b, n - p) uit te drukken is in p achtereenvolgende afgeleiden
van V(x, b, n) naar a.
Verwisselen wij p en n met elkaar, wat alleen geoorloofd is als n een geheel getal

i, dan is

1

[aD.]*V(a, b, p) = [aD.Jr V(a, b, n)
Stellen wij » = 0, dan is

[aD.]* Via, b, 0) = V(a, b, n)
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Elimineeren wij uit de volgende p vergelijkingen de eerste tot ple afgeleide naar

van V(g, b, n), dan volgt uit
[aD2+ (2, p—1ar 1 D=1 (3, p—1)a? —2D 2. .. 4 (p—1, p—1)a*D.*+aD,JV(a,b,n)=V(a, b,n--p)
[ a?—1D =14 (2,p—2)a*~*D 22+ ... 4 (p—2, p—2)a*D." +aD.](Va,b,n)=V(a,b,n+p—1)

a*D2 + (2, 2) a*D2H+-aD.]V(a,b,n)=V(a,b,n-]3)

==

[ a*D.2+aD,]V(a,b,n)=V(a,b,n +2)
[ aD,]V(a,b,n)=V(a,b,n--1)
dat de determinant die als noemer optreedt denzelfden vorm heeft als die in § 14 (2) en gelijk
is aan de eenheid. Voorts is dus

V(a, b,n+2),1 V(a, b,n43) (2,2) 1 |
S o Ly i

a 0(1» V ((t, b: ﬂ’) = \r(”‘J b:ﬂ'—i_l); a’"a&-j—v(a': b‘.'/n‘): ; a-'i aa:,V(a, Z), ’l'l) — -V(G, ].J’ T "E = 2) il

Via,b,n+1),1 \V(g,b,n+1) 0 1

enz. tot en met
| V(a, b, n + p) @,p—1....(p0—2,p—1) (p—1,p—1) 1 |

V(a,b,n+p—1) 1 (=3 p—2) (p—2p—2)N 1

)
T Vi(a, b,n) =

Via, I;, n 4 3) 1 2, 3) ]:

Via, b,n+ 2) 0 0 1 1
V(a, b, n - 1) 0 0 0 1

Hicrmee is dus de p% afgeleide naar a van V(a, b, n) uitgedrukt in functie van

V (a, b, n 4 1) tot en met V(a, b, n+ p).

& i oV 7
§ 19. Beschouwen wij nu de vergelijking b d(f;%b-’}—b):a"b“ +Via, b, n-+1)—V(a, b, n)
dan kunnen wij deze ook aldus schrijven:

[bD/]oV (@, b, n) = a’b*+! =+ bV(a, b, n - 1)

wanneer wij de operatie ;;,}- door D, voorstellen.
Bewerken wij deze vergelijking weer met 4Dy, dan is
[6D:J*0 V(a, b, n) = [bDb]a*b”f" + '+ -+ b V(a, b, n + 2) en zoo is ook
[BD OV (a, b, ) =[bD,Palb"+'+ [bD:]a’t"+? + a’b'+ -+ bV(a, b, n - 8).



Na p-voudige operatie vinden wij dus
[0D, )0V (a, b,n) = [bD4Jr—1a0* t1-|- [bDs]r—*a’b" +2- . . . - [DDg]a’b*+r=1+ a*b+r-|- bV (a, b, n-+- p)= D (p, b).

Hier lezen wij, dat V(a, b, 4 p) ook uit te drukken is in p achtercenvolgende afge-
leiden van V(a, b, ) naar b.

Stellen wij
[6Ds]r—1a’t"+1 - [bDy]*~ 2’0 +2 + . . . - [6DyJatbr+r—1 1 gPpr+e — YA D, b)
en ontwikkelen wij de operatie
[6Ds)r = 0rDry - (2, p—1)br= D=1 4= . ., - (p— 1, p—1)b2D2, 4~ bDy,

dan is, daar
D21V (e, b, n) = [5D% - pD=11V(a, b, n)

dus, volgens den regel van LrmNiTZ
[bD bV (a, b, n) = [?Drs 4= (2, p —1)br—1DF=t ... + (p— 1, p — 1)*D?, - oD, 16V(a, b, n) =
= {ortDry+-[p + (2, p— 1)]rDy = 4-[(p— 1) (2,p— 1) + (8, p— 1)]or—Dyp—2 1 .. . -
L [2(p—1, p—1) + 176Dy +- 0} V(a, b, n).

Passen wij hierop de recurrente betrekkingen uit (1) § 14 toe, dan wordt dit:
[Dy]e0Via, b, n) = [rHDg? -+ (2, p)orDit =1 + (3, p)br=Dyp =2 4 . - (p, p)b2Dy, - U]V (a, b, 1) =
= ¥(p,b) + bV(a, b, n+-p).
Zoo is ook
[0D. ]~V (@, b, %) = [b Dy =1+ (2, p — Dor= D=2 - .. (p— 1, p— 1)12Dy, - ]V, b, ) =
= P(p—1,0)+bV(a,b,n+p—1)

(6D 120V (, b, n) = | 03D2, - (2, 2)b*Dy 4- 0] V(a, b, %) = (2, b) 4 bV (a, b, n |- 2)
[bDy] bV (a, b, 1) = [ b*Dy - b] Va, b, n) = (1,0) -+ bV (at, b, 1 -I- 1)
(0D 12V (at, b, n) = 0] V(a, b,n) = ¥(0,b) -+ bV(a, b,n)

Lossen wij hieruit V(, b, n) en hare p achtereenvolgende afgeleiden naar b op, dan is

de determinant in den noemer weer gelijk aan de eenheid en voorts is
(1,0 4 bV(a, b,n +1) 1

_ o e
bV (a, b, n) = bV (a, b, n), daar (0, ) = 0; b* Sh VG =
00, b) 4+ bVia, b, n) 1



44

Wp,b)  4-Via,b,n-t-p) 2,p) (p,p)

I‘!I' — T | 1
V2, b) 4 bV (e, b,n+2) (2,2) 1 Hp-1,5)+0Vebnt+p-11 (p—1,p—1)

] 02. | \ bp . . . . 5 S - ; . . . < S
. Via, b,n)= |1, b) - bV( 2 - n bt —V(a,b,n)=|.

) Ob*\ a,b,n) (1,b)+-boVia,b,n+1) 1 1 ¥(411 bt MPK (a,b,n) Vo B V@ hat? 029
#10,0) +bV(a, b, ) ORSIRE 1,00 +bVig,bnt1) 0 1

[0, 0) -+ oVia, b, n) U

Hiermede is dus de pP afgeleide naar b van V(a, b, n) uitgedrukt in functie van

V (a, b,n) tot en met V(a, b, n + p).

§ 20, De voortbrengende functies van @(p,b), V(a,0,n -+ p) en ¥(p, b) zijn weer

gemakkelijk te vinden. Zij
Ot b) = (0,0 + P(1, vt + L2, b)—é} iy 4 D(p,b)— e

de voortbrengende functie van @(p, b), dan is, daar
®(p, b) = [LDu}b V(a, b, 1) , [bDs] D (p, b) = [bDY+V (@, b, m) = P (p-+1, ).
Derhalve '

QIR
b 3% D(p,b) —DPp+ 1,0 =0.

Daaruit volgt dus, dat
Ol N
— O (¢ ——=— () (¢ —i{ )]
b o O(t, b) 5t A(¢ 0) =0
Deze vergelijking komt overeen met de particele differentiaal-vergelijking voor ¥ (t, )
in § 16, zoodat ook hier @( b)= X(be/) waarin X een willekeurige functie voorstelt.
Daaruit volgt echter, dat ©(0, ) = X(b).
Om den vorm van X (b) in dit geval te bepalen, merken wij op, dat
600, h) = DO, b) = bV (a, b, n).
Dus
X () =bV(a, b,n)
en derhalve vinden wij
O(t, b) = be'V (a, be', n),
" waaruit volgt dat

A st
Dl )L()tr Gt t=0

Zij, ten tweede, de voortbrengende functie van Via, b, 7+ p).

; . i i
N (a, b, 1) = V(a, b, n) + Via, b, n + Dt + Via, b, n -+ 2) o 4. ooV, b, 0 p) 5l +....
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la)® .
1 - 1z+2{b) —i‘ TE=

dan is daar V(a, b, n) = 2. (b) + laz.s1(b) [— v

V(a b J.’ e ,Eu(b) ‘} Z”IH b1 Il)) —|— 3! 'ln-{—" (h) T

i : : (la)?
’_l t[sbn-}-] (b) . l({;fUuT‘E'b) 3 z[ x.vl-[— (b) “l" P .]
e I st l ’“
o1 LEn+2(0 AZn+3 (D) - - Lnuts (D) - ..] + enz,
Dus, daar de reeksen absoluut convergent zijn
Nia, b,t) = Ve, b,n) 4 lu Viet, b, n - 1) - - (laﬁ Viet,b,m +2).
Voeren wij de integralen
V(e b, n) = erb» / 1( et‘)w—”dm
a \'-75
n, dan wordt
L e Bt st el —1 ey la 2 6! —32 \
W(ﬂ, (), f) et ] 6/ (ﬁ,) 11 - bedla (l) l f2e 2t (23 (.’E) e [d.l!
e 1 ppt\ bi—n ' h2 U"(ZCL)E [)39532 3
— enth ; (,,) ll—l— balo -|- o +— S(Ia) o o g(i.’x.

0
Derhalve is

1 aty bi—n
(4 -1 acﬁ br—n
) — il hn i & — ;
N (a, b, i) —e b f (.r) Ty = (,xr(mbuf ( ) dr — \"((w‘, ?), n).

s

;j J
Daaruit volgt, dat

V(a, b, n + p) _[ - V(aet, b, n)J

=l

Zij, ten slotte, de voortbrengende functie van ¥{p, b) celijk aan

AL = PAL G 5 Mk l)) 4+ ¥(2, b)21 e e + W(p, F))p]+""'

dan is, daar (p, b) = D(p, ) — bV(a, b, n 4 p)
oL F(t, 0) = O (1, ) — b N(a, b, 1).
Derhalve is

- a1 a lety—n

f= — qnhnant P, i pn

~(t,0) (»cfj a*bre (y) dy — barbre fﬁf

u

br—n

SILfpy ]
ac
( -] d.

\

@ . dx
Stelt men y = 3 dan is dy = g wordt
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el

wet j b \De—n
F(t, b) == barbre | (”f ) dz = bV (aes, b, n).
of 1
1

Daaruit volgt dus, dat

=0,

-\n et |
P(p,b)y="0 }gﬁ, Y (ae', b, fn.)J

Wij zien dus, dat de verschillende voortbrengende functies, die wij behandelden, zich

allen tot V-funecties laten herleiden.

§ 91. Tr zjn nog eenige formules, die soms nuttig kunnen zijn bij de numerische

berekening van waarden van V(a, b,n) indien @, enn in getalwaarden gegeven zijn.

Vooreerst 1s

"1/ o Lr—mn L ) 1 hr—n b /LA(Z‘U).. :
/ () eedy — anb / (,U ) ]l bl - — ok dx.

A
\

M1 oy he—n
: ac\” _
V(ac, b, n) = a”!;’f(:"f ( ) dr— olb%
i
. ! J

0 0 0

Derhalve is

(le)2
Viae, b, n) = Via, b, n) +1cVa, b, n4-1)+ C) —Via, b, n 4+ 2) 4 g: Via, b, 1n-1-3)

welke formule ook direct uit de vom-tbrengendo I'unctie van V(a, b, n -+ p) is neer te schrijven.
: A . c s Pl v
Daar Via --¢, b, n) = Vi [1 -~ El, b, n), vinden wij dat

Ci ‘1‘

i/ V(ﬂ bin+2)+ 4, |[ 2 1— Q]:‘V(a,h,n-‘--B)}... (1)

Viag-+-¢,b,n)=Vlia,b, n]—‘—l——a V(a b, 1] 1)-;— ”

Ontwikkelt men V(e = ¢, b, n) volgens het theorema van Tavror, dan is

5|

A\ hE o
Via | ¢, b,m)=V(a,b, n)-rc Vfa b, n)--- f ‘,Vm b, n)+ 3[ 3 Via, b, 1) . (2)

Mierin kan men de determinanten uit § 18 gesubstitucerd denken en daardoor op
andere wijze V(a4 ¢, b, n) herleiden tot een functie van Via, b, n), Vi, b, n -+ 1) enz.
FEveneens door middel van Tavror’s theorema vindt men

- . , . e ¢ of G R - .
Via, b+ ¢, n)= V(a, b, n) 4 ¢ MUQ, b, n) |- 91 -D-D—EV((:,. b, n) - a1 3 ,\(a byn)-- . . (3)

waarin men ook de determinanten uit § 19 geplaatst kan denken.

, ’ i \
»rcn-(.b + [:} = Lrh(b) —f' C‘rr;!.'.{b) —i : 'gr CC‘”N(b) =1

volgt hieruit door a =1 te stellen.
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a1 g T ¢ = s . .
Werkt men V(a, b ¢, n) in de integraal uit, dan is

"1 br—ntcr il —
; a : ‘ 1 bx—n «
V(a, b +c, n)=a™b + ‘”}'/ () dz = a™b |- c¢)” / ( .a ) et dr =
[ o/ ‘L
0
1 br—n :
N K a a 2y 1\ 2 A 3
=aptor ()] |lpen p SR O pay, g
| \x l x 2 1B\S !/ S B x s G
0
Ty ] hie—n, il | bn—n— Con "
o @ a \vr—n—1 | Sk by e X
- aﬁ(b ¢ / (_,:) dIE* ca ( ) E.ﬂ:_ d{[-"l" C (L_ 7(33 T—n—2 Z”’ 2 l
] \z o A x 21 i Tl oac
0 0 i'] E

Stellen wij

("1 be—n—p ) -

" a\? \r
e | e . p: . - . A7 = 4 i
Aa, b, n,p,-/ (—, ) (z%) dr, dan is, daar A(a, b, n, 0)= - (t, b, n)

o 4 anph
'\f"(- h--eon) = a(h - o) A by : 5 r',"z{:}',2 g C'Ja_:_t
CAD BV =103 O {Mﬂ’ by, 0) =+ cala, b, n, 1)-- —op Ma,b,m, 2) - oy 4, 0,n,8) 4. L[ (4)
V((!,, f}—{—-t-,fn,
Stellen wij e = ¢ dan is dus - T de voortbrengende functic van Lt )

naar p.

Zoo blijkt het ons dus, dat zoowel Vig - ¢ b+ : ) , ]

J AL , dat zoowel Vi@ +-¢, b, m) als Via, b+ ¢, n) als Via, b, n--p) zich
laten opbouwen uit V(a, b, n) en afgeleiden.

V(a, b,n) zelve wordt opgebouwd wuit x,(b) = V(1, , n) volgens (4) § 15,

x.(0) 18 dan weer door middel van (3) & it @ 7 Tl

{0) s P ) § 13 it 2,(0) = V(1, b, 0) en afgeleiden to be-
palen, zoodat al onze ontwikkelingen beschouwd kunnen worden als te steunen op de

fundamenteele integraal

. 171\ b b b pe
%o (0) :] (Q,) dz =1 92 "L"S:s ar 44 F 55 S OGO S0
4 ;

Stelt men bz =y dan krijgt men dezen uit een mnemotechnisch oogpunt misschien

verkieglijker vorm:

b\ LSRR T SR 1, 5
/ (3‘/) dy =1 _I_QQ Iy 3571 44 T 56 U G0 e =S U],
1]

Als tweeden grondvorm vonden wij dan V(a, b,n), die als een resultaat van de com-

binatie der reeks

P2

S e )
= e YR ey ek

met x,(b) en hare afgeleiden kan worden beschouwd.
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Zoowel x,(b) als e zijn absoluut convergent, waardoor ons hun onderlinge verwerking
mogelijk werd.
Wij zullen nu in het tweede hoofdstuk dezer afdecling eenige integralen bespreken,

die met V(a, b, n) verwant zijn of er toe kunnen worden teruggebracht.

TWEEDE HOOFDSTU K.

§ 922. De cerste integraal, waarvan wij zullen aantoonen dat ] in funetie van
V-functies kan uitgedrukt worden, hebben wij reeds in de vorige § ontmoct en stelden haar
voor door

Al b —n—p d
).(a,b,n,p):/ (“) }{Za)?dx R Y e O TR (1)

x '
0

p en n positief geheel of nul.

Wij gaan haar particel integreeren. Dan is

| \ br—n o P11
Ma,byn,p)= @ (f) (a, ff:) LT‘HWXG’, b,n--1, p)-+-pila, b,fn,f[l,phﬂl)——a.bl(a,b,n,p_}_l)—(_ln—{—p)i.{a,b,w,,‘p)
of
(n 4 p -+ DAa, b, n, p) = &7 (la) + abi(a, b, n {1, p) +plla, b,n -1, p—1)—abila, b, n, p-+1).

Dus
abl(a, b, n, p -+ 1)y =a'==rlay |- abia, byn -1, py—n-1-p | D, byn, p) - paa, 0, n - 1,p—1) (2)
Hierdoor kunnen wij de 2 met p-I- 1 verlagen tot een uitdrukking, waarin slechts 1's
] i g g
met p en p—1 voorkomen. Zoo 1s voor
p=3  abi(a,b,n,4)=a’"3(a)’--abila,b,n+1,5)—(m+ 4 ila, b, n, 8) -+ Sila, b,n-+1,2)
p=2  abila,b,n,8)=a"~"2(ay | abl@,b,n+1,2)—(n+ 3)Ala, b,n,2)+ 20w, b,n-1-1, 1)

p=1 abila,bn,2)=a""a) +abila,b,n-+1,1)—n-{2)1(a,b,n, 1)+ ila,b,n4-1,0)

ne—=ORN 0 OO D Sl e abila,byn—+1,00—(n+ 1) A(a,b,n,0)
. B Via, b, 1) . : -
Daar A(a, b, n, 0)= - {zw; 2 is, vinden wij dus

a" Py (a, b, n, 1) = a'b* + Ve, b,n - 1) — (n 4- 1) V (@, b, n).

a2 2 a,b,0,2) =0l ad o —(n-2)a’b" + Via,bn+2—(@n+3)Via,bn 1)+ (n--1n4-2)Via,bn) enz.

De i(a, b, n, p) is dus uit te drukken in functie van V(a, b, n - p) tot en met V(q, b, n).
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Differentieeren wij 4(a, b, n, p) partieel naar ¢, dan is

A\

O} 14 f,) n il | a be—n—p—1 ]  \ 7 kY \Nbz—n—p p—1
BB [l (& 200 Vi (2] L
{4 ; x, €T oo g : \ T ‘ a

A

Derhalve is

0% (@, b, 7 )
o

G

= abi(a, b;n +1,p) — (n+ p)2(a, b, n, p) -+ pi(a, byn 4+ 1, p—1) .

Differentieeren wij 4(a, b, n, p) partieel naar o, dan is

.

oM (a, b, n, p) (1) q \le—n—p—1y 4 \#t!
b__..,i D.L_—--—:(rh/ - (l : =abi(@, byn,p+1) . . . . 4

\

Ar

Substitueeren wij 8) en 4) in 2j, dan is na kleine omzetting

(e, b, 1, P)
AU
da

0 (@, b, 1, p)
—b——~——=labnp—arp . . L (5)

Dit is de lineaire particele differentiaal-vergelijking, waaraan 4(a, b, n, p) voldoet en die,

als zij op de wijze in § 16 aangegeven wordt geintegreerd, tot algemeenc integraal heoft :

1 \eh—n—p "
2(a, b, n, p) ::/ ((:J F(E & )} dx

J o ‘.c
7 (at)
waarin f(ab) een willekeurige functie voorstelt, die dus in ons particulier geval gelijk o is

Zij L(a, b, n, t)= i(a, b, n, 0) + A(a, b, n, 1)t A(a, b, n, 2) ; 1A, b, n, 3) ,i“l ak
a k [ 3

de voortbrengende functie van (e, b, %, p) naar p, dan vonden wij reeds in de vorige § dat

Via, b - i 1)
(1

Vi (o Dok, v i == @bty SO ()

waaruit volgt, dat

t
Ay V(a! b = "a’ y ?'l)

A (a‘i br n, ])) = bt.’?- ___(_d-l;:}: if)n = Sy NG SRS SR (7)

F=10
Wat de convergentie van de reeks L(a, 0, n,?) aangaat, die bij de vorige voorthren-
gende functies niet besproken behoefde te worden, daar zij bestonden uit termen, die V-functies

i

waren, vermenigvuldigd met <7 o die dus convergeerden daar V (a, b, n) < a1 (¢’'— 1), 200

kunnen wij hier het volgende opmerken.

=1
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| r oy A hr—n

‘1, br—n ; \m
5 a \ i o) 4 I B 14
Daar in 2(a, b, n, p) :/ ( : ) La [ ) dz de ( z) en (a l ;) eindig en continu zijn

; T i \ & \ -

;
) \b.:-—u ]

tusschen 0 en 1 en( | voor z = 0 tot # =1 overgaat van 1 als n =10 of 0 als u >0
&

\

tot @'~ zonder teekenwijziging, is
%18 g
| ! 19‘ a \? 1/ a br—in
Ala, b,n,p)=|==¢ dx 0<9< 1
(0, mp) =, ?,)j (ﬂ;) <

Dus
9 a\ Va, b n)
;" (a? b! 72’1 })) — (a Z ’Tr} ) B a“bﬁi n
Derhalve is
A ?9. a\’ bt 66_ 1
Ala, b, n, p) < (El?’}) art e

Dus
v 9 2,09 2 G2 - i
L(a, b, n, 8) < ~V(i;-§,ji)-[1 + -i': J-§—+2t !”a._, (J 3) +-;‘zb,‘-- (lf})“ ... J
of
E ¢3
D L) (E) 0<i<1
b ]

De convergentie van L(a, b, n,{) is dus verzekerd.

93. Ten tweede zullen wij een integraal bespreken, die wij voorstellen door

i br—n
w(a, b, n, p) = j (@ - bx)r (%) dx p en n geheel en pos, of nul . . . (D)
0

De eenvoudigste reductie is deze

1 bz—n
pwla, byn, p) = [ (@ - ba)r— (a -}- bx) (%) de =aula, b,n,p—1) -|- abu (@, byn-+1,p—1).
o

v

Dus !
wla, b,n, p)=apla, b,n,p—1)+4-abula,b,n+2,p—1. . . . . . . (2

Wij vinden derhalve voor

p=39 wu(a, b, n, 8) = aula, b, n, 2) +abu(a, b, n+1, 2)

n—2 wla, by n, 2) = apla, byn, 1) 4 abula, byn-+1,1)
p=1 wla, b, n, 1) = apnla, b,n, 0) +abula, b, n+1,0)
Via, b, n)

is u(a )=—2
NLI 18 ‘N((C, b, n: ) anbu



Dus

abip(a, b, n, 1y = aV(a, b, n) + Via, b, n-- 1

@'V ula, by n, 2) = a2V(a, b,n) +2aV (a,b,n 4 1) - V(a, b, n 1- 2) enz.
Differentiecren wij u(a, b, n, p) particel naar ¢, dan is

l)“(“a b, n, P) & 7 a \de—n 1 s
= Da’_ = / s S L () Gty / (@ + bx)r (b — ?a)’“’—ﬂ—i(ﬁ") 1 dx -+
i i / oz

0 0

‘)6.:—;5

o1
= pula, b, n, p—1) - L / (@ bxyp (@ |- bx —n — a;(

0

dr =

1 N+
= pula, b, n, p—1) - = uay, by, pJ-1)— VZ:—I"_ Z wla, b, n, ).

Derhalve is

Qu((t, b, 1, 1)
a - -

f&rgzap,u.(_cz,b,ﬂ,j)—])ﬁ(_n-f—r:c‘}‘u[r.z,b,-n,p)+;z(r;a,b,n,p+1) SN (3 )

Hierdoor reduceeren wij u met p - 1 tot u’s en afgeleide naar « met p en tot x met p— 1.

Oula, b,n, 2)

Voor p =2 5 = 2aplat, b, n, 1) — 4 a) u (@, b, n, 2) - pela, b, n, 3)
u(et, by n, 1 :

voor p=1 a et Dé— ) au(a, b, 7, 0) — (n - a) u (@, b, n, 1) - u(a, b, n, 2)
e, by n, 0 A .

p=0 geeft a (JL_M —):,u(_a, byn, 1) — (n--a)u(a, b,n,0)

Wij herleiden op deze wijze pla, b, n, p) tot p' tot en met 0% afgeleiden naar @ van
Via, b, n). Differentieeren wij partieel naar 0, dan is

oula, byn,p) {

"1 ' " br—n L br—n
ket ik BN o == / pla 4 bx)ﬁ—la:( ) dz - [ (- ()x)ﬂ(—(_-z-) zl @ dx
\ U

0{) LU ol 4
0 0
. A br—n—1
_‘\“Wr b, p) = pau(a, b, n l,p—l)—i—u/ @ -{—b:c)f’(a) I A S (4]
ob : -~ Vg @ i

1]

Wii zien hierin een nieuwe integraal verschijnen, die wij echter ook kunnen elimineeren

door middel der betrekking, die wij vinden door de volgende partieele integratic.
1 = | ; s ( \br—n
—_—— ~ by — 1L hr) —
lay by p) = [ (@b () da+ by
0

(@ 4 ) (i)“_” ; —(p—1 }

A

a1 br—n

1
=" (Cl-i—f).’.{})P_l(i) dw -

0

1 i[ ‘e irte—m( ) =z —L/‘Eaer:v)P(-fz-‘)h_h Thoay -
0

\ & &£
0



1 L ar , . .
= (@4 brat-— — |-——| —@—ula,byn,p—1) -
b h n="0

n 1 dumabn—1,p)
- ety b, 2, ) — (”m byn—1,p)— = 30

-+ pula,by,n,p—1)

als wij (8) invoeren en in aanmerking nemen dat als 2 =0 ig, het lid tusschen vierkante
haken moet worden toegevoegd. Hieruit volgt dat als wij n—1 door n vervangen

. Opla, b, n, p)

N =(f£-—|—Ff)-”f!-”""—{(ﬂ’"‘ﬁ+1_0—(’}1-|-I;I,!.L(GJ,D,?'Z-,]))—I—ﬁ!b,fl(tt,b,J?,-E-1,})—1). e (5))]

Om de particele differentiaal-vergelijking te krijgen, waaraan wla, b, n, p) voldoet, inte-
greeren wij partieel op deze wijze

bx—n

he—n “
;:Iabn,p)—:fm—i—bmf‘( ) ‘—'p ”L(G+11r)flb( ) dx -

1 br—n—1 1 he—un ,
-+ [ (@ -+ Dae)y!(hie —n) ( a) (”’ )dr—— [ (o - b (_ar, ) bl @ Ay =
. xZ T &< Y
0 ]
=(a-+bra—"— [a?’“ — pulet, by 1, P) - appda, by, p— 14
n41—0
( ldear: - s e A e
4 wla, byn, p -+ 1) —(a -+ n) pula, b, n, p)—ad [ (@ -+ bx)? (b) JIU dzx.
! : :
Substitueeren wij hierin 3), 4) en 5), dan is
Ou 1, 0,1, buubn )
(@, g ALyt 2] ) = (1 — np)u(a, b, 1, p)— (1 — p) (@ 4-byat=2+ (1 —p) [@#+us1-0 (6)

Daar wij n steeds positief geheel denken, kan het lid tusschen vierkante haken in dit
veval wegblijven. Stellen wij de voorthrengende functie van u(a, 0,n, p) voor door
2

M(a, b, n, t) = ula, b, n, O) 4 ula, b, n, 1)t + wa, b, n, 2) —f;-,— o e

dan is blijkbaar
~1

brx—n
M(a,b,-n,t):/ e‘-““f”(i) QSRS R RS S S S ()
; :
Zoodat
a‘u a hz—n
Iu((z,b,n,p):[mf glat! ]t(.l.-) de , 9 9 a ool (8)
0

Wat de convergentie van M (a, b, n, t) aangaat, kunnen wij opmerden, dat daar

1 a bae—n

w(a, bynp) < (a-+ by /' (I) dx.,

0
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Dus a fortiori

i
(@ by, p) < (@0 (@ —1)..
)
Derhalve is |
”’f:—u. o ‘ .
BI ((l, l’), 72’7 t) < i h (C"‘ —_— 1) (] + (” “I" l’))t ((1. =S Z}) Ozf : ((L 27t F))‘ 3-" E ..... ).
Dus
]\T (a, F): n, t) ,:: aDAu c(a-{-h}[ cl;_l.

§ 24. Wij gaan nu over tot eenige belangrijke substituties.

b
s f bae—n 1 -1 nd-2 o
2, (b) = b / () dri—= bﬁ 4. ki 4t G et
d T n41 m+2)2 " (n+3P ' (4% ARSI
Dus b= ia stellend
! : ~1 a a:’. b : o
(igr) " @, (1) = j glezsn o (la,—@( PERER E ! I a” at
92 il o + o —— - =
; n-+2)% (n44) (n--6) ) (?H? 1) (n+3)° | (n--5)°8
Nu is
1, )
] gési=miz do— / o ( cos (a - ) + i sin (a 2= )} dz.
b b :
Derhalve is
1 1 2
[ " Cos (cws l—‘) i== ’—rl q= _% b _j&:: U (1§ |
(] H "N - (??, 1 ;_)) (n -i_':})-) (](1"*"‘7)‘ ..... (1)
ell
1 I
a a3 A 7
arsin (awl” )d'r— : ko Y
/ ( 22 4 T 6 e T 5o (B

0

z\7 . Y . "
Termeniovuldiet me c ; - : - »
Vermenigvuldigt men elk met a en stelt men ax =y, dan krijgen zij deze gedaante

j.a(y) o (JJ )dij (1 - 7(13 'J_l— r.r'3 o [a(,/)usln (Jl )dy '62 at o 1,8
- — RTE LENG e —_— e S dia £
/ @ n-+1 m+3)* ' (n+-5) - 7 (n+- 2)2 (n-~~1)*‘ - G)ﬁ—..(s)

De convergentie is evident,
Daar cos (iz) = c¢hx en sin (ix) =ishw vinden wij door in (1) en (2) ¢ =1ib te stellen

flm"ch(b .’cl-}—) dx=— —1 £ an bz_k i, bt ] (o}
. x n+1" (43 T 5 T (n7) SRR R T (1)
en
rl ! 1 b b3 Z)"’ 7
atsh\bal )d:;z ol o b
/ ( o L (?L"*‘QJ“ I— (Jl __,‘F__ 4:)4 I (}a + G)(, (}a’ 9 b)b ‘I_ ----- . (5)

]



Stellen wij ter bekorting

A il AP 1
f X" COS (a,u’ ) dx'— ¢,(a) en f 4 sin (n.x:l- L) dz —=s,(a)

/
.

i} 0
dan kunnen wij schrijven
x. (i) = (ia) [ea(@) +isu(e)] - - - - o o . . . (6)
Nu volgt uit de grondbetrekking der w-functies b, (b) = U -+ Xypr () — (D) 1iE§ 13, 1) dat
fax’', (i) = (ia)" + e (1) — 2. ().
Differentiecren wij 6) naar «, dan is na vermenigvuldiging met «
. iz, (in) = n(@a) [c, (@) + s.(@)] 4 Ga) [ac’ (@) + ias’(@)].
Substitueeren wij deze betrekking en 6) in de vorige formule, dan vinden wij na
scheiding der complexe grootheden
m+De, (@) +ach@=1—aspnl(@ . . . . - . . .« = (7)
en (e 1)s, (@) L ash(@)=aceri(@) .0 a0 o e (8)
Deze betrekkingen stellen ons in staat om ¢, 4(a) uit te drukken in s,(¢) en afgeleide
en om spei(@) uit te drukken in efa) en afgeleide. Wij kunnen natuurlijk ook deze betrek-
kingen weer zoo gaan bewerken als wij vroeger met x,(0) deden en zoo tot uitdrukkingen
komen voor ¢,4,(@) en s,.(a). Wij laten dit echter aan den lezer over. Alleen willen wij

nog opmerken, dat, daar

i \ ' ~1 2
A= -——/ antl sin ((:;{:Z 1) l-l— du; ¢'n(a) =— f an+2 cos (cz.‘m’! l) (Z —1) dx
! VT R ‘, 2 I\
0 0
i . 1 1)\» - 1 'S
¢'"u(a)= / gt sln(rz;‘cl:) (Z-- ),d’;‘{f; C”n(a):/ 214 cos |aal — )(l {) da
. & Ha / & &

0 ' 0

derhalve voor p=1,2,3....

.1 2p—1 1 1\2
A= (a) = (—1)7 / 2" +%—=1gin ((!.L'E ]{) (Z-l ) den c(gf’),,(a,):( —1)r ; ot cos ((("{fl- }) (Z ; ) dira(J)
4 i X ! X 1y
0 i

7Zoo ook 1s

r1 \ 1 \2
) = f 2+ cos (a.ccl%-) lett g G A == { a2 ein (m;z i) (l {) du
p @

0

A

~1 A \-'3 ] | . 1 1 4
s"(a) = — / RGOS (a:cl%) (Zt—) dx; §(a) = / artt sin ((r:z:l ;f;") (l '(:) d.
D‘r L \ 4 (.) (574 L

Derhalve is voor p—=1,2,3 .. ..

L 1 1° 1 2—1 rl 1 1 7 2 :
&=, (g) = (— 1)+ f A heeslicod (a.:‘l = ) ( [ ) dx en @, (a) = (— 1)?’/ a2 sin (u:z.’ZT) (6 ) dx. (10)

0 ]
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Stellen wij ter bekorting

i L

r'l 1 il /
/ 'fUn(‘.]i.((l ! 7r)d:r;' = G (@) en [ wash (a :c;ﬁ;lj) dx = 3, ()
; :

don is o, (in)=G(0) en s(in) =48 (2), dus c(ie)=—i6@) en 3 (ia)=%(0) (1)
Stellen wij derhalve in (7) en (8) voor ¢ in de plaats iw, dan vinden Wwij

(-1 (a) - at, (@) =1 + 7.2 (7 ) SO L (12)

(n+ Usi(@) 4 as.(@=ac(@ . . . . . . . . . . . . (13)

Differentieeren wij de betrekkingen [1) herhaalde malen naar ¢, dan is voor F=1 2R3
=) = (— Ljric,* =" (a); ¢, (i) = (— 1pe,® (a); 5,0V (ia) =

= (— 1)pH8 V(@) 5% (a) = (— 1@ . . . .. .. (14)

Stellen wij nu in de formules sub 9) en 10) voor « in de plaats i« en passen deze
formules 14) toe, dan wordt met inachtneming der bekende relaties cos (ix)=clux en sin (ix) = ishu

en, wil men, van ch/(x) = sh(x) en sh'(z) = ch(x).

(2 ; 2p—1 y 1 1 “ (2 : 2 1 1 &8
G (@) = [ shlaal (1) des @@= ""*”“”"(a.uz-- )(l ) dz. (15)
T €L | i £
0 0

. £

[~ i 1 1§ i /(@ Eirr, i 1 1)\2%
D21 (@) = / a2 =1ch| axl - )(E _ ) dz; ‘$.2(a) :/ a2 sh Kﬂ:‘cl )(l ) dr . (16)
x T T o

(B

Werkt men in plaats van met den hyperbolischen sinus en cosinus liever met de

expliciete e-functies chie =4(e"+e7*) en shu=}(¢'~—e~*) wat misschien hier niet onge-

wenscht is, dan heeft men eenvoudig in de genoemde formules te substitueeren
1 —ar ar ] l ‘ .
ch m;d—b =3 @ “+4a*) en shlawl—| =4 (@ —xv)
& i

waardoor de integralen eenc iets eenvoudiger gedaante aannemen.

Resumeerende blijkt ons dus, dat naast
bz ba i b4 br. f‘b'b‘J:
FJ.’U(){I)) =0 'i* 92 + 93 i 44 + §, '[' e :] (—.‘U) dx
0

gesteld mogen worden

b b 33 b 7
beo (D) :j CO08 (.l'l _}U)d:}; :b'ﬁéﬁ'i — -E;&_Tb_{ o

0
€11

E e b Gl ;
5o () :'/ sin (:ul/c) dw = pa— it 65— 89 2T
0



n tevens

b b b b b
be, (D) :-/ ch (mlﬂ_)rkr — b 53 - a5 - 73 + ...,
0
o r i ht bb [
bs, (D) _, sh (;Ill-r)d..r: = b2 e -1 6 ¥ gs Rt h:

0
als fundamenteele formules, waaruit ¢,.; (D), Cutp (D), Sui4p(D), Supp (D) €n afgeleiden kunnen

worden bepaald.

§ 25. De tweede substitutie, die wij op

:ru(b) s rl ]. be—n g ]_ IT) b‘)‘ q
0 4/ (]) dr = e 3F (}b 1 ‘3)3 e Rt L (1)

0

gaan toepassen, is b=¢*. Dan words

i 1/ o i 2idh
e [ s D B e
ping ] \ax) nd+1 " (n+2)2 " (n-f 3P
L
of
(61 -41(1‘)-“”S ¢p—n+tasing T 1 | cose , coslp ' ?.( sin (AL sin2p |, sin3p
o =) e “nt1 @r22 ! @+3p T\ 22 (n4-8) (-t T

(Of &

Scheiden wij tot reéele deelen, dan is

A |  COS (h—nt I 14, 1 oS CO" 2 cos 3m
/ ( cos |zl ~ sin (;J dr=- "~ + o SR 2 2y .. (B
o\ |z _ n+1 " (md-22 " (n 3y (n-4)t
[}

AR | sin P ‘=i11 L 2 sin S sin 4o

sin 5 SNSIN | Lt — — T : L e NG L, (i

[ (a:) . ’i_ 22" (3P " (ni4) (n - B)? @
0

De beide reeksen convergeeren weer absoluut, omdat als wij in plaats van cos pgp cn
sin pp overal de eenheid zetten, wij reeds twee absoluut convergeerende reeksen krijgen.

Stellen wij ¢ = @y, dan is wegens cos (iy) = chy en sin (iy) = ishy

~1 zohl,—n I ' Dy ) =
; (1_) ’ Ch[ﬂ:l % S]t'f’] dr =1 ar 3 ar i S e . (D)

IR\ 1 (n 4 2)2 (n - 3)°
0
1 1 .::cfz‘bflt F 1 Sh]'{l Shzf/' Sh‘%ul ,
o= it s ; | : . " ‘
[ (r) L lf{z i 9]“’{} — (n-2)p ™ (n—+3)° s (n--4) E ©)
0

Stellen wij ter bekorting

2l FCOSEh—n i . r e reosh—n ol
j (1) cos [:‘:;Z - sin rp]dr = z, () en/ (—*r“) sin |

i
(1] 0]

| dEi= :“En(rp) r
J



dan vinden wij de recurrente betrekkingen door op te merken dat

209 =4 [m(@) Fim@] - . . ()
o1 eivf’;,;n'n ((555”) — g o (eir!’) — 1) (6""") VOlgEI']S 1) § 13, zoodat (:'-'f".'f.!’,t (6"5"’) — ping [,“;L(':” (‘;-’) JE

-{ i}lih;(f]?)]%r-""'f"[f:;f'u(q:)—:,';:’,( ()] door differentiatie van 7) naar @. Substitueeren wij dit
en 7) in 1) §13, dan is na scheiding der complexe grootheden
(4 Lu(p) + &' (@) = L - o8 &upr () —Sin @ Zugr (@) - . . . . . (S)
en (n+ 1) () — &' (p) =8I0 @ ups (p) + COSPLapa(p) . . . . . . . . )
Vermenigvuldigt men 8) met cos p en 9) met sin ¢ en telt men op, dan is
[(n + 1) () 4 &% (@)] cos p 4 [(n + Ditu(p) — &n(@)]sin p = cos ¢ + Sy (@) . (10)
Vermenigvuldigt men 8) met —sin ¢ en 9) met cos ¢ en telt men op, dan is
[+ D) — 50 1] 087 — Do - D) 4 s p = Fugat) —sings . (11
Verheffen wij 10) en 11) in het kwadraat en tellen wij dan (')15, dan is
[+ D) + &) PP+ [+ Do) —&'u() ]2 =1 -2 cos g, 11() — 281N gy 41( ) + E2g1(p) - E2sa(p)
Door middel van 10) en 11) zijn wij dus in staat om Tngi(p) en 21 (p) te bepalen in
functie van & (@), &.(p) en afgeleiden. Daarmede is dan tevens het middel gegeven om
@y (@) ON Ty, (p) te bepalen,

Stelt men ter bekorting

U 0
dan is daar
T (i) = o) () en z,(ip) = '{;f;”(q)}
en dus door differentiatie naar ¢ blijkt, dat
£, (tp) = — 'i.-';{':’“ (¢) en 4, ('zfr'n) = _f;"n ()

derhalve uit 8) en 9) te zien als wij daarin ip voor ¢ in de plaats stellen, dat
(n 1) u(p) 4 @' (p) = 1+ chpitaa (p) + Shptuia () . . . . . . (12)

(A D) (p) + @' (9) = shpivura (9) + chpdugap) « . . . . . . . (13)



Vermenigvuldigen wij 12) met ¢/ip en 13) met shyp, dan is, daar ch*(p) —sh*(p) = 1, na aftrekking

04 1) () - % ()] chip— [0+ D () + F(@)] shp = el + Faa(p) -+ (14

Vermenigvuldigen wij 12) met — shp en 13) met chyp, dan is optellend
[(n -+ Daa(p) + & (p)] chp — [(n - 1) & () + & (p)] shg = Tupr (@) —8hp . . . (15)
Door deze twee formules kunnen wij &i41(p) en &, (p) in functie van &,(p) en z,(p)

en afoeleiden bepalen en daardoor ook Tuyp (@) €L Lupp ().

§ 26. Tet ligt voor de hand om op de integralen

LA\ 2 coso—n R0 T [0 S0 e ol .l COS @ cos 2¢ CO8 3¢
(— cos {zl=sin @|de =—— + 7ot o as T AW S e (1)
fe Y ! n+1" m+2)°2" (n+3)>* (0|4
]
en
nl Z 008 h—u 1 ) an Qe n 2m 4 -
/ (E) e :rl-]— o q»-] e G sin .3‘; S sindp | sin ‘.4:_({.- s @)
I L ; n+22"' (n+3° (w44 ®+ 5)
5 :

de bewerking van Fourier toe te passen. Wij vermenigvuldigen (1) met cos myp €n (2)

met sin mg en integreeren tusschen 0 en @ naar g. Dan is na optelling

1

18l reos ¢—n l] ]
— B cos|mp —al=sing|ldpdr = —= 13 3
) 1 / (L) i x Ape (m 4 n A 1yt (3)
a 0
Wij kunnen dit nu ook z0o schrijven
AN 1T il 1
/ d..-.-—/ ert; e ¢ cos me —al™ sing|dp = —
di AYE gt . x (n 4 m | 1)»t!
il Q
Noemen wij ter bekorting
1 [~ ;
HA (@)= ’ er s b cos (mep — a sin @) dg
7t
0
dan staal er dus
2 1 1
LT o e | ] e R T ot S T I e
/ “( ;:-) (v 4 m 4 1)y*+! *)
0
Nu is bekend 1) dat als m een geheel positief getal is dat
L™ greong cos (mg) . cos (x sing) dp =5 P en L7 peeon s i mep . sin (zsin @) dp = R
7 2 m! a7, i 2 m!
' qQ i

1) Zie o.1. SCHLOMILCH Uebungsbuch zum Studium der hoheren Analysis, 1. § 22, Leipzig. Teubner 1882,
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Zoodat door optelling blijkt, dat
1 rar ; : . = mm - s
= / ¢ ¢ cos [mp — x sin ] dp = Hu(z) = ] Voor m positiel geheel.. . . (5)
0 i

Daar m in ons geval steeds positief geheel is gedacht, vinden wij dus, dat

1 1\m m!
piit =1t = P l— e = S (5
/ a (ET) dux (0 m 4 1) S R e R R ()

0
Door a —c¢* te stellen, vinden wij hier een bekende formule uit de theorie der
gamma-functies terug.
Het schijnt mij echter van gewicht om ecns uitvoeriger stil te staan bij de integraal
H,.(x), vooral met het oog op hel geval, waarin m niet geheel is, maar als willekeurige
veranderlijke parameter wordt beschouwd. Het bleek mij, dat dan cenige eigenschappen

aan het licht komen, die der moeite waard zijn om te vermelden.

§ 27. Om onze beschouwing van H, (x) zoo volledig mogelijk te maken, verbinden wij

H,(1)=_ [ e=deos[mp—asingldp .. . . . . . . (1)
0

bij onze bewerkingen met

' 1 ,= el -
K‘”('r)::—zj e c*vsin [mp —xsing]dp . . . . . . . . (2
|

(

Differentieeren wij elk der integralen naar x, dan is

X ,
aH., (x) = / ¢" % ¢ [ cos g cos (m ¢ — xsin ¢) + sin ¢ sin (mep — 2 sin )] dop =
0
. ; y
- f e cos[im—1)p—wsing|dp = a I, _(x).
0

T ; . . . A

a IC(r) = / e ¢ [cos g sin (Mg — x sin p) — sin g cos (mgp — x sin )] dp =

= /‘ﬂu‘ s bgin[(m— 1) p —asin g dy = aK,,_; (z).
0
Dus
TR =Tl (CE) ent Ky () = Ko@) s U o (8) en. (4)

Ten tweede bepalen wij

ACAI g ;
et i Fimeg d-f]) —_— / e.rﬁ_””’ dcimq‘;.
mmat | %

0

7T

. Ta: 1 7 Wy 1
I_Im ('ll) "l‘i v ]\ t (JI-‘) — T { €' it Qh df'” = _j
0

0
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Integreeren wij partieel, dan is

H ,(.. _.) | ,“{ c(-'!') = I c.rr.'—i‘,ﬁ—}- ind N 1 -n—ct_mq,} |‘*‘_‘iqﬁ;t'c‘;'i‘dtp =
" i amat i’ ma !
; ] 0
Ho () -+ 1K (2) = o emtiom — Lo o [,y (1) + i K ()
e\ e ima ’]:’H?,:"{,‘ m \ L — $ TN —
Dus
1 o - .,g
H8 (2= e sin (max) = oy (o) I Bz (o) i e iR - (5)
en
- e (iid T ,

K. (r) = — — cos (mnx) + S K (o S i e (6
n () ma (ki max o om 1 (2) (9)

Denken wij ons 3) en 4) erin geplaatst, dan vinden wij de differentiaal-vergelijkingen,

waarvan H,(x) en K, () particuliere integralen zijn, zoodat dus

r d : sin ma -
Y L H ) —Hu ()= —e2——— o . . . e e e U
mde " = ma ()
B e COS Mt e: £

S O ()= K ) et Stk s B ()
m M ma

Wij kunnen deze differentiaal-vergelijkingen door middel van reeksen gaan integreeren.
Zij
Ho(x) = 2o -+ a2 + aat®+ oo 4 a4 .. -
dan is
da, Ny

T 17 .
2L H () =t a4 an ...
m ‘ m m m
Dus
i m—I1 s m—2 O 1 I e sin maz 1 | AR (= 1y 1
Ty = A e (RS T ——— AL =——N LT — 5 Tl — ==1te
0 m m < m 2 ma ( R n!
Zoodat
. sin man g 1 sinma el 1 sin mam = (— 1) 1 sin Mo
(In— R T (T — e SR e T - e en aae— (1) o T
0 ma : m—1 = 27 2l(m=2) = G nl(m—mn) @
Dus
sinma| 1 @ i 15 & '
Ho(1) =———— — Y (=D)L e i(9
(@) a |m m—1 i 21(m—2) 3!(m—3) (=2 nl(m—n) )

Is m positief geheel, dan zou deze reeks een nader onderzoek vereischen, maar voor

il

dit geval is reeds langs anderen weg bepaald dat I, (x) = '.m"



Wat de convergentie van H, (—x) aangaat, waarin de teekens alleen afhaneen van

m als x positief is, zoo is dan

r Wt . (1 — 7
T e L T T L (m alt)
=0 Un n=a ('n + ] ) ('4'” — 4 — J.)

H

= Lim - .l
1 0

s (-n-l-].)(l— et )

m—h

voor elke eindige en bepaalde x en m.
Wij zouden nu K. (x) ook door een reeks kunnen integreeren, maar maken ter afwis-
seling liever gebruik van de volgende formule, die wij aldus afleiden.
Vermenigvuldigen wij I, (x) met cos (m=) en K, (z) met sin (mx), dan is optellend
] o
vy (7 £ 3 L a1in (9 e Zeosh ., ; e . ’
cos (mzx) H, (@) - sin (mr) K. (r) = = f e 08 [ma — mp + wsin @] dgp uit 1) en 2).
0
- . S A v 1 i 1in 009 = ; K .
Stellen wij 7 — @ =1, dan is dp = — dyp cos p = — cos Y en sin ¢ = sin .
Derhalve
cos (mar) Hu () - sin (mar) Ko (@) = i ﬂg—"'*f“ﬂ ¥ cos [nuy -- » si
) Ll - = 08 [map - e sin ] dy = H, (— ).
0
Derhalve is

cos (mz) IL, () |- sin (ma) K, () == H,, (—2). . ’ .. (10)

Om direct nog de bijbehoorende betrekking af te leiden vermenigvuldigen wij H,, (x)
met sin (ma) en K, (r) met cos (ma) en trekken de laatste van de cerste af. Dan is

sin (mn) I, () — cos (ma) K, (2) = 1 / W@“ s 8in [ — me - 2 sin o] dp.
0
Stellen wij weer =7 — @ =y, dan is
] > 1 /7
sin () Hn (1) — cos (mm) K, (x) = = / e sin [y |- 2 sin w] dy = K, (— ).
0

Derhalve 1s

sin (ma) H, (2) — cos (ma) K (2) = K, (—=2) . . . R 1)
Wij lezen dus uit betrekking 10), dat
» l'-[m ('_ J)
K, (r) = ———" — cot (mn) H,.(z
Lo (i) SExe cot (mar) I, ().
Dus
. 1 ] 4 -T'?' J,‘:" CcOs (”L—() 1 o
T)= - e e . = i g
Ko (@) alm ' m—1 | 2! (m—2) | 3! (m—3) ' = % AT

r a” ‘

S0 1 [, = 0V 3 (=0 G | A B 1)

2

1—cos(ma) | 1+ cos(mm) 1 I — cos (mmn) 1 —(—1)7 cos (m)

L= = CTm—La ' 2Am=2z T plm—nm & e (13)
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Stellen wij in 10) en 11) m =0, dan is

. 1 s .
H,(7) = Hy(— x) = - —/ gt 0 cos (x sin @) de . (14)
()
en
. 3 —1 e Tie -
Kyr)=—Ko(—2)= — / ¢espsin(wsing)de . . . . . . (15)
JT
0
Nu is bekend ') dat
et i1 Xcosp  x?cos2p | a’cos3p
"¢ cos (rsing) =1 - FEE S Y i Tt ]
Ny 1T R AR 12 g S TR 0
¢" %9 sIn (2 sin g) = — T e SO s 3!
Substitueeren wij dit in 14) en 15) en integreeren, dan vinden wij
II(] (J] = :Hn (_' x) = L. (16)
en
: T T, ar [ R s
— Ko(@) = - Ky (—a)= = / sin qdep - —‘—2-'?1 sin 2pdp - 3 [_ﬂ—/ sin 3pdp + . . . .
0 0 i
2 [ i > 2l
= —|T+ e el | St R o s (1T
AT RE T m T T 1 i
Dus .
v OS] 23 rd 7 — - : e
78 ) — | ) i | 08 g e, — J — e = - — ). 1"3)
K’ (@) = K'y (—2) o |® - 3 A 5 ST 71 = shr =K_i(x) = K_i(—=z). (18)

Door middel van de reeks 13) kunnen wij K,.(r) bepalen, behalve wanneer m een

positief geheel getal is. Wij maken dan gebruik van de betrekking 6) maar willen cerst

het verband bepalen tusschen H,(z) en H,(— x) en tusschen K.(x) en K.(—=x).
Nu is
[ . 15 .
Hn(— z) = q / e ¢ cos (mep -« sin ) dp = - = / et eos ¥ cog (mar — my - & sin y) dy
0 0
als wij ¢ =a—w stellen,

Nu is dit als m een geheel getal is, gelijk aan

Hax(—%) = 711 €os (m) /Wc*‘ s ¥ cos [my — @ sin ] dy = (— 1)"Ha(x).
1 UJ
Dus
Hu(—2z) = (—1)*H,(z) m geheel getal (19)

h

s

1) Uit de ontwikkeling van eve'
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7200 18
1 . 1B hE
Ko ()=~ / ¢~ * cosdbgin (myp 4 xsin ) dy = -
7T an
0 0

zoodat als m cen geheel getal is
- 1 [ : :
K{—2)= — . cos (m=) / ¢* 2 ¥ 8in (my —xsiny) dp = (— 1)+ K ().
0
Dus |
K (—2) = (— 1+ K, (2) m geheel getal
Wij hadden dit ook direet uit 10) en 11) kunnen aflezen.

Als m een geheel getal is, levert 6) ons deze betrekking

K, = (__ lj”‘+1 ([

G e

ma ' mm ' om
Dus voor

= 2sha T
meven K, (r) = - L K (e
( Mt HEn s 1(®)
en voor
i 2cha T
moneven Ku(r)= =" 7 I (2
(@) me ' om " 1(®) .

Nu kennen wij uit 17) I{,(z), want daar vinden wij

- : 2 e a0 o
K (z) = — el e b L L R
o)== ot gy + gy 7y |
zoodat uit 22) volgt, dat
! 2eha 2z | a3 15 27
L e “""l'" EETRA I N T ]
Uit 21) volgt
sha i
¢ I = — S| O
I {f)= 2 A K, (x).
Zoo is volgens 18)
. — 2
K_; () = ——shx
b ey A

en volgens 22)

_ 2l 20la

a
i L

R (z)

“

/ ¢V sin [ — (my —a sin )] dy

(20)

Wij zijn dus in staat om ook als m een geheel getal is K, (x) te bepalen, zoodat wij

voor alle gevallen H,(x) en K,(x) bekend kunnen achten.
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Wij kunnen nu uit de relaties 10) en 11) nog een zeer hizondere gevolgtrekking maken.

Schrijven wij ze nog eens neder, dan was

cos (ma) H, (x) 4 sin (mn) K, (€) = H, (—2) . .. . . . . . 10)
sin (ma) H, (@) — cos (ma) K, (@) =K (—x) . . . . . . . . 11)

Wij kwadrateeren elk en tellen daarna op, dan is
H () =K () = H 2 (— ) SR (o) B O S e 94)
Vermenigvuldigen wij 10) met K, (z) en 11) met II, (x) en tellen op, dan is
H,, (%) K (— @) + 1L, (— @) K (%) = sin (ma) [{HS (e B S () | EEERRE 25 )

Wij lezen hieruit nu direct eene meetkundige eigenschap af van de integralen
. (x), H, (—2), K. (x), K.(—z), want 24) is analoog met het theorema van Pythagoras
en 25) spreckt het thooreum van Ptolemaeus op eigenaardige wijze uit.

Immers zetten wij H,, () en K, (x) als koor-
den AB en BC die loodrecht op elkaar staan en
dus in A en C twee diametraal gelegen punten
mel een cirkel gemeen hebben, er in af, dan
onderspannen AD — I, (— ) en DC = K, (— @)
volgens 24) en 25) dien zelfden diameter AC.
Men leest uit 25) af, dat << BAC = mz is, zoo-
dat < BCD = (1 — m)x moet zijn

Zoodra m cchter cen geheel getal is, wordt
het tweede lid van 25) gelijk nul en ontaardt
deze meetkundige voorstelling door de betrek-
kingen 19) en 20) tot een verband, dat op een

rechte lijn kan worden weergegeven.

Wij kunnen aan de reeksen 9) en 13) voor H, () en K, () nog een anderen vorm
geven.,

Stellen wij H,, (z) =7 en K, () =z en integreeren wij de dilferentiaal vergelijkingen

die uit 5) en 6) door middel van 3) en 4) volgen, namelijk

dy m sin (mar)
- e - = — —_— (‘,'
dx z 28"
en
dz m cos (mm) _ 1
), 1 g ¥ e i — el

d. H i aux e
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dan is, de constante in de grens van de integraal opnemend

sin (mar)

Ik
,y — e g o j 6-—1';1-—71‘1‘—] dil'.

T

cos (mar) [« g 2
z=g" — / e * .‘L'_m_l tI.T —_—— / et r— t—1 dm.

7T 7T

C

o/
e

Ontwikkelt men in deze integralen ¢~ en e volgens de reeks ¢ = 1 |- 2 |- 5; + ...
en integreert men, dan blijkt in I, (z) en K, (x) de ¢ = 0 te zijn, zoodat
L sin (ma) [+
‘[_‘['ﬂ L i— _"xm'——— e i | / .
(@) = ey de . . (26)
0
en
1 Cos (mﬂ) z qn "z
Ko@) =am ——2 | g=zq—n—1dp *'/ ¢ a—n—1 dop (27)
7T 7T . . . . o
: ]
Nu is
ﬂe__,. =tV dz=D"! (e=¢ g=4D)) = g2 ol =) — s 1Y 1 4 Ay
. D_"‘ ]_ D D 1)3 ¥ —
el e ) R P =
m m(m—-_l_ 7n(rnl_1} (m - 2) SO0 a0 —
L]
— :—J'[ 17 —_— L e 7'11“"_ o M _‘&ani
m- mm—l) " m(m—1)(m—2) m(m—1) (m—2) (m—3) "
Derhalve is
sin (ma 11 @ R
I,],,,(.l') —_—— ,(,72 e T =

|m  m(m—1) u mm —1)m—2g) " als . geen geheel getal s (28)

en daar voor de tweede integraal in K,(z) de operatie

TR TR B B _
D e m D ;;___i T R A D overgaat, is
o () Lo,z FE 1] - 22
l\m(l») g s € m m(-m— 1) ar ﬁl@ji)zﬁzj 1 }
T o lm _[_-m(-?)l Ly " m—l)(m~2) B { (29)

waarin ook m geen geheel getal is.

Stellen wij

| 1 x 23
1”' ('E) e _‘I_ MR S ,[- . .
m ' m(m— ) m(m— 1) (m—2)
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dan wordt dus

H..(x) = £ S)”) ~Ru(—2) en K,(z) = — Rm (z) — ,(,’,Qb(”m) ¢ Ry, (— ).
7 7T
De R..-(x)-functie is nog gekenmerkt door de eigenschap dat- H’" { ())vom p geheel getal

in R, (x) en haar afgeleiden kan worden uitgedrukt. Ilet bewijs zij den lezer overgelaten.

§ 28. Keeren wij terug tot de functie

J" a1 VN —n b b?. 63

ﬁfw)=/ P) dV=»~L~+ A SR
b ARy nt+1" (n+4 (n+ 22 3)~‘ (n |- 4)

i

dan stellen wij ten slotte

b= ere? = greosd [cos (z sin @) - % sin (z sin @) ].
Dan is
ze'?
X” (G e—) '/ \THGV‘] rﬂ\md}[ms(ramgﬁ)-i-:sm(r ing)] dv —_
Gnrc”"
G
1 Vrm["ﬂ"f’t:ns(.rsinrﬁ) ] ol L : i : 1 * .
/ V" ( V) {cos VEV ere*6 gin (. sin ) I -2 sin 1 Vi % e gin (xsin ¢ l ] dV
i 4
1 ebeos (xsing) | 9 cos(2esing) | e cos (Bxsing) i O sin (@sing)
n -1 (n 4- 0)- 1 (n -+ 3)? (4 4y i (n-4-2)2
¥ gin ("a: sing) | ¢"o gin (3zsin p)
ar (w +_ l ” _} 4: i Py 1

Derhalyve is

"1y Vet €08t eos(rsing ) —u [ ' 2C08 )
j \%,) " cos {Vl\lf e ¢ sin (xgin fp)ldV - 7'341- 1 - s I(mT (Jz;‘m(p) i
0

e cos (2w sinp) | €V cos (3x sin )

‘ (n - 3)° (n + 4)*

L G TR (T

% 8in (& sin )

ay=—— TR

=] ] \,’g"'ws{f-‘cns(min,lb)—n ] .
( ) sin | VI v "% gin (r sin @)

g sin (2zsin ) | ¢ sin (3rsing) . @
(n + 3)° (n - 4)* TS e

Beide reeksen zijn weer absoluut convergent.
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Vermenigvuldigen wij de reeks 1) met cos (mg)dp en 2) met sin (me)dp, deelen door
7 en Integreeren wij elke reeks van 0 tot z naar ¢, dan is volgens de twee in § 27 ver-

melde integralen

1 Sl 1 Vc"’"-'”“"f"cns(fsin;f,)ﬁn i
= ] (Vﬁ) cos (mp)cos dVdy =
]

1
7 oS it &
Vi ¢ sin (2 sin )

i o (G . (B)m .
2.m!(n | 2)° s 2.m! (n+ 3)° L 2. ml(n + 4)} S R (5]

1 o 1 1y Ve eos(esing)—n i
P o iy | S | S RS :
= ) sin (map) sin| 'V 2 ¢ sin (x sin @) |dVdp =

sl A Y
0o 0
i m 7 -(er-)m (3‘1.)m
= 2mlmL27 T 2oml@m 30 T 2.ml(n 4 (1)
m geheel getal en positief.
Tellen wij ze op en trekken wij de tweede van dz cerste af, dan vinden wij
1 fm (1 1 Ve t08heostasing ) —n - 1 )
= / j (_V) cos | mp — Vi Vc“"-“’f’ sin (sin g) } dVdp =
0 0 )
om 1 2)}1 C))"' 1
“mi|mr2r T wrsy T ET Tyt J : ()
m geheel getal en positief.
en
‘ﬂ, 1 Vet oos(zsing)—n 1 . .
L/ [(%) P cos [”mm |- VJ-VG*'-C“%% sin (& sin q’)](lV{ﬂrp = g . {8
|
. J

0 0
m geheel getal en positief.
Vermenigvuldigen wij (1) met sin(mg)dp en (2) met cos(mqp)dyp, deelen door 7 en
integreeren elke reeks van 0 tot # naar ¢, dan moeten wij voorzichtig zijn met onze ge-
volgtrekkingen en zullen daarom dit geval meer en détail behandelen. Wij krijgen dus

vooreerst:

1 V,e‘t':"sgsc..a(.rsinq':)un

1l "1 1 - 1 . A
= / / (V) sin (_m(;-:)cos[VlV e sin (xsin r]{]}ufq:- I =

1 sm M 1 ¢ gin (mep) cos (1 5111 ( )
/ 47 T [ (n4-2)% = G

en

i
08 Rk
Vi W eos (rsing) —n

1 A S | 1 s o -
:{./ / (V) u)b(m/)sm_

1 /'we-f“"sﬂ" cos (mp) sin ( sin ¢) it 1 /WC“‘“”%O%(?:W sin (2xsin )

x, (n -+ 2y 2 (n -+ 3)° S )
0 0

1 - :
Vi v "0 sin (asin r,u)] dpdV =



68

Ontwikkelen wij nu in de tweede leden e cos (xp sin ¢0) en er¢ sin (prsin @) voleens
, q @,

de bekende recksen

preose | prricos2p | prPcos3p

1 a1 oy reend

erreord ¢os (prsing) = 1 -

en
R R 3,30l O
X I " »ép=81in 2o 1%r? sin o
ereeosh gin (pur S1N @) = pr sin @ - tad o 5 sl --}-—3 I £ dee

dan ontstaan er in de tweede leden integralen van den vorm /'#sin (mq) cos (gp) dp) en / Wcos(mr;c:)
3 5
sin (qg)dp, waarin ¢ steeds een geheel positief getal is en wij ook van m dit zullen onder-
stellen om in overeenstemming te blijven met de aannamen in 3) en 4).
Nu is
sin (ap) cos (bp) = 4 [sin §{(a - b)p} 4- sin Hla—b)pl]
en derhalve is

/.Wsin (@)p cos (bp)dp = — ; [ 777777 |

0

_cosi@—0)pllr _;
a—0b iR

Aannemende dat ¢ en b geheele getallen zijn, doen zich nu de volgende gevallen voor:

= 0;

. cos (2ap) =
"sin 2ap) dp = LS 'UJ;

1
0 — e
Y = 1_2/ =

0 0

2% a4 b even en @ — b even, dan is dus @ even en b even of ¢ en b oneven, en

1 1 1l 1

1
a--b +(T;b—(z TN T =il

l=—=

9 0;

3% Het geval dat a 4 b even en a — b oneven is, kan, als a en b geheele getallen
zijn, niet voorkomen, wel als ¢ en b breuken mogen zjn (bijv. ¢ = 3, b = 4), maar dit
sluiten wij uit; evenmin kan @ + b oncven en ¢ —»b even zijn als @ en b geheele getallen zijn ;

4° a4+ b en a— b elk oneven. Dan kan dus « even en & oneven, Of a oneven en
b even zijn, en is

=t L 1 1 vl L 20
A S TH T S T AR I T e ﬁ(&—}—b.—l_a—b_a‘l-——bz > o

De integraal heeft dus alleen in dit geval eene van nul afwijkende waarde.

Wij moeten dus bij de bepaling van (7) en (8) onderscheiden tusschen m cven en m

»

. e T . 2
oneven en vinden derhalve, daar / sin (me) dp == 0 als m even en daar / sin (me) dp = -+ =
: m
0 J
als m oneven is, de volgende waarden voor de tweede leden A en B respectievelijk van

(7) en (8):
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P L[ 2ma 27m, a 2m.r’ : 1 ,
— even. — ?n —J_ 33} !) !_(?nzi_ 52) By IS (’]‘L:*—sz g
1[2m@2z) ,  2m(2%)° 2m (2x)° | 1
e ] + g 5 el m—raw ...
zlm*—1 " 31 (m2—3%) ' 5l (m*— 52 (n - 3)*

Stellen wij

T 3 s T .
f ¢ <39 sin (mep) cos (pz sin ¢) dp = A, (pr) en f e cos (me) sin (pa sin @) dp = B, (px),
0 0

dan is dus

pey—om | PE @ @) (pa)? '
A, (P-')_QWl nt— 1 8l (m™—38% ' 5lmi—5% " 71 (m2— 7% o ...| mgeheeleneven .. (10)
Dus
Al An@ | AL@H | AnBx) | A, da)
“a 422" W43 4t T mFhe T (11)
Z.00 is
w1 2= 23" | 25z it ol
= h_— m> L 31(3*—m?) ' BIBT—m? " | + 9 iz
T _1_ 2 () S 2.3 (22)° 2.b (2z) | 1
1 —m? 31! (3"- m2 ) r 51"(52. _'a.zj . J (n——]: 3—)3 S
en daar
e 3 | 4 it 3 (pz)’ 5 (px) 7 (pa)T I
ol =it {l —m2 ' 3|(32— mz) i 51(62—m2) ' 7] (72 —m?) S onndl (12)
m geheel en even, is dus
— —l B"l (') B:rz (Cﬂ)r) ];,n [3:") ]Sm (4"1:')
1= nhwar m+38P ' () m+@4-ui (13)
g | I 2 ,
m = oncven. A = |4 Dm T m (- 22 T mn gy J F
4E 1 271‘1-.;!:3 s 2muat I Imah ' : 1
D@ (21 mP—2Y) T Al(mP—4Y) 6l m2—g T } (n 4 2) AF:- LT
en daar
, 2, (pa) ()’ (s
A, LS —I-m = Z’"l'm(mg Ty -+ 2m 141 (n? — 42 2) - Qma {ﬂfg j—b.g)—l— -.mgeheel en oneven (1 4)
is dus
1A, (0 A, (z) A, (2z) | A, (32
; a0 e (15)

n+1l " 42 T 30 (44
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7:00 18
VL 0 2o SN0 4 < B .o T D
> 2 121 2T—m®) ' 4l (@ —m?) ™ 6l 6:2—m? I (n+ 2%
1 l 22@2x)* | 2 4 (2xz)* 2.6 (22)° n ]1 4
ar(@2—m? " 4l @d2—m? ' BI(6Z—m?) ' " l(n 3> "

en daar

2 (px)® 3 fl(pl)‘ . 776 (px)® . :
B (pz) = ’ 21 (22 —m?) 1 4142 —m? ' Bl (62—m? (16)
m geheel en oneven, is dus
1[Ba(zy , Ba(20) B, (3) B, (4z)
b 1l ol s ol ey e T TR ,
P 7w |(n—+2) T 43 " (n+4p (m + 5)° N AR (17)

Nu i1s

A (px) — Bn (pr) = / rc preosg gin [mp — pa sin ¢ | dp = 7K, ( pr) =
0

e J4 3
— 2{ I 12 31(‘{”) — | D) 4 ] m even en geheel . . (18)

m—1 (m—3) ' 5! (m—5)
en
j\m (P.’I-‘) = Bm (pl‘) — :-'T.‘Km (})_)_") —

A (pe)® (pa)* _ (pn® ) i g

= 2 ’ 20 I =19 D 2T (=A) -i (m——-(;) +4....| m oneven en geheel . . . (19)

Trekken wij derhalve (8) van (7) af, dan vinden wij

.I:r ‘/|]
], 1 Vb.a-(-us-'(;ma(.rsinr’,',)—u g] '\(T] 1 P ‘l ] I\r K,
= VJ 1mn [mrp == i € sin (z sin @) | dp«
o0

_ K (0) Ko ()
N (e 2)2

K. (27) | Kn(32)

T m+3P® " - 4yt (&)

De formules (18) en (19) zijn bovendien de gewenschte aanvulling tot de formules

(21) en (22) der vorige paragraaf.

§ 29. Indien men twee absoluut convergente reeksen
@ (u) = A -+ Bu + Cu? 4,

! !
en wu)=A"+ Ii *l C
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bezit, dan heeft PArsEvAL aangetoond'), dat men de waarde van de reeks AA’ 1 BB/ QO ...

kan uitdrukken door de bepaalde integraal

T

1 i ; : 2 T
23/ [(i.(e@) y e J-ple=3)y (6_'-‘)] dd — A'AL 1 BB! - CC’ = R I (L)

0

Men kan nu van dit fraaie theorema steeds op twee wijzen gebruik maken om de

machtreeks AA’ 4 BBx - CC'z? 4- DD2” +4-.... te summeeren tot een bepaalde integraal.

BEFNC

o ... levert
u U

Immers ¢ (ur) = A - Bru 4 Ca®u® 4 ..... en (i) = Al |

»

AN’ BBz - 002 4 DD& .. = L j o) () + o5 =10, . . @
maar ook ’
pu)=A4Bu-Ci2+4.... en wy (;j) = A’ | %‘T 45 %;522 d-. .. levert
AAJ%—BBw—}CChF%_DDh94n--"‘%%[}mwﬁ)wGéﬂ-%qWe—%Jan—wnda . (3)

0
De gelijkheid der twee integralen (2) en (3) is daarmede tevens aangetoond,
Houdt men zich in de analyse gaarne bezig met de absoluut convergente reeks ¢,

onze beschouwingen leverden ons een nieuwe absoluut convergente recks

z2 23 at

; P ot e LR L s L
x‘xﬂ('r)—-‘cl 22—|_33_[ 44_*-...
en het theorema van PaArsevar biedt ons een zeer bruikbaar middel om deze twee recksen
onderling te verwerken en daarom te komen tot integralen, die door buitengewoon sterk

convergeerende reeksen worden voorgesteld.
Gaan wij, om direct het algemeenere geval te nemen, uit van de reeksen

o1
2 (0) I e 0 SO e
= 6& ‘V—ﬂ+1*@wr% LT
0
en
2 @ z? a3

O 2k oA i :__ b =l TSl L e
¢=1ltFtormtgrmt-

dan is dus

1) Zie o.a. Boork. Differential equations. Fourth. Ed. pag. 477. London. Macmillan, Laurenr, Traité
d’Analyse. Tome III. pag. 410. Paris, Gauthier Villars.
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T 332 P

n--1 AR (},;;|.2:,_t% ir 31 (n - 3)° I pony =
il i :
— .27, / [6(] — n)i% 4-xe 1y L, (ﬂi 1}) %ﬁ el — 1% + zeld T (G = i&)] d{} . . (4)

¢
Nu is volgens (7) § 26

T, (ei¥) = eind [.;',, (W + ’J:(E,‘ (] en z, (e52) === [:;2,, () — 'i-fé,, (9]

Dus
a zz d
= ST I 012 =t | (m 123 + GO0
nt+1 " 2! (n42) 3! (n-+3)
1
- 21 [ zcig-l—.w—'.a [.’E;, (i()J _'I_ ?:9.1,, (f{))] _}__ 6—5'}'{"4_-;@' [x" (‘9) — 'i:,t;n (ﬂ)]; dﬂ
0
Daar
gidtre ™I — i[5 —asing] freosy — greosd $eog [) — a sin ] - 2 sin [} — @ sind |}

wordt dus

€ 2 23
A it 2! (n ERP + 3T (0 4 8y e —
— 2]": [ oF o8 :7 3['{;;; (0) —Il— ’]:;';j" (‘9)] [COS (_‘9. i Sill ,‘1}-) “i' ‘?: Sill (?9 L Sin ?‘})] —}_

0

- [# () — i, ()] [cos ( — @ sin P) — i sin (9 — @ sin 9)|{ di)

Scheiden wij tot reéele deelen, dan is dus, daar de coefficient van 4 nul is, alleen

X @? a’ 1 [" - B 1 AL :
e e il e /ST | S . ) i 008 ¢ 0 — 8 ) — a2, (D)8 ‘t,__::‘ o ld 'I"
) 4 ST 2)2—7 ST 43 | %) e [2.(#)cos(d — xsind) — &, (Nsin(P —zsind) |dd (D)
0
Nu is volgens § 25
1 2 1
2, () = / (l)'m”_uﬁﬂs [V I’Si‘“'}] dV en &, (9) = { (l_)"“’ﬁﬁwn sin[ V- : gin ¢ dv
! J\V V A AR vV '
0 0

Substitueeren wij dit in (5), dan vinden wij als eindresultaat

pp 1 .
/ / Vo o=V '\1,') cos 3 cos [ — (0 — Vl\l/;) sin & dvdd =

0 0

ye 2 "3
&r Hx L X

T S B e

Nemen wij ten tweede de reeksen

e zho — n Al nehe 3h3
gy - / (l ) = xh 420 x3b

(:Bf})“—lﬁ =) = ﬂ7I r @ +W’ - E—T-_?T)a +....



en

1 1 1 1
DR ST
€ — 1 | b I Z' b:__:: I 3! h3 “ e
dan is dus
x | a.'.! 'T.J — 1 e rQ’I — i 2 I + l
n4-1" 21 2)2 + 31 (n -+ 3y o SO S e [(ae 6 ay(retis) | (xeid) “ee’ S, (re— N)dd =R (7)
0
Nu is

a1 Al

{ 1 ay 7 1_ i P a .
iy (i) = (wei®)" / Ve eVig e dV = (xe®)* / VeVl e deos (Vi sin ) - i sin (anh}fsm NIV . (8)

0 0

Substitueeren wij dit in 7), dan is de reeks

. 1 o~ ~1 = 1 2 —i - r " 4

15 e 21} '"j VogpeViy 0093[3'9+” 9; cos (m\' A sin r)} - ¢ s1n ( Vfi,%ma)) z -+
0 0

co (;VZ = 8in 1‘1)-—@5!11( Vl—x sin f‘))}Jd:‘M\f —

_:_ e—i&—i—.{’i&

1
cos (J\ f\

e I
= 1 w/ ',I,_\Tue(l FaViy )(ua 3 [§cos (¢ — sin ) + i sin (¢ — sin )} G :))

-4 8in (:UVE '%r

sin ﬂ) ! dddV -
I mmrsl Ay eV e N ot : 1
TF G / / 1 V(v Jeos3 § cos (9—sin)—1 sin(i) —sind)} ,cos(le sin -1‘))_ i Sill(J:Vl v TS ”ri’e){ﬂ'
0o :
Scheiden wij tot reéele deelen, dan is de factor van ¢ gelijk nul en vinden wij
] ST

2 3 Ll 1
L S +5 AT Y f / aVre(1+V1 v )eoss gog
n--1" 2] n}-2)?% ° 3l (n-|3)° To

0 0

—~~
——
——

9 ——(]_——rcV ! %,) sin ;ﬂdﬂ dVv.

Men kan natuurlijk 6) en 9) ook aldus schrijven

10
=l e 3’(V)

0 .0

% 22

+2!(N|QJ"_{ ’I'(n_} )'l‘1

Veos§—n

cos [ — (x4 VIV) sin 9] dddV =

]_. ol 1 \&Veosy—n 22
— cos3 | . cos [ —(14xVIV)sind a’e‘}dV—--. ; i
*’[ -/ g (V) [ AT —|—1+‘2‘(w+2) i 51 (n-3)% e
0 0

De convergentie is evident.

Men krijgt natuurlijk slechts één integraal in het geval dat men uit cen gegeven

10
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reeks cene andere met de kwadraten der coéfficienten van de gegeven reeks als coéfficienten

wil opbouwen. Nemen wij als voorbeeld de reeksen

ety zb ab?
@y 1wt @ oy
en
a
‘7'“(. b‘) Lo 1 b1 b2 |
T b a1l m+22 @m0

dan is dus

1 [’f ;r,i(.?:_ee'-?) _ :r.",,(rc:@) i x;t(xefi?) _ 93»(_6"3*) 19 = - 130 Sl A z? fedd iz Gl
2 | | (xei®)n g—ind (e 3)n eing m+1)2 " 02 (n4-3)° " (n4)8
0
Substitueeren wij hierin formule 8), dan is
d e [ o e Bl o eyl T
=5 Ve eViy 23 [cos(x Vi sind) 4 sin (@Viysin I [, (9) — dz, ()] dd dv -
LT
0 0
a al .
|- = [ / Vzlgate \l cos 3 [cos (xV 1) sin ) — 4 sin (:;:Vli; sin 9)] [, (9) - 2. (9)] 49 d.
on v V
0 0
Derhalve is, daar de factor van 4 nul is, alleen
1 v o pl ) 1 ?
R=— / / V2n e+ Vig 053 gos (z—1)V l-v» gin 'f}] diddv =
0 0 -
i 4 ,11
1 1 V(e 4+ 1) Voeos 3 ’ ;
- / / VM( V') cos[(1 — @) VIV . sin ¢] di dv
7T £
0 0 : :
Derhalve is
o o)
1 1 A\ (14-2) VeosS—2n i . ! 1 7 2 ,;“3
i e (] P T T N T Ty | 0 e e MO L SORL RN ey o S
= [/ (V) cos[(1—xz) VIV . sind] dd dv (1) +(')‘L s 2)4+(W_|_ g5 T 4 T (10)

Op gelijke wijze leidt men af, dat

7:!. :ﬂe(n:-{—l)cus&cog[( —'1)Si1] f)]d‘)—l oy - __:?‘_Z___!_ -’Eu_ _I___.Ttl- 4 (1]
_ sl 2] GRS o a3 T (]

Hoewel deze integralen nog door differentiaties en substituties allerlei vervormingen

toelaten, stappen wij van hen af, om ons nog ten slotte bezig te houden met de integralen ,

waartoe V (1, b, n) aanleiding geeft.
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§ 30. Stellen wij in

G,{ WV —un 3 . t;;
) dV =z, (b) - .tr, 1.1(b) - i Xy 2(0) - - " Tt 3(0) - . ..voor t = tx
&l Ly I

V (e, b, m) = ent b / (.V

v/
]

dan wordt
s 1

\ov
V (e, b, n) = fr"/ Vr ( é,) [cos (@bV) + ¢ sin (1OV)] dV =

4
]
2 4

. 2 |

= Gp i) == o Tnt2 (0) -+ AT Tnt [DIEEREE LMI“ r1 (0) — g1 Zuts By |

Dus )
i1 e )
[ \6V —n S oL x" at i
L / (V‘) cos (xbV) dV = x, (b)) — 9 2y 0 (D) i Tap (5)i— a ) AR el

3 I i

i 1 \eV— . \'7 iy i, &€ > . £ - a ‘
b V) sin (x6V) dV = 2%, +1(0) — 30 Xy s (D) + 51 Znt5 (0) —7!-;1;“” b)) 4. .. 5t (2)
s ‘

Stellen wij hierin @ = 4y, dan is

=TI ;

oV —un 3= e YL

I / ( 1-) ch (ybV)dV = a, (b) + %[ Zut2 (D) - :i [ nt s by - 31 Tutes (D) +.... . (8)
.

Al
1 WV —n ) } i S 1 ?”1 - y i .?T i
E}"/ (V) sh (ybV) dV = ya, 11 (0) 4 g1 Bt (b) 4 5 Lut (b) - 7", Tup7 () ... . (4)
i
Stellen wij in V(e b, n) en in 1), 2), 3) en 4) b =1a en bedenken dat volgens § 24 onder 6)

a,(ia) = (ia)" [e, (a) - 95, (a)],

dan is

and

1 S o e "
\r ((Jt, "Ea-, 'n] — i (N'L)“ , l,:—HJVner'an—m\’f‘. ‘EV — ('?,(I-)” ’ ‘Ju gt‘.OS [,,{;V" S a\fﬂ\’f _E_ isin [[”5\7 bt ﬂ'n\f'(.‘v']; (i‘f .

0 0

' o A o N RL .
- (i} e () + L0006 (@) (G () sy @) i) 5 @) . G800 @) |

Derhalve is
t%
|

1 : s & t3a® that
/ Vecos[atV —aViV] dV = ¢, (a) —tas.11(a) — —

C,J-{-ﬂ (Cf) —I— —3 I - 3.1:—{-3 (Hx) + . -4-[_. (.'n_!_.; ((&) [5)

0
e 3¢ 4ot

P I T T 4 t
;’ Vesin [utV—aVIV]dV = s.(a) + tac,p (@) — 2(! Suta (@) — gy Cets(@) - [la;' Sats (@) (6)

0



Zoo wordt 1)

.

Ny i
(itt)'*f Vil \I, cos (traV)dV = ('iu,)"f Vich (xaV) |cos (H.Va! é) - 4 8in (u.V l \3,) dY =
0 0 . -
. 9 a4 4
= (..i”,)ulc,, (a) - 8. (@) — 2k (?’ (,“1 () — s (m)__ sji_ng(cz)T".r_ (4%?) Cot1 (@) - @{430 a,,+|(a)....‘
Dus
" l b ziat
{ ‘v r}’r(rct\)(os(w\ )ri‘v _tu(a}-f 3' clp(ﬂ) S 4] Crpa(0) =S TR R ()
0
nl s 22 ;4. rl
f Veeh (xa V) sin (rl\"l \,J dV = s, (a) +- DI (@) -+ 11 Sa@A . (8)

0

IFn 2) wordt

cos

(tar)" / \f”o“" \ sin (21aV)dV = (ia)" 1/ V"sh(mV)

o

0 0

aVli 1) -1~ ¢ 81in (u-VZ \1,) /

b 3 5 5
= (ia)" ’!:(I.Z:G,PH((IJ-{-‘?:('Z.-G).IS"_H(C&)H(“ift)a‘é!ﬂ,.+:; (@) — i (ia)® f,énﬁ @) -+ (1a)® j,"tla(a)’ i(ta)® g,‘wi—f»(”)u--
Dus
- S——1 r303 .aas
/ Vesh (zaV) cos (a.Vl V) dV = axcyq1 (@) - 3] Cits(@)+ —Cups @+ . . . (9
0
-1 . 1 J’JQ,J Baﬁ
/ Vish (V) sin (aVl V) dV = ars,i i (@) 4 - gy Sips (a) + Seps(@ 4 « . . (10)
0
De integraal 3) levert daar ch(iz) = cos () en sh(iz) = 1 sin (x)
o1 -1
(a)" / VeV g ol (iyaV)dV = (ia)* / Vreos(y V) |cos (a,Vl ,1[) - isin (QVZ é,) aV =

0 0
9

= (ia)* [c,,(a) 4 28,(at) - (1a)® g;r:,t,;,,gfa.) -+ (ta)? 1 ;r Suqala) -] (i) U(,T; (@) - (ia)* 1, Sutt () + .

Dus
"V cos (yaV) cos( Vi 1] AY ya® y'at 5
/ AL )LUb 4 V/( = (ﬂ’)u 91 "+"’(“)“I”41 Cufd (t!)+ e (1111)
(1]
en
'l]

‘ : 2.2 ardnd
/ Vo cos (yaV) sin (aVZ %I) dV = s, (@) — "gigq_; — 82 (1) + )chlb Sugs (@ — .... (12)

»
0



Stelt men in (9) en (10) x = iy, dan vindl men direct

ol ‘
» sin (waV) cos 1
/ V* sin (yaV) cos (aV ! V‘) AV = ay ¢, 1 (@) —

i

s

yﬂfiu” .
51 Gt (@ +... (18)

g Cets (@) T

en
o1
: : 1 B 55
V* sin (ayV) sin [aVI | dV = q = Sl :
/ ( ./ ) \_T ‘/ (l!/ sm.l.l ((I.) :'j:r =3 3“-}-3 ((Z) "”|1‘ o= 5—" = Su -5 (({) —}— S L] L_l)
i ‘
e (& eer 0 ab i T (et ’ : TR TRy :
Men kan nu weer stclseim itig iV (¢, b,m) en in (1), (2), (3) en (4) voor b in
de plaats stellen ¢, we'? en ¢ en krijet dan telkens tien integralen, die in w,., (¢?)-
N L+ p )
e Ceppith Yo by -‘“‘ﬂ« Wog r 3 3 : .
Lngp (x€?)- en @, , (¢")functies worden uitgedrukt. In de vorige paragraphen
hebben wij deze functies behandeld en laten ter bekorting deze substituties aan den

lezer over.

§ 31. Wij stellen nu in

i 1 bV —au oy 9
T ! — i IAY TR, . | ¢* :
YV (ct’ byn) = b / (V) eVdV = x. (0) + tx, +1 (0) + 91 Zuya (D)1 ... voort = e,

0
dan is
i ¥ TR\ e .
V (e'?, b, n) = bu / (V‘) eVeorp [cos (bVu sin @) 4 © sin (Ve sin @)] AV =

0

-

= & (b) + (2 cos @ + @x sin @) @, 4, (b) 4 = (2* cos 2p -+ 4a* sin 20) Tn g2 (b) . ...

Dus
~l o7 con g W 5 ’
n I P = ( A a1 b e 5 = 2y _ t
b j \ ( v ) cos (bVa sin @) dV =z, (b) - i, 1(D) cos Pl L s (&) cos 2p) - . .. (1)
(0
.'1
b ' VA AN OV sin o) dV = - 5 i
) / v sin (bVx sin ¢) dV = XLy 4.1 (D) sin ¢ | gy Tut2 (b) sin (2¢) 4- ... (2)
¢
Stellen wij ¢ = 4y, dan is daar cos (ip) = chy en sin (i) = dshy
" .I\” erehl \ OV b (5Vshn AV — AT ' 2
V ch (bVashy) AV = =z, (b) - @, 41 (D) chy - o Lut2 (0) ch (2y) 4. . ... (3)
1]
ol B ! preh) LV § _ ) )
o / 4 ( / ) NN = Ty 1 (b) shay - QT Zuy2 (0) sh (20) . ... . (4)

o
0
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Flk dezer recksen bevat nog weer vier variabele parameters x, n, b, v, zoodal z1j een

bizonder groot aantal particuliere gevallen in zich bevatten.

§ 32. Ten slotte stellen wij in

: ! 1 \ OV —n .
V (¢!, b, n) = b"/ ( V') eVdV = . (b) -+ tus1 (D) -

1= ol
91 Tata(0) 4 ..., voor = e*",
dan is daar

{n = emrevsd [cos (ma sin ) - 4 sin (ma sin ]

1 ;
]. A r TCOse) y . - . | v . . .
( v VnghVer 4+ bV cos trsin ) [cos bV sin (w sin @)} -+ @ 8in }6V sin (@ sin =

”
!

J

0

V(e b, m) = b

Jrcosg

= (b) - ¢7*d [cos (w sin p) 4 @ sin (z sin )] Lu1(h) 4 - 57 [cos (22 sin ) - isin (2wsin @) Jza2(D) ..

Dus
ol 1008 i ¥
(J"'J P - cos (¥ sin )\ BV ; ] ) s .
b»/ V"(wﬁ Vi ) cos [V sin (z sin @)]dV = an(b) 4- "% cos (x sin @) Tt (0 4
0
63""‘05‘?' X
+ - g 908 (Qusin @)epa(b)+ « o 0 0 T 0w . (1)
ol . E
1603 tcog (i sin gy \ BV . ; . % .
by / V”lf——--vr —-—) sin [bV sin (zsin )] dV = e sin (zsin @) £u41 (0) +
i
‘ZArcns,f, . : o
=5 Ein (DEinio) 2aeye (D) e rh i e T A RO I A (2)

Stellen wij ¢ = iy, dan is daar cos (iy) = chyp en sin (i) = ishy

] ccz"""'lfﬁ + el ashify\ bV

0" / \"‘( v —) ch [bVsh (xshy)] dV = . (0) + embichy (shy)@, 1 (0) -

J
6:-"“""1[} %
TG | ch (Qashyp) Taga (D) + -~ -~ -~ . . . o . @
ol 65""‘4“‘-{"'*‘",‘(”"1{)] Ay )
b / V"{ T —) sh [&Vsh (wshy)] AV = esh (zshy) Tai1 (D) -
-

eﬁ.rr.’r;b

Py sh(@ashy) Tugpa B+ - . - o o o . . el (4)
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Aan het einde van mijn onderzoek gekomen nog een enkel woord. Wij hebben in
de tweede Afdeeling van dit geschrift de integralen nagegaan, die samenhangen met of
voortvloeien uit de foutenwet van het meetkundig gemiddelde, de foutenwet van het gemid-
delde van de soort ~ (z) = lu.

Het is te verwachlen, dat ook foutenwetten van andere soorten van gemiddelden cen
even groot aantal integralen met zich medesiepen. Hiermede zou een weg gewezen zljn
tot het onderzoek van een onbegrensd aantal integralen met hunne verwanten. Of dit

loonend zijn zal moet de tijd leeren.
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S T IEALL NG 15N,

1. Het 18 wenschelijk om een aleemeen gemiddelde =, van » grootheden
J D = i =

«o.. 2, te definiceren door
ns (;L‘”;) = F (I[) "I— ‘: (‘Tg) 7]* LRI R ‘l’ -: (‘J"n)

en daarin de willekeurige functie #(z) de ,oort” van het gemiddelde te noemen.

Ly Loy

2. De bewijsvoering van Frrrrro') dat een algemeen gemiddelde van waar-
nemingen dichter zal naderen tot hun arithmetisch gemiddelde naarmate zij minder

verschillen, bevat eene petitio prineipii.

3. Men kan de algemeene integraal ¢, = ¢ (¢,) eener lineaire partieele differen-

tinal-vergelijking altijd brengen in den vorm eener bepaalde integraal.

4.  De mogelijkheid is niet uitgesloten dat de wetten der mechanica niet anders
zijn dan uitspraken over het gemiddeld gedrag van bewegingen der kleinste matericele

deelen in de natuur.

5. Bij de afleiding der vergelijkingen voor stroomcomponenten en diélectrische
polarisatie per volume-eenheid heeft Bormzaann?) de hypothese ondergeschoven dat

ichti : 4 ; "
de 1'101-1’51115;(111 van de n_\vclm{;]m coordinaat I en van ; dezelfden Zijn.
(

6. Het mathematisch kansbegrip berust op deze drie hypothesen:

1°. De kans eener gebeurtenis is een functie van het aantal gevallen te midden
waarvan de gebeurtenis kan optreden en het aantal gevallen waarin zj optreedt,
) Ieerero. lsposizione del metodo dei minimi quadrati. Firenze. 1876,

2)  BoLTZMANN. Vorlesungen iiber Maxwells Theorie der Electricitiit und des Lichtes. I. Leipzig. 1891.



90 Die kang wordt evenredig grooter met het aantal gevallen waarin de oebeur-
tenis optreedt.
20 Die kans wordt evenrediz kleiner naarmate het aantal ge rallen te midden

waarvan de gebeurtenis zich bevindt, grooter is.

7. Iet is inconsequent om bij niet-lineaire voorwaarde-vergelijkingen deze volgens
het theorema van Tavior te ontwikkelen tot lineaire voorw: arde-vergelijkingen in de

verschillen der waarnemingen met de werkelijke waarden.

. Er zjn gevallen waarin het ecriterium van CHAUVENET ') om een waarneming
to cearteeren uit cen reeks gelijksoortige, omdat zij te zeer afwikt van de overige,

tot geen resultaat kan voeren.

9. Bij de berckening van de gevoeligheid eener balans neemt men er ten onrechte

.

oeen rekening mede dat het juk niet op eene mathematische ribbe steunt.

‘=)

10. Bij microscopie is belichting door middel van licht-overdragende massieve

glasstaven te verkiezen boven het Appr'sche verlichtingsapparaat.

1. De proeven van Prerrer?) behoeven niet ten gunste der physiologische

verklaring van de psycho-physiologische wet van WEBER te worden opgevat.

12.  Op het standpunt mijner Theoriec des Schimen moet men,
aannemende dat eene schoonste combinatic wit combinaties van schoonste deelen

kan bestaan en
aanmemende dat een verhouding van declen door den menschelijken geest aesthe-

tisch kan beoordeeld worden,

noodzakelijk het meetkundig gemiddelde aanvaarden als maat voor een schoonst

element.
1y Cnavveser. Manual of spheric, and pract. Astronomy. IL

2y Prerper.  Unters, a. d. botan. Tnst. Titbingen. I. 1884 en 1. 1888.






(|81 :. ) (e .. v (e e )

Lo RC R s b e el e
S T

' ‘g@ﬁ 4 fiu

ﬁ' )

i e i
ik ll:’: T i e i

WA
BAIC

& i - ..
) (e e
g

‘ %;%?@E#ﬂ "
) (e (al)Se) T
gﬁtﬁ%? %’

@'& - Pt

: =
) @gaé}i@ W

i) #@@{'ﬁi@ S & §)77

IR 5

s ‘,?}.—\':R'.' =
PO
Cx“ & oﬁ, e h ~ e =2 o
" ’@ — ':ﬁg’.‘ﬁ '11‘ P
"g-' oty e ‘rf“’ A \ ;
N R IR o

Rl Kol AR

o)

L i 1, ) \ an d '-h 0 ¥y ! A ok | ; r--‘:' - a..’a ..’:g@‘iﬁ' — o, '4‘_'.‘ % i
c%}ﬁf‘,) .-4..» . K> }{(h_, % = -ﬁiﬂ(.é‘ ,4.-.%__.‘...)‘ ( > ) i - & AR C;

i pjw@@%}@ ('i;l.iv- . g k) (e ) ;.3.\: i il ) (o el :ﬂ. I‘.;,L.,.f- ;@"%hnﬁ ' @ et G}‘%;Fé ia}‘%ﬂv 'él"
:'::' 20 2 _1‘. {;;?{g
N e

) ot
W f’:' & * 7 ons) piacs ‘ﬁv ‘f?‘n:ﬁ" % e :"" i ,@:‘D i - i Fam -{;‘:‘t‘? e : (el : E ‘ ; e :;% it ‘?g \ _- ‘ é!},
" _.-_ : . - d ‘le‘ Jis - | 1A ) M 413 ) (¥ '4"“ \i ,: B (8 -:. i EJ .;_1 ia .!: sl !:.> L A ; ) L [ A ‘... () .’.. ilg
o -fv : 4 "r e i Lol " SRt "‘?sy ﬂh”@;{ ok d‘& : 'J .--.k%a% E%zé‘f ?:é,"; % iré
A i A 7 WDk A 4 S = % ‘} R b7 :‘) T JHEC

=863

s
LR

3: . :'- S n - : X -(‘l 1;:.% ‘:
AR @ - |

ek e L
m); (e

@ .-"" Ty 2 : P 1 £y -.‘
P aREeaC el 6 @W’%‘ﬁ% Nad
S 3,’1;@"_? B Gy &2;;% Ao Gk )
e %"b';; LIy -k'-.“ : Ié‘:ﬁ&g{:gl‘i ;}.?:A,"@’t ﬁs... :

X I i) "m'!_ ’._r‘-i;‘.:- ,‘#u_.., 1 N ’ i .

o LSt R
SRR T CAVIINR) o7

. 7
')V(E?,,E AR



oy
.
i
o
{7 &
L
A
f
4 o
&
& i e
4
i 4
.
¥

LN
N

il h = %
5 )
= L o " .
i " E(8 &
f z
=
z
i i
sy
5
A A A !
‘ X
g
% ) 3 3

17





http://www.tcpdf.org

