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INLEIDING.

In 1835 werd door Professor H. Schroder cen begin gemaakt mel de uit-
gave van het mathematisch gedeelte van Krause’s nagelaten geschmiten, waar-
van het eerste decl den tilel voert: Novae theorice lincarum curvarum originariac
et were scienlificae specimine quingue prima. In hetzelide jaar, doch eemige
maanden later, verscheen cen werkje van Adolf Peters, getiteld: Newe Curven-
lehre ; Grundzige einer Umgestalluny der hiheren Geometrie durch ihre wrspriing-
liche analytische Mellode.

Geheel onafhankelijk van elkaar ‘\beoogden Krause en Peters hetzelide doel,
namelijk het invoeren cener mnieuwe courdinaten-methode in de analytische
goometrie, dic als de ,, corspronkelijfe” moet worden beschouwd, omdat de
essenticele eigenschappen der kromme lijnen er aan ten grondslag liggen.

Hunne beschouwingswijze schijnt evenwel weinig ingang gevonden te hebben
allhans er zijn — voor zoo ver mij bekend is —— geene pogingen in het werk
gesteld, deze theorie der kromme lijnen uib te breiden of op nicuw te ontwik-
kelen, Hect behandelen van andere codrdinaten-systemen, dan het rechtlijnige
en polaire, zoo als reeds in 1827 door Mabius in Der barycentrische Caloul,
en later door Pliicker, Druckenmiiller, Swellengrebel, e, a. geschied is, kan
niet als woodanig beschouwd worden, omdat daarin niet hetzelfde gronddenk-
beeld ligh opgesloten, waarop de theorie van Krause en Peters steunt, name-
lijk: het vinden ccmer vergelijking, die de witdrukking is van de essendicele
eigenschap der krommeo lyn. Druckenmiillex’s systeem #¢ 1) is het cemige, dat
met hunnc oorspronkelijke covrdinaten-methode eenigzins kan worden vergeleken.

Evenmin heeft Lamazle in zijne Dhéorie géometrique des rayons el centres de

1) Dis Usbertragungsprincipien der analytischen Geometrie von Dr, N, Druckermiiller, Ersfer
Band, Erste Abtheilung, Viertes Kapilel,
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eowpbure T) het oog gehad op de theorie van Krause en Peters, ofschoon zijne
formulen voor den kromtestraal meer tot den vorm eencr essenticele vergelijking
naderen, dan de vergelijkingen in één der cotrdinaten-stelsels van Pliicker,
Druckenmiiller, Swellengrebel, enz. |

Mag men van ek cobrdinaten-stelsel de verwachting koesteren, dat de foe-
passing er van voor de theorie der kromme lijnen in eenig opzicht van nut
zal zijn, — zoo veel te meer i dit geoorloofd met beotrekking tot eene theoric,
die op de karakteristicke eigenschap der kromme lijnen is gebouwd. Ilet is
daavom dat ik de theorie der essentieele wergelijfingen tot het onderwerp van
mijn academisch proefschrift geckozen heb. De gronddenkbeclden zijn aan de
werkjes van Krause en Pefers ontleend ; in hoe verre ik gemeend heb van hen
te moeten verschillen heb ik in het eerste Hoofdstuk aangewezen en gemotiveerd.

1) Bullelins dc PAcadémic royale des sciences, des lebtves eb des besux-arls de Belgique; 26me

Annde, 2me Série, 1. II, 1857,
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OVER DE ESSENTIEELE VERGELIJKINGEN IN HET ALGEMEEN,
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bl THEORIT VAN KRAUSE.

Krause’s ecrste verhandeling: ,, Protheoria generalis” is in twee deelen ge-
splitst. Het cerste gedecltc bevat cene wijsgeerige beschouwing van de ruimte,
de oppervlakte, de ljn en het punt, waarvan de resultaten in de volgende
definities liggen opgesloten:

» Linea est simplex extensio cum extensionis forma etiam simplici definita,
h. e. longitudo cum directione” (§ 16).

s Dlectitudo lineac posita est in dircetionis identitate, unitate, simplieitate”
& 17).

»ditneae curvae essentiale proprium characteristicum atque exclusivam est
divectionis internae continua alteratio s. mutatio” (§ 18)

»Modus, quo linea curva directionem continuo mutat, apte vocabitur: cur-
vitudinis lex,” (§ 20)

In het tweede gedeclte: ,,de oppositione divectionis guatenus ew in spatio,
supeificie, linew, et in angulo plano oceurrit”, wordt de kromme lijn beschouwd
als de limiet van eene gebrokene lyn ¢, polyponisimus”), die ontstant door ecnc
onbepaalde rechte lijn in verschillende punten om te buigen, zoodat zij in die
punten plotseling van richfing verandert. Daar de rechfe lijn zich fer weers-
zijden. van elk punf in twee fegengestelde richtingen uithreidt en daarenboven
elke buiging in tweeérlel zin kan plaats hebben, zoo heeft men: ,,modus
quatuor simplices constructionis polygonialis s. polygonismaticae”; door elk
dezer vier gevallen resp: met de drie anderen te combinecren, verkrijgt men:

»iria symptomata principalin chavacteristica, in formandis polygonismis rechi-

lineis oceurrentia, nempe fevurae in partem eontrarian” (buigpunten); ,, rever-
1%
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stonis, s. rostri acuti” (keerpunten) ,,ef rostri adumes” (kecrpunten van de
tweede soort, snavels) (§ 41). Gaat men nu over tot de limiet van den poly-
gonismus, dan. gelden deze beschouwingen de kromme lijnen.

Krause zondert nu den cirkel af van alle andere krommen f, versicnroae’”),
als hebbende overal dezelfde kromte, cn wijst er op, dat in alk punt eener
kromme lijn de kromte wordt sangegeven door een bepaalden cirkel, even als
de richting wordt bepaald door de raaklijn.

Noemt men / de lengte van den boog ecener krowmme van cen bepaald punt
af, en w den hoek, dien de raaklin maakt mef eene hepaalde richting,
dan geeft cene vergelgking tusschen die veranderlijken het middel san: ., lineam
methodo analytico-geometricd, efique originarid ae plane generali discutiendi”
(§ 66)

In de tweede verhandeling: ,, Theoria originaria cirenli” worden de eigen-
schappen des cirkels afgeleid uib de vergelijking E:‘g w, terwijl in de derde
vethandeling: ,,de lincac cwrvoe proprietatibus ef symptomatibus generalioribus”
gesproken wordt over don kromtecirkel en den kromtestraal, welke laatste ge-
vonden wordt door differentiatic van de vergeliking: 7 = # fw); daardoor
verkrijpt men tevens de vergelijking van de cvoluut der kromme, terwijl door
integratie de vergelijking der involuut ontstaat.. Hiervan levert de vierde ver-
handeling ecene toepassing op ‘de involuut des cirkels, terwijl eindelijk de
vijide verhandeling geheel gewijd is aan de kromme lijn, die door de vergelij-
king I = ;1; wordt uifgedrukt en door Krause ,, Anfiloga” genoemd wordt:

s quia ejus arcus et anguli sunt in ratione reciproca seu ZuriAcyixde constituti”

§ 2.
DE THEORIE VAN PETERS.

Aan de inleidende beschouwingen in het werkje van Peters ligt de volgende
hoofdgedachte ten grondslag. De gewone cotrdinaten-methoden lecren de eigen-
schappen kennen van het vlak, waarvan de kromme lijn de grens is, néef van
de kromme lijn zelve; het zijn eigenschappen, die de kromme lijn in betrekking
stellen tot andere lijnen of punten buiten haar, en dus refafief zijn ten op-
zichte der kromme, maar absolunt ten opzichte der vlakte-uitoebreidheid. Hoc

zal men een covrdinaten-methode vinden, die onmiddellijk de afsolute eigen-

schappen der kromme lijn leert kennen? Gelijk het oufstoan eener viaktes
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uitgebreidheid, door de beweging van een rechte, evenwijdig aan szich zelve,
langs eenc andere rechie, of wel, door de draaiing cener rechte liin om één
harver punten, den grondslag uitmaakl van het rechtlijnige of polaire cobrdinaten-
stelscl, dat van dic vlakte-mitgebreidheid de absolute eigenschappen leert kennen,
zo0 zal het omdstaen eener kromme lijn door de beweging van een puni de
basis moeten zijn van een codrdinaten-stelsel, dat de absolule eigenschappen
dier lijn doet kemnen. Het punt heeft daarbij eene voortgaande en eene
draaiende heweging: woorigamg en drawing zijn dus de elementen der kromme
lijn; het eerste wordt aangeseven door de lengte van den boog (s) van een
bepaald punt af, het tweede door den hoek (w) der raaklijn mef eene bepaalde
richting.

Voor het overige verschilt de wijze, waarop Peters de bijzondere punfen be-
schonwt en den kromtestraal en den kromtecirkel bepaalt, in den grond nieb
van hetgeen men hievomtrent bij Krause vindt; alleen verdient heb opmerking,
dat Peters als de uitdrukking der krommingswet beschouwt de vergelijking,
dic verkregen wordt door differentiatie van » = f (s), en niet deze vergclijking

zelve (zoo als Krause doet), daar het differentiaal-quotient de grootte der

i
@5
kromte aangeeft. (Verg, § 23, No. 11, § 44 en § 47).
Behalve dat Pefers meer verschillende kromme lijnen behandelt dan Krause,
is er nog één punt dat in zijne theorie wmitvocriger wordé behandeld, nameljk
de klassificatie der krvomme lijnen naar hare absolufe eigenschappen, dat is
1° naar den loop der kromme in het algemeen: of zij tot in het oneindige
voortloopt of niet, en welke bijzondere punten men santreft; 2 naar de wijze
wagrop de kromie verandert; 3¢9 paar het al of niet lerugkeeren fot vroeger
doorloopene plaatsen (Seldstiedeckuny, Selbstschuciduny , Selbstberifirung , Selbst-
meidung) (§ 28). Toch is hefgeen hieromtrent pag. 83 en v.v. wordt gezegd,
niets meer dan con zeer oppervlakkige schets, die men in § 26 en 27 in haar
gehcel overziet, onder dezen vorm:
1. De lengte des boogs van het aanvangspunt af is:
1 oncindig sroot;
2 eindig;

a. 7ij nadert dic emdige waarde zonder die ooil fe bereiken,

7, 7ij bereikt die waarde en neemt daarna weer al.




I. De draciing is:
1 onemdig groot;
R eindig;
@ 241} nadert die waarde zonder haar ooit te bereiken,
6. 71 bereikt dic waarde en ‘neemt daarna weer af.
De verdere verdecling berust op de kromte:
L. Deze is overal even groot (cirkel).
IL. Zij ondergaat eene continue verandering, waarbij men kan onderscheiden,
of zij van het agnvangspunt af;
a. steeds toeneemf
6. steeds afneemt

¢. alwissclend toe- en afneemt.
$ 8.
OPMERKINGEN OMTRENT DEZE BESCHOTUWINGEN.

Bi] de groote overeenkomst in de wijzen, waarop hetzelfde onderwerp door
Kranse en Peters wordt hehandeld, zijn twee belangrijkc punten van verschil,
die aanleiding geven tot eenige opmerkingen omtrent den vorm der vergelijking,
die het essenticele karakter eener kromme lijn uitdrukt (de essentieele verge-
lijking dier lijn), en de zol die zoodanige vergelijkingen in de analytische
geometrie kunnen vervullen.

10, Kranse beschouwt ccnme vergelijking tusschen den boog en den draaiings-
hoek als de uitdrukking der krommingswet en daarom van de essentiecle cigen-
schap der kromme lijn, terwijl Peters eerst door differentiatic de kromwmings-
wet er wit afleidt. Is nu aan de eene zijde de bewering van Krause juist,
dat eene vergelijking de cssentieele eigenschap eener kromme lijn zal aangeven,
wanneer zij de krommingswet uitdrukt; van den anderen kant zal men met
Poters mocten crkenncn, dat dic krommingswet uit cene vergelijking tusschen
den boog en den draaiings-hoek wordt afyeleid, niet onmiddellijk cr door wordt
witgedrukt. Het 13 even alsof men zeide, dat de formule betrekkelijk den
viijen. val der lichamen, die de d.nm;lmpen ruimte in functie van den fijd
aamgectt: @ == 3 gt* de snclheidswot witdruki, omdat die er door dilferentiatie

nit afgeleid wordt.

Daar Krause’s meening het resultast is van de in zijne ,, Profheoria generalis®
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ontwikkelde beschouwingen, zoo ontstaat de vraag, op welke wijze hij tof de
definitie van Frommingswet geraakt. Hen nauwkcurig onderzock betrekkehijk
den gang van zijue redemeering leidb tof de veronderstelling, dat daarin iwee
begrippen nict genoeg onderscheiden zijn, die tob elkaar in dezelfde verhouding
staan als eene functie tot haar afgeleide, en dat hierin de grond moet gezocht
worden van het versehil in de opvattingen van Krause en Peters, betreffende
de beteckenis ecner essentieele vergelijking, Tot nadere foelichting van deze
bewering mogen de volgende opmerkingen dienen.

In § 4 zegt Krause:

,,Bst vero ommis limitis eb limitationis .... forma directio (Richtung,
Richtheit)”

en bedoelt dasrmede waarschijnlijk hetuclide, wat door den Hoogleeraar Buijs
Ballot aldus wordt uifgedrukt: '

,»Op het begrip hoek steunt vorm, want die is bepaald door de wijze,
waarop men aan de grens van richting verandert.,” 1)

Had Krause dezclide omschrijving gebruikt, en in het oog gehouden daf
vorm, in plaats van hetzelfde te zijn als #ickting, hef gevolg is van cene ver-
ondering von vichting, dan zou hij in § 55 ook onderscheid gemaakt hebben
tusschen twee definities van ,,curvitas”, dic Iij mu alg identiek heschouwt.
Krause zegt namelijk '

,, Curvitas est continua extensionis, quoad directionem cum longitudine
conjunctam, mutatio, sive curvitas est continua formas extensionis
mutatio.”

Zoodra er sprake is van eene verandering van vopse, 7oo moel in clk punt
de vorm een bepaalde zijn; dese vorm uu hangt of van de wijze, waarop de
richting verandert, dat is van de grootte der pichtings-vorandering in verhou-
ding tot de verandering in lengte. Dit komt overeen met de eerste definifie
van ,,curvites”, alwaar dit woord derhalve de beteekenis heeft van Arowile,
terwijl dan de wijse waarop deze kromie verandert: ,, continua formae extensionss
mutatio”, de gedasnte van de kromme lijn in haar geheel bepaalt.

De wijze waarop Krause het woord ,,direetig” in het Duitsch vertaalt :
Richtung, Richtheit (§ 4), geeft sanleiding tot het vermoeden, of hiyj er soms

1y Beginselen en Gronden der Meetkunde, blads, 34.
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pene andere heteekenis aan geheeht wil hebben, dan die door ons woord rick-
ting wordt uitgedrukt; namelijk deze: de wijes wan gerickt fe zijn, hetgeen men
gerichtheid zmou kunnen noemen: dan zou het werkelijk hefzelide beteekenen
als worm, Zelfs wordt het op sommige plaaisen noodzakelifk de beteekenis van
5, directio” in dien geest te wijzigen, bijv.:

§ 15. ,,Directio lineae interna est ct oxterna; .... Inferna linese
directic”, (de wijze waarop de samenstellende declen ten opzichte van
elkaar gericht zijn: de dwrichting) ,per quam ad se ipsam refertur,
vocatur lineae forma propria (thre Gestalt oder Form); exferna vero
directio ejus positio externa, seu positio (Lage) simpliciter voeatur”,
(de wijze waarop de lijn, ten opzichte van hetgeen zich buiten haar
bevindt, gelegen, gericht is).

Of ook § 20, waar Krause zelf deze omschrijving er aan toevoegt:

,» Curvitas ergo ipsa est directio eontinuo mufata, ergo etiam partium
lineae contignarum inter se of ad curvam tofam confinuc varians
relatio sen habitudo, s. continuo varians posifio.”

Dat het echter nief in de bedoeling van den schrijver ligt, uitsluitend deze
beteekenis aan het woord ,, directio” toe te kennen, blijkt onder anderen uit
§ 18, waar voor het eerst , directionis intcrnae continua alteratio, s. mutatio”
de karakferisticke eigenschap der kromme lijn wordt genoemd, terwijl bijna
onmiddeilijk daarop het volgende gezegd wordt:

,»Cum lineas cujusvis, ideogue eb lineae curvae, limes internus punctum
sit; pateb: lineam curvam in quovis puncto habere directionem unam
definitam et unicam; quac adeo exprimi pofest per lineam rectam eam,
cujus eb ipsiug idem punctum limes internus sit, et quae habeat
eandem directionem internam unicam.”

De raaklijn toch heeft overal dezelfde ricdéing als de kromme in het raak-
punt, terwijl de kromtecirkel overal denzelfden vorm (gerichtheid) heeft.

Wanneer men nu in de uitdrukking:

»modus, quo linea curva directionem continuo mutat, apte vocabitur
curvitudinis lex” (§ 20) '

het woord ,, directio” heurtelings opvet in den zin van worm en in dien van
riehting, dan zal in het eerste geval de definitie van krommingswel juist zjn,

maar in strljd met de vergelijking, die Krause als de nitdrukking dier wef




0

beschouwt; terwijl er in het tweede geval overeenstemming is, wat dit laatste
betreft, maar mindere juistheid in de definitie zelve.

De onduidelijkleid der witdrukking: ,,forma est dircctio”, heeft derhalve
cene begripsverwarring fen gevolge, die door de geheele ,, Protheoria generalis”
heen weor fe vinden is: cerst in de definitic van ,,curvitas”, later in die van
,,curvitudinis lex”. Door de begrippen zickéing en vorm overal van clkaar te
scheiden , komt men fot hetzelfde resultaat als Peters: dat de krommingswet
eerst verkregen wordt door differentiatic ven de vergelijking tusschen den boog
en den drasiingshoek.

Dit kan ccliter goen grond opleveren tot de bewering dat deze vergelijking
de essentieele eigenschap der kromme lijn uitdruké: want uit clke vergelijking
in cobrdinaten kan de krommingswet afgeleid worden, al vereischt dit ook
meer samengestelde bewerkingen.

Peters heeft dan ook een ander mitgangspunt, namelijk: de genetische bepaling
eener kromme Djn. Hoezeer deze in vele opzichten is aan te bevelen, — hier,
waar heb om het wezen der kromme lijn te doen is, is het juist eon vereischte
van de essenticele hepaling wit te gean (vgl. Buijs Ballot, Beginsclen en Gronden
der Meetkunde, bl. 28 en 24), en is het wief ,, gleichgiiltig , welche von heiden
Vorstellungs-arten man wihls” (Peters, pag. ®1). Daarenhoven g de bewering
dat de gewonc cobrdinaten-methoden de eigenschappen der door de kromme
lijnen begrensde vlakken lecren kennen in strijd met de heerschende denkbeel-
den; immers, men beschouwt de vergelijking eener kromme in rechtlijnige of
polaire cotrdinaten als cone conditie, waarasn elk punt der kromme moeb
voldoen, en dus de kromme lijn zelve als een meetkundige plaats; het niel
essenticele van zoodanige vergelijking is hierin gelegen, dat z1j de plaats van
elk punt afzonderlijk ten opezichte van andere lijnen of punten bepaalt, en
dus slechts middellijk de betreklkelifke ligging der punten onderling, dat is
den worm, het wesen der kromme lLjn leert kennen.

Hieruit vloeit dan tovens voort, dat eene vergelijking tusschen den boog en
den draaiingshoek evenmin eene cssentieele kan heeten: het eenmige onderscheid
tnsschen zoodanige vergelijking en ééne in andere cobrdinaten is hierin gelegen
dat het aanvangspunt en de aanvangsrichting aan de kromme lijn zelve ontleend
zijn (ofschoon dit voor de asmvangsrichting niel eens een vereischte is); overi-

gens is het weder de plaats van el punt, die door de vergelijking wordt
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aangegeven , niet de betrekkelijke ligging der op elkaar volgende punten. Hoe-
danig men ecne vergeliking kan vinden, die de kromme lijn nict als meetkun-
dige plaats, wasr als mathematischen vorm leert keunen, onmiddellifk witdruk-
kende de wijze waarop de lijn gekromd is: have geromdheid, sullen wij in de
volgende § mader onderzoeken.

20. Hen tweede punt van verschil tusschen Krause cn Peters betreft de

toepassing der essentfieele vergelijkingen in de analytische Meetkunde. Beiden

spreken het wuit, dat deze er de eerste plaats behooren in te nemen, maar

Pefers heeft daarbij vooral het cog op eene rangschikking der krommen maar
den vorm, terwijl Krause zich meer bepaald fen doel stelt al de eigenschappen
eener kromme lijn wit hare essentieele vergelijking af te¢ leiden.

Ten einde te beslissen welke plaats de theorie der essenticele vergelijkingen
in de analytische Meetkunde behoort in te nemen,; zal men mocten onderzoeken
welke voordeelen zij oplevert. In het algemeen heeft elk cobrdinaten-stelsel
zijne eigenaardige voordeelen: clke vergelijking cemer kromme lijn is de alge-
braische uitdrukking van eene eigenschap dier kromme, en geeft aanleiding
tot het vinden van andere eigenschappen, die uit eene vergelijking in andere
cobrdinaten minder gemakkelijk te voorschijn treden. Dit zal dus ook het geval
ziin met de essentieele vergolikingen; het kan evenwcl cerst door eenme veel-
zijdige toepassing worden beslist, in hoe verre hare theorie in dit opzicht
kan wedijveren met andere cotrdinaten-methoden. Dat zij dezen den voorrang
zal betwisten is echter niet waarschijnlijk, daar in het algemeen die eigen-
schappen der kromme lijnen, wasrdoor deze in betrekking worden gesteld tot
andere lijncn of punten buiten haar — en die derhalve uit andere vergelijkingen
gemakkelijker blijken —, in de toepassing de meeste waarde hehben,

Jn een ander opuicht staat de theorie der essenticele vergelijkingen boven
andere codrdinaten-methoden. Wanneer men onderzoekt hoedanig een zelfde
eigenschap by verschillende krommen gewijzigd i3, dan komt men van zelf tot
eene rangschikfing, tot een systecw. Hiertoe kan elke cigenschap dienen, en
men zal alzoo een omeindig aanial van zoodanige systemen kunnen vormen.
Gelijk bij olke systematisatie kan men ook hier spreken van een natwmriiji
en een kunsimatiy systeem, naar gelang al dan niet de Zaralleristicke eigenschap

den grondslag der verdeeling uitmaakt. Daar nu eene essenticele vergelijking

— 7zal zi] dien naam met recht dragen — de karakberisticke cigenschap der
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kromme lijn moet unitdruklken, zoo zal zj deo cenige basis kunnen zijn van eene
natwnlijhe verdeeling der kromme lijnen.

Het is daarom, dat ik gemeend heb de theorie van Krause en Peters, ge-
wijzigd overeenkomstig de gemaakte opmerkingen omtrent den . vorm der essen-
{ieele vergelijkingen zelve, in do cerste plaats te moeten beschouwen met het
oog op cene systematiek der kromme lijnen, daarbij het voetspoor volgende
dat door Peters in zijnc boven samgehaslde schets i aangewezen; om daarna
door cen paar voorheelden aan te toonen aan welke zijden het veld der weten-

schap door de toepassing dier theorie wellicht kan worden uitgebreid,
54
DE VORM EENER ESSENTIEELT VERGHLITKING.

Het begrip reché steunt op- de voorstelling van eene bepaalde rickting. Loodra
cenc lijn de minste afwijking van rickting vertoont, noemt men haar nict meer
cen rechte lijn. De karakteristicke cigenschap der rechle fijn is dus deze: dat
de richting tusschen elk willekeurig paar harer punten altijd dezelfde is.

Daartegenover staat het begrip Arom, waarbij de voorstelling eener konstante
vichting is uitgesloten: clk-pasr punfen wijst in het algemeen een andere
richting asn dan een ander pasv punten. De essentiecle elgenschap dor
kromme lijn s dan hierin oelegen, dat van drie op elkaar volgende punten,
de richting der beide eerste eene andere is dan die van ~de twee laatste
punten. Hoe grooter de .afwijking van richting van drie op elkaar volgende
punten is, in des te stexker mate treedt de eigenschap der gekromdieid op,
— dos te grooter is de Aromfe op die plaats der kromme Lijn.

Alleen die kromme lijnen kunnen san eene mathematische beschouwing on-
derworpen worden, waarhij eene hepaalde wef heerscht, volgens welke elk punt
ton opzichte der asngremzende punten gelegen is; dic wet bepaalt den vorm
der lijn; do algebraische uitdrukking dier wet is hare essentieele vergelijking.
Ts nu de betrekkelifke ligging van eenig drietal op clkaar volgende punten,
dat is de kromte op die plaats der lim, bekend, dan zal de ligging van een
volgend punt bepaald zijn door de:afwijking in richting van dit punt ten op-
zichte van de beide voorgasnde, d. i. door de kromte die van deze afwijking

het gevolg is. Volgens het zoo even opgemerkie is de ligging van cen vierde

punt ten opzichfe van de drie voorgaande overal maar dezelfde wet hepaald ;
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deze wet zal dus worden uitgedrukt door cene vergelijking die voor elke waarde
der kromte de ommiddellijk volgende waarde der kromte, of wel de hoegrootheid
harer verandering leert kenmnen. Noemit men in het algemeen de kromte % en
de hoegrootheid haver verandering &, dan zijn dit de veranderlijken eener
essentiecle vergelijking.

Men kan de grootheden 4 ¢n & door twee anderen vervangen, die cene
geomefrische beteekenis hebben, zoodat he’r,-mogelijk wordt eene kromme lijn
door middel van hare essentieele vergelijking te construeeren. Daartoe leiden
de volgende beschouwingen.

Door middel van Krause’s theorie der polygomismen is het gemakkelijk te
bewijzen dat cen polygonismus, waarvan alle zijden en alle buigingshocken
gelijk zijn, tot limiet heeft de eirdellijn. In zoodanige polygonismus is 1o, de
betrekkelijke ligoing van elk drietal op clkaar volgende hoekpunten dezelfde,
en 20 de verhouding tusschen de som van een willekenrig asntal buigings-
hoeken en de som van de overeenkomstige zijden konstant. Past men dit foe
op den cirkel, dan verkrijet men deze bekende eigenschappen: 1o de kromte
van den cirkel is konslant en 20 de verhouding tusschen den hoek van twee
raaklijnen en den boog tusschen de raakpunten is konstant.

Aan deze verhouding is de kromte cvenredig; want in dezelfde reden waarin
zij grooter of kleiner wordt, neemt de afwijkingshoek van drie op elkaar vol-
gende punten — d. i, de kromts — toe of af. Noemt men derhalve cen wil-

lekeurigen boog ¢ en den overesnkomstigen hoek ¢, dan is

/]’,':&'n ji-vu(l)

§
Daar echter, als # den straal beteekent en ¢ in graden is uitgedruks,
180 s
e I T
2 ?

is, zoo heeft men:

180 1
2:1:—(&.7
T 7

De factor @ hangt af van de eenbeid van kromte; nemende daarvoor de

kromte van den cirkel, die mel de lengte-eenheid als straal beschreven is, zoo

wordb:
O L=~ ?r_
4= 150"
Stelt men
7r —
1g0?—%
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soodat de eenheid, waarin w wordt uitgedrukt, de hoek is, overeenkomende
met een boog, gelijk #, dat is een hock van 57°, 2957...., zoo wordf verg:
(1) ecnvoudig:

=

8

Van verschillende cirkels is derhalve de kromtc omgekeerd evenredig med
den straal, en daar deze alle mogelijke waarden kan hebben, zoo kan men ook
elke hepaslde kromfe door een bepaslden cirkel voorstellen. Voor k£ = 0 ont-
stant de rechte lijn, terwijl voor eene oncindig groote waarde der kromte, de
cirkel tot con punt wordt gereduceerd.

Men kan derhalve de betrelkelijke ligging van drie op clkaar volgende punten
eener willekeurige kromme lijn, dat is hare kromtc op die plaats, aangeven
door een bepaalden cirkel; deze heet dan romdecirkel, wijn straal fromtestraal ,
zijn middelpunt Arommingsmiddelpunt.

Do kromtecirkel heelt drie punten mel de kromme gemeen. Noemt men het
versohil tusschen de richting van het cerste pasr punten en die van het tweede
en derds punt, m. a. w. den hoek van twee op elkaar volgende raaklijnen :
dw., en het boogelement: d¢, dan iz, omdat dw en ds aan de krowme en den
kromteeirkel gemeen wijn

die ds
l:g, = —

o ]

als 5 den kromtestrazl beteskent.
: 1l ; . 5 s
Uit % =7 volgt verder door differentiatie:
e
G?t{' — ;.5 Urp,

dp iz het boogelement der kromme, die de meetkundige plaats is van de
krommingsmiddelpunten, en waaraan men den naam van evoluut gegeven heeft.
De kromtestralen der kromme zijn raaklijnen aan deze evoluut, en maken den
zclfden hoek als de raaklijnen in de overeenkomsfige punten der kromme,
omdat #ij er loodrecht op staan. De kromtestraal der evoluut, dien wij in navol-

: : - i 10l
ging van Krause p_, zullen noemen, 1s derhalve gelijk ?%, zoodat men heeft:

Deze wuitdrnkking geeft de aangrociing der kromte aan voor cen vergchil

n richting, gelijfk Zw. Door te substituceren:
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1
diw — — ds
£

verkrijgh men:

cﬂ;i’:!:_———P—;i ds,
P

hetgeen de aangroeiing der kromte aangeeft voor cen boog ds. Al naar gelang
men de verandering der kromte verlangt te kemnen voor gelijke richtings-
verschillen dw of voor geljke bogen s, d. i. maar gelang men » of ¢ als
dk p
LA —i

onéfhaﬁke}'iﬂ{ veranderlijke kicst, zal men het diﬂ'ere.ntimlquotient e
ik p 4

of e '_Pgi gebruiken. Beiden geven de wverandering der krombe: d aan
in functie van o en p_,.

Van de grootheden VP en p_, geoft dus de eerste de kromte zelve aan,
terwijl de hoegrootheid harer verandering afbangt van p, . Zi leeren de
betrekkelijke Tigging van vier op elkaar volgende punten kennen, hetgeen dan
ook den grondslag nitmaakt van de wijze waarop eene kromme lijn uit hare
vergelijking: 7 (s, p_,) = 0 kan goconstruccrd worden. Begint men namelijk
met eenige waarde van p, dan kan men dasrmede als straal den kromtecirkel
beschrijven; neemt men hierop een willekeurig boogje als boogelement aan,
200 ziju drie punten der kromme hekend. Door dit boogje klein genoegfe
nemen, kan men de fout die ontstaat, door de kromme te beschouwen als
samengesteld uit cirkelboogjes, zoo klein maken als men verkiest. Loodrecht
op den kromtestraal, in het krommingsmiddelpunt, komt dan de kromtestraal
der evolunt: p ,, waarmede men eveneens een cirkelboog beschrijft, Trekt
moen nu wit het volgende punt der kromme aan dezen cirkelboog cen raaklijn,
zoo i deze een volgende kromtestrasl, het raakpunt een volgend krommings-
middelpunt. Uit de vergelijking blijkt dan de waarde van ,_,, correspon-
deerende: met deze nienwe waarde van ,, waaymede men op dezelfde wijze
handelt.  In: plaats van gelijke cirkelboogjes te nemen kan men natuurlijk ook
den hock van twee op elkaar volgende kromtestralen telkens even groot nemen.
Practisch i¢ ‘de volgende constructie te verkiezen, Men berekent uit de ver-
gelyking voor verschillende waarden van p, liefst met gelijke verschillen op-
klimmende of afdalende, de overcenkomstige waarden van p_y, mcet op twee
rechten, die loodrecht op elkaar staan, van haar snijpunt uit, dat krommings-

middelpunt: is der kromme, én paar corrcspondeerende waarden af, en beschrijft

met p_, als straal cen eirkelhoogje, dat eene lengte heeft gelik aan  het
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verschil van twee op elkaar volgende waarden van p, waardoor een tweede
krommingsmiddelpunt geconstrueerd is. Op de raakhijm in dit punt wordt de
volgende waarde van p afgemcten en op den straal de correspondecrende waarde
van , ,, waarmede nu op mieuw een cirkelboogje wordf beschreven. De
aldus verkregene punten der kromme (de uiteinden der o’s) kummen door eir-
kul'tmgen vereenigd worden nit de krommingsmiddelpunfen met de verschillende
kromtestralen beschreven. Op deze wijze verkrijgt men door éénc constructie:
de kromme lijn zelve, haar evoluut en de evoluut van deze, dat is de tweede
evoluut der kromme, hetgeen dit voordeel heeft, dat men eene voorstelling
heeft van de wize waavop de kromte in den loop der kromme lijn verandert.

Wij mogen alzoo eene vergelijking tusschen , en p_, ecne essenticele ver-
gelijking noemen, omdat zij de wet uitdrukb, volgens welke elk vierfal op
elkagr volgende punten ten opzichte van elkaar gelegen zijn.

Fr doen zich nu twee vragen voor:

1o, Hoedanig kan die betrekkelijke ligging zijn, — welken vorm kan eene
kromme lijn op eenige plaats hebben? |

20, Hoe kan men de vormen onderscheiden, die eene kromme lijn in haar
geheel kan opleveren door eene voortdurende continue verandering der kromfe?

De ecrste vraag zal beantwoord kunnen worden door verschillende waarden
van 4 te combineeren met verschillende waarden van één der differentinal-

v

quoticnten

en —
B ds’

ven, en te onderzocken, welke waarden van p en p_, daarmede correspon-

die de hocgrootheid der verandering van kromte aange-

deeren, fen einde de vormen te kunnen construeeren en ze voor elke kromme
lin uit hare essentieele vergelijking: f (o, p_,) = 0 te kunnen bepalen.
Ten einde de tweede vraag te beantwoorden, bedenke men, dat door inte-

gratie van de differentiaal-vergelijking:

Flos g =0 of: f(p o) =0
eene vergelijking:
p=9p @) .... (1)
ontstaat, dic de waarden van p, en dus ook van %, in de verschillende pun-

ten der kromme lijn leert kennen. Zij geeft de continue verandering der

kromte aan in eene kromme lijn, waarin de hetrckkelijke ligging van clk viertal

punten bepaald wordt door de wet, die in de functie f(p, p_,) =0 is uit-
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gedrukt, en die men nu in haar geheel doorloopt, de plaats van elk punt
bepalende door een codrdinaat .
Hetzelfde geldt van de vergelijking:
o =1 @) .nn @)
die ontstaat door infegratie van
, %y —
f (F’ PB:) =
welke vergelijking verkregen wordt, door in f(p, p.,) = 0 voor p_, te sub-
i ok
tueeren: o ‘;5 De vergelijkingen (1) en (2) zullen derhalve tot grondslag

moeten dienen bij de beantwoording der tweede vraag.

§ 5.

DRUCKENMULLER'S SYSTEEM /% EN DE THEORIE VAN LAMARLE.

Alvorens op den aangeduiden weg den vorm' eemer kromme lin nader fe
beschouwen wenschen wij voor een ocogenblik terug te komen op het in de
inleiding gezegde omtrent andere codrdinaten-systemen, die aan de theoric
der essenticcle vergelijkingen verwant zijn.

Dit geldt in de eerste plaats Denckenmiiller’s systeem z¢ 1).  Ofschoon de
vergelijliingen in dat systeem niet vergeleken kunnen worden met de essentieele
vergelijkingen, zoo kan men toch het beginsel, dat er aan ten grondslag ligh
beschouwen als een meer algemeenen vorm van de zoo even ontwikkelde denk-
beelden. Druckenmiiller beschouwt daarbi namelijk eene kromme lijn als de
omhullende van alle cirkels, die bepaald worden door de verschillende standen
van één cirkel, wiens middelpunt zich beweegt langs eene bepaalde kromme,
die den naam van as draagt, en wiens straal tegelijkertijd cene continue verandering
ondergaat., Hierin nu is oi)gesloton het geval, dat de kromme, waarlangs het middel-
punt des cirkels zieh bewecgt de oveluut 1s der kromme lijn die men beschouwt.

Verder dan in beginsel is echter de vergelijking mief door te voeren, daar
Druckenmiiller als cotrdinaten aanneemt de lengte s van den hoog der as en
den straal 7 des bewegelijken ecirkels; daardoor wordt de vergeljking van de
involuut der as:

s 4 p=0.
Men zou het systcem zoodanig moeten wijzigen, dat . plaats van den cobi-

1) Die Uchertragungsprineipien der analytischen Geometrie, won Dr. N, Druckenmiiller, FErste

Abtheilung, vievtes Kapitel,
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dinaat s werd ingevoerd de straal van den cirkel, waarvan de evoluut weder
de omhullende is, en wiens middelpunt zich beweept langs een kromme, die
weder evoluut is van deze. Daardoor verliest echter Druckenmiiller’s systeem
zijn cigenaardig karakter, weshalve wij ons bij deze korte aanwijzing bepalen,
om cenigzins witvoeriger de beschouwingswijze van Lamarle na te gaan, daar
deze in de volgende Hoofdstukken enkele malen zal worden toegepast.

De theorie van Lamarle is daardoor gekarakteriseerd dat de differentialen
en differentionl-guotienten Vervangen sijn door swelleden en verhoudingen v
sneleden 1). Lomarle’s definific eener kromme lijn is deze: ,,La courbe est
la trace d’un point qui se meut sur une droitc mobile, le point glissant sur
la droite, et la droite towrnant autour du point”, terwijl hij zich in de op
bladz. 2 aangehaalde verhandeling in de Bulleting de I deadémic R. de Belgigue
ten doel stelf: ,,une courbe étant définie glomdétriquement, déterminer pour
un point quclconque de cette courbo le rayon et le centre du cercle osculuteur.”

De kromtestraal iz de verhouding tusschen de snelheid », waarmede het puat
zich langs de rechfe beweegt on de draaiings-suellieid = van deze; het komt
er dus op aan die verhouding mnit de gegeven conditic te vinden.

Daartoe moet men eerst frachten de richting te bepalen van de suelheid »,
en daar het slechts op de wverdowding der snclheden sankomt, en het geheel
onverschillig is, hoe groot de absolute snelheden zijn, zoo kan men door cen
willekeurig stuk op de rechie die deze richting asnwijst de snelheid » voor-
stellen. Tevens 15 nu de richfing van de normaal bekend, waarop zich het
krommingsmiddelpunt moet bevinden. Al naar den aard der conditien zal
men pu verschillende wegen moeten inslaan om dit laatste nader te bepalen.
Daarbij is het dikwijls gemakkelijk zich het ontstaan der kromme lijn voor te
stellen door de beweging van cen bepaald punt der rechtc, terwijl deze in hare
eigene richting voortschuift en tevens om dat punt draait; het vdorfsbmngende
punt verplaatst zich dan niet op de rechte zelve. Denkt men zich daarbijnog,
dat het geheele vlak, waarin de beweging plaats grijpt, door de rechte in have
beweging wordt medegenomen, dan zal op elk oogenblik dat vlak drasien om
een bepaald punt (cemtre imstantané de rotafion), dat niets anders is dan het

krommingsmiddelpunt der kromme. Daar nu bij zoodanige beweging elk pung

1) Verg, Txposé Géométrique du Calenl difféventiel et inidgral, par Troest Lamarle.
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van het vlak eene snelheid heeff, waarvan de richting loodrecht is op delijm,
die dat punt met bet krommingsmiddelpnnt vercenigt, zoo zal omgekeerd dit
laatste punt gevenden kunmen worden, wanneer de richting der snelheden van
twee punten in het visk bekend is.

De hoeksnelheid is op elk oogenblik voor alle punten dezelfde en gelijk
asn de snelheid, waarmede de bewegende rechie om het voortbrengende punt
draait. Dit in asnmerking nemende kan men licht aantoonen dat de suelheid
van olk punt dier rechte ontbonden kan worden in twee composanten, waarvan
de ééne goricht is langs de hewegende rechte en gelifk is aan de snelheid
waarmede deze in hure richting voortschuift, terwijl de andere loodrecht daarop
stant en eene waarde heeft, dic gevonden wordt door de hoeksnelheid te ver-
menigvuldigen met den afstand tusschen het punt dat men beschouwt e et
voorthrengende punt. Hiernit volgt eene methode om de snelheid te vinden
van het snijpunt van twee bewegende rechien, wanneer de composante lood-
rechi op elk dier rechien bekend is. Men richt namelijk in het snijpunt op
beide rechten loodlijnen op, wier lengten zich verhouden ale de gegeven suel-
heden, en plaatst op het uiteinde van elk dezer weder cen loodlijn; dan zal
de rechte lijn, die het gegeven punt vereenigt meb het snijpunt dezer loodlijnen
in richting en grootie de gezochie snclheid voorstellen.

Door middel van deze beschouwingen vindt Lamarle onder anderen eene
constructie en cene formule voor den kromtestraal der kegelsneden: voor de
ellips en de hyperbel, uit de conditie dat de kromme lijn ontstaat door de
beweging van het snijpunt van twee rechten (de voerstralen), die om fwee vaste
punten (de brandpunten) drasien, zoodanig dat de som of het verschil van
de afstanden van dat snijpunt tot elk der vaste punten konstant is; en voor
de parabel uit de conditie, dat zij de meetkundige plaats is van de snijpunten
van twee rechten, waarvan de ééne om een vast punt deaait, terwijl de andere
langs een vaste rechte (de richtlim) schuift, waarop zij loodrecht staat, in dier
voege, dat de afstanden van dat snijpunt tot het vaste punt en de vaste rechte
steeds gelijk zijn,

De formule:
oy 2
P ) cos
weeft voor de ellips en de hyperbel den kromtestraal p in functie van de voer-

stralen # en #, on hun halyen hoek &: zij gaat voor de parvabel over in:
) o
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2
eos B.
Wanneer men de veranderlijken #, # en 4 vervangt door den hoek 7, dien

==
¥

de raaklijn maakt met eenc vaste richting, dan ontstaat ecne vergelijking van
den vorm
g =g (&)

Deze substitutie is gemakkelijk {e verrichten, Ook de mceste andere voor-
beelden, waarmede Tamarle zijne theorie toelicht, laten zich op dezse wijze
behandelen, zoodat hierdoor de weg wordt asngewezen om de essenticele
vergelijking eener kromme lijn onmiddellijk uit de gegevene condifics op to
maken; want, kan men cen geometrisch verband vinden {usschen de grootheden ,
die in de fornnnles van Lamarle voorkomen en &éne der veranderlijken », s,
dan is hét ook mogelijk door middel van dezelfde methode zonder dezen omweg
tot de essentiecle vergelijkingen te geraken. Wij zullen hievvan later cen paar
voorbeelden geven.

Dikwijls kan men even gemakkelijk hetzelfde doel bereiken daoy gebruik fe
maken van de lecr der limieten; althans, het zal altijd mogelijk wiju, daar
men slechts de beprippen swelfeid en differentiasl behoeft te verwisselen om
de eene methode in de anderc om te metien. Lamarle’s theorie heeft cchier
twee voordeelen: vooreerst vleeit er overal, waar zi] wordt toegepast , eenc con-
structic voor hst krommingsmiddelpunt uit voort ; maar ten tweede worden
de moeilijkheden vermeden, die cigen zijn aan het invoeren van oneindig kleine

grootheden in eene geomectrische besehouwing,




HOOFDSTURK. 1I1.
OVER DEN VORM EENER KROMME LIJN OP EENE BEPAALDE PLAATS.

g
METHODE VAN ONDERZOEK.

De vorm, dien cene kromme lijn op eenige plants heeft, wordt bepaald door
de grootte der kromfe en van hare versndering aldaar, dat is door de waarde

dr . de o . x
van % en van — of —. Beide grootheden kunnen alle mogelijke waarden Lebben,

ds  dw

soodat het aantal van zoodanige vormen oneindig groot is. et specificeeren
dezer vormen zal kunnen geschieden door én de eerste plants te onderscheiden ,
of de fromite k:

lo. cene eindige waarde heeft;

20, gelifk nwl 1s;

30, oncindig groot is,
hetgeen overcen komt met:

eene eindige waarde van den kromtestraal p;

o = w0, zoodat de kromteeirkel ecn rechte lin wordt;

p = 0, waardoor hij tot een pumt gereducecrd is.

Verder kan men onderzoeken , welken invloed het op den vorm hebben zal,
als de wverandering der kromie " of CM—

s dw

lo. eene eindige waarde heett;

o, oneindig klein is;

80, oneindig groot is;

Het cersle geeft een toe- of afnemen der kromfe te kennen, naar gelang dk
positief of negatief is; er blijkt tevens uit, dat % ook v4ér cn nd het punt,
dat men beschouwt, toeneemt of afneemt, omdat eenc continu veranderende groot-

heid geene eindige positieve of ncgatieve waarde bekomt, zonder onmiddellijk

daarvddr en daarna evenzeer eene eindige positieve of negatieve waarde te




Rl

hebben. Dit is cchter niet het geval wanneer het differentiaal-quotient #uf of

onetidiy 18: daarbij zal men nog mocten onderscheiden of het al dan niet van tecken

it .k - ;

— of -, gelijk wud, dat het verschil tus-

ths diw F

schen twee op elkaar volgende wasrden van £ hoogstens eene oncindig kleine
ik

; : ik L ] :
grootheid van de tweede orde is, en: s of 7 gelijk oo, dat dit verschil

cene emdige grootheid is; maar verandert @k daarbi] van teeken, dan is de

verandert. In elk geval beteekent:

kromte aan do Géne uijde van het punt dat men beschouwt toenemende, aan
de anderc zijde afnemende of omgekecrd, met andere woorden % bereikt in dat
punt een maximum of minimem waarde.

Is £ in eenig punt »wl of oweindig, en heeft daarhij het differentiaal-quotient A
eene eindige waarde, zoo verandert de kromfe aldaar van tecken, De geome-
trische beteekenis hiervan is duidelijk, wanneer men bedenkt, dat eene lijn
naar - tweedrlei zijden gckromd kan zijn. Denkf men zich nu in het puni,
waar & nul of oneindig is, de raaklijn, dan zal, wanneer de kromte van feeken

verandert, de kromme aan wefrskanten van dat punt aan verschillende zijden

van die raaklijn liggen, — of ock: de kromiestraal zal aan verschillende
gijden van de kromme lijn gelegen zijn.
X ; . il
Men kan naar verkiezing do verandering der kromte aangeven door = of
d i

T Tn het eerste geval beschouwt men de aangroeiing der kromte voor ecn
bepaald boogje ds, in het tweede geval voor een bepaald richtings-verschil du,
dat is, men neemt achtereenvolgens s en » als onafhankelijk veranderlijke aan,
Deze twee gevallen geven aanleiding fot twee voorstellingen omtrent de wijne,
waarop de OP‘ clkaar volgende punten eemer kromme lijn naast ellaar gelogen
zijn, die vooral duwidelik uitkomen wanueer men de beschouwingswijze van
Lamarle imvoert (bladz. 17), Wordt namelijk ds konstant verondersteld, dan
denkt men zich het punt in cene gelijkmatige beweging in ééne richiing langs
de rechte, terwijl de draaiing van deze met verschillende snelheid en in ver-
schillenden zin plaats kan hebben. TIs daarentegen # de onafhankelijk veran-
derlijke, dan draait zich de rechte met konstantc snelheid in dezelfde richting
om, terwijl de beweging van het punt langs de vechte in beide richtingen en
met veranderlijke snelheid kan geschieden.,

Door van elk dezer voorstellingen afzonderlijk uit te gaan bij het combi-

neeren der straks genoemde waarden der kromte mef die van de hoegrootheid

harer verandering, kan de vraag, tot welke vormen de betrekkelijke ligging
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van vier op elkaar volgende punten eemer kromme lijn aanleiding kan geven,
volledig beantwoord worden, Zockt men daarbij telkens de overcenkomstige
waarden van p en p ,, dan volgt daaruit van zelf con middel om te onder-
gocken of de wet, volgens welke elk viertal op elkaar volgende punten van
gekere kromme lijn ten oprichte van elkaar gelegen zijn, toelaat dat dese of
gene vorm zieh ergens in dem loop dier kromme zal vertoonen: men heeft
slechts te zien of de waarden van p en p_,, die voor hel aanweziz zijn van
dien vorm vereischt worden, aan de vergelijking f (o, p ) = 0 voldoen.

D¢ waarde van p wordt terstond gevonden uit:

L
=7
terwijl die van p_, blijkt uit:
N 1 dk ’ 1 dk
B =T Rs e  a

(zie bladz. 18) naar gelang men & of » als onafhankelijk veranderlijke aanneemt,
Het teeken van £ hepaalt, aan welke zijde van de kromme lin de kromte-

straal gelegen is. Is s de onafhankelijk veranderlijke, dan wordt ds veronder-

“steld nict van teeken te veranderen; het tesken van £ hangt dan samen met,

dat van dw, omdat E::%’- is. Hieromtrent zullen wij deze bepaling maken:
dw s positief, wanneer men bij den overgang van een punt op het volgende
rechts ome, negabief, als men Zénks om woel draaien; of — wat op hetzelfde
neerkomt —: is dw positief, zoo ligt de kromtestranl rechis van de kromme,
i8 dw negalief, zoo ligh hij fnks; hierbij wordt natuurlijk verondersteld dat
men zich, bij het doorloopen der kromme ljn, wvoorwearts heweegl. Is w de
onathankelijk veranderlijke, zoo heeft # hetzelfde teeken als s, Veronderstell
men, dat de draaiing steeds rechtsom plaats heeft, en wil men wederom dab
i positief zij, als de kromtestraal rechts gelegen 1s bij eene voorwaartsche
beweging, zoo volgt hiernit van zelf, dat de positief moet genomen worden,
wanneer men zich poorwacris moet bewegen om van eenig punt in cen volgend

te komen, wnegatief, wanneer men daarbij achterwoarts moel guaan.
g 2.
§ 18 ONAFHANKELIJK VERANDERLIJKE. GEWONE PUNUEN, TOPPEN EN BULGPUNTEN.

, Wij zullen nu elk der drie gevallen:

b is eindig
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cn

% is nul

k 1s oneindig
combineeren :
dk
J&
di
s
ak
s

De vormen die hieruit voortvleeien zijn voorgesteld door de figuren 1—13,

met: is eindig

met: is nul

en met: is oncindig.

waarin overal de dikste lijn in het punt 4 den vorm vertoont waarop de figuur

betrekkine heeft, terwiyl « een punt 1z dat dasevodr, e een punt dat verder
o] 2 J : 3

op gelegen is, zoodab de kromme in de richting @ & ¢ doorloopen wordt. De

dunnere lijn is de eerste evoluut, de gestippelde de tweede evoluut.

I. De kromte heeft cene eindige waarde, en dus ook p.

Men kan £ positief veronderstellen in het punt dat men beschouwt, omdat
de kromme lijn altijd z06 kan geplaatst worden, dat dit het geval is; hicrvan
overtuigt men zich gemakkelijk, door de figuren 1—7 om de raaklijn om fe
vouwen , waardoor de kromfbeslraal negatief wardt, zonder dal de vorm eenige
verandering ondergaat.

}JT]G heeft eene eindige waarde. Qok deze waarde kan altijd positief veron-

ds dk
dersteld worden, want is = negatief, — dat is: de kromte afnemende — woo
2
kan men de kromme om de normaal rondwentelen, waardoor 4 helzelfde

tecken behoudt, maar in plaats van afnemende foememende, en dus —7 posi-
s

i

tief wordt. p i1s dan afnemende; p_, hoeft, blijkens de formule:

o
feg == B3 ds

cene eindige negatieve waarde.
De vorm die door deze combinatie ontstaat (Fig 1) is die, welke men bij
Let doorloopen eener kromwe lijn in den regel zal aantreffen, daar dit de
. ol e P, . . ) HRATE
cenige vorm 1s die bij ecne continuc verandering van /£ en - niet in een an-
)
deren. vorm overgaat; immers, wannecr slechts één dezer veranderlijken in
eenizg punt 0 of = is, zoo heeft zj daarvddér en daarnd eene cindige waarde.

Het zijn dus de gewone punten waartoe deze vorm hehoort,
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LA

= ).
ds = :

@) Zonder veranderiug van teeken. Ook hier kan het teeken steeds positief
verondersteld worden, daar door omwenteling om de normaal het teeken kan
veranderd worden. p_, wordt evenzeer nul en behoudt dasrbij het negatieve
teeken: de evoluut heeft derhalve een fop (zie verder); de kromme #elve ver-
toont ecen vorm, die tot de gewone punten gerekend wordf, omdat heb beloop
der kromme lijn er niet op eene in het oog springende wijze door gewijzigd
il wordt; et onderscheid tusschen dezon vorm con de gewone punten van zoo
even 18 cvenwel cssenticel, daar de kromte hier twee opeenvolgende waarden
heeft, die gelijk zijn, of althans Zoogsfens een verschil opleveren dat een on-
eindig kleine grootheid van de tweede orde is (Fig. 2).

B) Met verandering van teskon. Iet is hier noodzakelijk te onderscheiden
‘ of de verandering van positief in negaticf dan wel omgekeerd plaats heeft, daar
i conc omwenteling om de normaal geene verandering in {eeken van % ten
” gevolge heeft; hetgeen men licht inuiet, als men bedenkt dat na de omwente-
ling eene toeneming van £ in alneming is oyvergegaan en omgekeerd, ferwijl
de punten der kromme lyn teyens in omgekeerde volgorde doorloopen worden.

%) %{; wordt van positiof negatief. De kromte neemt toe tot op zckere
hoogte en neemt daarna weer af: zij bereikt ecn maximum; p bereikt een mini-
mum; p_, I8 eerst negalief, wordt nml en daarna positief. Het overeenkomstige
h punt der evolumt 18 cen Aesrpunt (bladz. 51), terwijl de vorm der kromme zelve
' overcenkomt met de foppen der kegelsneden en daarom in het aigemeen con
I fop kan penoemd worden (Fig. 3).

B) Eg wordt van negatief positief. De kromte hercikt een minimum,
' p een maximum, p_, is suceessievelijk posilief, nul en negatief. De evoluut
heeft dus weder cen Zecrpuné, terwil de vorm der kromme weder een fop is
(F1z. 4).
[ Het verschil tusschen deze toppen is in de figuren daaraan zichtbaar, dat
il het keerpunt der evolunt in het cene geval naar de kromme is tosgekeerd,

! terwijl het er in het andere van afge.keerd 18,

1 d
il 3) — == .
) s
; L dk
a) Zonder verandering van lecken, Veronderstelt men wederom  dab =

positief blijlt, dan is p_, ncgatief en wordt oneindig tegelijk meb f? De

A
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kromme heeft een gewoon punt (Big. 5), dat echter daardoor gekenmerkt is,
“dat twee op elkaar volgende waarden van £ of van p een eimdig verschil op-
leveren. Het overeenkomstige punt der evoluut is een /op waarin de kromte 0 is.

By Met verandering van feeben. Om dezelfde reden als bij 2) moet men
hier twee gevallen onderscheiden:

) % wordl van positief negatief. De kromte neemt tob op zeker punt
toc en teemt dasrna weer af: % bereikt een maximum, p een minimurm, De
vorm is dus een fop (Fig. 6), dic onderscheiden is van ¥ig. 4, door dat hier
het verschil tusschen twee op elkaar volgende waarden van % cone eindige groot-
heid is, terwijl dit in het andere goval een oneindig kleine grootheid van een
hoogere orde was. Dit is in de figuur daaraan richthaar, dat in het keerpunt
van de evoluut, hetwelk weder naar de kromme is toegekeerd, de kromtestraal
oneindig is en niet 0.

B) % wordé van negabicf positief. % bereikt een minimum; hel verschil
tusschen twee op clkaar volgende kromtestralen is eindig, In het keerpunt
dor evoluut, dat van de kromme is afgekeerd, is de kromtestraal oneindig

groot (Fig. 7).

1I. De kromte is 0, dus p = oo

i - ! - s
= jeeft cen cindige woarde, die weder positief kan verondersteld worden.

1) ds

% is dus toenemende zoowel vé6r als na het punt waar i aul is; dab is, =y
is corst negatief, daarna positief: de beide deelen der kromme, aan weerszijden
van het punt wear =0 1Is, sijn aan verschillende zijden van de raaklijn
gelegen, Daardoor ontsfaat een buigpunt (Fig. 8); p is successievelijk negatief,
oncindig, positief; p , positief, oneindig, negatict. Het punt der evoluut,
waar p_, — o is, ligt echter zelf in het oneindige, daar dit punt het krom-
mingsmiddelpunt der kromme is en de kromtestraal hier oneindig groot is;
deze lromtestraal is derhalve asymaploo der evoluub. Men, kan hieruit tevens
afleiden, dat in het algemeen, wanmneer de kromtestraal in eenig punt der
kromme oneindig groot is, de kromtestraal der evoluut tegelijk oneindig is.

A
2)%:‘; 0.

8) Zouder verandering van {teeken. DIt geval verselult alleen daardoor

van het vorige, dat de formule
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p_, onbepaald laat, zoodat hier dric gevallen zouden kunnen worden onder-

scheiden : namﬁlijl{ dat p_, nul, cindig en oneindig is; echter is het uit het
zoo cven opgemerktc duidelifk, dat p_, hier alleen oneindig kan zijn, zoodat
cr nu geen verschil meer hestaat.

o) Met wverandering wan fceken. De kromte bereikt cen maximum of
minimum waarde; daar evenwel deze waarde nud is, 700 zal men alleen het
geval behoeven na te gaan waarin een minimum bereikt wordt ; Immers, isf— 0
een maximum , zoodal wij daarvddr en daarna negatief is, zoo wordt, door om-
wenteling der figuur om de raaklijn, 4 posilief en dus # = 0 cen maximum,
p wordt oneindig, cvenzeer zonder verandering van teeken, hetgeen dus als
maximum moel beschouwd worden. De vorm die hierdoor ontstant (Fig. 9) is
een Zop, die als een bijzonder geval van Fig. 7 kan worden aangesicn. p_, 1s
oneindig in het overeenkomstige punt der evoluut, en deze heeft de kromte-
straal der kromme tot asymptool; het keerpunt van de evoluut in Fig, 7 1s
dus hier in het oneindige gelegen.

o b
% —

@) Zonder verandering van feefen. F is suceessievelijk negatief, 0, posi-

I:O_

tief on p mnegatief, oneindic

g, positief, terwijl p_ evenzeer door o heen van
teeken verandert. Het duigpunt, dat hierdoor outstuat , verschilt niet van het
in 1} verkregenc (Fig. 8).

6) Met verandering van fecken, waarbij, om desolfde veden als bij 26

niet in aanmerking beliooft te komen het geval dat £2=10 als een maximum
moet worden beschouwd. Hven als dddr is de vorm cen fop waarin p oneindig

is, terwijl p_, door oncindig heen van tecken veraundert (Fig. 9.
III. De kromte is w, p=10

ak 3 ey = e ‘

1) ?Eé heeft een cindige posubreve waorde, De loromte neemt toe, wordt on-
eindig en blijfi daarna toencmen, hetgeen beteckent dat zij door oo heen van
teeken verandert. p verandert dus door 0 heen van tecken, evenals ook Py
gelijk blijkt wit:

L dk
P‘J:_FD E.




Hicrdoor ontstaat cen Zwigpumé (Wig. 10) dat essentieel verschilt van het
buigpunt in Tig. 8: de kromtestraal is er nul in plaats van oneindig, terwijl
het overeenkomstige punt der evoluut ook een buigpunt is meb een onemndig
eroote kromte. In figuur 8 ligt het overcenkomsiige punt der evoluut in hef
oneindige; dewijl echter daarbij p_, door oo heen van tecken verandert, kan
men dat punt als cen buigpunt in het oneindige beschouwen.

ak

\.

) Zonder verandering von leeken. Dit levert blijkbaar denzelfden vorm op
(Fig. 10).

0y Met verandering van tecken. Dekromte is successievelijk of: positief, o,
positief, of: negatief, o, neaatief; in beide gevallen kan £ = o als een maxi-
mom of p = 0 als een minimum worden beschouwd. De kromme Leeft een
top (Pig. 11), die als een bijzonder geval ven Tig. 3 agngezien kan worden,

ke

.= O,
ils

a) Zonder verandering von teeken. J verandert door «o, p door 0 heen van tee-
i

HaL s one ==t r - is onbepaald, maar moct van teeken veranderon ; dit kan
dus zoowel door nul als door = heen plaats hebhen, Heb eerste geval geelt
hetzelfde buigpunt als in Fig, 10, het tweede echter levert con NiCUWED VOrm
(Iig. 12), waorbij in het buigpunt der evoluut de kromtestraal oneindig groab is.

B) Met verandering van lecken. k= o is een maximum, p — 0 een mini-
mum. Ook hier wordt

I dk
n = L -]
P = S e =

zoodat de verandering van tecken kan plaats hebben door 0 heew als wanncer
Fig. 11 ontstaat, of door oo heen, waardoor men den vorm_verkrijgt, die in
Fig. 18 is voorgesield; in het keerpunt der evolunt is hier de kromtestraal
oneindig groot: het is dus een hijzonder geval van I'ig. 6.

De volgende tabel geeft van deze govallen een overzicht. Van drie naast
elkaar geplaatste teckens heeft het middelste betrekking op het punt dat men
beschouwt (in de figuren: het punt 2) hel eerste op de daarvédr gelegene

punten (z), het derde op de volgende punten (¢).
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1) i heeft cene
s

dak

2) —— is nul.

ds

8)

° eindige positieve [¢) Zonder veran-
dering van teeken

ot U

waarde,

% i3 eindig

—

& neemt toe # neemt toe

p neemt al ‘g neemt af

s

p—, 1s cindig neg:fp_, :

Grewoon punt Fig. 1| Gewoon pund Fig. 2

4) Met verandering van teeken.

a) + 0 —

B — 0+

@) Zonder veran-
dering van tecken

+ o -+

A maximum

p Mminimum

pag t =0 ==
Top Tig, 3

& minimum

p Maximum

Pye St
Top Tig. 4

ey =— 0 - ._m:lcl_l Be— 0 — k: = 0 -
£: — @ = ‘.mu.l.nol_l P — o9 — p: -+ o 4
oyt = oo — Pyt - o — (= o — Pyt = » —

Buigpunt Pig. 8 | Buigpunt Fig. 8

% is oneindig,

Top Fig, 9

Top Fig. 9

huanSl.l .m..lTDDI:I
gl li == p: == 0 —
e U S IR

Buigpunt Fig. 10| Buigpunt Fig. 10

dop Tig. 11

A: —f co B — o —
g~ 0 - pr — 0 —
fpi=— % = e e

Top Fig. 11

,m.,..ITS —

A neemt foe
¢ neemt af
Pug §i.7— 8 =——

Gewoon puni Fig. 5

is oneindig.

&) Met verandering van teeken.

4t o — | f)—w

& maximpm A minimurm

p Iminimum

FopE e S
Top Tig. 6

g maximiumn

Top Fig. T

ke — 0 1
pr — o - Vs
Pyt 0 —

Buigpuat g, 8

By — 0 — e - 0 -

pi == @ |-

I
Top Tig. 9

pq: o —
Top Fig. 9

pr =0 —
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{10

Buigpunt Fig, 112
|

B et o ol
B U
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Zep Vig. {
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Dit onderzock levert derhalve de volgende resultaten op

Wanneer men zich voorstelt, dat cen punt zich met konstante snelheid langs
cene rechte beweegt, welke telkens om dat bewegende punt draait met cene ver-
anderlijke snelheid, dan kan de kromme lijn die daardoor ontstaat de volgende

vormen verfoonen:
I, Gewone punten.

Waarin het verechil tusschen twee op elkaar volgende waarden vau # kan zijn:

#) ccue oneindig kleine grootheid van de eerste orde: p_, 18 eindig. Fig. 1.

g) eene oneindig kleine grootheid van eene hoogere orde: p_, =— 0. Fig. 2.
o) eene cindige grootheid: , = o Fig. B.

1. Toppen.

1 o) Met cen eindige wmavimumn wagrde van p, waarbij het verschil tusschen
twee op elkaar volgende waarden kan Zijn :
«) ecne oneindige kleine grootheid van eene hoogere orde: p_, = 0. Fig. 4.
g) eene cindige grootheid: p_, == . Kig. 7.

14) Met p — o als maximum: p_, = - Fig. 9.

9 a) Met eenc eindige wminimii waarde van p, waarhi] hef versclil tusschen
twee op elkaar volgende waarden kan ziju:
) cene oncindig kleme grootheid van eene hoogere orde: p_, = 0. Fig. 3.
g) eenc eindige grootheid: o, — oo Fig. 6.

24) Met p =0 als minunum, waarbij de onmiddellijk volgende waarde kan zijn
@) €ene oneindig kleine grootheid van hoogere orde: p_, = 0. Fig. 11.

B) eene cindige grootheid: p_, — ce. Fig. 13.

L. Buigpunien.

1) Met p — =, in welk geval ook: p_, = o= Fig. 8.
2) Met p =0, waarbij de onmiddellijk volgende waarde kan zijn:
) ecne oncindig kleine grootheid van hoogere orde: p_, = 0. TFig. 10.

p) eene cindige grootheid: p_, = oo, Fig. 12.
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§ 8.
18 CNAPHANKELITK VERANDEELITKE. GEWONE PUNTEN, TOPPEN IN EEERPUNTEN.

Dezclfde waarden, die in de vorige § aan i% werden toegekend, zullen wyj
N aan ;% geven en met de dric waarden van % combineecren, p en p_, worden
gevonden wif:

1 1 dk
R ; €11 PR ——r=t 72 (‘:7?&.

De vormen, die dasrdoor verkregen zullen worden en dia nog nist voor-
kwamen, zijn in de figuren 14—17 voorgesteld op dezelfde wijze als dit in de
vorige § is geschied.

I. De kiomie heeft cene eindige waarde en dus ook o
Hierbij zullen dezelfde vormen optreden als in de vorige §. Wij zullen

daarom de verschillende gevallen slechts in % kopt agngeven, Veranderf

;% 26
niet van tecken, dan ontstaan gewone punten en wel: Fig. 1, als — emdig
: . (fﬁ: o
bLijft, en dus ook p , cone eindige waarde heelt; Fig. 2, als = on p_, gelik
ak ‘ o

1 s - e

0 zyn; Fig, 5 als 7 py onemdig zijn. Verandert 7p von lecken, dan
i : e

ontstaan foppen, waarin de kromtc een maximum of minimum bereikt, naar

i s X ; 7 :
gelang 7, vou positief negatiel of van negaticf positief wordt en waarin 84
e ' 1

nul of onemdig is, naar mate deze verandering van teeken door nul of door
oneindig plaats heeft (Fig. 3, 4, 6 en 7).

IL. Dc kromte is 0, pl=at

h :
1);7 heeft ezne eindige wanrde. De kromte neemt toe, d. 1. wordt van
(]

negatief positief: de kromme ligt dus, aan weerszijden van het punt waay
. : : o s dic .
k=0 is, aan verschillende zijden van de raaklijn; maar daar 4 — 7 19, en
s
dw verondersteld wordf niet van teeken to veranderen, zoo moet dit met ds
het geval zijn. Hierdoor ontstaat een keerpunt (Tig. 14), Ui
1 di

A=

volgt dat de kromtestraal in het overecnkomstige punt der evoluut oneindig is,
i

2) — —0.
) da
a) Zonder wverandering vam tecken. Dik levert denzelfden vorm op. De
i
formule P = — 3 o= geeft wel geene bepaalde waarde aan voor f.,; Maar

deze kan niet anders dan oo zijn, daar p = w0 is.
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b) Met verandering van teeken. Daar £ hierbij niel van fecken verandert,
maar de waarde axf bereikt als minimum, zoo verandert ook ds niet van
tecken, en men verkyijot denzelfden vorm als m het overeenkomstige geval van
de vorige §, namelijl een dop. (Mig. 9).

3) etk
t s EE= O .

dw ~

a) Zonder verandering von lecken. Geeft wederom Fig. 1dw

B) Met wverandering wvan {leeken. % =0 is een mimimum en dus de vorm

die hicrdoor ontstaat cen #op (lig. 9).
L. De kromte is w, s = 0.

dk 2 ! ; :

1)7 heeft eene eindige waorde. Hot tocken van 4 is corst 4~ en dasrna —.
L3

Op dezelfde wijze als bij LL 1) is geschied, kan men aanioonen, dat deze vorm

een Jeerpunt is, dat nu evenwel verschilt van hetgeen aldaar gevonden werd,

doordat de kromte niet wul maar oneindiy is, terwiyl nit

- 1 di
P =—""" %% dw
volt, dat p_, megaticf blijfi, maar een minimum-waarde #al verkrijgt (Iig. 15).
dl
oYy
%) dw — &

a) Zonder wverandering van teeken. Dezellde vorm: Fig. 15.

b) Met verandering vam teeken. Dit geeft den Zop dic in Fig. 11 is voor-
gesteld.

dk ;

a) Zonder veromdering vam teeken. Bij het keerpunt, dat hierdoor ver-

3

kregen wordt, kunnen drie gevallen onderscheiden worden. Uit

1 dk
P-4 =—""pr2 gw

vloeit namelijk voort, dat p_, allerlel waarden kan hebben, daar hiy niet van
teeken verandert, Men kan dus hebben: p , =0 (Fig. 15), p_, = eindig
(Fig, 16) of p_, = = (Fig, 17).

B) Met verandering vom toeken. Dit geval levert reeds vroeger verkregene
toppen. op, mamelifk Fig. 11, wamneer p_, door nul heen van teeken veran-
dert, en Fig. 13, wanneer dit door oneindig heen plaats heeft.

Op dezelfde wijze als in de vorige § zijn deze gevallen in de volgende tahel

bij clkaar gebracht.
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Het valt spoedig in het oog in welk opzicht deze tabel van de vorige ver-
schilt: overal waar dadr Buwagpunten ontstonden, verkrijet men hicr Keerpunten ;
de gewone punten en Toppen vindt men op dezelfde wijze weer. De oorzaak
hiervan is licht in te zien; zoowel in gewone punfen als in foppen behouden
dw cn ds beiden hunne teckens, fterwijl in een buigpunt dw van teeken ver-
andert, in ecn keerpunt ds; neemt men dus &én van doze differentialon stecds
positief, dan zal men ook slechts één van deze tweo vormen kunnen verkrijgen.

Bewcegt zich derhalve een punt met veranderlijke snelheid langs eene vechte,
die met konstante snelheid om dat puntldraait, 200 kan de kromme lijn, die
daardoor ontstaat, gewone punten, toppen en keerpunten hebben. Bij de drie

vormen der vorige § (blade, 29} komt dus nog:

IV.  Keerpunten.

1) Met o — oo, waarbij ook: ,., = o= Tig, 14.
2) Met p — 0, waarbij de onmiddellik volgende waarde kan ziju:
a) venc oneindig kleine grootheid van de eerste orde: p., 1s eindig. Fig, 16.
B) eene oneindig kleine grootheid van hoogere orde: ,_, — 0. Fig. 15,
£l ',I. 1 ) P a + - 8 i
y) ecne eindige grootheid: p , — . Mig. 17,

Er is &én keerpunt dat nict corvespondeert met een buigpunt, namelijk
Fig. 16, alvaar % successievelijk: is voor = o ; men verkwijgt

g 16, alwaar - = successievelijk: -, oo, - is voor k= w; men verkrijgt
hier p , = §; betgeen tot drie gevallen aanleiding geeft: p , eindig, wul en

ity . i die _
onevindig , terwijl, voor T 4= %0, = 6D f = o, p-, van teeken verandert en
daardoor geene eindige waarde kan hebben.

Men zou uit de resultaten, in deze on de vorige § verkregen, het gevolg kunnen
trekken, dat de vorm cener kromme lijn afhankelijk is van de onafhankelijk
veranderlijke die men zich verkiest; daar dit echter cene ongerijmde veronder-
stelling is, doet zich de vraag voor, op welke wijze men zich het onistaan
van een keerpunt moet voorstellen, wanneer s onafhankelijk veranderlijke is,
en van een buigpunt, als » onafhankelijlc veranderlijke is. De heantwoording
dezer vraag leidt tevens tot de zoogenaamde lesrpunicn wan de fweede soort
of snavels, gelijk in de volgende § nader zal.blijken,

.
<)
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§ 4
SNAVELS.

Wanneer de kromte cene continue verandering ondergaat tot op zeker punt,
maar voor een volgend punt c¢eme onbestaanbare waarde zou verkrigen, dan
houdt de kromme ljn in dat punt plotseling op: voor esn volgend punt be-
staat geene kromte en dus ook geene kromme lyn. Stelt mon nu in het al-

gemeen. eenige waatde van £ voor door:

o () V()
waarin ¢ één der cobrdinaten s, w' voorstelt, dan zal % imaginair worden als
¥ (e) negatiel word. Heeft deze verandering van teeken plaats door wul heen,
dan 7al de laatste waarde van % gelik p (&) zijn; verandert echter J (¢) door
oneindig heen van teeken, dan wordt ook #=— o. Merkt men op, dat de ver-
gelijking waarin de kromme lijn:

b=g @+ I
opgesloten is, namelijk:
{t—e (=10

evenzeer de kromme lijn hevat, die voorgesteld wordt door:

k=g le) — ¥V § (),
zoo blijkt, dat deze, ofschoon eene andere recks van waarden voor £ opleve-
rende, met dezelfde waarde van % eindigh. Dit leidt er foe de beide krommen
tot één geheel te vereenigen, door ze in dab punt in elkaar tc doen overgaan.
Deze redeneering schijnt wellicht overbodig, daar men in de gewone codrdi-
naten-methoden mnooit anders handelt; evenwel is dédr het geval eenigzins
anders, Bepaalt men zich tot het rechtlijnig stelsel, dan heeft men mit eene

vergeljking van den vorm:

{1—o @) =00
of y=9 @+

voor elke waarde van @ twee waarden van y, zoodat men terstond twee takken
verkrijot, die van zelve in elkpar overgaan, wanmeer  (#) nul of oneindig

wordt. Dit heeft met eene vergelijking
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U—9 @} =)

of h=— @ ((,) S (L)
niet plaats, daar men voor een uclfde waarde van s of =, dat is voor cen
zelfde punt der kromme Lijn, geen twee waarden van Z kan hebben; het zijn
hier twee krommen:

—_— ————

b=p(@+1Vid() en f=p—1 (),
die men desverbiczende in elkanr kan doen overgaan, en dan als ééne kromme
Lijn met twee takken kan beschouwen.

By het ondersoek naar de verschillende vormen, die hLet vercenigingspunt
van twee zoodanige lakken kan opleveren, zal het blijken dat, in geval s de
onafhankelijk veranderlijke is, Zeerpunten en snavels optreden, als = daarvoor
wordt asngenomen, Dusgpunten en snavels. De keerpunten en buigpunten zijn
dezelfde die reeds gevonden zijn. De smavels zijn door de figuren 18—23
voorgesteld; daarin is het vercenigingspunt door 4, de voorafgaande punten
in de twee takken door ¢ en o' aangewezen.

Men kan de volgende gevallen onderscheiden:

L. De kromte heeft in de twee takken verschillende teckens,

Denkt men zich in het vereenigings-punt de raaklijn, zoo liggen de takken
aan verschillende zijden van deze. In dat punt zal % slechts mul of oneindig
kunnen zijn, Want had % eene eindige waarde, dan zou de kromme lijn dis-
continu zijn bij den overgang van den éénen fak op den anderen, wegens hef
verschil in teeken van £, hefgeen niet het geval is voor #— 0 en # — oo,
Hieruit volgt onmiddellijk, dat 4% in de twee takken verschillende teekens moet
hebben. Is ¢ onafhankelijk veranderlijke, zoodat dw in den éénen tak ~= en
in den anderen —— is, dan ontstaan deerpunten, en wel:

1) woor £ —= 0: Fig. 14.
) voor k= w: Fig. 15, 16 of 17, naar gelang , , nul, eindig of
oneindig is in het vercenigingspunt.

Neemt men w als onafhankelijl veranderlijlke aan, en wordt dus dw in beide
takken positief verondersteld, terwijl &s versehillende teckens heeft, dan ver-

krijgt men Zuigpunten :




1) woor k= 0: Pig. 8.
Q) woor k= oo: Thg, 10 als p_, =0, Fig, 12 als py = w0 is. Kindig

kan p_, miet zijn, daar de formule
I
= pt dw
doet zien, dat _, in de twee takken verschillende teekens heeft.

II. De kromte heeft in de twee takken hetzelfde teeken.

Hierhij uijn de twee takken op dezelfde wijze ten opzichte van de raaklijn
in het vereenigingspunt gelegen, hetgeen ten gevolge heeft dat de kramme
aldaar den vorm van een smawvel vortoont. £ kan steeds positief verondersteld

| worden, daar de kromme aliijd zoodanig geplaatst en doorloopen kan worden,

dat dw en ds beiden positief wipp. Men kan nu de volgende gevallen onder-

scheiden :
di: e . . - S . .
| 1) o of 1 beide taklken positief. De kromte neemt derhalve in beide

\ takken toe. Gaat men, bij het doorloopen der kromme, van den éénen tak op
den anderen over, zoo is dus de wasrde van £ in dat punt een maximum, en
die van , een minimum. Die maximum waarde van £ kan cindig zijn of
oneindig.

a) k heeft in het vereenigingspunt eene eindige positieve waarde, De formulen :

1 df 1 dk

BN ghsicg i g T —— = —
g E3 I kY dw '

geven beiden voor ,_, eeme negatieve waarde aan in de {wee takken en men
verkiijgt denzelfden vorm of s als onafhankelijk veranderlijke wordt aangenomen ,

dan wel @. In het vereemigingspunt kan , , eindig, nul of oneindig zijn,
ik, d
hetgeen afhangt van de waarde van —- of =

de vorm van de evoluut eveneens cen snavel, dic met de punt naar de kromme

in dat punt. In elk geval is

il is toegekeerd. In TFig. 18 is , , cindig genomen; voor het geval dat p_, on-
eindig of nul is, verkrijgt de evoluut de vormen die de kromme heeft in de
fignren 19 en 20.

b) k is dn ket vercenigingspunt oneindig. p is nul; ,_, kan weder eindig,
nul en oneindig zijn. De snavel van de evoluut reikt nu tot aan de kromme:

het is slechts een bijzonder geval van den zoo even gevonden vorm. (Fig. 20,

waar weder , ., eindie is verondersteld),
P-a o)
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fa

2) %}; of’ % is in Deide toklken negatief. De kromte neemt af en bereiki in
het vereenigingspunt een minimum waarde, die eindig of nul kan zijn.

@) k is in het vereenigingspunt eindiy positicf. p verkrijgt cone eindige
maximum waarde., p_, i3 in beide fakken positief, en kan in het vercenigings-
punt cindig, nul en oneindig zijn. Zoowel voor s als voor # als onafhankelijk
veranderlijke verkrijgt men Fig. 21, waarin de waarde van p_, eindig is ver-
ondersteld , en die van de vorige snavels onderscheiden is, doordat de snavel
van de evoluut van de kromme is afpekeerd,

b) b is an ket vereemigingspunt mwl. p is oneindig en daarom ook Py
(bladz. 25). Beschouwt men dc beide asymptotische takken der evolunt als in
het oneindige samenvallende, en moemt men dit ecn snavel in het oneindige,
dan wordt deze vorm (Fig. 19) een bijzonder geval van Iig. 21.

3) %/% af Zf]—i is i den &inen tok positief , in den onderen negatief. De kromte
neemt in den ccnen tak toe, en in den anderen af, Rij den overgang heeft men
derhalve eene voortdurende toeneming of alneming, nanr gelang men de kromme
i de eene of in de andere vichfing doorloopt. Hieruit volgt dat de kromte
in hef vereemigingspunt slechts ecne eindige waarde kan hebben; want was 1]
nul of oneindig, dan zou zj van tecken mocten veranderen; hetgeen veronder-

steld wordt niel plaats te hebben.

Uit '
e 1 dk
=T RS Y T awm

blijkt, dat p_, verschillende teckens heeff. Deze verandering van teeken kan
plaats hebben door oneindig heen (Iig. 22) of door 0 heen (Fig. 23). In elk
geval 1s het overcenkomstige punt der evoluut een buigpunt. .

De volgende tabel geeft van deze gevallen een overzicht. De waarden van
£, p en p_, in de twee takken zijn boven elkaar geplaatst, die in het ver-

eenigingspunt daarachter,
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s is onafhankelijk veranderlijke. —
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in den éénen tak positief, in den anderen uegatief.

w is onafhankelijk veranderlijke, s =

e

%

Lo

k::l:}ﬂ
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S
p-1 —_|_}°°

Keerpunt Fig. 14
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G ey
=Tl

Buigpunt Fig. 8
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| P-1 "_—.:;}0 of o

- Buggpunt Fig, 10, 12
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¢ i ik di ; di di
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Sunavel Fig. 18 | Swavel Fig, 20 | Swwvel Vig, 21 | Suwavel Fig. 19 |Swawvel Fig. 23, 22
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t

Beschouwt men derhalve twee op deze wijze gecombingerde takken als ééne

kromme, waarin de kromie eene continue verandering ondergaat bij den over-

gang van den eenen tak op don anderen, dan komt bij de vier opgenoemde

vormen nogs

V.

Suavels.

14) Met een eindige maximum waarde van p, waarbi het wverschil tusschen

twee op elkaar volgende waarden kan zijn:

) cen oneindig kleine grootheid van de eerste orde: p_, is eindig Fig. 21.

B) eene oneindig kleine grootheid van hoogere orde: p_, — 0.
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) cene eindige grootheid: p_, = oo,
14) Met p = w0 als maximum: p , — . Tig. 19,
2 ) Met cene eindige minimum waarde van p, waarbij het verschil tusschen
twee op elkaar volgende waarden kan zijmn.
%) ecn oneindig kleine grootheid van de cerstc orde: p_, is cindig. Fig. 18,
B) een oneindig kleine grootheid van hoogere orde: p_, — 0.
v) een eindige grootheid: p_, — oo
28) Met p — 0 als minimum, waarbij de corstvolgende waarde kan zijn:
#) een oneindig kleine grootheid van de eerste orde: p_, — eindig. Fig. 20.
B) cen oneindig kleine grootheid van hoogerc orde: p_, — 0.
y) een eindige grootheid: p_, = oo
3) p passcert eene eindige waarde, waarhi] hef verschil tusschen twee op

elkaar volgende waarden kan wijn:

«) een oncindig kleine grootheid van hoogere orde: p_, = 0. Iig. 22.
£) een eindige groothcid: p_, = oo. Fig. 23.

§ 5!

GEVOLGTREKKINGEN,

Wanneer men in eenlg punt eener kromme lijn de raaklijn en de normaal
trekt, en het gedeelte der kromme, dat aan de ééne zijde van dat punt gelegen
is, om een dezer lijnen omslaat, terwijl het overige gedeelte niet van plaats
verandert, zoo guat de vorm die de kromme in daf punt heeft in een anderen
over. Door eene omyouwing om de normaal zullen gewone punten en toppen
overgaan in swevels, en Duigpunten in feerpunten en omgekeerd, ferwijl eene
omvouwing om de raaklin gewone punten en foppen tot buigpunien en keerpunten
tot smavels vervormt en omgekeerd, Niet altijd echter zullen de vormen die
daardoor ontstaan denkbaar zijn in eene continue kromwme lin; daar toch in
het om de normaal omgeslagen gedeelte het tecken van @4 en daarmede dat
van p_,, en in het om de raaklijn omgeslagen deel hef teeken van % of van
p veranderd is, zoo zal slechts dan aan dat vereischie voldaan worden, wanneer
p_, of p in het punt dat men beschouwt #ul of onelndig is: — p_, wanneer
de omwenteling om de normaal geschiedt, p wanneer zij om de raaklyn plaats
heeft. Want heeft in het eene geval p_,, in het andere p, cen eindige waarde,
en dus ter weerszijden van het punt hetzelfde teeken, dan onistaat cr discon-
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tinuiteit na de omvonwing wegens het verschil in teeken dat daarvan het ge-
volg is. Dit zal bijv. het geval zijn wanneer men de fig. 1—7, 18, 21, 22
en 23 om de raaklin en de fig, 1, 16, 18, 20 en 21 om de normaal in

et punt 7 omslaat, waardoor geene vormen optreden, die in ecnc continue

kromme lijn kunnen voorkomen. Daaventegen verandert:

fig. 2 in fig. 23 ‘
- fig. 8 y fig. 18 als daarin p_, =0 is ‘
A : £ i fie. 4 4 fig. 21 als daarin p., =01is
N o, 8 infig. 9 = ! :
g- ﬁa o fb 1 g flg. 5] " [lg 29
s Hl O - = b . <
B o i o e |2 |fie. 6 , fig. 18 als daavin pogy — 0 18| £
s | r p 0
=, fig. 12 4 fig. 13 . : : - g
'E:j"’ Re e = g fig. 7 p fig. 21 als daarin p_, — o is UB:
8= ( fip. 14 , fio. 19 g 2
& = A% | A 5 @
| = P e gl &5\ fig. 8 4 fig. 14 A
8.5 | fig. 15 pa=0is | B1E |. _ :
n = 1 = E,,_\ -%‘ hg. 9 I [lg. ](." ?
= fig. 16 fir, 20 als daavin: eindigis § = | & :
S j‘o T /AR @ 'F—i = - g. 10 , fig. 15
g, ] — oI © f . :
5 (SRS 5 ff Gz 12 5 fig. 17
= fig. 11 : B gl LS T
: p fig. 20 als daarin -
'flg. 18 oy — o I8
| Door deze opmerking, die fevens dienen kan om de resultaten der vorige §¢§
| o - - o .
‘ te verificeren, kan men gemakkelijk vinden, welke waarden van p en p_, moeten
voldoen aan cene vergelijking

f (F: F'—;l) === UJ
als de kromme, waarin elk viertal punten volgens die wet ten opzichte van I
_elkaar gelegen zin, dezen of genen vorm zal vertooneu. Immers er blikt uit, |
dat — behoudens de gevallen dat p e p_, Gerden eindig zin — het verschil :
tusschen gewons punten af' toppeon cn snavels, alsmede tusschen bduwigpuaten en
Leerpunten enkel en alleen gelegen 1s in het al of niet verandercn van fecken
van p_,, terwijl eene verandering van teeken van p de buigpunten van de toppen

en de fegrpunten van de swavels onderschoidt. Geeft men nu door —- - te

| kennen, dal er geene verandcring van feeken plaats grijpt, en door -+ — dat
dit wel hef geval is, dan wordt elke vorm op de volgende wijze gekarakteriseerd :
_ Gewone punien. Buggpunten. Keerpunten, Snavels.
! 4 s : p ++
{@) (e) 1(
| Pt St . P—1 S
Toppen.
| N b S A0 i i 1By =F 2
.‘ () E (%) @ ()
s —— Popet I i =
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De gevallen (4) en (f), (6) en (¢) ziju niet terstond van elkaar te onder-
scheiden, Merkt men evenwel op dal p in (§) en (/) cen maximum of minimum-
waarde bercikt, m (#) en (¢) niet, dan is het duidelijk dat men daarin een
voldoend kriterium heeft, om deze vormen fe onderkennen. Om te bepalen
tot welke soori de vorm behoort, heeft men slechts de volgende gevallen na
te gaan:

voor () em (¢): p_, =0 of = .
voor () en (f): ¢ 18 een maximum of een minimum.
gy ==\ ofi = ws;
voor (¢): p = 0 of = on.
p_y, =0 of = on.
voor (d): p= 0 of —= co.
p.y =10, eindig of ce.

In geval p cn p_, beiden cindig zijn heeft de kromme in dat punt een der
vormen: fig. 1, fig. 18 of fig. 21. Dexe zin hierdoor onderscheiden, dat in
den snavel fig. 21 p een maximum heeft, in fig. 18 cen minimum, terwijl in
fie, 1 ¢ con eindige waarde passeert.

Op deze wijze vindt men, welke vormen ecnige kromme lijn opleveren kan;
nog niet, of men ze bij het doorloopen der lim werkelifk zal aantrelfen. Even
als nameljk in fic. 8, 9 en 19 het buigpunt, hel keerpunt en de snavel der
evolunt in et oneindige verschoven is, terwijl i fig. 14 hetzelfdc kan gezcgd
worden van cen top, wzoo kan dib ook plaats hebben in de kromme lijn zelve
gonder dat het uit do verg: f(p, p_,) = 0 blijkt. Ten cinde hierover te oor-
deelen is het noodig de vergelijkingen

p=o(s) en p=1 (@)
te raadplegen; ligt namelijk het bedoelde punt in het onemdige, dan s min-
stens een der codrdinaten s, e, oneindig voor de waarde dic p in dat punt
heoft, In dat geval kan men echter niet spreken van een vorm die op eene
bepaalde plaats wordt sangetroffen, — wveel meer heeft men te doen met de
wijze waarop de kromme lijn verloopt, met den vorm, dien zij ¢e Aaar geheol
vertoont; hetgeen het onderwerp zal uilmaken van het volgende Tloofdsiuk. Alleen
7] hier opgemerkl, dat men somiijds uit de vergelijking / (¢, p.,) = 0 veeds

kan besluiten dat de kromme lijn punten in het oneindige heeft. Recds vroeger

is namelijk opgemerkt dat, wanneer in eenig punt p — oo is, ook p_, —




42

moet zyn; blikt Let cchier wuit de vergelijking dat er punten zijn waarin
p = o gecombineerd is met e¢ene eindige waarde van p_, of met p., =0,
dan kunnen die punten ook niet in cen eindig gedeelte der kromme lijn liggen :
deze is, gelijk later blijken zal, in dat goval spiraalvormig, terwijl haar evo-
luut een ecirkel of een punt tot asymptoot heeft.

Het zal na het opgemerkte nict noodig zijn in bijzonderheden fe treden
omtrent de wijze, waarop men uit de vergelijkingen

p=yp() e p=1(w)
tot het aanwezig zijn van desen of genen vorm in eon eindig deel der kromme
lijn besluniten kan. Wordt p voor eenige waarde van s imaginair, dan heeft
de kromme aldaar cen keerpunt of een snavel naar gelang p in de twee takken
al of niet verschillende teekens heeft. Op dezelfde wijze geeft het imaginair
worden van ¢ voor cemige waarde van  cen buigpunt of een snavel aan.
Verandert p bij het grooter worden van den codrdinast van teeken s 700 Wijst
dit in de eerste vergelijking op een buigpunt, in de tweede op een kecrpunt.
Toppen worden aangeduid door maximum of minimum waarden van . Tot
nadere bepaling der vormen dient deels de vergelijliing zelve — voor zoo ver
het de vraag geldt of p door 0 of door o van teeken verandert — deels de
differentiaal-vergelijling ;
Ly') of Fmp,—y ()

wanneer het de waarde van p_, geldt; daartoe kan men de cerste deser verges
Ijkingen onder dezen vorm selirijven:

¢

pa=p.¢ () =9(9 .9 (s

dp
ap dw Py
Omddt = (Zg— = T 18
dw

Men kan in het bepalen der vormen, die eene kromme liim op cene be-
paalde plaats kan vertoonen, verder gaan door ook op de tweede differentiaal-
guotienten %} en gjf en daarmede op den kromtestraal der tweede evoluut:
¢, to letten. Sommige gevallen zijn echter miet voor ecne verdere beperking
vatbaar, namelijk die, waarbij p of p_, omeindig is, omdat alsdan de kromte-
stralen van alle volgende evoluten van zelf oneindig worden. Anderen laten

slechts twee onderscheidingen toe, bijv. de buigpunten waarin p en p_, gelijk
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nul zijn; het overeenkomstige punt der tweede evoluut is dan ook een buig-
punt en p_, zal slechts 0 of « kunnen zijn. Wi zullen hierover cvenwel niet
in bijronderheden treden, daar zoodanige verschillen in den vorm der kromme
des te minder zichtbaar worden, nasrmate men het specificceren verder voortzet.
Uit de wijze waarop het tecken van p albangt van de teekens van ds en
dw, kan men, in verband met de formule: p , = gf}’ de betrekkelijke ligging
opmaken van de kromtesirvalen p en p_, wamneor deze gelijke of ongelijke tee-
kens hebben. et onderzoek hieromtrent gecft den volgenden regel aan:
Wanueer wen zich langs den Lromtestraal p beweegt von hel punt der Eromane
waar het krommingsmiddelpunt, 200 zab p_, h ctzelfde teeken lebben als 4,

wanneer wmen techts, het omgekeerde wanneer men 1in ks moet draaien

om op den kromiestract p_, over e goan.




HOOFDSTURK IIL

OVER DEN VOBM EENER KROMME LIIN IN HAAR GEHEEL
§ 1.
E INVLOED VAN KONSTANTEN OF DEN VOEM DER KROMME LITN.

Eene vergelijking, die de wet uitdrukt, volgens welke de kromte verandert,
zal in het algemeen willekeurige konstanten hevaiten. Door verschillende
waarden aan die konstanten te geven, verkrijgt men kromme lijnen, dic wel
allen aan dezelfde algemeene wot voldoen, maar daarom niet gelijkvormig he-
hoeven te sijn. In dat geval zal men de verschillende vormen achtercenvolgens
verkrijgen, door de konstante te laten varideren.

Maar- ook kan zich het geval voordoen, dat eene konstante geen invloed
unitoefent op den vorm, maar alleen op de grootte der kromme, de afmetingen.
Ilet is nict moeielijk na te gaan, hoedanig in het laalste geval de konslanie
moet voorkomen; terwijl een paar algemeene regels te geven zijn omtrent den
anrd van den invloed cener kongtante op den vorm.

Gaat men uit van de algemeen bekende waarheid, dat twee figuren gelijk-
vormig 71jn, wanneer die lijnen in de ééne figuur, waardoor deze volkomen
bepaald wordt, in eene konstante verhouding staan tot de overcenkomstige
lijnen in de andere, zoo is het duidelijk, dat twee krommen gelijkvormig zul-
len #ijn, wanneer alle p’s en p_,’s in de ééne kromme even veel malen grooter
of kleiner zijn dan diezelfde grootheden in do andere, — want cene kromme
Iijn is bepaald door hare kromtesiralen, en door dic van haae evoluut. Het
behoeft geen nader betoog, dat in gelijkvormige krommen de hoeken van oe-
lijkstandige kromtestralen gelijk, en de bogen tusschen de punten, waartoe zlj
bchooren, evenrediy zijn. Wanneer men derhalve van ecne kromme lijn alle
P8 en p_’s in dezelfde rveden grooter of kleiner mankt, dan verkrijgt men ccne

kromme , die met de ecrste gelijkvormig is, — hetgeen bovendicn duidelijk
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is, wanneer men bedenkt, dat het by de constructic cener lijn naar eenige
vergelijking /' (p, p_y) = 0 gehecl onverschillig is, welke lengte-cenlierd men
aanneemt voor de afmetingen der kromtestralen; het grooter of klemer maken
dier lengte-genheid nu heeft eenvoudig ten gevolge, dat alle liynen in dezelfde
verhouding grooter of kleiner worden.

Hiernit nu vloeit hel volgende voort: wanneer eene vergelijking tusschen
¢ en o, eene koustante hevat, die als factor voorkomt van ; en p_, of althans,
door cenige algebraische bewerking, als zoodanig kan optreden, dan zullen
alle kvommen, nasr dic vergelijking geeonstrueerd, maar met yerschillende
waarden der konstante, gelijkvormig ziji.

Tlke komstante, die mdel als faclor van p en p, voorkomt, zal aanleidmg
geven tot krommen van versehillenden vorm; want dan worden, door verschil-
lende wasrden der konstante, niet alle Js en p_,’s in dezelfde reden vergroot
of verkleind.

Heeft men cone vergelijking tusschen , en w, dan is de zaak niet altijd
zoo cenvoudiz, Wel iz elke konstante factor van , zonder invlced op den
vorm der kromme, maar nieb altijd is het omgokeerde waar, dat namelijk elke
andere koustante cr wel op influenccert. Zoodanige vergelijking toch bevat in
het algemeen altijd éénc konstante, die meh Let wezen der kromme mniels te
maken heeft, namelijk die, welke aangeeft vanwaar men de hoeken begint tc
tellen. Nu kunnen zich twee gevallen voordoen:

lo. Tene koustante ¢ verdwijnt, wanneer mon % — ' -~ g stelt, voor
genige waarde van . Aledan is hot zeker, dab het geven vam verschillende
waarden aan « eenvoudig ten gevolge heefll het verdraaien der oorspronkelke
richting zonder meer;

90, Fene konstante @ verdwijnt niet door die substitutie, maar toch veran-
dert de oorspronkelijke richiing, door er verschillende waarden aan te geven.
Tn dat geval worden dug niet alleen alle hocken met een zelfden hoek ver-
meerderd of verminderd, maar er geschiedt meer, en men zal eersh dan kun-
nen e weten komen, of die konstante op den vorm der kromme influenceert,
wanneer men telkens, bij het veranderen van hare waarde, de hocken tob
dezelfde hoofdrichting in betrekking stelt, of — wat ap hetzelfde neerkomt —
wanneer men den invloed van @ op de hoofdrichting elimineert door, in plaats

van cenige waarde van o, het verschil tusschen twee waarden van = in te
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voeren. Blijkt het, dat voor eenig verschil o het verandoren van @ hetzelfde
resultaat. oplevert als het veranderen der lengte-eenheid, dan is hierdoor be-
wezen, dat de konstanfe geen invleoed uitoefent op den vorm der kromme.
Tot toelichting hiervan diene het volgende voorbeeld.
In de vergelifking
p=2=a ~ e
is @ een konstante, die niet als factor van p alleen kan voorkomen; toch ocfent

zij geen invloed wit op den vorm der kromme; want , daar voor een hoek w’

p =1 -Je¥%
15, zoo verkrijgt men door deeling der vergelijkingen

p— 0 =cw
p— it —=ew
op elkaar:
Pl_a:ew,_?ﬂ_‘:_e?
p—a
1

—p—1
a

1
g — 1

atr

of:

—ef

waarnit blijkt, dat men slechts ‘E‘P voor p behoeft te schrijven — dat is de
lengte-eenheid veranderen — om al de krommen te verkrijgen, die de verge-
lijking kan opleveren.
Men verkrijgt hetzclide resultaat spoediger, door middel van de differentiaal-
vergeljking, Uit
ne= @ &P
volgb: o, — e w;
dba: pie=lp o
of: “i“p:l—l'-%ﬁﬂ-—
Op dergelijke wijze kan men handelen met cene vergelijking tusschen s en
w. Alleen moet men dan drie punten nemen, waarvoor de bogen
$» ¢ e 544 en de hoeken w, w 4y en w4 o zijn.

Door eliminatie van s en w is tevens de invloed der konstanten geélimineerd ,

die den oorsprong sangeven. De vergelijking van zoo even
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p=a+Ef
of
fls
ﬂ:a—[—e’%‘

gC’I'HtHgl’HEI'[]' zijnde , geelt
Brge f — g - £ % iues (1]
Voor twee andere punten heeft men:
s4o¢ 4 C=a(wg) ge®ha e (2)
en § - 4 + C:a(@v+?’)+e’w+?' e (9)
trckt men nu (2) van (3) en (1) van (%) af, zoo verkmjgt men:
d——a(y —g =" (e ¢ _6?’)
en ¢ —ag :e"’”(e?—l);
en deze twee op elkaar declende:

g'f—-o'-—ﬂ(?’-—sol _B?l——é'?.

T i e? — 1
it 1
_a’_?aa“(t'ﬂ_?) e¥ —e?
of: : SN
e 2 Fe—N
g% T

waaruit wederom blijkt dat, door aan @ verschillende waarden te geven, de
lengten der bogen evenredig toe- of afnemen, terwijl de hocken onycranderd
blijvern.

Eindelijk: wanncer de vergelijking gegeven is tusschen p en s, oo elimi-
neert men s tusschen:

P =7 (s )
en o =f (8+ ¢ @)
cn ziet of de konstante als factor van , en ¢ beiden voorkomt, Dezellde
kromme tot voorbeeld nemende, zal men, om de vergelijking tusschen p en s
te verkrijgen, » moeten eliminecren tusschen:
p==a-ew en s CU—awqe¥;
daardoor verkrijgt men:
s C=aly (p—a) 4-p—
Voor een ander punb is:

§dg C=ualy (g —a) 4 p — &;
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na aftrekking :

—a
¢ = .l o S
: L
: s W | |
Of. Eﬁ'—z‘y} —’—EP—-ﬁf).
,ap,_]_ :

Afgezien van de konstanien, die den oorsprong bepalen, zal ook in de ver-
gelijking tusschen , en w, s en o, ¢ en s elke konstante, die op eenc andere
wijze voorkomt dan de zoo even besprokene, op den vorm der kromme influ-
cneeeren, Want dan kan men niet dezellde resks van krommen verkrijgen
door eene eenvoudige verandering der lengte-eenheid, als dic wordt opgeleverd
door verschillende waarden aan die konstante te geven.

In het algemeen zijn geene regels le geven omirent den asrd dier influentic.
Echter zijn er twee gevallen, dic aan cene algemeene beschouwing ondarworpen
kunnen worden.

Lo, - Fene konstante iu:-m voor als factor van o OF van 0y i de verg:

Pl pdfl =

a) als. fackor wan .. % » dic konstanle, zoo is de vergelijking, die

men kan veronderstellen ton opzichte van -y opgelost te zijn :
' Aoy =J (p)

De reeks van krommen, die men verkrijgt door aan j verschillende waarden
te geven, zalk]aarblijkeliﬂc dezelfde #ijn, als dic, welke ontslaat wanneer men
van één der krommen, in de vergelijking opgesloten, alle p_y 8 in dezclfde
reden grooter of kleiner maakt, daarbij de s latende zoo als uij zijn. Nu is
het duidelijle, dat, wanneer in twce opeenvolgende punten p en ¢ (Fig. 24, «
en ) p dezelfde waarde behoudt, het verschil dp hetzelfde blijlt en dus

Py =p7.

In de eenc kromme (bij a) i3 echter:

7
iy == 3
F-1
in de andere (bij ):
¢
i — _IL 3
Apog’

dus wordt 4w A maal kleiner, als p-y A maal grooter wordt. Men zal dns

hetzelfde resultaat verkrijgen, wanneer men in de vergelijking

p=1¢ ()
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11 J : . ]
= w voor # schrijft. Dit blijké dan ook uit het volgende.

Integreert men
do . dp 1
Aol = rlw
aw =790 Se)
zoo zal men verkrijgen:
dp
f@)

Hiernit kan men licht nagaan wal de invleed der konstante » zal zijn: de

1 ;
()_Ifz_.._|_ﬁ-.

kromme zal namelyk over het geheel meer of minder gebogen zijn.
b) Als factor van p. ¥al p in twee op elkadr volgende punten » maal
grooter worden, dan moet ook hei verschil o, evenveel maal grooter worden ;

dus (Fig. 25, @ en 6):

Pq = Aug.
Nu 1s wederom in de eene fignur (a):
2
dw — =
P
. . A
en 1n de andere (4) e
; P=g

Blijft dus p_, even groot, dan zal dw, tegelijk met ;, » maal grooter worden.
Tn de vergeliking tusschen p en @ moet men dos x; en aw voor p ew w
schrijven.

Integreert men

= f (40) f EAPB} = A dw

r?w
zo0 komt:
o (ap) = »w0 4 O
waaruit hetzelfde blykt.
Volgens het straks betoogde zullen deze krommen gelijkvormig zijn mef
die, welke in de vergelijking
o (6) = w0+ O
opgesloten zijn. Wat den worm aangaat heeft dus zoodanige konstante den-
zelfden invloed als die, waarvan bij ¢ sprake was.
20,  Fene honstante o komt zoodaniy in de vergelijfbing
r (P’ P’l) = 0.

voor dat wj verdwijnt, wanneer men p ~+ a = p' stell.
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Men zal blijkbaar de verschillende krommen verkrijgen, wanneer men alle
p’s even veel langer of kortor maakt, en beschouwt men de kromme als evo-
lunt, dan is het verschil eenvondig daarin gelegen, dat men de ontwikkeling
in ecn ander punt van de evoluut hegint.

Men kan niet in het algemeen aangeven, van welken aard de wijzigingen
zijn, die de vorm der kromme daardoor in haar geheol ondergaat. Daarentegen
blijkt uit de fipuren 1—23 gemakkelijk, welke wijzigingen hep verkorton van
den. kromtestraal in elk punt afzonderlijk teweeg bremgt. Wiy zullen dit in
het kort nagaan.

Fig. 1, 2 en B. Wanneer in de punten & p steeds kleiner wordt gedacht,
tot hij eindeljk 0 wordt, dan ontstaan daardoor resp. de fliguren 16, 15 en
17. Wordt p negatief, zoo ontslaan wederom gewone punten, doch de kromte
is van teeken veranderd. Het kcerpunt der figuren 16, 15 en 17 schuift
daarbij von de linker- maar de rechterzijde op.

Fig. 8 gaat, door fiz. 11 heen, over in fig. 4 en [ig. 6 door fig. 13 in

& P

fig. 7 en omgekeerd.

In fig, 8, 9, 14 en 19 is in het punt 6 p — oo, deze vormen zullen dus
700 blijven.

Fig. 10 en 12 gaan resp. over in fig. 23 en 22 en omgekeerd.

Fig. 18 gaat door fig. 20 heen, over in fig. 21 en owgekeerd.

Hieruit vleeit dus voort: 1. Fen gewoon punt Aez een keerpunf worden;
gen keerpunt wordi cen gewoon punt.

9. Ben top Dlijft cecn fop, maar kan van maximum minimum worden en
omgekeerd.

3. In punten waar ; = oo is, heeft geene verandering plaats.

4. Buigpunten worden snavels; svavels Funnen buigpunten worden, wanncer
het overeenkomstige punt der evoluut een buwigpunt s.

5. Andere snavels blijven snavels, maar kunnen van teeken veranderen.

Tn de hoofdzaak komen deze beschouwingen overeen met hetgeen Pefers zegt
omtrent: , dic Metamorphose der Gestalt” (Pag. 52—54). Hij spreekt evenwel
nog over eene verandering der hoeks-eenheid, — iefs, waarvan in onze be-
schouwing geen sprake kan zijn, daar reeds in Hoofdstuk 1 de hockseenheid
is vastgesteld op B7e, 2967 ....; en dit is een vercischic, zoodra men in het

algemeen stelt
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— %
Pt = a0
Wilde men de hockseenheid veranderen, bijv. » malen kleiner maken, dan
| 7 b Ry
zou niet mecr p  — 7 281 = of go_, = = zijn.  Hicrnit blijkt dat

het veranderen der hockseenheid hetzelfde resultaat oplevert als te schrijvon
pp—y VoOr p_,; dib volgt dan ook uit het straks besprokene: dalb, wanneer men
in eene kromme alle p.,8 even veel malen grooter maakt, elke waarde van
w in dezelfde reden kleiner wordt, hetgeen op hetzelfde neérkomt, als wannecer
elke # in cene zoovesl maal kleinere eenheid wordt uitgedruks.

Het veranderen der hoekseenheid bij Peters wordt dus terug gebracht ap
het invoeren cener konstante, wicr invioed op den vorm der kromime wij In’t
algemeen hebben aangegeven. Wij zouden dus hiermede kunmnen volstaan, ware
het niet dat Peters tot een vesultaat komt, dat met onge beschouwingen sirijdt,
Als voorbeeld, hoe men onderzoekt of de verandering der hoekscenheid invloed

uitoefent op den vorm, gobruikt hyj de vergelijking der parabel

!

(T
s =" {"’ ~+ lg p (480 - 1 w),

4 leosw

: 1t
of P:%_ﬁ ST

08" w
Verandert men hierin de hockseenheid, of — wat op hetzelfde necrkomt —
schrijft men mw voor =, zoodat men hecft:

o 1

) -———

cosdpw 7
dan is het uit het voorgaands duidelijk, dat deze konstante # wel degelijk
invloed uitoefent op den vorm der kromme. Poters daarentegen meent dat het
verandercn der hoekseenheid hierbij niets afdoct, op grond, dat de cosinns
van een bepaalden hoek dezelfde blift, 1:1 welke e(fanhmd deze ook is uitgedrukt.
Bedenkt men echter dat cosw — 1 — iu_g Sk ——?3—4‘. wi
de hockseenkeid BTe, R957..,, is, dan blijkt het dat men, door cos » in de
vergelijking te laten staan, ook de hoekscenheid altijd op 570, 2957 ..
houdt. Schrijft men echter eog pw voor ecosw, dan eerst is in de recks

ik 't 1
corp =1 = 1.2.3.4 — ++ oz de hockseenheid: = b79, 2957.....

CHZ. IS, Wt eer

Nog eene eukclc opmerking omtrent de wijze, Waarop J."ete";s onderzockt of
eene konstante al dan niet aanleiding geeft tot eene metamorphose van den
vorm. 73 is eenvoudiger dan die in dezc { ontwikkeld is, maar nict zoo
algemeen toepasselijk,

4 H*
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Petere ondervoekt of de verhouding der kromten £ en £ in twee punten
der kromme al dan niet afhankelijk is van de konstante. Dit is slechts dan
in het algemeen van toepassing, wanneer men de kromte heeff uitgedrukt n
functic van hot werschil der hoeken of der bogen in de twee punten om redenen
die bladz. 45 zijn aangevoerd. De voorbeelden, die Peters geeft, ziju zoodanig,
dat de waarde der konstante geen invloed heefl op de richting van waar men
de hoeken begint te tellen. Past men echier de methode van Pefers toc op
de straks genoemde vergelijking:

F — i -—E—- g
oo blijkt het, dat zij daarvoor ongeschikl is. Is namelijk voor een hock w
de kromtestraal ,, voor cen hoek w': o, en m

p—dAteW
voor den hoek # de kromtestraal p en woor #7: p,, zoo zal men moeten
hebben :

P: PF = B P’
of: e +ewiatew =Ad+eWF:d+e V.
Is nu w = W en & — W', zoo komt achtereenvolgens:

atevriatew —=d+ew: 4+e?
Adew . gew — dew ~+ qew
Aew —e W)y =a (.9 w— g w')
Ad—=—u
soodat de krommen alleen dan gelijkvormig zouden zijn als de konstanten
gelifk zijn. Wij zagen evenwel dab men bij eene behoorlijke in acht neming
van den invloed der komstante op de oorspronkelijke richting tot een ander

resultaat komt.

ASYMPTOTISME EN PERIODICITEIT.

Wanneer ¢ ¢éne der cobrdinaten s, % heteekent en de vergelijking
e i T
zoodanig is dat, van eenige positicve of negatieve waarde van ¢ af, de cotr-
dinaat tot - o of — o kan aangroeien zonder dat , onbestaanbaar wordt,

dan kan men twoe gevallen onderscheiden, die den grondslag zullen uitmaken
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van cene nadere beschouwing betrekkelijk de verschillende vormen, dic cenc
kromme lijn kan hebben,

Stelt men namelijk in de vergelijking (1) ¢ = oo, dan zal elke term, die
een algehraische, exponentiéele of logarithmische fumeclie van ¢ 1s, overgaan in
oo, 0 of 3, in welk laatste geval de waarde volgens de bekende methoden
kan gevonden worden. Omgeheorde goniometrische functies, dic — in de ver-
onderstelling dat de codrdinast tot o kan aangroeien — slechés onder zeer
beperkende voorwaarden kunnen voorkomen, zullen steeds eene bepaalde waarde
verkrijgen. Wel zullen in Let algemeen alle bogen, die Rws verschillen, aan
dezelfde gonlometrische functic voldoen, maar het kan nooit twijfelachtig zin,
welke van deze waarden men nemen moet, daar het altijd wit de voorafgaande
waarden der functie blijkt, hoe groot # 1s.

Anders is het in vele gevallen gelegen met termen, die goutometrische [functies
bevatten, waarvan het argument wederom een [unetic van ¢ is. Wordt dit
laatste o voor ¢ — oo, dan zal de gonlometrische functie zclve niet tot cene
bepaalde waarde naderen; wanb, hoe groot het argument ook wordt, steeds
blijft de goniometrische funetic oscilleeren tusschen de haar eigenc grenswaarden.
Wordt het argument 0 of eindig, dan verkrijgt vok de functie eene bepaalde
waarde. Heeft eindelijk de goniometrische functic tot coéfficient ecn andere
functie van ¢, dan zal ook dic tovens overgaan in oo, 0, § of in cene zui-
vere goniometrische funetic van ¢

Hiernit volgt dat, indien de vergelijking miets dan goniometrische [uncties
bevat, zij geene verandering zal ondergaan, voor ¢ — w, — tenzij het argu-
ment der goniometrische functic zelf eindig of nul wordt. Dit geval zullen wij
vooralsnog buiten rekenming laten, ten cinde er siraks op terug te komen.

De twoe gevallen, waarvan zoo even sprake was, zijn nu deze:

1o, De functie f{¢) wordt, voor ¢ — oo, oneindig, nul, eindig of gaat
over in eenc gomiometrischie funefie;

20, De functie f{¢) verandert niet voor ¢ =— oo.

De geometrische beteekenis hiervan is dese:; wanmeer de vergelijking eeuner
kromme lijn veor ¢ = o van gedaante verandert, dan zal de vorm der
kromme, hij het onbepaald toenemen van den codrdinaat, meer en mecr na-
deren tot den vorm, die alsdan door de vergelijking wordt asngegeven; de

ijn, dic dien vorm heeft, heet asymptoof der kromme; deze laatste kan he-
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schouwd worden als in het oneindige met haar asymptoot samen fe vallen.
Hicruit vloeit onmiddellijk voort, dat de evoluut der kromme onbepaald nadert
tot den vorm van de evoluut der asymptoot, zcodat in het algemeen de cvo-
luut van de asymptoot eener kromme de asymptoot van hare evoluut is.

Verandert, voor ¢ = o, de gedaante der vergelijking miet, dan heeft dif
ook geen plaats met de kromme. Uit de omstandigheid, dat zoodanige verge-
hjking alléén gomiometrische functics kan bevatten, is het dan ook duidelijk
dat bij eeme voortdurende focname van ¢ dezelfde reeks van waarden voor p
terugkeert, telkens, wanneer Let argument met 2 vermeerderd is 1).

Wi zullen de krommen, die, voor één der codrdinaten s of w gelijk o,
eene lijn asymptofisch mnaderem, asymplofisek nocmen ten opzichte van den
eodrdinaat, waarveor dit geschiedt; terwijl de krommen, die telkens dezelfde
waarden voor de kromte opleveren, in het algemeen periodisch zullen hecten

ten opzichte van den codrdinaat, waarvoor die periodicifeit plaats heeft.
§ 3.

ARYMPTOTIZCIIE KROMMIEN,
[ ]

De usjmptoot' cener asymptotische kromme iz, blijkens het voorgaande, een

cirkel of een periodische kromme. Wanneer toch de vergelijking
p=J {9

voor ¢ — oo overgaat in p — o, p — 0 of p = cen konstante 2, dan kan
men ze altijd beschouwen als de vergelijking van ecn cirkel, wiens straal oo,
0 of @ 1s. Oaat daarentegen de vergelijking over in eene andere, die allcen
goniometrische functién bevat, dan is de asymptoot een periodische kromme.

Wanneer de vergelijking cener asymptotische kromme goniometrische functies
bevat, zoo is het heginsel der periodiciteit aanwezig, en dit zal zich op de
eene of andere wijze in den vorm der kromme mooten openbaren; hef duide-
lijkst #al dit geschieden, wanncer de asymptoot een periodische kromme is:

deze laaiste levert dezelfde veeks van waarden op voor p, wauncer het argu-

1) Er is ééne kromme lijn, die steeds dezelfide recks van waarden oplevert voor p, en foch nist
door cene vergelijking in gopiometrische fanclies wordt voovgesteld: namelijk de civkel p — a.
Daar echter de cofirdinast geheel outbreekt, — omdal p altijd dezelfde waarde heeft, — en cr dus
van cene verandoring van kromte geen sprake is, kan men deze lijn even als de rechie van de fe

bespreken vormen nitsluiten,
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ment met 27 vermeerderd wordt; de reeksen van waarden, die p in de oor-
spronkelijke kromme verkrijgt voor cene vermeerdering van hel argument ge-
lijk aan 27, szullen dus ook, voor uzeer groofe waardem van ¢, reeds cenc
groote overeenkomst doen ziem; en men gal ¢ zoo groot kunnmen nemen, dat
de waarden van p in twee punten, waarvoor heb argument der goniometrische
functie een verschil oplovert van 27, %00 Weinig van clkadr verschillen als
men verkiest. Het behoeft wel geen nader betoog, dal het noodzakelijk gevolg
hiervan is, dabt twee zoodanige reeksen voor een deel dewmclide waarden van p
sullen opleveren; dit nu kan niet plaats hebben zonder dat p maximum of
minimum waarden heeft, of wel door 0 of oo heen van teeken verandert. Flke
kromme derhalve, die ecne periodische kromme tol asymptoot Leelt, bezit cen
oneindig aantal toppen, keerpunten of buigpunten.

1s de asymptoot geen periodische kromme, %00 zal het van den aard der
goniometrische funetic en de wijze waarep zij voorkomt afhangen, of hare
periodicileit zich op wulk ceme in het oog vallende wijze in den vorm der
kromme openbaart, Het kan namelijlc gebeuren, dat, van ecnige waarde van
¢ af, de aangrociing van p, voor zoo ver zij afkomslig is van de niet gonio-
metrische termen, altijd grooter is dan de negaticve aangrociing, die de
goniometrische functies in have periode van afneming kunnen opleveren ;
dun zal p steeds groeiende blijven, en de kromme zal, even als in vergelij-
kingen zondor goniometrische fermen, van eenig punt af geene toppen, keeer-
punten of buigpunten kunnen hebben.

Hiervan levert o. a. de vergelijking

p—2c-+ sinc

een voorbeeld. Op zijn- hoogst kan Ef:?: 0 worden, gelijk blijkt uib
p
e 1 -} cos ¢,

maar nooit negatief.

Overeenkomstiz het voorgaande kan men deze twee vormen van asymptotisme
onderscheiden ;

2. De kromme vermeerdert of vermindert van een bepaald punt af voort-
durend hare kromte, en heeft tot asymptoot een civkel, wiens straal nul, eindig

of oncindig zin kan. De vergelijking fez goniometrische functics bevatten.
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b. De kromme heeft een oneindig aantal toppen, keerpunten of buigpun-
len, en kan een cirkel of een periodische kromme tot asymptoot hebben. De
vergelilking moef goniometrische functies bevatten.

Wij zullen in het bijzonder nagaan het geval, dat de asymptoot een cirkel
is. De waarde waartoe p nadert, d. i. den straal van dien cirkel, zullen wij
i altijd a noemen, steeds in het oog houdende, dat ¢ cven goed nul en oncindig
als elndig kan zijn.

I Het zal bij dit onderzoek noodig zijn te onderscheiden of w dan wel ¢ de

cotirdimaat 1s, ten opzichte waarvan de kromme asymptotisch is.

i L. ¢ woidt gelijk a voor s = w. s a eindiy, voo moet ook w — o ZN

wanf was voor § — o, w bijv. gelijk ¢, dan zou men in die richting eene

i rechte kunmen trekken, waarmede de kromme voor s — oo samenviel, of
waaraan zlj althans parallel liep; maar dan was ook p = o , hetgeen met de
onderstelling strijdt.  Hel middelpnnt van den eitkel § — & is een asympto-

tisch punt van de eveluut, hetgeen ook daaruit blijkt, dat voor p = @, d
‘ en dus {%: gy = 0 wordt; verder heeft men dan ook %:—’ =, == Diewn;
! zoodat alle evoluten dit middelpunt asymptotisch naderen, Elke evoluut liecft
daarenboven nog dese cigenschap, dat de lengle van haar boog ecne cindige
waarde naderl zonder die ooif te bereiken. Want de kromitesivaal eener kromme
1e gelijk aan den boog van harc evoluut; evenmin nu als de wasrden p — t,
| _ poy =0, p, =0, enz ooit worden bereikt, cvenmin zal ooit s , — a,
s, =0, s, =20, ens. beréikt worden, als s_,, s,, s ., enz de bogen der

cerste, tweede, derde enz. evolunt heteckenen.
Is 2 =0, 700 gelden dezelfde opmerkingen: alleen de cirkel is een punt gEWor-
den, zoodat de kromme cn al hare evoluten hotzelfde punt tot asymptoot hebben.
! Voor # = oo kan w eenc cindige waarde ¢ hebben; is dit het geval, xoo
zal men in die richting eene rechte lijn kunnen trekken; desc 4s of Joopl pa-
| raftel met de vechte, die alsdan asymptoot is, en als een cirkel met omeindig

grooten straal kan heschouwd worden. De evoluul nadert meer en meer fot

de richting, die loodrechi is op de asymptoot der kromme. _Ts echter voor
@ — o 00k w — o, zoo draail de kromme spiraalvormig rond, en daar de
kromtestraal hoe langer hoe grooter wordt, breidt zij zich steeds verder uit;

i | de asymptoot is een ecirkel, wiens omtrek in het oncindige ligh Tlet wverschil

tusschen deze twee gevallen van asymptotisme — dat namelijk, voor s = «
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en p= o, w tol eene eindige waarde of tot oo naderf — is derhalve hierin
pelegen, dat in hLet eerste geval het middelpunt van den cirkel, wiens straal oo
is, in het oneindige ligt, terwijl in het tweede geval de omirek oneindig ver
weg gelegen is. In het ecrste geval ligh het snijpunt der stralen in lel on-
eindige, d. i. de siralen loopen parallel, en de omirek wordt ecn rechic ;
in het tweede goval snijden de stralen elkafir, maar de omtrek ligh in het on-
cindige. De asymptoot van de evoluut is ook in dit laatste geval het mid-
delpunt; echter is de plaats van dat punt geheel onbepaald, daar het vlak,
waarvan de omfirek de grens zou moeten uitmaken, geene gremzen heeft. Men
kan zich dus voorstellen, dat het middelpunt zich heweegt cn cene kromme
liin doet ontstaan: deze moet als de asymptoot der evoluut beschouwd worden.
Deze gevallen worden het duidelijkst tocgelicht, wanneer men de veranders
lijken- p en @ resp. als ordinaten en abscissen beschouwl n cen rechithoekig
cobrdinaten-stelsel.  Wordf namelijk de ordinaat p oneindig voor eene eindige
waarde ¢ van de abseis w, dan wordt ook i{i oncindig; maar worden de co-
grdinaten beiden oncindig, dan kan ,:(?i: niet alleen cindig, nul of oneindig
fu

ijn, maar ook periodisch, d. i. de kromme (in het rechilijnig codrdinaten-
stelsel) gaat met kronkelingen in cene bepaalde richiing tot in het oncindige
voort. Past men dit toe, dan heeft men de volgende gevallen:
f — t;ﬁVﬂOT‘?ﬂ:gﬂ:p_iz o
p— o voor w = oo : p_, is cindig; de asymptoot der evolnut is een cirkel.

s, = 0; de asymptoot der evoluut is een punt.

o, = oo; de evoluut verkeert in hetzelfde geval als de

kromme.
o, is periodisch; de asymptoot der evoluut is een pe-
riodische kromme.

Dit laatste zal bijv. het geval zijn, wanneer men de involunt beschouwt van
eenc geslotene kromme, waarin geen keerpunten, buigpunten of snavels voor-
komen. Die involuut zal namelijk tot asymptoot hebben een cirkel, wiens
omtrek in Let omeindige ligl, terwijl het middelpunt gedacht moet worden
langs de geslotene kromme zieh te bewegen; deze laatsto echter is cene peri-
odisclie kromme, want bij het voortdurend aangroeien van ¢ en keert telkens
dezelfde vorm terug; zij heeft dus geen asymploot, of ook, zij 1s haar eigen

asymploot; want voor s en » gelik o valt zi) mot zich zolve samen.
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I. p=a wvoor w= cc. Is a ecindiy of oneindiy z00 moet ook §= o
worden; want was s = #, z00 zon de asymptoot ecn punt moeten zin, en dus
p= 0, — hotgeen met de onderstelling strijdt, it levert derhalve dezelfde
gevallen op als die zoo even besproken wijn.

Is @ =0 zoo kan s een eindige waarde o mnaderen: de asymptoot 1s een
punt, waarom de kromme zich spiraalsgewijze draait.

Wanneer eene kromme lijn tob asymptoot heeft een vechte, zoodat voor
p=», w=g¢ 15, of een punt, waarbij, voor p =0, s = ¢ is, zoo kan in
het ecrste geval w > ¢, in het tweede s > , mog bestaanhare waarden voor p
opleveren. ITet gedeelte der kromme, dat daardoor ontstaat, zal dezelfde rich-
ting of hetzelfde punt tot asymptoot hebben, waarmede dus de beide takken
in het oneindige samenvallen, Al naar gelang p zijn tecken behoudt of nief,
zal men, in het geval dat do asymptoot een rechte is, een vorm verkrijgen
analoog meb een top of een keerpunt; evenzoo antstaan, in de onderstelling
dat bij een asymptotisch punt p bestaanbaar bLjft voor ¢ > #, vormen dic
analoog zijn mel toppen cn buigpunien. Words p imaginair, zoo kan men in
het cerste geval de vormen vergelifken met buigpunten of snavels, in het
tweede met keerpunten of snavels, naar gelang p in beide takken verschillende
teckens heeft of nict. Men kan hiermede overcenkomslig zoodanige vormen
in de meeste gevallen werkelijk als toppen, keerpunten, buigpunten of snavels
in het oneindige beschouwen.

Schrijft men in de vergeliking

r=J(
eener asymptofische kromme we voor e, zoo fen deze konstants inviced uit-
ocfenen op den vorm der kromme, wauncer geene gomiometrische functign
voorkomen ; zij zzf dit doen wanneer deze wel aanwezig zijn. Dic invleed is
alsdan van denzelfden aard als bij de periodische krommen; wij verwijzen dus

naar hetgeen hierover in de volgende § voorkomi.
§ 4.

PERIODISCHE KROMMEN.
Wanneer de vergelijking

g e

alléén goniomeirische functies bevat zoo is de kromme periodisch , d. i, dezelfde
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waarden van p Kecren terug voor eene vermeerdering van het argnment gelijk
%nm, als » een willekeurig geheel gefal is. Noemt men in het algemeen heb
argument & (¢), dan zal dus
o+ s} =r{e+2@+1)x}

sijn, en de recks van waarden dic p verkrijgt tusschen @ —+2nr cn @42 (2~-1)»
dezelfde als dic p heeft tusschen @ + 2 (r—+ 1) 7 en @ + 2 (2 + 2) . Elk
gcdcdltc der kromme, waarin p deze geheele recks van waarden doorloopt, zal
eene periode genoemd worden; het verschil tusschen de wasrden vam ¢, die het
argument gelik ¢ + 2ur en @ 4+ 2 (n 1) » maken: de Flza-a&ﬁ' dier periode.

Noemt men dab verschil 5, dan zal de duur eemer periode gevonden waor-
den door wit de vergelijking ]

@ () —d(c—9)=2r

g op le lossen. Komen meerdere gontometrische functién voor met verschillende
argumenten , die nieb tob con zelfde argumont kunnen herleid worden, zoo zal
blijkbaar » gevonden worden door het kleinste gemeene veelvoud le nemen
van de getallen, die voor elk dier functies den duur der periode aangeven.

In het algemeen zal ¢ cen funciie van ¢ zijn; alleen wanneer @ () van
den vorm

e - f
18, zal ¥ konstant zijn; immers wanneer men de vergelijking
(o) — @ (¢ —y) = R
volgens ¢ differentieert, zoo komt er
P (¢) =@ (¢ — )
waaruit blijkt, dat @' (¢) konstant moet zijn. Stelt men dus:
& (¢) = o

en integreert, zoo komt:

@ (¢) = ac + b,
2 7
De konstante waarde van 9 is nu altijd gelijk Tir en dus onafhankelijk van 4.

Men kan nu onderscheiden de gevallen:
a) v 18 konstant.
f) y 1s eene functie van e
In het eerste geval zijn de perioden in alle opzichten identisch; want door

differentiatie van
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p = f (ac + 6)
komt er: %: af" (we + 6). Voor eene vermeerdering gelik 2u7 van ¢ is
dus zoowel de kromte als de verandering der kromte ten opzichte van den
coordinaat dezelfde, welke waarde # ook hecft. De evolunt van zoodanige
kromme is derhalve eene periodische kromme van dezelfde soort.

Is daarentegen y — ¢ (¢), zoo zullen de perioden niet identisch zijn, omdat
haar duur verschilt. Dit kan tob zecr gecompliceerde vormen aanleiding geven :
Il immers, het hangt van de functie ¥ = ¢ (¢) af van welken aard de periodici-

ifl teib is; deze kan namelijk zelve asymptotisch of periodisch zijn, naar gelang

¥s Yoor ¢ = w0, tot cen limiet nadert of niet; en in beide deze gevallen kan
.; men dezelfde onderscheidingen maken, als bij de krommen zelve. Is 5 asymp-

totisch , en nadert =i tot o, 0 of eene konstante, zoo zullen, bij ccn onhe-
| paald focnemen van ¢, de perioden of steeds grooter worden, zoodat clke vol-

gendo perioden langer is dan de voorgasnde, terwijl eindelijk een oneindig
| groote periode onfstaat; — of wel, zij zullen zieh voortdurend als het ware
samentrekken, totdat ten slotte de periode tot cen punt wordt gereduceerd; —
of eindelijk, zij zullen mcer en meer geljk worden aan de periode der kromme,
waarvoor y de konstamte waarde heeft, die #» haar limiet is. Nadert 5 tot
een gonlometrische funclic, zoo naderi de kromme lijn tol een andere lijn,
waarvoor dezelfde waarden van y periodisch terng keeren.

Wanneer 5 periodisch is, zoo kan ook hier het argument dor goniometrische
functie al of niet van den vorm
ac —+= b _

zijn,  Noeml men 9 de waarde van ¢ waarvoor v wederom dezelfde reeks van
waarden verkrijgt, dan is het duldelijk, dat voor ¢ = o ook dezelfde veeks
van waarden voor p weder zullen te voorschijn komen, en op dezelfde wijze
bp clkaar volgen, zoodat de deelen der kromme tusschen @ (¢) — & (¢ — %)
en ¢ (¢ — ) — @ (¢ — Ry gelegen weder identisch zijn. Zoodanige periodici-
teit kan als van de tweede ovde beschouwd worden, en het is duidelifk dat
men op deze wijze fol in het oneindige kan voortgaan; is toch ¥ niet konstant
maar ccn functie van ¢, dan kan zj aan hetaclide onderzock onderworpen
worden , als zoo even 4.

‘f In het zoo even hehandelde goval, — dat namelijk @ nict gelijk ac =+ 6 is,

15 nu tevens opgeslolen hel geval dat @ fot 0 of tot een eindige waarde na-
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dert voor ¢— », hetgeen wij voorloopig hadden ferzijde gezet (pag. 53).
Tmmers, — noemt men o de wasrde waarfoe & nadert —, dan zal van af
eenige waarde @ -+ 2 de goniometrische functie steeds toc- of afnemends bly-
ven, naderende tot harc waarde voor & — @, als limiet; de laatste periode 1s
dus oneindig groot, en derhalve zal voor ¢ =0 ook y =« zijn. Hiervan

levert de vergelijking

-

— Sif;z ==
? ¢

een voorbeeld. Wanneer men namelijk heeft
l 1
—<in
A < 3

ﬂfﬂ)i,
T

400 keoren niet meer dezelfde waarden van p periodisch terug, maar nadert g
onbepaald tot 0 en wordé dus stecds klemer.

Gelijk bij de asymptotische Frowmen de invloed van gonlometrische functies
op den vorm der lijn, zich als periodiciteit openbaart, zoo openbaart zich —
blijkens het voorgaande — in periodische krommen de invloed van algebraische
functies als asymptotisme ; en ofschoon in het cersie geval de periodiciteit, en
(vooral) in het laatste geval Lieb asymptotisme in sterke mate op den voorgrond
kan treden, zoo bestaat er toch altijd dit essentiel verschil, dab eene asymp-
tolische kromme #ooit uit deslen bestaat, waarin de kromte dezelfde reeks van
waarden doorloopt, terwijl dit bij eenc periodische alfijd het geval is.  Als
een eigenlijke overgang zou zoodanige periodische kromme aargezien kunnen
worden , waarbij de goniomelrische functie van zelcere waarde van ¢ af tot cen
konstante of tot nul nadert; want, hoewel dit deel der kromme in verband
met het overige gedeelte als een oneindig lange periode moet beschonwd wor-
den, zoo kan de omstandigheid, dat ,, van eene hepaalde waarde van ¢ af,
voortdurend toe- of afmeemt zonder eem spoor vam periodiciteit te vertoonen,
asnleiding geven om de kromme asymptotisch te noemen.

Let men op de uifersten der twee vormen, %00 zal men een onvermengd
asymptotisme vinden bij krommen, wier vergelijkingen geen enkele goniome-
trische functie bevatten, terwijl in de zuiver periodische krommen het argu-

ment der goniometrische functies van den vorm ae & is.

W
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In het algemeen kan men omtrent periodische krommen nog hef volgende
opmerken, hetgeen zonder betoog gemakkelijk wordt ingezien.

Filke periode heeft minstens twee bijzondere punten, hetsi] toppen, keer-
punten of buigpunten, wasronder wij ook rckeuen de gevallen, dat deze pun-
ten in het oneindige liggen. Heeft dit laatste plaats, zoo heelt elke periode
één of meer rechten of punten tot asymptoten, al naar gelang » of s de coir-
dimaat iz, fen opzichte waarvan de kromme periodisch is; en dan val do kromme
ten opzichte van den anderen cofivdinaat asymptotisch zijn, omdat voor cen
oncindig groote waarde van dezen p — o of — 0 wordit. Hiernit blijkt dat
eene kromme lijn asymptotisch kan zijn ten oprichte van &én codrdinaat, en
periodisch ten opzichte van den anderen: het is dan een periodische kromme,
waarvan elke periode asymptotisch is.

Wi zullen in het bijzonder die periodische vormen nagaan, waarbi] het ar-
gument der goniomefrische functie van den vorm ae 4 7 is. Hierbyj is het
wederom noodig te onderscheiden of w dan wel s de cotrdinaat is, ten opzichte
waarvan de periodicileil plaats heeft.

L. Periodiciteit ten opzichie vom w.

Er kunnen twee oorzaken zijn, waardoor de vergelijking in s niet periodisch is:

Lo, doordat. de kromme toppen in het oneindige heeft.

20. doordat de kromme keerpunten heeft.

In het eerste geval toch zal voor die waarde van %, WAArvoor p — oo is,
ook ¢ = o zijn, zoodat uit de vergelijking in s moet blijken, dat bij ecn
onbepaald aangroeicn van s, p tot s nadert,

In het tweede geval zal , in het keerpunt, s eene grenswaarde hebben , die niet
overschreden kan worden, zonder dat p onbestasnbaar wordt; maar, daar o in
het keerpunt van tceken verandert, zoo zal er nog een keerpunt moeten aan-
wezig zijn, wil p eenmaal dezelfde waarde met hetzelfde tecken weérk rijgen,
Dit vereischt een tweede grenswaarde van ¢; de vergelijking n s zal dus — met
inachtneming van hetgeen in Hoofdstuk II (§ 1) gezegd is omtrent de wijze
waarop men zich het ontstaan van keerpunten kon voorstellen —- cene kromme
lin opleveren met cen keerpunt, die nicts anders is, dan ééne periode van
de kromme, 700 als de vergelijking in w haar anangeeft, De grenswaarden van
¢ kunnen beiden of een van beiden o« zijn, d. w. z dat s niet door o heen

van teeken kan veranderen, zonder , imaginair te maken,
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Heeft daarentegen de kromme geene toppen in het oneindige en evenmin
keerpunten, dan zal zoowel de vergelijking in ¢ als die in » eene periodische I
kromme opleveren; want dan moet de vergelijking in s de kromme lijn in
haar gehesl geven, daar s onbepaald aangroeit, zonder dat p cemige waarde ‘
asymptotisch nadert of lmaginair wordt. Omgekeerd zal elke kromme, wier | |
vergelijkingen in ¢ en in w beide periodisch zijn geene der genoemde punten |
kunnen . hebben; want was or ecen asymptotisch punt, goodat voor s —g¢,
p—=0 werd, dan zou w =— v moeten zijn en de kromme zou ten oi}zichte
van w asymplotisch zijn; en was er een asymptobische rechte, zoodat voor
w=—g, p=— o werd, zoo zou zij het ten opzichtc van s wezen. Dat zij geene |
kecrpunten kan hebben, volgt onmiddellijk daaruit, dat s verondersteld wordt
onbepaald te kunnen aangroeien.

Denkt men zich de overcenkomstige punten van elk paar aan elkander
sluitende perioden door rechte lijnen vereenigd, zoo zullen — wegens de
identiteit der perioden —— al deze lijnen even groot zijn, en overal gelike
hocken maken; deelt men deze hocken midden door, zoo snijden de deellijnen it
elkaar in ¢één punt, dat het middelpunt is van dem cirkel, die door al deze i

.
overeenkomstige punten gaaf.

Feue gesiotene kromme is eene periodische kromme, waarbij van eenige pe-
riode af alle volgende perioden op de voorgaanden vallen. Voor het punt dat
op het beginpunt der eerstec periode valt, zal natunrhijk @ — = x 3600 moc- I
ten zijn, als » cen geheel getal beteekent; dit zullen wij = omgangen noemen ;
dus heteckent de uitdrukking: er zijn wif perioden in drie omgangen, dat de ‘i
zesde periode wederom op de eerste valt, en dab alsdan » — 3 x 3600 1s. :

Uit het straks opgemerkte vloeit voort, dat de middelpunishoek van den |
veelhoek, die door de overeenkomstige punten gevormd wordt, gelijk is aan |! 2
den hoek der mormalen in die punten; deze hoek geeft dus den duur der pe- iw
riode, g, in graden aan, zoo als dic wit de vergelijking in w gevonden wordt. ‘ ‘
wordt. Veronderstelt men nu dat er 5 perioden in g omgangen zijn, dan zal
2 X v = B X 860 moeten zijn, of: |

e 360 |

e r

B ¥

en hiermit zal men » en g vinden door dc eenvoudigste geheele getallen te

' zocken, die tot elkair in dezelfde reden staan als 360 tot .
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Wanncer v ten opzichtc van 360° onmectbaar is, zoo zal de kromme zich

nooit sluiten; daar men echfer aan z en g succcssicveljk zoodanige waarden

. e o A a6 .
kan geven, dat de verhouding — steeds minder van versehilt, zoo zal tel-

.
kens, wanncer het aantal perioden gedeeld door hef aantal omgangen, gelijk
1s aan é¢n dezer padevende bremken, de ecrst volgende periode dichter bij de
allereerste periode geschoven zijn, terwijl de afwijking beurtelings aan de ecene
en aan de andere zijde zal plaats hebben. Men kan daarom zoodanige krom-
men beschouwen als gesloten na een oneindig aantal omgangen.

Anders 1s heb gelegen wanneer ¢ — % x 860 is, u een geheel getal zijnde;
dan kan de kromme gesloten zijn of nict. Is namelijk het verschil in richfing
tusschen de mormalen in de overcenkomstige punten van twee aan elkafir slui-
tende perioden een veelvoud van 3600, dan loopen ze parallel. De cirkel-
omlrek, waarop de overcenkomstige punten liggen, wordt cene rechte, wanneer
de ovcreenkomstige punten van twee aan elkade sluitende periodén mict in
elkadr vallen, cn cen punt, wanneer dit wel plaats leeft; in hel ecrste geval
liggen de perioden allen in &éne richting naast elkafir, zoodat de kromme zich
nooit sluiten kan; in het tweede geval liggen wolle perioden op elkaar: de
kromme sluit zich met ééne periode W % omgapgen.  Wij zullen in de vol-
gende § In een voorheeld doen zien, hee dit onderscheiden kan worden in
de vergeljking,

Eene afzonderlijke beschouwing vereischt nog het geval dat o = 2 x 180,
en % oneven ig; alsdan heeft men twee perioden in » omgangen cn de normalen
in overeenkomstige punten loopen wederom parallel. Evenwel kan dit niet anders
dan bij geslotene krommen plaats hebben, want trekt men de rechte lijn, die
twee overeenkomstige punten p en ¢ (Fig. 26) vereenigt, zoo moet deze met
die, welke ¢ met het overcenkomstige punt p* der derde periode vereenigh,
180° maken; dus ligt dat punt op pg, maar in-tegengestelde richting als
waarin ¢ ten opuichte van p gelegen is; omdat verder de perioden kongruent
wjn, is pg — g¢p, en valt het punt p° weder in heb punt p zelf: de derde
periode bedekt dus de ecrste.

Uth het voorgaande blijkt dat clke kromme, waarvan de duur eener periodc

7 % 3600 de

nieb geliflk 2 x 3600 is, gesloten moel zijn, terwijl voor i

kromme gesloten Zan ziju.

Daar in het algemecen
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9}!___
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is, zoo is het dwdelijk, dat men, door aan de konstante @ verschillende
waarden te geven, den duur der periode verandert, en wel in dien voege, dat
men « perioden in g omgangen verkrijgh in plasts van in § omgangen. Daar
de konstante & op dezelfde wijze voorkomt als de vroeger gebruikte factor
(als factor van w), zoo is hiermede tevens het antwoord gegéven op de vraag,
van welken aard de invloed van dien [actor is op de thans besprokeme perio-
dische krommen,

Daar & altijd zoodanig kan gckozen worden, dat o niet.gelijl{ n x 3600 is,
200 kan men van elke niet gesloten kromme, die periodisch is ten opzichte
van w, eene geslotene maken.

1L, Periodiciieit ten opzichte van s.

Hier valt alleen het geval te bespreken, dat de kromme nict periodisch is
ten oprziehte van w. Dit kan weder veroorzaakt worden, door dat de kromme
toppen heell in het oneindige — dus hier asymptotische punten met een
eindige waarde van s —, of wel buigpunten; hetgeen op dezelfde wijze wordt
aangetoond, als pag. 62 met betrekking tot asymptotische rechten en keerpunten.

Trekt men in zoodanige kromme de normalen in de overcenkomstige pun-
ten, zoo zullen deze of allen in elkafdr vallen, — als wanneer de kromme
Ljn gesloten is — of parallel loopen, 7oodat de perioden allen in ééne rich-
ting naast elkadr liggen. Immers de vergelijking in » is niet periodisch: zij
geeft slechts den vorm aan van ééne periade; sluit men dus deze krommen
aan elkafir aan, dan zullen de gelike waarden van p door dezelfde waarden
van w worden geleverd, zoodat het verschil in richting der normalen in
overeenkomstige punten altyjd nul is. Voert men in de vergelijking in s den
factor  in, zoo heeft dit hetzelfde resultaat, als wanneer men dit doet in de
vergelijking in w; maar daardoor zal alleen de duur der periode (d. i. hier
de lengte van den boog) veranderd worden en daarmede de vorm der perio-
den, niet hare betrekkeljke ligging; roodat men deze periodische krommen

niet zoodanige metamorphose kan docn ondergaan als die, welke ten opzichte

van % periodiseh zijn.

(58
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§ 5.
GEVAL DAT DE COOBDINAAT NIET TOT o0 KAN AANQROEIEN,

In § 2 veronderstelden wi dat in de verg. p —f(¢), ¢ van eenc bepaalde
wasrde af tot & o of -— o kan aangroeien, zondcr dat p onbestaanbaar
wordt. Is dit echter niet het geval, d.i. heeft ¢ zoowel bij eene positieve als
bij eene megatieve toename grenswaarden, die niet kunnen ovorschreden wor-
den, zonder , imaginair te maken, dan heeft de kromme aldaar een keerpunt,
een buigpunt of een smavel, al naar gelang in dat punt:

1o, & een grenswaarde heeflt, terwijl w» bhjft toencmen,

20, w ecen grenswaarde heeft, terwijl ¢ blijft toenemen,

30, zoowel ¢ als w grenswaarden hebben.

De beide eerste gevallen zijn in het tot nu toe behandelde vervat, voor zoo
ver @ of & niet slechis door het keerpunt of huigpunt heen, maar ook verder
tot in het omeindige kan aangroeien; het iz dus allecen noodig mnog een enkel
woord te zeggen over krommen, waarbij beide codrdinaten ¢ en w gremswaar-
den hebben, zoo bij eene positieve als bij eene negatieve toeneming.

In het punt, waar s dic waarde heeft, is een keerpunt; waar » zijn maximum
bereikt, eem buigpunt; terwijl, wannccr die twee waarden van s en  het-
zelfde punt der kromme aangeven, de combinatie van keerpunt en huigpunt
aldaar een snavel doet ontstaan.

Men kan hierbij in het algemeen onderscheiden:

) Tusschen de grenswaarden = en f van ¢ kan p een oneindig aantal
vergchillende reeksen van waarden hebben; dan levert de vergelijking even zoo
vele verschillende krommen op, die cchter allen aan eclkafir sluiten in keer-
punten, buigpunten of snavels. Men zal dan kunnen trachten een limiet te
vinden, waartoe die reeks van waarden nadert, en deze als den asymptoot der
kromme beschouwen, zoodat deze alsdan tot de asymptotische gerekend kan
worden.

8) Er is een beperkt aantal reeksen vail waarden voor p, Alsdan behoort
de kromme lijn tot de periodischc; want even als bij periodische lijnen mef
enkel keerpunten de - vergelijking in &, — of met enkel buigpunten, die in

w, — slechts ééue periode aangeelt, die, fot in het oneindige herhaald, de

kromme in haar geheel oplevert, zoo zal men ook hier, analoog daarmede,
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die reeksen van waarden van , onophoudelijk in dezelfde orde maast elksdr
kunnen plaatsen, en daardoor eene periodische kromme verkrijgen.

Het is duidelijk dat bij dezc krommen, even als bij de periodische krom-
men met buigpunten, de duur der periode ten opzichte van w geljk 0 is,
zoodat de factor w alleen op den vorm van elke periode kan influencecren.

Omtrent den aard der vergelijkingen van deze krommen valt nog op to
merken, dat de omgekeerde goniometrische functies &y siz e en by cos ¢ hierbyj
een groote rol zullen spelen, daar, tusschen de grenswaarden — 1 en - 1

van ¢, de functie cen oneindig aantal reeksen van waarden verkrijgen kan,

§ 6.
EANGSCHTKKING DER VERSCHILLENDE VORMEN.

Naar aanleiding van het in de vorige §§ ontwikkelde zullen wij thans de
verschillende vormen in geregelde volgorde rangschikken en hier en daar door
voorbeelden toelichten. Daarbij zullen wij afszonderlifk behandelen :

A. Krommen zonder kcerpunten, buigpunten en snavels.

B. Krommen, die alléén keerpunten of alléén buigpunten
hebben.

C. Krommen met keerpunten en buigpunten tegelijk en met

snavels,

A. Krommen zonder keerpunten, buigpunten en snavels.

De kromtestraal , moet stceds positicf of negatief zijn., Elk maximum of
minimum correspondeert met een top.
1) De kromme is asymplobisch lew opzichte van beide codrdinaten.

a) Hare lromte vermeerdert of verwmindert van een bepaald punt wit voort-
durend, zoodat de asymptoot altijd een cirkel is, wiens straal oncindig, eindig
of nul kan zijn, De eenvoudigste vormen zullen die zijn, waarkij geen spoor
van periodiciteit bestaat, zoodat beide vergelijkingen

p=uy9 (») en p = J (3)
vrij zijn van goniometrische functics. Tof deze krommen behooren de elgen-
lijke spiralen, waaronder wel de cenvoudigste voorgesteld worden door exXpo-

nentigele functies, omdat deze krommen kunnen opleveren, dic zelfs geen

Al
e

5
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cnkélen top hebben, hetgeen bij algebraische functies nooit het geval kan zijn.
Als voorbeeld noemen wij in de eersie plaats de gewone logarithmische spi-
raal (de ,,logarithmica spiralis longitudinaris” van Krause. Pag. 28) waarvan
de vergelijking is:
==t
Deze kan als de cenvoudigste asymptotische kromme beschouwd worden, daar
in elk punt de kromte gelijk is aan de verandering van kromle. Tmmers men heeft
==
dus: p = p_y
Schrijft men ww voor w, zoo wordt deze vergelijking:

1
P:; P

waaruit blijkt, dat de vorm der kromme verandert voor verschillende waarden
van g. De vergelijking in ¢ 1s

P
Nam men deze tot grondslag, dan zou men de kromme ecn buigpunt in het

oneindige kunnen tockennen; terwijl namelijk s door nul heen van teeken ver-

andert — dus toenemende blijft — verandert ook p van teeken; in dab punt
is echter @ —-— cc. De beide takken worden dan voorgesteld door de vergelyking
fil—=— i" e ¥,
De vergelijking
p—t ¥
il
of p = — —
2 w
stelt eene kromme voor, die aan de eene zijde tot een rechte nadert, — voor
§ — @ 18 p = ® en w — 0 — aan de andere zijde tot een punt — voor
§ 2= '— oo ls g =— Den @ = — o

Andere voorbeelden van zoodanige krommen leveren vergelijkingen als deze ;
I e G )
LR SR ()

4 =
als # een even getal of een breuk met even teller is. Integreert men (1),
zoo komt:
1. n+1
&= W
n—=1

waardoor men verkrijgt:
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p == {(» + 1) s} =
et punt, waarin p — 0 is, 1s cen top; voor @ — o en § — oo 1s ook
p = oo, dug is de asymptoot een cirkel met oneindig grooten straal. Door
# differentiatien verkeijgt men, als # cen geheel getal is:
pp—=nn—1)(n—2 ....2.1
wasruit blijkt dat de s evoluut een cirkel is.
Uit (2) volgt:

2

e

1
of: p = n
{(w, —1j -w} n=1
Tsn < 1, zo0 is voor 8 = oo, w = o en p — o, Yoor s =0, w =20
en p — 0. D= kromme heeft een top en twee takken, die beiden een eirkel:

met oneindigen straal tot asymptoot hebben, Is # > 1, zoo is voor s — + o,
¢t — oo maar w — 0, en VoOr w =— - o, p =0 en &« — 0; de eene
asymptoot wordt dan een rechte en de andere cen punt.  Zoowel » als ¢ ver-
anderen door 0 heen van teeken, d. i. blijven toe- of afnemen; heigeen nog

duideliker wordt wanneer men den oorsprong verlegt en de hoofdrichting ver-

andert door w — p — @' en s = ¢ — & te stellen. Alsdan heeft de kromme
voor w = p cn voor § = ¢ toppen, die in het oneindige liggen, want p =
1s een maximum, p — 0 cen minimum.

Voorbeelden van krommen, die sporen van periodiciteit vertoonen, zonder
dat dit blijkt nit een telkens terugkeeren van toppen leveren o. a. de ver-
gelykingen :

p— w? +.ss*i%zﬁuv
p=— 8% - g’
waarover wi] evenwel niet in bijzonderheden zullen treden,
b) De kromme vertoont cen oncindig aantal toppen. Voorbeeld:
p = w? sin’w.
Telkens wanneer » = 7= m#x is, ontstaat een fop met p = 0, en voor

w— —+ Lol (% —1)F

g meen, waar p= "———— #? is.  Dit maximum wordt steeds
& Vi
groofer en heeft fot limiet oo, zoodal de asymptoot een cirkel is met oneindig

grooten straal.
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Bij de asymptotische krommen met keerpunten geven wij een voorbeeld en
teekening van eene kromme lijn, die tot in het oneindige keerpunten heeft,
en daarenboven eene periodische kromme tot asymptoot heeft: wij zullen dus
hier niet verder over zoodanige vormen uitweiden.

R) De kromme s periodisch fem opzichie von één cobrdinaat, miet periodisch
ten opzickte van den anderen.

Daar de kromme verondersteld words geene keerpunten te hebben, zoo kan
dit geval slechts dan voorkomen, wanneer ij toppen in het oneindige heeft, zoo-
dat de vergeljking in den anderen cobrdinaat slechts ééne periode geeft als eene

asymptotische kromme. Wij bepalen ons tot het geven van twee voorbeelden:

P ()

sintan

p= i o (2)

De eerste kromme heeft tot verg: in s: p =1 -s*; p is gelijk 1, telkens

e —1 :

als w= 5 718, als wanneer s = 0 is; p — oo voor @ =7 en § =+ oo,
De verg: (2) geeft
il
F=T 4w’

_ . I —1 ¥
voor 8 = Rz en w — -+ = 18 p = 0; voor 8§ = ; 7w enw =0, is
p = 0. De eerste kromme heeft in elke periode een rechte tot asymptoot,

de tweede een punf.

Overeenkomstig het vroeger opgemerkte is in de vergelijking
T Sin® pw
de factor « ook van invloed op de betrekkelijke ligging der perioden, in
p = sin’us
alleen op den vorm der periode.
3) De lkromme is periodisch ten opzichte van beide cobrdinaten :

@) De duur der periode (y) is veranderlijh, Het is duidelijk dat ¥ veran-

derlijk moet zijn zoowel ten opzichte van s als van #; want, daar de vorm

der kromme door ééne der vergelijkingen
p==g¢®), p=1y ()
volkomen bepaald is, zoo moet het al of niet identisch zijn der perioden nit

heide vergelijkingen blijken. Bij de krommen mef keerpunten zullen wij van

deze soort van periodiciteit een voorbeeld geven.
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) v is konstant. Het argument der goniometrische functie is van den
vorm: ac— & Wij geven hiervan een uitvoerig voorbeeld, vooral ook met
het oog op den invlced van den factor # op den vorm van deze soort van
kromme Iynen. |

De vergelijking
B == . on s (1)
bevat, gelijk straks blijken zal, de involuten der epicycloide, cycloide en hy-
poeycloide, wanneer men deze krommen begint te ontwikkelen in het punt
waar do kromtestraal nul is;* dit laatste blijkt wanneer men de verg: (1) dif-
ferentiéert; men verkrijgt:
p_y = & Sin 2ump.
FElimineert men nu w tusschen deze verg: en (1) zoo komt:
p_y* = d’p (1 —p),
zoodat voor p =0, ook p_, =0 is.
De duur der periode is in het algemeen:
1

Yy == 7
#

Daar namelijk de goniometrische functie in het kwadraat voorkomt, kceren
dezelfde waarden voor p rceds terug, wanneer het argument meb 5 vermeer-
derd wordt.

Voor # = 1 heeft men

p = sin’w
en y — 7 of 1800
zoodat er twee perioden in één omgang zijn, en derhalve de kromme gesloten
is. Haar evoluut:
po, == s 2w
is dezelfde kromme, dic Lamarle ,, épicycloide ellipfique” noemt.

Fig. 27 stelt de kromme voor; de dunnere lin is de eerste evoluut , de
gestreepte lim de tweede evolunt, terwijl de cirkels, door wier beweging men
zich het ontstaan der eerste evoluut kan denken, door gestippelde lijmen zijn
AaNZEZEVEDL,

Voor % = % heeft men

p = sin’%w

y = % = 3600
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dus ééne periode in één omgang; het is de vraag of deze kromme gesloten
7al mijn of niet. Dit kan reeds daardeor beslist worden, dat er slechts één
maximum cn én minimum van p is in elke periode. Daar toch elk maximum
of minimum met een keerpunt van de cvoluut correspondecrt, en het ondenk-
baar is, dat eene geslotene kromme, zonder buigpunten en snavels, twee keer-
punten heeft in één omgang, zoo is het duidelijk dat geene kromme met éénc
periode in één omgang gesloten kan uzijn, wanneer zij in clke periode slechts
twee toppen hceft. Wi zullen echter de vraag algemeener stellen en zoeken
of de kromme zich 2l dan niet sluiten kan met ééne periode in omgangen,
dus voor ¥ = R»z. Alsdan wordt de vergelijking (1):
g W

p== il o
waarin # ecn geheel gefal is.

Denkt men zich bij cene geslotene kromme de raakliin en de normaal in
het beginpunt der periode, zoo is het duidelik dat de algebraische som der
projectién van alle boogelementen op elk dier rechten gelijk nul zal ziin. De
projectic van ds op de raaklijn is s cos w en die op de normaal ds sin w, of

omdat ds = p dw 1s:
peosw dw en psinw dw.

Is het nu de vraag of eeme kromme zich na » omgangen, dus voor

w = 2w, sloiten zal, dan heeft men tc onderzoeken of

nw
/ ptos w dw — ()

1]

2nmw
en / p st w dw — 0

0

zijn. In ons voorbeeld behoelt alleen het ecrste onderzocht te worden, want
daar p op dezelfde wijze verandert fusschen w =10 en w = ax, al¢ tusschen
w — nx en w = 2nux, maar in omgekeerden zin, zoo is de kromme symmetrisch

ten opzichte van de normaal in het toppunt; de som der projectién op deze

-normaal is dus reeds van zell gelijk nul; en, daar de richtingen 0 en ax

180 verschillen, zoo loopt die rechte parallel mel de normaal in het begin-

punt; dus is ook de som der projectién op dic rechte, dat is

T R
/ g sin w dw

0

gu]ijk 0.




Men heeff, dus te integreeren

2nm
/ p cos w dw

0
. 2 0
dat is; / S — ceos w dw
b prs
D Qur 1)
n ey
of:: ?s‘/ cos w dw — % / 608 — ¢os w0 dw.
: n
0 o

De eerste term verdwijnt voor de grenzen 0 en 2us ; voor den tweeden heeft men ;

7 1—an
WY — cos ik
T
Y . fl—=
oy 8 W SEh W
L/[‘ 9 % b3

cos — cos w dw — 1 n Ton A [y

W 1
COF — 08 W — -513- {L‘Dc‘}‘
#

dus

k2

hetgeen 0 wordt voor » = 2xx tenzi) » =1 is, als wanneer

iy A
cos( %w)_—_l
7

wordt en derhalve de bepaalde integraal van dien term: 2.

Alzoo 1s in het algemeen

Rur
f peos e dw =10

0

en voor het bijzondere geval # = 1:

B
/( p cos w dw —= — % m.
L2

0

Deze waarde geeft natuurlijk den afstand aan tusschen twee overeenkomstige
punten in naast elkaar liggonde perioden. Het negatieve teeken geeft tc kennen
dat de richting, waarin die punten ten opzichte van elkaar gelegen zijn, tegen-
gesteld is aan die welke de raaklijn heeft in het beginpunt.

Fig. 28 stelt deze kromme voor; zij is involuut van de cycloide. Fig. 29
stelt het geval voor dat » = 2 is; de evolunt wordt hier epieyeloide.

Men kan zich de vraag stellen welke waarde w moet hebben, om de kromme
aan zeker vereischfe te laten voldoen, bijv. dat de toppen van alle perioden
door één punt gasm.- Ten einde dit te onderzocken, bedenke men, dat het

alleen dan plaats kan hebben, wanneer het toppunt gelegen is in de normaal

van lLet beginpunt; immers, ter weerszijden van dic normaal zijn de perioden
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volkomen symmetrisch gelegen; valt dus het toppunt van de eene periode er
buiten aan de ééue zijde, dan is het toppunt van de andere periode aan de
andere zijde gelegen, zoodat het ondenkbaar is dat de toppen samenvallen
wanneer zij niet op de normaal in het beginpunt liggen.

Hieruit vloeit voort dat de projectie op de raaklijn, van het deel der kromme,
dat tusschen het beginpunt en het toppunt ligh, geliifk nul moet zijn, of,

daar in dit laatste punt w = sy = ;1 184
24t
i

= T
2
/ p eos w diw = (.

0
Nu 18 wederom

SO cos W == % C0S W — % CO8 Dpw cos w

1
=%
. [ ]
2 j cos w dw — % sin P
S t
1
—
L 1 o1
2 co8 2u cos w dw — m SI7 ﬂ T

Li
zoodat men verkrijgt :
1

= T

2 9t 1. 1
pCOSW dw — — ———— 8ilt — m
. 4 —1 2

Dit wordt nul, wanneer -n—l— ecn geheel getal (maar > 1) is, omdat dan
2w

8 ;; =0 is; het levert de gevallen op, die wij straks hebben nagegaan,
waarbij de kromme lijn ééne periode heeff in eon geheel aantal omgangen. Maar
ook #al de vergelijking nul zijn voor
Dt ==
of p=31'2
De vergelijking (1) wordt dus
p=sin* 31 2. w

De verhouding tusschen het aantal perioden en het correspondeerende aantal
omgangen is hier onmeetbaar; dus zal deze kromme, die door Fig. 80 wordt
voorgesteld , zich eerst na een oneindig aantal omgangen kunnen sluiten.

Men vindb gemakkclijk
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B
./ psinwdw=—1,

0
d. i. de afstand tusschen het beginpunt en den top langs de normaal, of de
straal van den cirkel, binnen welken de bewegelijke cirkel rollen moet, om
de hypocycloide voort te brengen, die de evoluut is ven onze kromme lijn,
Past men deze metamorphose van den vorm toe op de ellips, waarvan de

vergelijking is:
22
n Py

/ 32
(pisin?w - q*cosw) 1

door pw voor w te schrijven, dan verkrijgt men krommen als die, welke door
Fig. 31 cn 82 worden voorgesteld. In Fig, 81 is x — £, de duur der pe-
riode is dus % » = 2889, zoodat er 5 perioden in 4 omgangen zijn. In Pig.

82 is ¢ = %, hefgeen overcenkomt mef eenc periode in een omgang.

B. Krommen, die alleen keerpunten of alleen buigpunten
hebben.

1) De kromme s asymptotisch ten opzickte van beide eotrdinaten.

a) De Fromme wvermeerdert of vermindert von een bepaold punt wit vooridu-
rend hare kromfe. De eenvoudigste vormen zijn die, waar de kromme twee
takken heeft, die zich in een keerpunt of buigpunt vereenigen. Peters geoft
van dit laatste een voorbeeld in de verg: w = as® (Pag. 184. Fig. 21 van
Peters). De vergelijkingen, waardoor ¢ in functie van s en » wordt nit-

gedrukt, zyn:

3

en P:_

waarnit blijkt dat, voor w < 0, p imaginair wordt.
Andere voorbeelden zijn de involuten van den cirkel, wanneer men niet
telkens de ontwinding begint in het punt waar de kromtestraal 0 is.
b) De kromme hecft een oneindiy aantol bijzondere punten, — hetzij top-
pen, keerpunicn of buigpunten,
De kromme door de verg:

— &1 W
p M—I—

voorgesteld, heeft bijv. cen oneindig asntal keerpunten (Fig, 33). Voor w = 0

is p = o, terwijl uit:
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§=lgw — cosw

blijkt, dat alsdan ook § = — oo is; voor w < 0 wordt p negatief, dus heeft

de kromme lijn een keerpunt in het oneindige. Wanneer nu » grooter wordt
fil zullen er telkens tusschen w — <4 27 en w =+ 2{n 4 1)» twee waarden

van # liggen, waardoor p == 0 wordt. Deze twee waarden zullen cen verschil

opleveren, dat steeds kleiner is dan 7, maar, bij het onbepaald aangroeien

van @, meer en meer tot » nadert. Daarbij nadert de kromme tot dem vorm,

die door de vergelijking

¢ = sinw

_ wordt voorgesteld, dat is de vergeliking der cycloide: deze is dus haar
-:L' | asympioot.
. &) De fromme is periodisch. Dit kan slechts het geval zijn ten opzichte van
¢én der cotrdinaten; want, daar de kromme keerpunten of buigpunten heeft,
zoo moet de andere codrdinaat grenswasrden hebben. Is zulk een grenswaarde
oo — d. 1. kan de cootrdinaat nict door oo heen van tecken veranderen —
i dan ligf het keerpunt of buigpunt in het oneindige.
a) Periodiciteit fen opzichte van w.
@) y s een fumctic van w. Tig. 34 stelt zoodanige kromme lijn voor.
De vergelijking waarnaar dezc lijn geconstrueerd is, is:
| p = sin (w?).
| Liost men ¢ op uit:
il w' — (w—y)? = 2=,
zoo komt:
v —w T+ V @t — %,

Het is licht in te zien, dat deze uitdrukking aan het doel zal beantwoor-
den, wanneer men voor positieve waarden van w het onderste tecken gebruikt,
| voor negatieve heb bovenste; in dit laatste geval wordt ook ¢ negatief, daar
i altijd

L wt— 2 < w s

Voor w* < 27 wordl ¥ imaginair, waaruit blijkt dat er geene geheels po-

sitieve of negatieve perioden mecer bestaan voor waarden van w die kleiner .

ziju dan 1 2w, zo{)da§ de ecrste periode gelijk V7 2x is. Hoe grooter w wordt,

il des te kleiner wordt ¥, want des te minder wordt het verschil tusschen w en
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V w? — 2. Voor w — o wordt vy — 0, hetgeen ook blijkt, als men de

formule veor ¢ onder dezen vorm brengt:

S

T = -
w -~ 17w — %o

welke vergelijking, voor @ =— oo overgaat in

oi—

In de figuur is abe de ecexste periode, voor w positief, ed hei eerste gedeelte
der tweede periode. Negatieve waarden van w leveren blijkbaar een gedeelte
der kromme lijn op, dat idenfisch is met het gedeelte, waarin w positief is,
Daar niet van tecken verandert, als @ nul passeert, zoo is p — 0 aldaar
cen minimum, cn dus het overeenkomslige punt der kromme Lijn een top.

B) g s konstunt. Tot de eenvoudigste krommen van deze soort behoort

de cycloide, waarvan de vergelijking is

p = s .
Stelt mon pw voor w, dan ontstaan de epi- en hypocycloide, naar gelang
klemer of grooter dan 1 is. Wij zullen hiervan het bewijs leveren, door de
vergelijking

p = S gl
over to brengen in rechtlijnige cotrdinaten.

Zij (Fig. 85) I een punt der kromme, PR de richting der raaklin, PN de
richting der normaal in dat punt, OX de hoofdrichting, zoodat ZRQX — w is.

Neemt men nu OX als richting der z-as en OY, loodrecht daarop, als
richiing der y-as aon; zoo is .

do — ds cos w

en dy — ds sin w.

Integreerende de vergelijkingen:
ds cos w — dz — sin pw cos w dw
ds st W = dy — sin pw st w dw,

verkrijgt men

cos (1 — pu} w cos (L - p) w
{ = |

e

- 1"—1“ 14w
v s —g)w L sin (1 = ) ®)
‘y—c—"{ = )

Stelt men den oorsprong zoodanig, dat de konstanten nul zijn, dan moet

voor @ — ()




zijp. Door nu te stellen

1

'2—(1_—'“) == a_;_é_ caaa (l)
1

m;j:fb Eu e (2}

(L ) Bt g T

gaan de vergelijkingen over in:

@ = (& 4 b) cos § — b cos (rz-i—be)

b

y = (a + ) sin g — b sin (d_g-éﬂ),
hefgeen de bekende vergelijkingen zijn der epicycloide. Dat de ingevoerde
konstanten & en 4, alsmede de veranderlijke 8 werkelijk die beteekenis hebben,,

welke zij in deze vergelijkingen bchooren te hebben, is gemakkelijk te verifi-
73

| J 2 7

moeten zijn: door eliminatie van 4 uit (1) en (2) verkrijgt men dan ook:

ceren.  Vooreerst zal d i. de waarde van 2, voor w — 0, geliik a

i - B —a Is verder in figuur 36 wederom PR de raaklijn, PN de nor-
| —
maal in het punt P dor kromme, dan is £ COX = 6. Noemt men L ORP :

zoo is, gelik bekend is:

I
. maar: w— -+ ¢
! dug, door eliminatie van o:

'w__:a:—l—%
24

b= (1 —p) .

Tevens volgt hioruit dat o — uw is.
Eenvoudiger is het om uit te gaan van de nitdrukking diec Lamarlel) geeft
voor den kromiestraal der epicycloide:
‘ 2 G- 1)
] =g
waarin :; 1s cn # de afstand van het raakpunt des cirkels tot het punt

i der kromme, — in figuur 36: PN. Men heeft nu terstond:

') Bulletins de 1'Acad. Royale de Belgique, 1857, T. IT, pag. 81.
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¢ == D5 sin o

/i

maar; ¢ — s
RS = 20 st
dus: 7 b sin — aw
A7 =1 ) =
en ==y m—_'_ ) SV o B 03
2 s
stellende w3 1200 verkrijgt men :
m—=1 .
== 4‘ / '«' 24 "
= j}%—l—ﬂ SV el
= w1 Rl
De konstante factor 44 5 kan — 1 gesteld worden, want altijd kan men

de lengte-eenheid zoodanig kiczen dat & — té_z%_’ig—lj wordt,

Het hangt nn van g af of de kromme cpicycloide, cycloide of hypocycloide
is. Voor g — 1 ontstaat de cycloide; want, daar 2 — —‘u-——? 18, zoo wordt,
voor g=—1, a = oo, dat is de vaste cirkel wardt een m_(;hte. Voor  « 1
heeft men de epicyeloide; voor g > 1 de hypocycloide. In dit laatsie geval
worden namelifjk ¢ en ¢ negatief, en de vergelijkingen in rechtlijnige cotrdi-

naten gaan over in:

# = (@ — &) cos § 4 b cos (w;&s)

. S — &
g = (06— &) sin g — I sin (a 7 ﬂ).

]

De eerste evoluten der krommen in de Fig, 27, 28, 29 en 30 stellen de
gevallen voor, dat w =2, 1, 2 en 1© 3 is.

De evoluten dezer krommen zijn opgesloten in de vergelijking:

Py = p €08 pw.

Door de hoofdrichting om cen hock van = 900 te verdraaien, zoodat

= : 900 — & wordt, gaat deze vergelijking osfér mn;:
- p_y = €08 (909 — gp)
of p_, — p sin pu'

waaruit blijkt, dat de evoluten van al deze krommen gelijkvormig zijn aan de
krommen zelve; hetzelfde geldt natuurlik van alle volgende evoluten.

Beschonwt men de kromme

p == S gl

als involuut van




\ _ &0

py = & COS b
dan zal men andere vormen kunnen verkrijecen door de ontwinding in andere
punten te beginnen, d. 1. door o—« in plaats van p, te stellen, cn @ fe
1 laten variceron. Onder die vormen zullen dan de krommen moeten voorkomen ,
die pag, 7L e. v. behandeld zjn. De verg. wordt door die substitutie
p = S ptl - @
Is & positiet, maar < 1, zoo zal , in de beide toppen van clke periode
i niet meer — 1 en 1 zijn, maar — 1 o cn 1 4 4. Het ecrste maximum
wordt dan kleiner en het tweede grooter.b Hicrmede gaat gepaard eene ver-
schuiving van de twee keerpunten naar elkaar toe; want deze ontstaan nu in
i punten, waarvoor sin pw— — ¢ 13, dab is voor pw—nw -2 en pw—
[ (ngp-1)r—u, als sinas—a is, en & ~90°; terwijl, voor ¢ =0, in deze
punten @w — %% en pw = (# 4 1) # was; het verschil tusschen de waarden
i van w was dus 7 en wordt nu x — 22, Hoe grooter nu ¢ wordb, des te
L grooter wordt ook « en des te kleiner » — 2e. Wordt ¢ —1, dan is a=1nr"
de keerpunten verdwinen en worden vervangen door een top waar p de mini-
mum waatrde van nul bereikt. De vergelijking wordt dan
o =1 4 sin pw.

Verdraait men wederom de hoofdrichting, door pw — pwr — 900 te stellen,

zoo komt :
p = L — cos pw'
of p = &’y pw,

hetgeen de vergelijking is van pag. T1, behalve dat % g in plaats van g staat,
2x

7

hetgeen zijn oorsprong daarin heeft; dat hier de dunr der periode =
| gesteld werd, en ginds — =,
Wordt @ ~ 1, zoo blijveg de toppen als zoodanig bestaan, maar de waarden
L van , worden aldaar steeds grooter.
'1 I @ <1, maar negatief, zoo ontstaan dezelfde vormen, hetgeen terstond
| blijkt, wanneer men @ — — & stelt, en pw — 27 — pw'; daardoor gaab 7
over in deze: |

p = — (sin pw’ 4 b)
die slechts van de vergelijking:

p = 8in W' - @

verschilt in het teeken van ,. De keerpunten schuiven nu van elkaar af In
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plaats naar elkaar foe, zoodat het gedeelte der kromme waarin p positief 1s
kleiner wordf, en verdwijnt voor 6 =1 of & = — 1.
De parabel is cen voorbeeld van een kromme met keerpunlen in het onein-
dige. Haar vergelijking is:
N
p ===

Ji st

Voor w =+ 3~ is namelijk p — w0; terwijl, voor w > 2 =, p van teeken
veranderd is. Men ziet uit dit voorbeeld, dat zoodanige merkwaardige punten
in het oneindige niet altijd geometrisch voor te stellen zijn, Gelijk bekend is
Ligt namelijk de asymptoot der parabel =elf in het oneindige, zoodat de
andere tak, die tot deze zellde reclile nadert, ook oneindig ver weg gelegen is.

Daor yw voor w te stellen, zou men krommen verkrijgen, waarbij de hoek
der twee asymptoten niet ., maar 1,,- 18,

8) Periodiciteit len opzickie z;@nﬂs. Hierbij kan weer onderscheiden worden :
#) v 18 een funclie van s
) v 1s konstant.

Wij bepalen ons fot een paar opmerkingen omftrent het laatste geval,

Het argument der goniometrische funcfie is van den vorm as 4 4. Het
invoeren van den faclor , zal alleen ten gevolge hebben eene verandering van
den vorm der perioden, niet een verschil in hare betrelkelyke ligging onder-
ling, daar in alle perioden dezelfde waarde van , wordt opgeleverd door ab-
solunt gelijke waarden van w; derhalve vallen of alle perioden op elkaar, of
ze liggen in ééne richting naast elkander, hetgeen daardoor kan worden on-

derseheiden of

8 d
“ “

f p sin o dw — 0 en f p cos w dw =0

@ =

P @

zijn, als g en g de grenswaarden van % zin.

Een voorbeeld 1s:
1
p=——

T sin us

of na integratie en climinatie van s:

1
e
= wlet

P:
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De figuren 37 en 38 stellen de kromme voor, als x =1 en :i is, moo-

dat in de eerste figuur de grenswaarden van @ wijn:
4~ 370, 2957 .... en — bTo, ROGT ...,
in de tweoede: :
-4 1800 en — 1800,

Tot deze vormen kan de hyperbel gebracht worden, als een periodische

kromme met bolgpuvten in het oneindige. De verg.:
= £
K stk ) (preos®n — g sinw) 3

geeft slechts eene periode san: w toch kan de waarden

bg tg (—l— J%) en by ity [— 2)

P
niet overschrijden, zonder dat , onbestaanbaar wordt; voor die grenswaarden
is p — o, cn daartusschen behoudt , zim tecken. In de vergelijking wijn
evenwel {wee krommen opgesloten, die identisch zijn; de teckens van vor-
schillen, dus geschiedt de vereeniging dier takken door een buigpunt, dat

echter in liet oneindige ligt.

(¢, Krommen met Keerpunten en Buigpunten tegelijk

en met snavels.

1) dsymptotische Frommen. Onder deze rubriek behooren :

a) Die waarky én der cobrdineben of beiden tot in ket oncindige kow aan-
grocien. De eenvoudigstc vormen zijn dic, waar twee oneindige takken door
een snavel verbonden zijn, of ook die, welke ecn keerpunt en een buigpunt
hebben, ter weerszijden waarvan zich een oneindige tak bevindt.

6) De zoodanigen wanrbiy w en s beiden grenswoarden hebben, waarlusschen p een
oneindiy aanial verschillende vecksen van waarden fan kebben, De limiet waartoe
die reeksen naderen is de asymptoot. Ken voorbeeld hiervan is de involuut
van de kromme die in Fig. 87 is afgebeeld: de lijn aded. Door integratic van

dw
CZP B
VL — g

verkrijet men namelijk:

1 .
== &g St Jetl
(]
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Laat men de Lkonstante weg, zoo begint men de kromme fe ontwinden in
één der ftoppen @, alwaar »w — 0 is. De verschillende .1'0(,\.]:5:‘011 van waarden ,
die » kan verkrijgen tusschen w — — - L g e Bl 1, bevatten hoe langer hoe
grootere waarden, zoodat , gezegd kan worden onbepaald fe groeien: de rechte
lim is hier dus de vorm waartoe de kromme asymplotisch nadert.

%) Periodische krommen. Deze ontstaan wanneer beide cotrdinaten grens-
waarden hebben, maar slechts een beperkt aantal reeksen van waarden voor ,
opleveren, Peters geeft er een voorbeeld van (Pag. 194). De vergelijking

w—w2 s (1)

waarvan  hij uitgaat 18 ¢ =417 w

. 1 — 2%
derhalve is p——+-—-_ "
= 217 w——p?

Lost men mib (1) » op en substitueert de gevonden waarde in (2), zoo komt:

p:i—_y—];qg2 ....(3)

Uit (2) en (3) blijkt dat , onbestaanbasr wordt voor w>s1len <0, en
voor ¢ > 3 en < — 1. Voor de grenswaarden van w is y = w0, voor die van

18 p=—0; het zijn dus verschillende plaatsen der kromme. Vergelijking (1) geeft
eene periodische kromme, waarvan elke periode door buigpunten begremsd is,
terwijl voor w — 1 een Lkeerpunt ontstaat, omdat ¢ alsdan van teeken verandert
door 0 heen, terwijl w aangroeit. Verg. (3) geeft dezelfde kromme; maar nu
ziju de grenzen der perioden de keerpunten, terwijl ¢ — 0 ecn buigpunt geeft,
omdat p aldaar door o heen van teeken verandert, terwijl s aangroeit. Schrijft
men 1n (R) ww voor w, zoo verkrijgt men andere krommen dic allen periodisch
zullen zijn en allen de perioden in ééne richting naast elkaar zollen hebben,

RS |
Peters geeft drie voorbeelden, waar g = = e — is

%’ 2 dir




HOOFDSTURK IV.

OVER DE VOORDEELEN WELKE DE THEORIE VAN DE BSSINTIEELE VERGELIJKINGEN
DER KROMME LIJNEN KAN AANBRENGEN,

§ 1,

ATl GEMEENE OPMERKINGEN.

In het Terste Hoofdstuk is er op gewezen, dat elk codrdinaten-stelscl zijn
cigenaardige voordeelen heett. Blke vergelijking toch eener kromme hjn, in
welk systeem ook, is de uitdrukking van eene eigenschap dier Ijn, die in elk
ander systeem minder eenvoudig wordt uitgedrukt, terwijl het altijd hoogst-
waarschijnlijk is, dat ook andere eigenschappen eenvoudiger uitgedrukt, en
dus gemakkelijker gevonden zullen wordem. Men wie bijv. slechts wat cen
stelsel van codrdinaten als dat, wat in Der barycentrische Calenl ten gronde
ligh, in de handen van een Mobius voor sommige krommen kan opleveren ;
welke toepassingen Swellengrebel van zijne negen cobrdinaten-stelsels doet zien ,
en hoe Druckenmiiller, in Die Uelertragungsprincipién, zieh de ecobrdinaten-
systemen van het punf, de rechfe lijn en den cirkel ten nutte maakt voor de
theorie der poollijuen en poolfiguren.

Buitendien zal aan elk codrdinaten-stelsel een zekere mate van geschiktheid
verbonden zijn, om de vergelijking eener kromme lijn op te maken, wanneer
de conditie, waaraan elk harer punten moet voldoen, onder zekeren vorm ge-
geven is.

Wij zullen thans kortelijk nagaan, van welken aard de voordeclen zijn, die
de essentidele vergelijkingen kunnen aanbieden.

De eigenschap, die door de essentiéele vergelijling eencr kromme lijn words
uitgedrukt, heeft betrekking op hare kromming, — haren vorm, afgescheiden
van hare verhouding tot anderc lijnen of punten, *t Is daarom dat zoodanige

vergelijkingen de voorkeur verdienen boven anderen, wanueer men alleen den




vorm op het oog heelt, en dat alleen zij den grondslag kunnen unitmaken van
gen systeem van mathematische vormen. ,,Das wissenschaftliche Verfahren
wiirde sein, die allgemeinen Formen der Funetionen auf zu suchen, welche
die verschiedenen geforderten Haupteigenschaften besitzen, und nachdem so auf
umgekehrte Weise die Funetionen gewonnen, diese an die Spitze zu stellen.”
(Peters, pag. 92).

Het natuurlijk gevolg daarvan is, dat de cssentigele vergelijking eener kromme
lijn het gemakkelijkst uit eenige conditie is op te maken, wanneer doze allecn
op den vorm der lijn betrekking heeft, niet op de betrekkelijke ligging ten
opzichte van andere punten of lijnen buiten haar. Dit zal bijv. het geval zijn,
wanneer gevraagd wordt naar den weg, dien een punt zal doorloopen, dat
zich volgens eene bepaalde wet beweegt. Hierbyj zal de beschouwingswijze van
Lamarle in de meeste gevallen van groot gemak zijn. Beschouwt mon name-
lijk het bewegende punt als gelegen op eene rechte, die in hare cigene rich-
ting voortschuift, en tevens om dal punt draait, dan zal hef veelal niet moei-
lijk vallen, de verhouding tusschen de snelheden, waarmede die twee be-
wegingen plaats hebben, uit te druklken in eene functic van cen der codrdi-
naten. s, @, of ook de betrekking te vinden tusschen p cn p_,, d. i. tusschen
de snelheid van het bewegende punt en die van het krommingsmiddelpunt,
beiden in verhouding tot de draaiingssnelheid, die dezelfde is voor de raaklijn
als voor de normaal.

In het Eerste Hoofdstuk (§ 3) is aangewezen, hoc men daarbij te werk
moel gaan; terwijl fevens werd opgemerkt, dat do vergelijkingen, die door
Lamarle worden gegeven, meestal zonder veel moeite in essentivele vergelij-
kingen kunnen veranderd worden. Dit is reeds in heb vorige Hoofdstuk (§ 6)
gebleken betrekkelijlk de vergeliking der epicycloide. Tn de volgende § zul-
len wij hetzclide doen mef de vergelijkingen der kegelsneden, en daarbij door
een paar voorbeelden doen zien, op welke wijze men de essentiécle vergelijking
cener kromme lin onmiddellijk unit eene gesevene conditic kan vinden.

De eigenscliappen, die men uit de essentidele vergelijking eener kromme
lijn kan lecren kenmen, zullen voornamelijk belrekking Liebben op de kromte-
stralen.  Daar men echter door aclitercenvolgende differentiatién van eene ver-

geljking

p=12 ()
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. de vergelijkingen verkrijgi van de evoluten der kromme, en door achtercen-

.:|! volgende integraties de vergelijkingen der involuten, zoo is het duidelijk, dat
| men ook van deze krommen gemakkelijk verschillende eigenschappen zal vin-

| den, betreffende hare kromtestralen.

;, Ten einde hiervan con voorbeeld te geven, zullen wij nog eene afzonderlijke

' § wijden aan de duvoluten van den cirkel, vooral ook met het oog op het ver-

band, dat er hesfaat tusschen de eigenschappen dezer krommen en de eigen-

I schappen der hoogere-machis-vergelijkingen.

§ 2

VOORBRELDEN WAARIN DF ESSENTIEELE VERGHELIJKING DER KROMME ONMIDDELLIJK

UI'T EENE GEGEVENE CONDITIE WORDT OPGEMAAKT,

De vergelijking der ellips, zoo als Lamarle die vindt uit de conditie, dat
" de som der vocrstralen konstant is, is deze:
| s’
il = ... (1
thi £ (7Y eos g b
i als # en #* de voerstralen zijn, en ¢ hun halve hoek is. Men kan deze ver-
lith geliiking op de volgende wijzc overbrengen in den vorm, waarin zij door
Krause (Pragfatio, Pag. X) wordt opgegeven.

Noemt men (Fig. 39):

@ de groote as,
i 6 den paramcter, d. i. den dubbelen voerstraal, die loodrccht op " staat.

|
\
“ w den hoek, dien de normaal maakt met de groote as, dan heeft men, in

asnmerking nemende dat ' =12 (s — 8) is, de vergelijkingen:
P r—a

| ‘ ¥ oisin(w—to) =V a(a—b):sin 2

| : 71 sin (0w — o) =V a(a—5): sin 2

Blimingert men tosschen deze drie en (1): #, ¢ en ¢, zoo komt:

1l eV we.b 1

£ 3
i g (2 cos®w -0 82.-71:2?0:]%

i hetgeen dezelfde vergelijking is, die Krause opgeeft, en die ook uit de verge-
i lijking in rechtlijnige codrdinaten wordt gevonden.
Op derelfde wijze kan men handelen ten opzichte van de hyperbel en parabel.

Men kan de vergelijfking der ellips ook opmaken uit de eigenschap, dat uij
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uit den ecirkel ontstaat, als men daarin alle koorden, die aan eene zelfde
middellijn evenwijdig loopen in dezelfde reden verkort of verlengt; welk
vraagstuk ook aldus gesteld kan worden:

Bene willekeurige koorde des cirfels beweegt zick langs de middellijn, waarop
zij loodrechit staat; op deze koorde beweegt wick legelijh een punt, goodaniy dat
de halve koorde steeds in dezelfde verkouding werdeeld is.

Constructic van het  Frommings-widdelpunt. In  fisuur 40 is pM een
koorde, dic gedacht wordt zich te bewegen in de richting O0....C, =
het beschrijvende punt; 4¢ loodrecht op Mp, M¢ raaklijn aan den cirkel;
zij verder de konstanle verhoudmg % = k& Neemt men nu p¢ voor
de snelheid van de bewegende koorde, dan stelt deze lijn tevens de com-
posante langs 47 voor van de snelheden der beide punten M en m; de com-
posante der snelheid langs de koordc is dan voor M : Mp. Maar daar de
verhouding van de afstanden der punten 3 en m tot A# konstant is, zoo zul-
len ook hunne snelheden langs de koorde evenredig zijn, zoodat dan mp de
snelheid van = voorstelt. Hiernit vloeit voort, dat de resulteerende snelheid
van. 7 1in Tichting en grootte voorgesteld wordt door m#, en dat dus het
krommings-middelpunt op de loodlijn mo moel liggen, Het punt # light der-
halve op de drie vechten M, mi en Of, en zal met cen zekere snelheid #8
langs #4 schuiven. Ten einde het punt S te vinden, zoekt men een derde
cvenredige tof MO en M, en wot die af op een loodrechte in ¢ op 3L op-
opgericht, dan zal het snijpunt van Q8 (.l @) met ¢4 het gezochte punt §
zijn. Immers: de lijn 2% heeft een hoeksnelheid gelijk ﬂ%’ dus zal het punt
? met die zelfde snelheid om I draaien; daarom zal de snelbeid, waarmede
¢ zich in een richting loodreeht op M# beweegt, tot M in dezelfde verhouding
moeten staan als ¢ tot MO. Mieraan voldoet de lijn, die door het verlengde
van Mp op de loodrechte #@ wordt afgesneden, want construcert men het
parallelogram QMN?, zoo is blijkbaar: ‘

OM : M{ —= M¢: UN
of OM : Mt = Mt QL.
De snelheid van # in de richling ¢M zal dan voorgesteld worden door @S,
en dus de resultante door #S.

Dezelfde constructie, maar in omgekeerden zin, ten opzichte van het punt

w uttgevoerd, zal het punt o doen vinden. Trekt men namelijk Zg loodrecht
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op mi, zoo zal de loodlin Sy de snelheid aangeven van / in de richting #m,
en g7 de snelheid van dat punt in eene vichfing loodrecht daarop. De draai-
ingssnelheid van ¢ om m, — en dus ook van de lijn mé om 0, — zal gelijk
Zjn aan g& ; een derde evenvedige tot ¢f en m# zal dan de lengte zijn van den
kromtesfraal. Men vindt terstond het punt o door mg te trekken, en de
loodlijn, daarop uit # neérgelaten, te verlengen tot zij mo snijdt; want teekent
men weer het par&ﬂelogﬂ'am mlido , zoo zal:
‘ gt mt == mit 1 ¢L
.i,._‘ of gt : mt — mit : mo zijn.
i Berekening. Wij zullen vooraf het volgende vaststellen:

. De snelheid van M : M¢ = 7 ; de snelheid van m : st — v,

De hoeken, die de raaklijnen 3% en m¢ maken met do konstante richting
M W oen .

OM = », de straal des cirkels; om — p, de kromtestraal,

nl
Men heeft alsnu: p=—
\ ty
il terwijl tg = 2R 0 0 Vo0 Voo
L' el = sin Mtp "~ v " Mp' ¢ = Fo Q is;
' ] Al by w My ;
! daar echter tg—ﬂ’*_ mj’ =k
o s / .
en dus sin = — 2% 18,

| s

|

' , , e
- . wsinw v simow 17 % - fgtw
“ 700 heeft men: F—=— - 7

|

= = V" sintw -+ k* costw.
‘ B W fﬂyy
. F S o
| Verder i8: 4Q = — = — (sinw - & cosu);
r 7

B . 5
| zoodat fg — F (s20* 0 ~ £* cosrw)?,
) L

Er

en p=— 1 wordf.
‘ (sin*w == &* cos*w)?

Voert men voor de konstanten % en » de halve assen 2 en ¢ m, door te

stellen % =2 en # =p, z00 komt:

g
B ﬁzzgz
T 3
il (g2 sin’w 1 p? cos?w)”

welke uitdrukking wederom overgaab in de vergelijking, 7zoo als men haar bij
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0o

- ; o : 22
Krause vindt, door de substitutics: 2p — & en —L — g,

Het is wel duidelifk, dat men zoowel hier, als in lLet vraagstnk, dat door
Lamarle is opgelost, de snelheden kan vervangen door differentialen; zoo kan
men bijv. deze oplossing in plaats van de zoo even gegevene stellen:

Stel (Fig, 41) Mp = ¥, mp =y
MM = dS, mm' — ds.
De conditie is: ¥ = %y, waaruit terstond volgt -
a¥Y = £ dy.

Nu is: ds sen w = dS sin W,

sin W sin W
dos: ds — Mf% a8 — ¢ M?& amw
Siw W S
T .
omdat »dr% i
. . s sin W dF
Derhalve is p = — — » = .
ey s w  di
t %
Maar &g W — —‘?ﬁ
= &
dus cos W —

L e = dgw
en door differentiatic hiervan -

kb sin e duw

sin W Al — 5
(h? cos?w ~} sin?w)”
Derhalve:

&
(%% cos*w - sintw)®

Een ander voorbeeld levert de oplossing van het volgende vraagstuk:

Welken vorm moet wmen aan eene sponuing geven, woarin het eene vileinde coner
staaf’ van bepaalde lengte a loopt, opdat het andore witeinde eene rechie byn be-
schrvjve , terwijl de richting der staaf steeds raaklijn bBft aan den vorm der sponning ?

Als (Fig. 42) mp = a de staaf is, dic met het uiteinde p langs de rechte
AB ghjdt, terwijl m de gezochte kromme lijn beschrijft, dan zal, daar p zieh
in de richting pg beweegt, cn m in de richting mp, het snijpunt o der lood-
lijmen po en wmo, resp. in de punten # en m op de rechten py en mp opge-

richt, het punt zijn, waarom wen zich kan denken, dat het vlak op dat

oogenblik drasit, d. i, het krommings-middelpunt. Stélt nu mp de spelheid
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voor van het punt m, dan zal pg = t—;‘?—; .po de snelheid van p zijn. Maaks
men o7 == op en verlengt men mo, tob deze de rechte o's ( | pr) in ¢ snijdt,
zo0 is blijkbaar rs = pg, maar tevens zal oo, | op ms, de kromtestraal der
evoluut zijn. De snelheid toch van het punt o langs os is de resultanto van
0f = pg en ¢s, loodrecht daarop, — dus: os. Nu moet od' zoodanig zijn dab:
08 : 00 = mp : om
is, daar de hoeksnelheden van m en o dezelfde zijn; dit nu is in de fignur
het geval.
Alsnu heeft men:
J0% = g2 o 43
en or* = g P,
maar; po = or
dus: @ p_, = p* + o’
Deelt men deze vergelijking door @ 2, zoo komt:

) il Y
&

waarnit blijkt, dat de konstante o, — dat is de lengte der staaf — tot den
vorm der kromme niets afdoct.
Integreert men de verg:

adp

zoo komt:

w= by ty

a]"a

of o= adg s i)

wanneer men de hoeken begint te tellen van afl de richting, die de raaklijn
heeft in het punt, waar p = 0 is. Daar deze richting blijkbaar loodrecht staat
op de rcchie 4B, zoo is in de figuur L mpo = w; en dus fg w — ;5. Deze ver-
gelijking wordt derhalve spoediger gevonden; echter kan uit de gegevene op-
lossing blijken, dat men ook onmiddellifk tot eene vergelijking tusschen p en
p_, kan geraken.

De gevondene kromme is periodisch ton opzichte van @, maar asymptotisch

ten opzichte van & Integreert men namolijk:

ds = a tg w dw
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zoo komt: s=-—algcosw....(R), waar men geene konstante behoeft toe
te voegen, als men voor w =0 ook ¢ = 0 neomt. Door climinatic van «
tusschen (1) en (2) verkrijet men:

2s

p:j-_'ml/ e |

waaruit blijkt, dat voor s = o ook p = oo wordt; voor s < 0 wordt p on-

bestaanbaar: de twee takken:

5,

p=-kal’ e —1

en p==—al ¢o—1
zijn dus door een keerpunt verbonden.

Met rechthoekige cobrdinatenassen zou men aldus te werk gaan:

71 (Fig. 43) het punt waar de beweging aanvangt de oorsprong, en de
rechte, cvenwijdig aan de richfing, waarin zich het anderc einde der staaf
zal bewegen, de as der X; zoo is 04 = 4.

Nu heeff men:

Pyt g = a*

T gm  t—y
e pg_fyqpm_ cﬁ
di
1., @—gt "
dus: W—f—-(ﬂ—?j}‘:aﬁ
(Zm)
ofdi?/-— =

@) —@—g)*
Integreert men de vergelijking

Vot — (o —g)t
a—Y

dy

gl —
zoo komb:
g — O=V R0y —y:—%a ﬁgi-‘:—@;y_—?
@} dmy —y >
hetgeen dezelfde vergelijking i1s, welke men uit
' p==algw
verkrijgt. Immers:

ds cos w = dy = @ sin w

dus y =a — @ cos w
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daar voor =0, y = 0 is. Hieruit volgt:

&g — 14
CO8 W — - fﬁ—‘—‘{

(1
a2 hE
en dus: fgw = = b o @—y
y v—y
hetgeen dezelfde differentiaalvergelijking is.
& 3.

DE INVOLUTEN VAN DEN CIRKEL.

Wanneer men de vergelijking
p=a
n malen integrecrt, zoo verkrijgt men de vergelijkingen van # involuten des
cirkels. Noemt men de kromtestralen dier krommen resp: py, P2, pawes o,
#oo heeft men :
pr = aw 0
ps = s aw 24w ¢

1
Ps:;)—sa-w3+’§éw2+cw+d
1

9.8..8

am B - bip 1l = ..~ pw - g

el
2.... (n—1)
waarin de telkens toegevoegde komstante de waarde is van den kromiestraal
voor w = 0,

Omgekeerd zal elke vergelijking van den vorm

p=Awr~ Bor-1-4 Cpr=24 ...+ Po-+ @

eene kromme voorstcllen, waarvan de ## evoluut een cirkel is. Door # dif-
ferentiaties verkrijgt men namelijk:

p_y — dnw *l 4+ B (u—1)w #2 4~ C(a—2) w »3 + ... + P

Py = Au(n—1L)w =2 4 B(n—1) (n—2) w #3 4 C(n—2) (n—38)w »¥ 3 ....

v
4

pn = An (#—1) (2—2) o 2. 1.

Deze laatste vergelijking geeft derhalve den straal van den cirkel, terwijl
de voorgaande vergelijkingen tclkens in den bekenden term de waarde van
den kromtestraal lecren kennen, voor = =— 0.

Deze gegevens zijn voldoende om de kromme met hare evoluten zonder ver-

dere berckening te comstrueeren, Begint men namelijk meb den cirkel te be-
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schrijven, en geeft men aan de raaklin in eenig punt eeme lengte gelijk aan
den bekenden term in de vergelijking der (z— 1)*¢ cvoluut, dan is het nite
einde daarvan een punt van deze laatste kromme, dic nu gemakkelijk in haar
geheel te construeeren is. Richt men in het uiteinde van diezelfde raaklijn
een loodlijn op, die eene lengte heeft gelijk aan den hekenden term in de
vergelyking der (» — 2)% evoluut, en waarvan de richting bepaald wordt deor
het teeken van dien term (verg. Hoofdstuk IT, pag. 48), dan heeft men een
punt van de (z — 2)% evoluut; en deze zal in haar geheel kuunen gecon-
strueerd worden, door raaklijnen asn de (» — 1)s* cvoluut te trekken. Zoo
voortgaande verkrijot men eindelijk de kromme zelve. Op die wijze is Iig. 44
geeconstrueerd,, naar de vergelijkingen :

p = wt — Sw* — 12w? 1 4bw — 42
poy = dw® — 9w?® — 24w - 45
ps 12w — 18w — 24
Rday — 18

P—3s
LIET— 24*,
die door differentiatic uit elkaar worden afgeleid, Neemt men den straal ma
gelijk 24 lengte-cenheden, en stelt men @f— 18 lengte-cenheden loodrecht
daarop, zoodanig dat men Zinks om moct draaien, om van a op am over te
gaan, — omdat , , en p_, voor w — 0 van teeken verschillen, — zoo is &

cen punt van de derde evoluut der kromme. Heb punt p, zoodanig genomen

dat boog ap —ab is, stelt dan het punt voor waar de ontwinding begint,
die nu door middel van raaklijmen gemakkelijk kan worden voortgezet. Verder
1s be = 24 loodrecht op «b geplaatst, zoodanig dab @b en de dezelfde teckens
hebben. In het punt ¢, dat gevonden wordt door Zg, — Ze te nemen, be-
gint de ontwinding der derde evolunt, die alweder door raaklijnen kan worden
voltooid. Op dezelfde wijze cd — 45 en de — 42 nemende, en de krommen
onlwindende, verkrijgt men de geheele figuur,

Daar de vergelijking van de #% involuut des cirkels van den sden graad in
w is, 200 zullen er in het algemeen % waarden van w zijn, dic deselfde
waarde van , opleveren; dit lLecft ten gevolge, dat de krommo toppen of
keerpunten met toppen moet hebben; want, daar p voor geen enkele waarde
van » imaginair wordt, zoo zijn buigpunten c¢n spavels uilgesloten. In de keer-

punten is de kromtestraal altijd nul, daar , alleen oneindig wordt voor w — oe.
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De waarden, dic @ heeff in de keerpunten, zijn derhalve wortels der verge-
Ljking: 0 = dw* 4 Bw*-1 4 Cw*-2 4 ..., 4 Pw 4 Q; en men zou deze
wortels kunnen vinden door de hoeken te meten, dic de raaklijnen in dic
punten met de hoofdrichting maken 1). Heeft deze vergelijking geene gelijke
of imaginaire wortels, dan heeft de kromme lijn » keerpunten; tusschen elk
paar keerpunten ligt noodwendig een top, die correspondeert met een keerpunt
van de evoluut, en waarin p cen maximum heeff. Zij 5 zoodanige maximum
waarde; stelt men dan in p = dwr 4 Bwr=1 4 Cwn=2 4, ... 4 Pw - Q
p @ voor p, zoodat elke kromtestraal mct cen lengte ¢ verminderd words,
dan zal ook de maximum waarde van p kleiner worden, en de twee keerpun-
ten, waartusschen de top gelegen is, zullen naar clkaar toe schuiven. ILaat
men ¢ grooter worden, fot ¢ — 4 is, dan vallen de keerpunten samen, of
liever, =ij worden vervangen door een fop waar p= 0 is, en die met het
keerpunt van de evoluulb samerivalt. Tegelijk met het verplaatsen der keer-
punten, naderen de¢ waarden van w, die p — 0 maken, tot elkaar; en deze
worden gelijk, wanneer de keerpunten verdwijnen. Dit is het geval, dat de
vergelijking twee gelijke wortels heeft.

Laat men 4 > 5 worden, dan heeft , cen negatieve minimum waarde in den
top, zoodat p mict gelijk nul wordt: er bestaat dan in dat gedecltc der kromme
geene waarde van w, dic p = 0 maakt, d. i. de twee wortels der vergelijking
zijn onbestaanbaar geworden.

In het geval dat twee wortels gelijk zijn, — als dus de kromme door cen
keerpunt van de evoluut gaat, — valt in dat punt de raaklijn der kromme
samen met de normaal der evoluut; en daar zoowel , als ,_, aldaar nul is,
zoo maakt dezelfde waarde van w de beide kromtestralen tegelijk gelijk nul.

Hieruit kan men twee bekende eigenschappen der hoogere-machts-vergélij-
kingen afleiden:

') Deze graphische oplossing eener hoogere-machis-vergelijking verschilt van de graphische oplossing
in rechilijnige cofivdinaten daarin, dat de punten dor kromme niet mit de wergelijking hehoeven
berekend te worden, daar men alff met én der involuten des oirkels, en dus met ecene bekende
kromme lijn te doen heeft. Omdal daarenboven in elk punt de kromtestraal bekend is, zal men
daor cirkelbogen den vorm der lijn met vocl meer juistheid kunnen verkrijgen. Daartegenover stant
de moeielijkheid om de lengten der bogen over te brengen op de raaklijnen; hetgeen men echter 200
nauwkenrig kan doen als men verkiest, wanneer slechts de Loogjes, die men als rechte lijnljes afe
meet, klein genoeg genomen worden.
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1o. Wanuneer men zoodanige vergelijking voorstels door:
S =0,
en men stelt:
f ol = iy
dan zal deze nieuwe vergelijking #wee gelke of twee imaginaire worlels hebben
naar gelang « gelijk 45 aan, of grooter is dan de wasrde welke / (w) crlangt,
wanneer daarin voor w gesubstitueerd wordb een wortel van de vergelijking
I w) =10
die de afgeleide functic is van de oorspronkelijke vergelijking.

2o, Indien eene hoogere-machts-vergelijking twee gelijke wortels heeft, dan
zal de waarde der veranderlijke tevens voldoen aan de vergelijking, die de
afgeleide functie is van de ourspronkelijke vergelijking,

Na het voorafgaande is het duidelijk , waarom de kromme van Fig. 44 slechts
twee keerpunten heeft, ofschoon hare vergelijking vier wortels heeft: twee dier
wortels zijn namelijk imaginair. .In het punt z bereikt de kromtestraal een
minimom waarde . Stelt men nu p =+ e voor p, dan valt z in het keerpunt
van de evoluut: de imaginaire worlels zijn vervangen door twee gelijke wortels,
Stelt men 4~ ¢ voor 5, zoodanig dat 4 >~ z 18, dan komen twee keerpunten
te voorschijn, en daarmede twee reiele wortels.

Op deze wijze verkrijgen de meeste bokende eigenschappen der hoogerc-
machts-vergelijkingen in de involuten des cirkels: eenc nisuwe geometrische
beteckenis. Omgekeerd worden uit de theorie der vergelijkingen eigenschappen
afgcleid betreffende de involuten des eirkels. Hiervan geeft de volgende stelling
een voorbeeld,

Wanneer wmen in de n% involuwt des cirkels n puniten zoekt , waarin de liom-
lestraal dezelfde waurde hegft, zoo zal de algebraische som der Fromtestralen in
de overcenkomstige punten van de eerste involuut gelyk nul zin.

Het bewijs dezer stelling vloeit voort wit de hekende waarheid, dat men
uit eene vergelijking

pp=Aw® 4 Bwr-1_ Cp»-2 4 .. 4 Py B ovoe (1)
den tweeden ferm van het tweede 1id kan verdrijven, door te substitueeren:

1B
W —— = w.
ﬂ -

Daar men namelijk na » — 1 differentiaties verkrijgt :
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pr=Adr(n—1)(n—2).... 3. 2w 4 Bp—1)....2.1....(2)
of el e A 1~§—w'
An (=1 ....8. 93 +nzif_
o | 587, . g
zoo blijkt het, dat voor w — — T of w =10, tevens p, = 0 is, zoodat

men door die substitutic de hoofdrichting verlegd hecft naar de richting der

raaklijn in het keerpunt der eerste involuut. Daar nu in de nicuwe vergelyj-

king de tweede ferm ontbreekt, zoo is de som der waarden van @' voor elke

waarde van p, gelijk nul, en dus ook de som der waarden van pr; daar
pr=An (@—1).... 8. 2 &'

i8.

Onmiddellijk wordt ditzelfde aangetoond, wanneer men de waarde van w mit
() substitueert in (1) zoodat p, wordt uitgedrakt in functie van p,. In die
vergelijking is namelijk de coéfficient van p, »~1 gelijk nul. Daar men elken
term der vergelijking (1) kan doen verdwijnen, door de hoofdrichting te ver-
draaien, oo is het duidelijk, dat men nog meer zoodanige stellingen kan
verkrijgen, die wij echler, wegens hare mindere eenvoudigheid achterwege laten.

De tweede involuut heeft de volgende eigenschap:

Wanneer men wit drie punter van de derde iwvolumt, waarin de Fromte-
straal dezelfde waarde heeft, de raukiijnen treft aen de tweede, en in deze
raakpunten wederowm de kromilestralen , dan is de som der producten dezer stralen
twee aan twee gemomen gelypk nul,

Wanneer men npamelik p, uitdrukt in funciie van ,,, en men zoekt de
coéfficiénien van de gelijke machten van p, bij elkaar, zoo blijkt het dat de
som der cotfficienten van de ccrste macht gelijk nul is, waarin het bewijs ligt
opgesloten.

Nog vele betrckkingen zijn op te sporen tusschen de verschillende kromte-
stralen, Enkelen, die wellicht van belang kunnen zyn voor de theorie der
hoogore-machts-vergelijkingen mogen hier nog vermeld worden.

Vooraf zullen wij eenige teekens invoeren, ten einde niet telkens dezelfde
omschrijving in woorden te herhalen.

In het algemeen zal de waarde van eemigen krowtestraal of van w, vooreen
anderen kromtestraal gelijk nul, aangegeven worden door de letter , of w zoo-
veel malen geaccentueerd, als er eenheden zijn in den index van den kromte-

straal, die gelijk nul gesteld is, zoodat bijv.



a7

py B0 2"
beteekenen: de waarden van py on % voor p, = 0. De waarde van een kromte-
straal, voor p (of g) = 0 zal, waar geen dubbelzinnigheid kan ontstaan, niet
geaceentueerd zijn,

Daar verder in hel algemeen de (2 — p)le involuut w — p punten heeft
waar de kromtestraal nul is, =oo zullen er ook (2 — p) waarden Zljn. van
clke y, voor pp_p=10. Hlk paar waarden van eenigen kromtestraal, voor
p, = 0, zal nu als volgt onderscheiden worden ;

van g - door (z)ps” en (g)pa"

Van pu-1 5 ':ﬁ'-:'rP’iz—l €N (ﬁjpnn—]

van &y 53 {t“).’ol” €11 (ﬁ}PI”
330 fa 24 (z:'po” En (B)POH
py" 1s matuurlijk gelijk 0. De dric waarden, voor e

VBl og door ﬁ‘]oﬂ (ﬁ}pm €N [V)Pﬂ,m

van P¢ » (#)ps” (Blps™ en (¥)p,”

»opr o (@ (Bed” en (3o,

n p » (2led” (Blp,” en (¥)py
en zoo vervolgens. _

Waar sprake is van de som van de verschillende waarden van pr s gL e s
pr s Bys P e e 2,5 0”5 py s enz. of van de producten dier wasrden 2 aan
%, 8 aan 3, enz, zal dib kortheidshalve worden aangegeven op deze wijze:

(@)en” + (Blow” = = (pn")

{"‘)F’nw = (B)me = (?/)me — (pnm) _
(@es” » Bloo" + (2los” + @oa” = (B) p.” (W)ps” = £ (00" + p2")
enz.

lindelijk kan altijd verondersteld worden, dat men door den coéfficient van
den term met de hoogste macht van w gedeeld heeff, waardoor alle kromte-
stralen in dezelfde verhouding verkleind worden, daar dit op de te behandelen
eigenschappen geen inviced zal hebben.

De vergelijking van de tweede involuut is nu:

pr =W +mo+ ..., (1)

Lost men #' op uit de vergelijking

0= +a
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die verkregen is door ,, gelijk nul fe stellen, en substitueert men die waarde
in (1), zoo komt:

o =— (& az — B).
Dit nu is juist de grootheid welke met het omgekeerde teeken voorkomt onder
het wortelteeken, bevat in de waarde van w voor ,, =— 0, die door @" wordt

ABNGegEVEN; Wankb:

w":———-%atb’%m—fy
Derhalve
20”:—*-%ail/'-—p;....(2)

Draait men de hoofdrichting zooveel, daf zj samenvalt mel de richting der
raaklijn in het keerpunt van de eerste involuut, d. i. verdrijft men uit (1)

den tweeden term, zoc wordt vergelijking (2) eenvoudig:

="t — pa’
als o' = w" 4 1 o gesteld wordt.
Laat ons voor de derde involuut beginnen met deze substitutic, zoodat hare
vergelijking den vorm aanneemt :
pe =0 a4+ b..... (3)
Zoekt men achtereenvolgens: , '
(“)Psﬂﬁ (IB)PBH €D p;’,
door de waarden van ¢” uit
_ =3 u2 Lan
te substitueeren in (3), zoo komt
(s> =5+30V —1a
(Blos"s =b—3aV —31a
€l e =10
Hieruit volgt:
(os” - (Bloa” = b, + 4% @°
=40 %)
3V (s @y’ =V 2 0° + & 0°
Dit laatste is wederom dezelfde wortelgrootheid als in de formule van Car-

danus voorkomt, die hier geeft:

3 : T e
V= — b Vil et — 1 b — 1 38R -  ad

zoodat men kan schrijven:
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3 2
=1 =3+ 1V (@ B V= — 31 (s — (Bes
Zeer samengesteld worden de bewerkingen, wanneer men ook voor de vierde-

machts-vergelijking eene uitdrukking zoekt van #™ in funectie van p.', py” en
ps"s  Wij bepalen ons tot de volgende opmerkingen.
Gaan wij uit van de vierde involuut, wier vergelijking wij — ter vernﬁijding
van breuken — aldus schrijven:
Py =0t +6avt 4+ 8lvtc....4)
Drie differentiatién leveren op:
oy = 40® 4+ 12av - 84
pa = 1202 - 120
pr = 24
Hiernit volgt:

o’ = —ba* +c+ 85V —g

Jou' = —bBa® e —8i —g
(@)ps” « (Blps” = Rba* — 10a%c +~ 64ab® +- ¢2
(2)n q"—f—(ﬁ)pa” =z (ps)=— 10a° 4+ 2

Tindelijk :

(:5)@“"’:1-’-’—-5—1—]/5*—I—ma—!—l;-—la—l/flz—i—(ﬁ

3 e L 3 ———— _—
@) =3V —b4+ 1 B +a*(—5—1)— 3V —b— ) B +a® (¥ —B4 1)

()" =—% VEL—&—I—VZ)E_—}:E{V-——S—H,)—!—%i/j—uﬁ—-l/é*—l—as (1'—3.—1)
Substitucert men deze drie waarden In (4), zoo vindt men ten slotte:
£/pd”) = 3(c — 6a?)

(e« p4") = 3(e* — 122% + 272 - 12a0%)

(" 0 L pa) = ¢® — 18a%e* - 21 6ad%c + 8latec — 4325 — 216452,
Vergelijkt men deze vormen met die, welke voorkomen in de formule, die
de oplossing geeft der vierde-machts-vergelijking (4), zoo wvall de sterke over-
eenkomst terstond in het oog. Deze formule is:

g ik e, E Sy, ey
waarbij, gelijk bekend is, ter bepaling der teekens moet voldaan worden aan

de conditic;

7%
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Vozaz,2y = — b3
Zy, 2y en 25 zijn de wortels der derde.-machts-vergelijking:
% 4+ 1222° 4 490 — e — 3 = 0

waarvaor men vindt:

]

t=—da+ 01 6’ —oc+ 46 L1 (aF — ac + 46%)F — o (8a? + o)

+ 21 6t —ae 4+ 40 — 1 (6% — o+ A0 — oL (Bat o o).
De grootheid onder het vierkantswortelteeken, ontwikkeld mjnde, wordt:
— 77 (¢ — 180%¢* —+ R16ad%¢ + 8la‘e — 4325 — 2164%2)
hetgeen juist gelyk is aan:

1 <

— 27 = {ps” s pi )

In het overige gedeelte der uitdrukking is de combinatic der letters zooda-
nig, dat het niet moeielijk valt ook daarin de kvomfestralen in te voeren.
Zelfs kan dit op meer dan eene wijze geschieden. Wij deelen die echter niet
mede, omdat alleen die wijze van belang zou zijn, welke voor #™ eene for-
mule oplevert, analoog met de formules voor ¢ cn ¢: de wortelexponenten
zullen tol een vierde, misschien tot een zesde macht moeten opklimmen, —
dit laatste, wanneer het mocht blijken, dat zij de binomiaal-cotfficienten: 4,
6, 4 mjn, gelijk in de formule voor ¢” de wortclexponenten zim: &, 3; in
die voor #" eenvondig: 2.

Do ontwikkeling daarvan is vrij omslachtis. Ten cinde daardoor — niet
slechts uit analogie, maar met zckerheid — te kunnen besluiten tot de for-
mulen voor de Hde-, 6. en in het algemeen voor de #9- machts-vergelijking,
zou het buitendien nog noodig zijn de wet te vinden, volgens welke de
codflicienten voor den (1 —+ 1)#ten yraad afgeleid worden uit die voor den

nlen oraad,



STELLINGEN,

5

Hene systematiek der kromme lijnen moet op de essentieele vergelijkingen

gegrond zijn.
IT.

Het 1s ongerijmd te veronderstellen, dat de geometrische eigenschappen eener
kromme lijn nief altijd in de analytische uitdrukking zouden kunnen terug-
gevonden worden; gelijk Druckenmiiller doet, wanneer hij zegt: ,,Jeder Ein-
theilungsgrund der Curven, der von einer geometrischen Anschauung enfnommen
1st, zerstort die Reciprocitiit der verschiedenen Coordinaten-systeme, wenn derselbe
nicht auch in den Analylischen Awsdruck der Curven wiedergefunden wird.” (Die

Uehertragungsprineipién, pag. 108),
I1I.

De meening van Lamarle: ,, Tant qu'on cxclura de Pétude des lignes le
principe de lour génération par le mouvement d’un point, on ¢'interdira par

b A . » - . .
li méme d’en connaitre la nature intime” is onjuist.

IV.

Ten onrechte beweert Krause: ,,Lineam curvam non consistere partibus

linearibus rectis, utut parvis,”
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V.
Men mag het in de Wiskundigen niet afkcuren, wanncer zij zich bezig
houden met onderzoekingen, dic geen dadelijk nut beloven.
VI

Aan de slingerproef van Foucault wordt in het algemeen te veel gewicht

gehecht.
VII.

In physische leerbocken wordt veslal te weinig gelet op hef verschil tusschen
het mechanisch begrip van ,, Arbeid” cn het begrip dat in het dagelijksch

leven aan dat woord gehecht words.

VIIIL

Er is geen voldoende grond om aan te nemen, dat samengestelde geleidende

vochten altijd door den galvanischen stroom geélectrolyseerd zullen worden.

X,

Het ware te wenschen dat men de samenstelling der carbonium-houdende

stolffen altijd door de relatieve hoeveelheden der elementen aangaf.

X.

Eene indirecte bepaling van eenige grootheid 1s, waar zij mogelijk is ge-

worden, scherper dan de directe.
XL
Er is geen scherpe grens te trekken tusschen huid- en inwendig skelet.

XIIL.

De maam ,, Pachydermen” karakteriseert de genera van die orde niet,
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XTIT,
Het opnemen van O en uitademen van €O, door de planten kan nief met
de dierlifke ademhaling worden vergeleken,
XIV.

De lcer der cvenredigheden moet uit de lagere wiskunde verbannen worden.

XV.

By het onderwijs in de Meetkunde is de analytische methode te verkiezen

boven de synthetische.
XVIL,

Aan het onderwijs in de Kosmographie moet de historische ontwikkeling van

die wetenschap ten grondslag liggen,

XVII,

Het is wenschelijk, dat de natuurhistorische vakken aan de hoogere burger-

scholen door een afzonderlijken docent onderwezen worden.

XVIIL.
Terecht zegt Krause:
» Multi sane sunt, qui autument, in definiendis vebus intuitione immediata
clarissimis, quae omnis homo, sine ulla praeparatione scientifica, satis intelligat,
non adeo multum referre, utrum definitiones essentiales ot primitivae habcantur,

nec ne, cum nemo sanae mentis de his rebus dubitat. Sed haee mon est nisi

pragjudicata sententia.”







Fig. 78.
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