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??? inleiding. In 1835 werd door Professor H. Schr??der een begin gemaakt met de uit-gave van het mathematiscli gedeelte van Krause\'s nagelaten geschriften, waar-van het eerste deel den titel voert: Novae tlieoriae Imearum mrvamm originariaeet vere scientificae s^pecimina quinque iwima. In hetzelfde jaar, doch eenigemaanden later, verscheen een werkje van Adolf Peters, getiteld: Neue Curven-lehre; Grmidz??ge einer UmgestaUmg der h??heren Geometrie durch ihre urspr??ng-liche analytische Methode. Geheel onafhankelijk van elkaar ^beoogden Krause en Peters hetzelfde doel,namelijk het invoeren eener nieuwe co??rdinaten-methode in de analytischegeometrie, die als de â€žoorspronlelijlequot; moet worden beschouwd, omdat deessentieele eigenschappen der krommequot; lijnen er aan ten grondslag liggen. Hunne beschouwingswijze schijnt evenwel weinig ingang gevonden te hebben:althans er zijn â€” voor zoo ver mij bekend is â€” geene pogingen in het werkgesteld, deze theorie der kromme lijnen uit te breiden of op nieuw te ontwik-kelen. Het behandelen van andere co??rdinaten-systemen, dan het rechtlijnigeen polaire, zoo als reeds in 1827 door M??bius in Der barycentrische Calcul,en later door Pl??cker,

Druckenm??ller, S wellengreb el, e. a. geschied is, kanniet als zoodanig beschouwd worden, omdat daarin niet hetzelfde gronddenk-beeld ligt opgesloten, waarop de theorie van Krause en Peters steunt, name-lijk: het vinden eener vergelijking, die de uitdrukking is van de essentieeleeigenschap der kromme lijn. Druckenm??ller^s systeem rs i) is het eenige, datmet hunne oorspronkelijke co??rdinaten-methode eenigzins kan worden vergeleken. Evenmin heeft Lamarle in zijne Th?Šorie g?Šometrique des rayons et centres de ??) Die ??ebertragungsprineipien der analytiselien Geometrie von Dr, N, Druckenm??ller, ErsterBaad, Erste Abtheilung. Viertes Kapitel.



??? couflure i) liet oog gehad op de theorie van Krause en Peters, ofschoon zijneformnlen voor den tromtestraal meer tot den vorm eener essentieele vergelijkingnaderen, dan de vergelijkingen in ?Š?Šn der co??rdinaten-stelsels van Pl??cker,??ruckenm??ller, Swellengrebel, enz. Mag men van elk co??rdinaten-stelsel de verwachting koesteren, dat de toe-passing er van voor de theorie der kromme lijnen in eenig opzicht van nutzal zijn, â€” zoo veel te meer is dit geoorloofd met betrekking tot eene theorie,die op de karakteristieke eigenschap der kromme lijnen is gebouwd. Het isdaarom dat ik de theorie der essentieele vergelijkingen tot het onderwerp vanmijn academisch proefschrift gekozen heb. De gronddenkbeelden zijn aan dewerkjes van Krause en Peters ontleend; in hoe verre ik gemeend heb van hente moeten verschillen heb ik in het eerste Hoofdstuk aangewezen en gemotiveerd. Bulletins de l\'Acad?Šmie royale des sciences, des lettres et des beaux-arts de Belgique; 26meAnne\'e, 3me S?Šrie, T. II, 1857.



??? hoofdstuk: i. OVER DE ESSENTIEELE VERGELIJKINGEN IN HET ALGEMEEN, Â§ 1- de theorie van krause. Krause^s eerste verhandeling : â€ž P/oi??/^eowa generalisquot; is in twee deelen ge-splitst. Het eerste gedeelte bevat eene wijsgeerige beschouwing van de ruimte,de oppervlakte, de lijn en het punt, waarvan de resultaten in de volgendedefinities liggen opgesloten: â€žLinea est simplex extensio cum extensionis forma etiam simplici definita,h. e. longitudo cum directiomquot; (Â§ 16). â€žBectitudo lineae posita est in directionis identitate, unitate, simplicitatequot; (Â§ 17). â€žLineae curvae essentiale proprium charaeteristicum atque exclusivum estdirectionis internae continua alteratio s. mutatio.quot; (Â§18) â€žModus, quo linea curva directionem continuo mutat, apte vocabitur: cur-vitudinis lex.quot; (Â§ 20) In het tweede gedeelte; â€žde oppositione directionis quatenus ea in spatio,superficie, linea, et in angulo plano occurritquot;, wordt de kromme lijn beschouwdals de limiet van eene gebrokene lijn (â€žpolygonismusquot;), die ontstaat door eeneonbepaalde rechte lijn in verschillende punten om te buigen, zoodat zij in diepunten plotseling van richting verandert. Daar de rechte lijn zich ter weers-zijden van elk punt in twee

tegengestelde richtingen uitbreidt en daarenbovenelke buiging in twee??rlei zin kan plaats hebben, zoo heeft men: â€žmodusquatuor simplices constructionis polygonialis s. polygonismaticaequot;; door elkdezer vier gevallen resp : met de drie anderen te combineeren, verkrijgt men :â€žtria symptomata principalia characteristica, in formandis polygonismis recti-lineis occurrentia, nempe flexmae in partem contrariant^ (buigpunten); â€žrever- 1*



??? sionis, s. rostri aentiquot; (keerpunten) â€žet rostri adunciquot; (keerpunten van detweede soort, snavels) (Â§ 41). Gaat men nu over tot de limiet van den jool^-gonismus, dan gelden deze beschouwingen de kromme lijnen. Krause zondert nu den cirkel af van alle andere krommen (â€žversicurva?Šquot;),als hebbende overal dezelfde kromte, en wijst er op, dat in elk punt eenerkromme lijn de kromte wordt aangegeven door een bepaalden cirkel, even alsde richting wordt bepaald door de raaklijn. Noemt men l de lengte van den boog eener kromme van een bepaald puntaf, en w den hoek, dien de raaklijn maakt met eene bepaalde richting,dan geeft eene vergelijking tusschen die veranderlijken het middel aan: ,, lineammethodo analytico-geometrica, eaque originaria ac plane generali discntiendi.quot;(Â§ 66) In de tweede verhandeling: â€žTheoria originaria cirouUquot; worden de eigen-schappen des cirkels afgeleid uit de vergelijking I â€” t w, terwijl in de derdeverhandeling: â€žde lineae curvae proprietatihis et symptomatilus generaliorihisquot;gesproken wordt over den kromtecirkel en den kromtestraal, welke laatste ge-vonden wordt door differentiatie van de vergelijking: I =z f (w); daardoorverkrijgt men tevens de

vergelijking van de evolunt der kromme, terwijl doorintegratie de vergelijking der in voluut ontstaat.. Hiervan levert de vierde ver-handeling eene toepassing op de involuut des cirkels, terwijl eindelijk devijfde verhandeling geheel gewijd is aan de kromme lijn, die door de vergelij-king I ~ wordt uitgedrukt en door Krause â€žAntilogaquot; genoemd wordt: â€ž quia ejus arcus et anguli sunt in ratione reciproca seu mnXcyiKui constitati.quot; Â§ de theoeie van petees. Aan de inleidende beschouwingen in het werkje van Peters ligt de volgendehoofdgedachte ten grondslag. De gewone co??rdinaten-methoden leeren de eigen-schappen kennen van het vlak, waarvan de kromme lijn de grens is, niet vande kromme lijn zelve; het zijn eigenschappen, die de kromme lijn in betrekkingstellen tot andere lijnen of punten buiten haar, en dus relatief zijn ten op-zichte der kromme, maar absoluut ten opzichte der vlakte-uitgebreidheid. Hoezal men een co??rdinaten-methode vinden, die onmiddellijk de absolute eigen-schappen der kromme lijn leert kennen? Gelijk het ontstaan eener vlakte-



??? uitgebreidheid, door de beweging van een rechte, evenwijdig aan zich zelve,langs eene andere rechte, of wel, door de draaiing eener rechte lijn om ?Š?Šnharer punten, den grondslag uitmaakt van het rechtlijnige of polaire co??rdinaten-stelsel, dat van die vlakte-uitgebreidheid de absolute eigenschappen leert kennen,zoo zal het ontdaan eener kromme lijn door de beweging van een punt debasis moeten zijn van een co??rdinaten-stelsel, dat de absolute eigenschappendier lijn doet kennen. Het punt beeft daarbij eene voortgaande en eenedraaiende beweging: voortgang en draaiing zijn dus de elementen der krommelijn; het eerste wordt aangegeven door de lengte van den boog [i) van eenbepaald punt af, het tweede door den hoek (w) der raaklijn met eene bepaalderichting. Voor het overige verschilt de wijze, waarop Peters de bijzondere punten be-schouwt en den kromtestraal en den kromtecirkel bepaalt, in den grond nietvan hetgeen men hieromtrent bij Krause vindt; alleen verdient het opmerking,dat Peters als de uitdrukking der krommingswet beschouwt de vergelijking,die verkregen wordt door differentiatie van w = ?’ (s), en niet deze vergelijkingzelve (zoo als Krause doet), daar het differentiaal-quoti??nt ^ de grootte

derkromte aangeeft. (Yerg. Â§ 23, NÂ?. 11, Â§ 44 en Â§ 47). Behalve dat Peters meer verschillende kromme lijnen behandelt dan Krause,is er nog ?Š?Šn punt dat in zijne theorie uitvoeriger wordt behandeld, namelijkde klassificatie der kromme lijnen naar hare absolute eigenschappen, dat is1Â° naar den loop der kromme in het algemeen: of zij tot in het oneindigevoortloopt of niet, en welke bijzondere punten men aantreft; \'iP naar de wijzewaarop de kromte verandert; 3Â° naar het al of niet terugkeeren tot vroegerdoorloopene plaatsen (Eelbstledeckung, SelbstscJmeidung, SelhstherUhrimg, Selbst-meidung) (Â§ 23). Toch is hetgeen hieromtrent pag. 83 en v.v. wordt gezegd,niets meer dan een zeer oppervlakkige schets, die men in Â§ 26 en 27 in haargeheel overziet, onder dezen vorm: I. De lengte des boogs van het aanvangspunt af is: 1nbsp;oneindig groot; 2nbsp;eindig; a.nbsp;Zij nadert die eindige waarde zonder die ooit te bereiken, b.nbsp;Zij bereikt die waarde en neemt daarna weer af.



??? 11. De d/raaii/ng is:1 oneindig groot;% eindig; a. Zij nadert die waarde zonder haar ooit te bereiken. l. Zij bereikt die waarde en\'neemt daarna weer af. De verdere verdeeling berust op de kromte:I. Deze is overal even groot (cirkel). II. Zij ondergaat eene continue verandering, waarbij men kan onderscheiden,of zij van het aanvangspunt af: a.nbsp;steeds toeneemt b.nbsp;steeds afneemt c.nbsp;afwisselend toe- en afneemt. Â§ 3. opmebikingbn omtrent deze beschouwingen. Bij de groote overeenkomst in de wijzen, waarop hetzelfde onderwerp doorKrause en Peters wordt behandeld, zijn twee belangrijke punten van verschil,die aanleiding geven tot eenige opmerkingen omtrent den vorm der vergelijking,die het essentieele karakter eener kromme lijn uitdrukt (de essentieele verge-lijking dier lijn), en de i;ol die zoodanige vergelijkingen in de analytischegeometrie kunnen vervullen. 1Â°. Krause beschouwt eene vergelijking tusschen den boog en den draaiings-hoek als de uitdrukking der krommingswet en daarom van de essentieele eigen-schap der kromme lijn, terwijl Peters eerst door differentiatie de krommings-wet er uit afleidt. Is nu aan de eene zijde de bewering van Krause juist,dat eene vergelijking de essentieele

eigenschap eener kromme lijn zal aangeven,wanneer zij de krommingswet uitdrukt; van den anderen kant zal men metPeters moeten erkennen, dat die krommingswet uit eene vergelijking tusschenden boog en den draaiings-hoek wordt afgeleid, niet onmiddellijk er door wordt tiitgedrukt. Het is even alsof men zeide, dat de formule betrekkelijk den / vrijen val der lichamen, die de doorloopen ruimte in functie van den tijdaangeeft: x^^hgP\' de siielheidswet uitdrukt^ omdat die er door differentiatieuit afgeleid wordt. Daar Krause\'s meening het resultaat is van de in zijne â€ž Protheoria generalisquot;



??? ontwikkelde beschouwingen, zoo ontstaat de vraag, op welke wijze hij tot dedefinitie van hrommingswet geraakt. Een nauwkeurig onderzoek betrekkelijkden gang van zijne redeneering leidt tot de veronderstelling, dat daarin tweebegrippen niet genoeg onderscheiden zijn, die tot elkaar in dezelfde verhoudingstaan als eene functie tot haar afgeleide, en dat hierin de grond moet gezochtworden van het verschil in de opvattingen van Krause en Peters, betreffendede beteekenis eener essentieele vergelijking. Tot nadere toelichting van dezebewering mogen de volgende opmerkingen dienen. In Â§ 4 zegt Krause: â€žEst vero omnis limitis et limitationis .... forma directio (Eichtung, Eichtheity en bedoelt daarmede waarschijnlijk hetzelfde, wat door de?? Hoogleeraar BuijsBallot aldus wordt uitgedrukt: â€žOp het begrip hoek steunt vorm, want die is bepaald door de wijze,waarop men aan de grens van richting verandert.quot; i) Had Krause dezelfde omschrijving gebruikt, en in het oog gehouden datvorm, in plaats van hetzelfde te zijn als ricUmg, het gevolg is van eene ver-andering mn richting, dan zou hij in Â§ 55 ook onderscheid gemaakt hebbentusschen twee definities van â€ž curvitasquot;, die hij nu als identiek beschouwt. Krause zegt

namelijk: â€žCurvitas est continua extensionis, quoad directionem cum longitudineconjunctam, mutatio, sive curvitas est continua forrme extensionismutatio.quot; Zoodra er sprake is van eene verandering van vorm, zoo moet in elk puntde vorm een bepaalde zijn; deze vorm nu hangt af van de wijze, waarop derichting verandert, dat is van de grootte der richtings-verandering in verhou-ding tot de verandering in lengte. Dit komt overeen met de eerste definitievan â€žcwrmtmquot;, alwaar dit woord derhalve de beteekenis heeft van Iromte,terwijl dan de wijze waarop deze kromte verandert: â€ž continua formae extensionismutatioquot;, de gedaante van de kromme lijn in haar geheel bepaalt. De wijze waarop Krause het woord â€ždirectioquot; in het Duitsch vertaalt:Eichtung, Richtheit (Â§ 4), geeft aanleiding tot het vermoeden, of hij er soms 1) Beginselen en Gronden der Meetkunde, bladz, 34.



??? eene andere beteekenis aan gebecht wil hebben, dan die door ons woord ricli-??ng wordt uitgedrukt; namelijk deze: de m?Ÿze mn gericht te zijn, hetgeen mengerichtheid zou kunnen noemen: dan zou het werkelijk hetzelfde beteekenenals vorm. Zelfs wordt het op sommige plaatsen noodzakelijk de beteekenis vanâ€ždi/rectioquot; in dien geest te wijzigen, bijv.: Â§ 15. â€žDirectio lineae interna est et externa; ---- Interna lineae directioquot;, (de wijze waarop de samenstellende deelen ten opzichte vanelkaar gericht zijn: de inrichting) â€žper quam ad se ipsam refertur,vocatur lineae forma propria (ihre Gestalt oder ]?orm); externa verodirectio ejus positio externa, seu positio (Lage) simpliciter vocaturquot;,(de wijze waarop de lijn, ten opzichte van hetgeen zich buiten haarbevindt, gelegen, gericht is). Of ook Â§ 20, waar Krause zelf deze omschrijving er aan toevoegt: â€žCurvitas ergo ipsa est directio continuo mutata, ergo etiam partiumlineae contiguarum inter se et ad curvam totam continuo variansrelatio seu habitudo, s. continuo varians positio.quot; Dat het echter niet in de bedoeling van den schrijver ligt, uitsluitend dezebeteekenis aan het woord â€ždirectioquot; toe te kennen, blijkt onder anderen uitÂ§18, waar voor het

eerst â€ždirectionis internae continua alteratio, s. mutatioquot;de karakteristieke eigenschap der kromme lijn wordt genoemd, terwijl bijnaonmiddellijk daarop het volgende gezegd wordt: â€žCum lineae cujus vis, ideoque et liueae curvae, limes internus punctumsit ; patet : lineam curvam in quovis puncto habere directionem unamdefinitam et unicam; quae adeo exprimi potest per lineam rectam eam,cujus et ipsius idem punctum limes internus sit, et quae habeateandem directionem internam unicam.quot; De raaklijn toch heeft overal dezelfde richting als de kromme in het raak-punt, terwijl de kromtecirkel overal denzelfden vorm (gerichtheid) heeft. Wanneer men nu in de uitdrukking: â€žmodus, quo linea curva directionem continuo mutat, apte vocabiturcurvitudinis leadquot; (Â§ 20)het woord â€ždirectioquot; beurtelings opvat in den zin van vorm en in dien vanrichting, dan zal in het eerste geval de definitie van krommingswet juist zijn,maar in strijd met de vergelijking, die Krause als de uitdrukking dier wet



??? beschouwt; terwijl er in het tweede geval overeenstemming is, wat dit laatstebetreft, maar mindere juistheid in de definitie zelve. De onduidelijkheid der uitdrukking: â€žforma est directioquot;, heeft derhalveeene begripsverwarring ten gevolge, die door de geheele â€žProtheoria generalisquot;heen weer te vinden is: eerst in de definitie van â€žcurvitasquot;, later in die vanâ€ž curvitudinis lexquot;. Door de begrippen richting en vorm overal van elkaar tescheiden, komt men tot hetzelfde resultaat als Peters: dat de krommingsweteerst verkregen wordt door differentiatie van de vergelijking tusschen den boog en den draaiingshoek. Dit kan echter geen grond opleveren tot de bewering dat deze vergelijkingde essentieele eigenschap der kromme lijn uitdrukt: want uit elke vergelijkingin co??rdinaten kan de krommingswet afgeleid worden, al vereischt dit ookmeer samengestelde bewerkingen. Peters heeft dan ook een ander uitgangspunt, namelijk: de genetische bepalingeener Jcromme lijn. Hoezeer deze in vele opzichten is aan te bevelen, â€” hier,waar het om het wezen der kromme lijn te doen is, is het juist een vereischtevan de essentieele hefaling uit te gaan (vgl. Buijs Ballot, Beginselen en Grondender Meetkunde, bl. 23 en 24), en

is het we^ â€ž gleichg??ltig, welche von beidenVorstellungs-arten man w?¤hltquot; (Peters, pag. 21). Daarenboven is de beweringdat de gewone co??rdinaten-methoden de eigenschappen der door de krommelijnen begrensde vlakken leeren kennen in strijd met de heerschende denkbeel-den; immers, men beschouwt de vergelijking eener kromme in rechtlijnige ofpolaire co??rdinaten als eene conditie, waaraan elk punt der kromme moetvoldoen, en dus de kromme lijn zelve als een meetkundige plaats; het nietessentieele van zoodanige vergelijking is hierin gelegen, dat zij de plaats vanelk punt afzonderlijk ten opzichte van andere lijnen of punten bepaalt, endus slechts middellijh de betrekkelijke ligging der punten onderling, dat isden vortn, het wezen der kromme lijn leert kennen. Hieruit vloeit dan tevens voort, dat eene vergelijking tusschen den boog enden draaiingshoek evenmin eene essentieele kan heeten: het eenige onderscheidtusschen zoodanige vergelijking en ?Š?Šne in andere co??rdinaten is hierin gelegendat het aanvangspunt en de aanvangsrichting aan de kromme lijn zelve ontleendzijn (ofschoon dit voor de aanvangsrichting niet eens een vereischte is); overi-gens is het weder de plaats van elk punt, die door de

vergelijking wordt



??? aangegeven, niet de betrekkelijke ligging der op elkaar volgende punten. Hoe-danig men eene vergelijking kan vinden, die de kromme lijn niet als meetkun-dige plaats, maar als mathematischen vorm leert kennen, onmiddellijk uitdruk-kende de wijze waarop de lijn gekromd is: hare geJcromdheid, zullen wij in devolgende Â§ nader onderzoeken. 30. Een tweede punt van verschil tusschen Krause en Peters betreft detoepassing der essentieele vergelijkingen in de analytische Meetkunde, Beidenspreken het uit, dat deze er de eerste plaats behooren in te nemen, maarPeters heeft daarbij vooral het oog op eene rangschikking der krommen naarden vorm, terwijl Krause zich meer bepaald ten doel stelt al de eigenschappeneener kromme lijn uit hare essentieele vergelijking af te leiden. Ten einde te beslissen welke plaats de theorie der essentieele vergelijkingenin de analytische Meetkunde behoort in te nemen, zal men moeten onderzoekenwelke voordeden zij oplevert. In het algemeen heeft elk co??rdinaten-stelselzijne eigenaardige voordeden: elke vergelijking eener kromme lijn is de alge-bra??sche uitdrukking van eene eigenschap dier kromme, en geeft aanleidingtot het vinden van andere eigenschappen, die uit eene

vergelijking in andereco??rdinaten minder gemakkelijk te voorschijn treden. Dit zal dus ook het gevalzijn met de essentieele vergelijkingen; het kan evenwel eerst door eene veel-zijdige toepassing worden beslist, in hoe verre hare theorie in dit opzichtkan wedijveren met andere co??rdinaten-methoden. Dat zij dezen den voorrangzal betwisten is echter niet waarschijnlijk, daar in het algemeen die eigen-schappen der kromme lijnen, waardoor deze in betrekking worden gesteld totandere lijnen of punten buiten haar â€” en die derhalve uit andere vergelijkingengemakkelijker blijken â€”, in de toepassing de meeste waarde hebben. In een ander opzicht staat de theorie der essentieele vergelijkingen bovenandere co??rdinaten-methoden. Wanneer men onderzoekt hoedanig een zelfdeeigenschap bij verschillende krommen gewijzigd is, dan komt men van zelf toteene rangschikking, tot een systeem. Hiertoe kan elke eigenschap dienen, enmen zal alzoo een oneindig aantal van zoodanige systemen kunnen vormen.Gelijk bij elke systematisatie kan men ook hier spreken van een natmrlijken een kunstmatig systeem, naar gelang al dan niet de karakteristieke eigenschapden grondslag der verdeeling uitmaakt. Daar nu eene essentieele

vergelijkingâ€” zal zij dien naam met recht dragen â€” de karakteristieke eigenschap der



??? kromme lijn mpet uitdrukken, zoo zal zij de eenige basis kunnen zijn van eenenatumlijJce verdeeling der kromme lijnen.nbsp;^ Het is daarom, dat ik gemeend beb de theorie van Krause eri Peters, ge-wijzigd overeenkomstig de gemaakte opmerkingen omtrent den vorm der essen-tieele vergelijkingen zelve, in de eerste plaats te moeten beschouwen met hetoog op eene systematiek der kromme lijnen, daarbij het voetspoor volgendedat door Peters in zijne boven aangehaalde schets is aangewezen; om daarnadoor een paar voorbeelden aan te toonen aan welke zijden het veld der weten-schap door de toepassing dier theorie wellicht kan worden uitgebreid. de voem eenbe essentieele vergelijking. Het begrip reoU steunt op de voorstelling van eene bepaalde richting. Zoodraeene lijn de minste afw^him^g van richting vertoont, noemt men haar niet meerem rechte lijn. De karakteristieke eigenschap der rechte lijn is dus deze: datde richting tusschen elk willekeurig paar harer punten altijd dezelfde is. Daartegenover staat het begrip Icrom, waarbij de voorstelling eener konstanterichting is uitgesloten: elk paar punten wijst in het algemeen een andererichting aan dan een ander paar punten. De essentieele eigenschap derIromme lijn is

dan hierin gelegen, dat van drie op elkaar volgende punten,de richting der beide eerste eene andere is dan die van de twee laatstepunten. Hoe grooter de afwijking van richting van drie op elkaar volgendepunten is, in des te sterker mate treedt de eigenschap der gelr oudheid op,â€” des te grooter is de hromte op die plaats der kromme lijn. Alleen die kromme lijnen kunnen aan eene mathematische beschouwing on-derworpen worden, waarbij eene bepaalde wet heerscht, volgens welke elk puntten opzichte der aangrenzende punten gelegen is; die wet bepaalt den vormder lijn; de algebra??sche uitdrukking dier wet is hare essentieele vergelijking.Is nu de betrekkelijke ligging van eenig drietal op elkaar volgende punten,dat is de kromte op die plaats der lijn, bekend, dan zal de ligging van eenvolgend punt bepaald zijn door de afwijking in richting van dit punt ten op-zichte van de beide voorgaande, d. \'i. door de kromte die van deze afwijkinghet gevolg is. Yolgens het zoo even opgemerkte is de ligging van een vierdepunt ten opzichte van de drie voorgaande overal naar dezelfde wet bepaald;



??? u deze wet zal dus worden uitgedrukt door eene vergelijking die voor elke waardeder kromte de onmiddellijk volgende waarde der kromte, of wel de hoegrootheidharer verandering leert kennen. Noemt men in het algemeen de kromte Ic ende hoegrootheid harer verandering d, dan zijn dit de veranderlijken eeneressentieele vergelijking. Men kan de grootheden h d door twee anderen vervangen, die eenegeometrische beteekenis hebben, zoodat het mogelijk wordt eene kromme lijndoor middel van hare essentieele vergelijking te construeeren. Daartoe leidende volgende beschouwingen. Door middel van Krause\'s theorie der polygonismen is het gemakkelijk tebewijzen dat een polygonismus, waarvan alle zijden en alle buigingshoekengelijk zijn, tot limiet heeft de cirkellijn. In zoodanige polygonismus is 1Â°. debetrekkelijke ligging van elk drietal op elkaar volgende hoekpunten dezelfde,en 30. de verhouding tusschen de som van een willekeurig aantal buigings-hoeken en de som van de overeenkomstige zijden konstant. Past men dit toeop den cirkel, dan verkrijgt men deze bekende eigenschappen: 1Â° de kromtevan den cirkel is konstant en de verhouding tusschen den hoek van tweeraaklijnen en den boog tusschen de

raakpunten is konstant. Aan deze verhouding is de kromte evenredig; want in dezelfde reden waarinzij grooter of kleiner wordt, neemt de afwijkingshoek van drie op elkaar vol-gende punten â€” d. i. de kromte â€” toe of af. Noemt men derhalve een wil-lekeurigen boog s en den overeenkomstigen hoek y, dan is Daar echter, als r den straal beteekent en y in graden is uitgedrukt, 180 s is, zoo heeft men: 180 1 De factor a hangt af van de eenheid van kromte; nemende daarvoor dekromte van den cirkel, die met de lengte-eenheid als straal beschreven is, zoowordt: quot; â€” 180- Stelt men sr 180 y = w



??? zoodat de eenlieid, waarin w wordt uitgedrukt, de hoek is, overeenkomendemet een boog, gelijk r, dat is een hoek van 57Â°, 2957...., zoo wordt verg:(1) eenvoudig: Yan verschillende cirkels is derhalve de kromte omgekeerd evenredig metden straal, en daar deze alle mogelijke waarden kan hebben, zoo kan men ookelke bepaalde kromte door een bepaalden cirkel voorstellen. Voor ^ =: O ont-staat de rechte lijn, terwijl voor eene oneindig groote waarde der kromte, decirkel tot een punt wordt gereduceerd. Men kan derhalve de betrekkelijke ligging van drie op elkaar volgende punteneener willekeurige kromme lijn, dat is hare kromte op die plaats, aangevendoor een bepaalden cirkel; deze heet dan Jcromtecirlcel, zijnnbsp;hrondestraal, zijn middelpunt IrommmgsmiMelpimt. De kromtecirkel heeft drie punten met de kromme gemeen. Noemt men hetverschil tusschen de richting van het eerste paar punten en die van het tweedeen derde punt, m. a. w. den hoek van twee op elkaar volgende raaklijnen:dw, en het boogelement: ds, dan is, omdat dw en d,s aan de kromme en denkromtecirkel gemeen zijn: dwnbsp;ds k â– ==. T-, 0 â€” -r- en K = -,â€” ds\' P dwnbsp;-\' als p den kromtestraal beteekent. Uit k â€” ^ volgt verder door

differentiatie: r??A ---??p; P dp is het boogelement der kromme, die de meetkundige plaats is van dekrommingsmiddelpunten, en waaraan men den naam van evolmf gegeven hedtDe kromtestralen der kromme zijn raaklijnen aan deze evoluut, en maken denzelfden hoek als de raaklijnen in de overeenkomstige punten der kromme,omdat zij er loodrecht op staan. De kromtestraal der evoluut, dien wij in navol-ging van Krause zullen noemen, is derhalve gelijk zoodat men heeft: dk â€” â€” ^-dwP\' Deze uitdrukking geeft de aangroeiing der kromte aan voor een verschiln richting, gelijk dugt;. Door te substitueeren: P



??? = i dsP verkrijgt men: â€” â„? Jo hetgeen de aangroeiing der kromte aangeeft voor een boog ds. Al naar gelangmen de verandering der kromte verlangt te kennen voor gelijke richtings-verschillen dw of voor gelijke bogen ds, d. i. naar gelang men w of 5 alsonafhankelijk veranderlijke kiest, zal men het differentiaalquotient ~ = â€”ti dknbsp;0nbsp;ffÂ?nbsp;p^ of ^ = â€” ^ gebruiken. Beiden geven de verandering d^r kromte: d aanin functie van p en Yan de grootheden p en geeft dus de eerste de kromte zelve aan,terwijl de hoegrootheid harer verandering afhangt vannbsp;Zij leeren de betrekkelijke ligging van vier op elkaar volgende punten kennen, hetgeen danook den grondslag uitmaakt van de wijze waarop eene kromme lijn uit harevergelijking: f{p, = O kan geconstrueerd worden. Begint men namelijkmet eenige waarde van p, dan kan men daarmede als straal den kromtecirkel beschrijven; neemt men hierop een willekeurig boogje als boogelement aan, â€? zoo zijn drie punten der kromme bekend. Door dit boogje klein genoeg tenemen, kan men de fout die ontstaat, door de kromme te beschouwen alssamengesteld uit cirkelboogjes, zoo klein maken als men verkiest. Loodrechtop den kromtestraal, in het

krommingsmiddelpunt, komt dan de kromtestraalder evolunt:nbsp;waarmede men eveneens een cirkelboog beschrijft. Trekt men nu uit het volgende punt der kromme aan dezen cirkelboog een raaklijn,zoo is deze een volgende kromtestraal, het raakpunt een volgend krommings-middelpunt. Uit de vergelijking blijkt dan de waarde van , correspon-deer en de met deze nieuwe waarde van p, waarmede men op dezelfde wijzehandelt. In plaats van gelijke cirkelboogjes te nemen kan men natuurlijk ookden hoek van twee op elkaar volgende kromtestralen telkens even groot nemen.Practisch is de volgende constructie te verkiezen. Men berekent uit de ver-gelijking voor verschillende waarden van p, liefst met gelijke verschillen op-klimmende of afdalende, de overeenkomstige waarden van p_j, meet op tweerechten, die loodrecht op elkaar staan, van haar snijpunt uit, dat krommings-middelpunt is der kromme, ?Š?Šn paar correspondeerende waarden af, en beschrijftl??et als straal een ??irkelboogje, dat eene lengte heeft gelijk aan het



??? verschil van twee op elkaar volgende waarden van p, waardoor een tweedekrommingsmiddelpunt geconstrueerd is. Op de raaklijn in dit punt wordt devolgende waarde van p afgemeten en op den straal de correspondeerende waardevannbsp;waarmede nu op nieuw een cirkelboogje wordt beschreven. De aldus verkregene punten der kromme (de uiteinden der p\'s) kunnen door cir-kelbogen vereenigd worden uit de krommingsmiddelpunten met de verschillendekromtestralen beschreven. Op deze wijze verkrijgt men door ?Š?Šne constructie:de kromme lijn zelve, haar evoluut en de evoluut van deze, dat is de tweedeevoluut der kromme, hetgeen dit voordeel heeft, dat men eene voorstellingheeft van de wijze waarop de kromte in den loop der kromme lijn verandert. Wij mogen alzoo eene vergelijking tusschen p en eene essentieele ver-gelijking noemen, omdat zij de wet uitdrukt, volgens welke elk viertal opelkaar volgende punten ten opzichte van elkaar gelegen zijn.Er doen zich nu twee vragen voor: 1Â°. Hoedanig kan die betrekkelijke ligging zijn, â€” welken vorm kan eene kromme lijn op eenige plaats hebben? 2o. Hoe kan men de vormen onderscheiden, die eene kromme lijn in haar geheel kan opleveren door eene

voortdurende continue verandering der kromte ? De eerste vraag zal beantwoord kunnen worden door verschillende waarden van k te combineeren met verschillende waarden van ?Š?Šn der differentiaal-dk dh quotienten â€” en â€”, die de hoegrootheid der verandering van kromte aange-ven, en te onderzoeken, welke waarden van p en daarmede correspon-deeren, ten einde de vormen te kunnen construeeren en ze voor elke krommelijn uit hare essentieele vergelijking: f{p, = O te kunnen bepalen. Ten einde de tweede vraag te beantwoorden, bedenke men, dat door inte-gratie van de differentiaal-vergelijking: /(P\'M) = Oof:/(p,|) = 0 eene vergelijking: P =nbsp;(1) ontstaat, die de waarden van p, en dus ook van k, in de verschillende pun-ten der kromme lijn leert kennen. Zij geeft de continue verandering derkromte aan in eene kromme lijn, waarin de betrekkelijke ligging van elk viertalpunten bepaald wordt door de wet, die in de fiinctie/(p, = O is uit-



??? gedrukt, en. die men nu in haar geheel doorloopt, de plaats van elk puntbepalende door een co??rdinaat w. Hetzelfde geldt van de vergelijking: die ontstaat door integratie van welke vergelijking verkregen wordt, door in /(p, p_i) = O voor te sub-tueeren:Â?^. De vergelijkingen (1) en (2) zullen derhalve tot grondslagmoeten dienen bij de beantwoording der tweede vraag. Â§ 5. druckenm??llee\'s systeem rs en de theoeie van lamarle. Alvorens op den aangeduiden weg den vorm eener kromme lijn nader tebeschouwen wenschen wij voor een oogenblik terug te komen op het in deinleiding gezegde omtrent andere co??rdinaten-systemen, die aan de theorieder essentieele vergelijkingen verwant zijn. Dit geldt in de eerste plaats Druckenm??ller\'s systeem rs i). Ofschoon devergelijkingen in dat systeem niet vergeleken kunnen worden met de essentieelevergelijkingen, zoo kan men toch het beginsel, dat er aan ten grondslag ligtbeschouwen als een meer algemeenen vorm van de zoo even ontwikkelde denk-beelden. Druckenm??ller beschouwt daarbij namelijk eene kromme lijn als deomhullende van alle cirkels, die bepaald worden door de verschillende standenvan ?Š?Šn cirkel, wiens middelpunt zich beweegt langs eene bepaalde kromme,die den naam

van as draagt, en wiens straal tegelijkertijd eene continue veranderingondergaat. Hierin nu is opgesloten het geval, dat de kromme, waarlangs het middel-punt des cirkels zich beweegt de evoluut is der kromme lijn die men beschouwt. Yerder dan in beginsel is echter de vergelijking niet door te voeren, daarDruckenm??ller als co??rdinaten aanneemt de lengte s van den boog der as enden straal r des bewegelijken cirkels; daardoor wordt de vergelijking van dein voluut der as\'. 5nbsp;=: 0. Men zou het systeem zoodanig moeten wijzigen, dat in plaats van den co??r- Die ??ebertragungsprineipien der analytischen Geometrie, von Dr. N. Druckenm??ller, ErsteAbtheilung, viertes Kapitel.



??? dinaat s werd ingevoerd de straal van den cirkel, waarvan de evoluut wederde omliullende is, en wiens middelpunt zich. beweegt langs een kromme, dieweder evoluut is van deze. Daardoor verliest echter Druckenm??ller\'s systeemzijn eigenaardig karakter, weshalve wij ons bij deze korte aanwijzing bepalen,om eenigzins uitvoeriger de beschouwingswijze van Lamarle na te gaan, daardeze in de volgende Hoofdstukken enkele malen zal worden toegepast. De theorie van Lamarle is daardoor gekarakteriseerd dat de differentialenen differentiaal-quotienten vervangen zijn door snelheden en verhoudingen vansnelheden i). Lamarle^s definitie eener kromme lijn is deze: â€žLa courbe estla trace d\'un point qui se meut sur une droite mobile, le point glissant surla droite, et la droite tournant autour du pointquot;, terwijl hij zich in de opbladz. 2 aangehaalde verhandeling in de Bulletins de VAcad?Šmie JR. de Belgiqi?“ten doel stelt: â€žune courbe ?Štant d?Šfinie g?Šom?Štriquement, d?Šterminer pourun point quelconque de cette courbe le rayon et le centre du cercle osculateur.quot; De kromtestraal is de verhouding tusschen de snelheid v, waarmede het puntzich langs de rechte beweegt en de draaiings-snelheid w van deze;

het komter dus op aan die verhouding uit de gegeven conditie te vinden. Daartoe moet men eerst trachten de richting te bepalen van de snelheid v,en daar het slechts op de verhouding der snelheden aankomt, en het geheelonverschillig is, hoe groot de absolute snelheden zijn, zoo kan men door eenwillekeurig stuk op de rechte die deze richting aanwijst de snelheid v voor-stellen. Tevens is nu de richting van de normaal bekend, waarop zich hetkrommingsmiddelpunt moet bevinden. Al naar den aard der conditi??n zalmen nu verschillende wegen moeten inslaan om dit laatste nader te bepalen.Daarbij is het dikwijls gemakkelijk zich het ontstaan der kromme lijn voor testellen door de beweging van een bepaald punt der rechte, terwijl deze in hareeigene richting voortschuift en tevens om dat punt draait; het voortbrengendepunt verplaatst zich dan niet op de rechte zelve. Denkt men zich daarbij nog,dat het geheele vlak, waarin de beweging plaats grijpt, door de rechte in harebeweging wordt medegenomen, dan zal op elk oogenblik dat vlak draaien omeen bepaald punt [centre instantan?Š de rotation), dat niets anders is dan hetkrommingsmiddelpunt der kromme. Daar nu bij zoodanige beweging elk punt \') Verg. Expos?Š

G?Šom?Štrique du Calcul diff?Šrentiel et int?Šgral, par Ernest Lamarle.



??? van liet vlak eene snelheid heeft, waarvan de richting loodrecht is op de lijn,die dat punt met het krommingsmiddelpunt vereenigt, zoo zal omgekeerd ditlaatste punt gevonden kunnen worden, wanneer de richting der snelheden vantwee punten in het vlak bekend is. De hoeksnelheid is op elk oogenblik voor alle punten dezelfde en gelijkaan de snelheid, waarmede de bewegende rechte om het voortbrengende puntdraait. Dit in aanmerking nemende kan men licht aantoonen dat de snelheidvan elk punt dier rechte ontbonden kan worden in twee composanten, waarvande ?Š?Šne gericht is langs de bewegende rechte en gelijk is aan de snelheidwaarmede deze in hare richting voortschuift, terwijl de andere loodrecht daaropstaat en eene waarde heeft, die gevonden wordt door de hoeksnelheid te ver-menigvuldigen met den afstand tusschen het punt dat men beschouwt en hetvoortbrengende punt. Hieruit volgt eene methode om de snelheid te vindenvan het snijpunt van twee bewegende rechten, wanneer de composante lood-recht op elk dier rechten bekend is. Men richt namelijk in het snijpunt opbeide rechten loodlijnen op, wier lengten zich verhouden als de gegeven snel-heden, en plaatst op het uiteinde van elk dezer weder een loodlijn; dan zalde

rechte lijn, die het gegeven punt vereenigt met het snijpunt dezer loodlijnenin richting en grootte de gezochte snelheid voorstellen. Door middel van deze beschouwingen vindt Lamarle onder anderen eeneconstructie en eene formule voor den kromtestraal der kegelsneden: voor deellips en de hyperbei, uit de conditie dat de kromme lijn ontstaat door debeweging van het snijpunt van twee rechten (de voerstralen), die om twee vastepunten (de brandpunten) draaien, zoodanig dat de som of het verschil vande afstanden van dat snijpunt tot elk der vaste punten konstant is; en voorde parabel uit de conditie, dat zij de meetkundige plaats is van de snijpuntenvan twee rechten, waarvan de ?Š?Šne om een vast punt draait, terwijl de anderelangs een vaste rechte (de richtlijn) schuift, waarop zij loodrecht staat, in diervoege, dat de afstanden van dat snijpunt tot het vaste punt en de vaste rechtesteeds gelijk zijn. De formule: 2rr\' KI r (?â€? H- r\') cos h geeft voor de ellips en de hyperbei den kromtestraal p in functie van de voer-stralen r en r\', en hun hal ven hoek h; zij gaat voor de parabel over in:



??? _ 2r P--T cos O. Wanneer men de veranderlijken r, r\' en ?? vervangt door den koek iv, diende raaklijn maakt met eene vaste richting, dan ontstaat eene vergelijking vanden vorm: p = f {w). Deze substitutie is gemakkelijk te verrichten. Ook de meeste andere voor-beelden, waarmede Lamarle zijne theorie toelicht, laten zich op deze wijzebehandelen, zoodat hierdoor de weg wordt aangewezen om de essentieelevergelijking eener kromme lijn onmiddellijk uit de gegevene condities op temaken; want, kan men een geometrisch verband vinden tusschen de grootheden,die in de formules van Lamarle voorkomen en ?Š?Šne der veranderlijken w, s,dan is het ook mogelijk door middel van dezelfde methode zonder dezen omwegtot de essentieele vergelijkingen te geraken. Wij zullen hiervan later een paarvoorbeelden geven. Dikwijls kan men even gemakkelijk hetzelfde doel bereiken door gebruik temaken van de leer der limieten; althans, het zal altyd mogelijk zijn, daarmen slechts de beprippen melleid en differentiaal behoeft te verwisselen omde eene methode in de andere om te zetten. Lamarle\'s theorie heeft echtertwee voordeelen: vooreerst vloeit er overal, waar zij wordt toegepast, eene con-structie voor het

krommingsmiddelpunt uit voort; maar ten tweede wordende moeilijkheden vermeden, die eigen zijn aan het invoeren van oneindig kleine grootheden in eene geometrische beschouwino-. ??*



??? hoofdstuk. ii. OVER DEN VORM EENER KROMME LIJN OP EENE BEPAALDE PLAATS. r Il^\'l,nbsp;Â§ 1. I methode van onderzoek. I De vorm, dien eene kromme lijn op eenige plaats heeft, wordt bepaald door inbsp;de grootte der kromte en van hare verandering aldaar, dat is door de waarde Inbsp;yan I en van â€” of â€”. Beide grootheden kunnen alle mogelijke waarden hebben, 1:1nbsp;ds dwnbsp;â–  Inbsp;zoodat het aantal van zoodanige vormen oneindig groot is. Het speci??ceeren finbsp;^ezer vormen zal knnnen geschieden door m de eer^iSe ^j/a?Ÿi^s te onderscheiden, of de hromte Je: lo. eene eindige waarde heeft;2Â?, gelijk nul is;3Â°. oneindig groot is,i\'j\'tnbsp;hetgeen overeen komt met: \'nbsp;eene eindige waarde van den kromtestraal p; ifnbsp;/) = 00, zoodat de kromtecirkel een rechte lijn wordt; tnbsp;P = O, waardoor hij tot een punt gereduceerd is. inbsp;Verder kan men onderzoeken, welken invloed het op den vorm hebben zal,1 . , dh . dk li \'nbsp;als de verandering der kromte ^ oi 1Â°. eene eindige waarde heeft;2quot;. oneindig klein is;3Â°. oneindig groot is; linbsp;Het eerste geeft een toe- of afnemen der kromte te kennen, naar gelang i/^ positief of negatief is; er blijkt tevens uit, dat Ic ook voor en na het punt,\' i,nbsp;dat men

beschouwt, toeneemt of afneemt, omdat eene continu veranderende groot- I\'nbsp;heid geene eindige positieve of negatieve waarde bekomt, zonder onmiddellijk iinbsp;daarv????r en daarna evenzeer eene eindige positieve of negatieve waarde te,1(1



??? hebben. Bit is echter niet het geval wanneer het differentiaal-quotient nul of oneindig is: daarbij zal men nog moeten onderscheiden of het al dan niet van teeken dh dh verandert. In elk geval beteekent: ^ ^ gelijk \'fiul, dat het verschil tus-schen twee op elkaar volgende waarden van It hoogstens eene oneindig kleinegrootheid van de tweede orde is, = ^ dwnbsp;\' ^^^ verschil eene eindige grootheid is; maar verandert dh daarbij van teeken, dan is dekromte aan de ?Š?Šne zijde van het punt dat men beschouwt toenemende, aande andere zijde afnemende of omgekeerd, met andere woorden h bereikt in datpunt een maximum of minimum waarde. Is h in eenig punt nul of oneindig, en heeft daarbij het differentiaal-quotienteene eindige waarde, zoo verandert de kromte aldaar van teeken. De geome-trische beteekenis hiervan is duidelijk, wanneer men bedenkt, dat eene lijnnaar twee??rlei zijden gekromd kan zijn. Denkt men zich nu in het punt,waar 1 nul of oneindig is, de raaklijn, dan zal, wanneer de kromte van teekenverandert, de kromme aan weerskanten van dat punt aan verschillende zijdenvan die raaklijn liggen, â€” of ook: de kromtestraal zal aan verschillendezijden van de kromme lijn gelegen zijn. Men kan naar

verkiezing de verandering der kromte aangeven door â€” ofdk ^ , , , , â€”. In het eerste geval beschouwt men de aangroeiing der kromte voor eenbepaald boogje ds, in het tweede geval voor een bepaald richtings-verschildat is, men neemt achtereenvolgens s en w als onafhankelijk veranderlijke aan.Deze twee gevallen geven aanleiding tot twee voorstellingen omtrent de wijze,waarop de op elkaar volgende punten eener kromme lijn naast elkaar gelegenzijn, die vooral duidelijk uitkomen wanneer men de beschouwingswijze vanLamarle invoert (bladz. 17). Wordt namelijk ds konstant verondersteld, dandenkt men zich het punt in eene gelijkmatige beweging in ?Š?Šne richting langsde rechte, terwijl de draaiing van deze met verschillende snelheid en in ver-schillenden zin plaats kan hebben. Is daarentegen w de onafhankelijk veran-derlijke, dan draait zich de rechte met konstante snelheid in dezelfde richtingom, terwijl de beweging van het punt langs de rechte in beide richtingen enmet veranderlijke snelheid kan geschieden. Door van elk dezer voorstellingen afzonderlijk uit te gaan bij het combi-neeren der straks genoemde waarden der kromte met die van de hoegrootheidharer verandering, kan de vraag, tot welke vormen

de betrekkelijke ligging



??? van vier op elkaar volgende punten eener kromme lijn aanleiding kan geven,volledig beantwoord worden. Zoekt men daarbij telkens de overeenkomstigewaarden van p ennbsp;dan volgt daaruit van zelf een middel om te onder- zoeken of de wet, volgens welke elk viertal op elkaar volgende punten vanzekere kromme lijn ten opzichte van elkaar gelegen zijn, toelaat dat deze ofgene vorm zich ergens in den loop dier kromme zal vertoon(?n: men heeftslechts te zien of de waarden van p en , die voor het aanwezig zijn vandien vorm vereischt worden, aan de vergelijking ?’ (p, p_Jz=zO voldoen. De waarde van p M\'ordt terstond gevonden uit: 1 terwijl die van blijkt uit: _ â€ž 1 _ 1 dkP-i â€”nbsp;ds ÂŽ P-iâ€” (zie bladz. 13) naar gelang men 5 of Â?tÂ? als onafhankelijk veranderlijke aanneemt. Het teeken van /c bepaalt, aan welke zijde van de kromme lijn de kromte-straal gelegen is. Is s de onafhankelijk veranderlijke, dan wordt ds veronder-steld niet van teeken te veranderen; het teeken van i hangt dan samen metdat van dw, omdat Jc = -j- is. Hieromtrent zullen wij deze bepaling maken: Cis dw is \'positief, wanneer men bij den overgang van een punt op het volgenderechts om, negatief, als men liAiks om moet draaien; of â€?â€” wat op hetzelfdeneerkomt â€”: is dw

positief, zoo ligt de kromtestraal reelits van de kromme,is dw negatief, zoo ligt hij linies; hierbij wordt natuurlijk verondersteld datmen zich, bij het doorloopen der kromme lijn, voorwaarts beweegt. Is w deonafhankelijk veranderlijke, zoo heeft h hetzelfde teeken als ds. Yerondersteltmen, dat de draaiing steeds rechtsom plaats heeft, en wil men wederom datIc positief zij, als de kromtestraal rechts gelegen is bij eene voorwaartschebeweging, zoo volgt hieruit van zelf, dat ds positief moet genomen worden,wanneer men zich voorwaarts moet bewegen om van eenig punt in een volgend te komen, negatief, wanneer men daarbij achterwaarts moet gaan. Â§ S is onarhankblijk vekandbblijke, gewone punten, toppen en b??igpunten. , Wij zullen nu elk der drie gevallen:h is eindig ili^ii



??? Tc is nulh is oneindig combineeren: , Ah . .met: is eindig:dsnbsp;ÂŽ . dh . ,met: â€” is nulds en met: â€” is oneindig.ds De vormen die hieruit voortvloeien zijn voorgesteld door de figuren 1â€”13,waarin overal de dikste lijn in het punt h den vorm vertoont waarop de figuurbetrekking heeft, terwijl a een punt is dat daarvoor, c een punt dat verderop gelegen is, zoodat de kromme in de richting a i c doorloopen wordt. Dedunnere lijn is de eerste evoluut, de gestippelde de tweede evoluut. T. De kromte heeft eene eindige waarde, en dus ook p. Men kan h positief veronderstellen in het punt dat men beschouwt, omdat de kromme lijn altijd z???? kan geplaatst worden, dat dit het geval is; hiervan overtuigt men zich gemakkelijk, door de figuren 1â€”7 om de raaklijn om te vouwen, waardoor de kromtestraal negatief wordt, zonder dat de vorm eenige verandering ondergaat.dk 1) â€” heeft eene eindige waarde. Ook deze waarde kan altijd positief veron-dersteld worden, want is â€” negatief, â€” dat is: de kromte afnemende â€” zookan men de kromme om de normaal rondwentelen, waardoor h hetzelfdeteeken behoudt, maar in plaats van afnemende toenemende, en dus posi-tief wordt, p is dan afnemende; heeft, blijkens de

formule: _ _ J. ^ eene eindige negatieve waarde. De vorm die door deze combinatie ontstaat (Fig 1) is die, welke men bij het doorloopen eener kromme lijn in den regel zal aantreffen, daar dit de dk. eenige vorm is die bij eene continue verandering van k Qn niet in een an- ds deren vorm overgaat; immers, wanneer slechts ?Š?Šn dezer veranderlijken ineenig punt O of oo is, zoo heeft zij daarv????r en daarna eene eindige waarde.Het zijn dus de gewone punten waartoe deze vorm behoort.



??? 2i a) Zonder verandering van teeken. Ook liier kan liet teeken steeds positiefverondersteld worden, daar door omwenteling om de normaal liet teeken kanveranderd worden. wordt evenzeer nul en behoudt daarbij het negatieveteeken: de evoluut heeft derhalve een top (zie verder) j de kromme zelve ver-toont een vorm, die tot ?¨jd gewone punten gerekend wordt, omdat het beloopder kromme lijn er niet op eene in het oog springende wijze door gewijzigdwordt; het onderscheid tusschen dezen vorm en de gewone punten van zooeven is evenwel essentieel, daar de kromte hier twee opeenvolgende waardenheeft, die gelijk zijn, of althans hoogstens een verschil opleveren dat een on-eindig kleine grootheid van de tweede orde is (Pig. 2). V) Met verandering van teeken. Het is hier noodzakelijk te onderscheidenof de verandering van positief in negatief dan wel omgekeerd plaats heeft, daar ?–jIc eene omwenteling om de normaal geene verandering in teeken van â€” tengevolge heeft; hetgeen men licht inziet, als men bedenkt dat na de omwente-ling eene toeneming van h in afneming is overgegaan en omgekeerd, terwijl de punten der kromme lijn tevens in omgekeerde volgorde doorloopen worden. dh u) wordt van positief negatief. De kromte neemt toe tot op

zekerehoogte en neemt daarna weer af: zij bereikt een maximum; p bereikt een mini-mum; is eerst negatief, wordt nul en daarna positief. Het overeenkomstigepunt der evoluut is een keerpunt (bladz. 31), terwijl de vorm der kromme zelveovereenkomt met de toppen der kegelsneden en daarom in het algemeen een top kan genoemd worden (Fig. 3),dk â€” wordt van negatief positief. De kromte bereikt een minimum,p een maximum,nbsp;is successievelijk positief, nul en negatief. De evoluut heeft dus weder een keerpunt, terwijl de vorm der kromme weder een top is(Fig. 4). Het verschil tusschen deze toppen is in de figuren daaraan zichtbaar, dat het keerpunt der evoluut in het eene geval naar de kromme is toegekeerd, terwijl het er in het andere van afgekeerd is.dh dh a) Zonder verandering van teeken. Veronderstelt men wederom dat â€”positief blijft, dan is p.j negatief en wordt oneindig tegelijk metnbsp;De li n



??? kromme heeft een geiwon pmt (Fig. 5), dat echter daardoor gekenmerkt is,dat twee op elkaar volgende waarden van h of van p een eindig verschil op-leveren. Het overeenkomstige punt der evoluut is een iop waarin de kromte O is. h) Met verandering van teelen. Om dezelfde reden als bij 2) moet menhier twee gevallen onderscheiden: ^ wordt van positief negatief. De kromte neemt tot op zeker punttoe en neemt daarna weer af: l bereikt een maximum, p een minimum. Uevorm is dus een top (Pig. 6), die onderscheiden is van Eig. 4, door dat hierhet verschil tusschen twee op elkaar volgende waarden van Tt eene eindige groot-heid is, terwijl dit in het andere geval een oneindig kleine grootheid van eenhoogere orde was. Dit is in de figuur daaraan zichtbaar, dat in het keerpuntvan de evoluut, hetwelk weder naar de kromme is toegekeerd, de kromtestraal oneindig is en niet O, p) ^ wordt van negatief positief, l bereikt een minimum; het verschil tusschen twee op elkaar volgende kromtestralen is eindig. In het keerpuntder evoluut, dat van de kromme is afgekeerd, is de kromtestraal oneindiggroot (Pig. 7). II. De kromte is O, dus p â€” oo. 1) ^ leeft een eindige waarde, die weder positief kan verondersteld worden.I is dus

toenemende zoowel v????r als na het punt waar zij nul is; dat is, zijis eerst negatief, daarna positief: de beide deelen der kromme, aan weerszijdenvan het punt waar = O is, zijn aan verschillende zijden van de raaklijngelegen. Daardoor ontstaat een Uigpunt (Pig. 8); p is successievelijk negatief,oneindig, positief; positief, oneindig, negatief. Het punt der evoluut,waar p_j = Â? is, ligt echter zelf in het oneindige, daar dit punt het krom-mingsmiddelpunt der kromme is en de kromtestraal hier oneindig groot is;deze kromtestraal is derhalve asymptoot der evoluut. Men, kan hieruit tevensafleiden, dat in het algemeen, wanneer de kromtestraal in eenig punt derkromme oneindig groot is, de kromtestraal der evoluut tegelijk oneindig is. a) Zonder verandering van teelten. Dit geval verschilt alleen daardoorvan het vorige, dat de formule



??? ~ Is onbepaald laat, zoodat hier drie gevallen zouden kunnen worden onder-scheiden: namelijk dat p^^ nul, eindig en oneindig is; echter is het uit hetzoo even opgemerkte duidelijk, dat hier alleen oneindig kan zijn, zoodater nu geen verschil meer bestaat. ?¨) Met verandering van teelen. De kromte\' bereikt een maximum ofminimum waarde; daar evenwel deze waarde n%l is, zoo zal men alleen hetgeval behoeven na te gaan waarin een minimum bereikt wordt; immers, is= Oeen maximum, zoodat zij daarvoor en daarna negatief is, zoo wordt, door om-wenteling der figuur om de raaklijn, Tc positief en dus = O een maximum.P wordt oneindig, evenzeer zonder verandering van teeken, hetgeen dus alsmaximum moet beschouwd worden. De vorm die hierdoor ontstaat (Pig. 9) iseen top, die als een bijzonder geval van Fig. 7 kan worden aangezien. isoneindig in het overeenkomstige punt der evoluut, en deze heeft de kromte-straal der kromme tot asymptoot; het keerpunt van de evoluut in Fig. 7 isdus hier in het oneindige gelegen. os ^^ a) Zonder verandering mn teelen. Jc is successievelijk negatief, O, posi-tief en p negatief, oneindig, positief, terwijl evenzeer door oo heen vanteeken verandert. Het huigpnnt, dat hierdoor ontstaat, verschilt niet van hetin 1) verkregene

(Fig. 8). l) Met verandering van teelen, waarbij, om dezelfde reden als bij Uniet in aanmerking behoeft te komen het geval dat ^ = O als een maximummoet worden beschouwd. Even als d^dr is de vorm een top waarin p oneindigIS, terwijl door oneindig heen van teeken verandert (Fig. 9). III. De kromte is oo, p â€”O ^^ ^nbsp;iJO^i^Vi??we waarde. De kromte neemt toe, wordt on- eindig en blijft daarna toenemen, hetgeen beteekent dat zij door oo heen vanteeken verandert. /gt; verandert dus door O heen van teeken, evenals ookgelijk blijkt uit: â€” _ i i!~nbsp;ds\' quot;h-



??? Hierdoor ontstaat een luigpunt (Pig. 10) dat essentieel verschilt van hetbnigpunt in Tig. 8: de kromtestraal is er nul in plaats van oneindig, terwijlhet overeenkomstige punt der evoluut ook een buigpunt is met een oneindiggroote kromte. In figuur 8 ligt het overeenkomstige punt der evoluut in hetoneindige; dewijl echter daarbij door co heen van teeken verandert, kanmen dat punt als een buigpunt in het oneindige beschouwen.nbsp;\\ 2) ^ = 0. \' ds a) Zonder verandermg van teeken. Dit levert blijkbaar denzelfden vorm op (Pig. 10). 3) Met verandermg van teelen. De kromte is successievelijk of: positief, qo ,positief, bf: negatief, oo , negatief; in beide gevallen kanco als een maxi-mum of p = O als een minimum worden beschouwd. De kromme heeft eentof (Pig. 11), die als een bijzonder geval van Tig. 3 aangezien kan worden. ON d) Zonder verandering van teelcen. Tt verandert door co , p door O heen van tee-ken â€? p == â€”JL ^ is onbepaald, maar moet van teeken veranderen; dit kandus zoowel door nul als door cÂ? heen plaats hebben. Het eerste geval geefthetzelfde buigpunt als in Tig. 10, het tweede echter levert een, nieuwen vorm(Tig. 12), waarbij in het buigpunt der evoluut de kromtestraal oneindig groot is.

h) Met verandering van teehen. k = is een maximum, p =: O een mini-mum. Ook hier wordt P-i â€” k\'^ zoodat de verandering van teeken kan plaats hebben door O heen als wanneerTig. 11 ontstaat, of door qo heen, waardoor men den vorm. verkrijgt, die inTig. 13 is voorgesteld; in het keerpunt der evoluut is hier de kromtestraaloneindig groot: het is dus een bijzonder geval van Tig. 6. De volgende tabel geeft van deze gevallen een overzicht. Yan drie naastelkaar geplaatste teekens heeft het middelste betrekking op het punt dat menbeschouwt (in de figuren: het punt h) het eerste op de daarv????r gelegenepunten (aj, het derde op de volgende punten (cj.



??? oo _ 1 dk k^ ds ?Šlk , 1) ^ heeft eeneds eindige positievewaarde. dk .2) ^^ IS nul. 0) ^ IS oneindig. a) Zonder veran-dering van teeker 0 b) Met verandering van teeken.â€”--------- a) Zonder veran-â–  dering van teeken 4- co â€? h) Met verandering van teeken. Â?) 0 â€” - 0 Â?) co - |3) â€” lt;Â? 4- I. k is eindigpositief. k neemt toep neemt af is eindig neg:Gewoon punt Pig. I k neemt toep neemt af P-i: â€” 0 â€” GewoonpuntYig. 2 k maximump minimump_i: â€” 0 Top Fig. 3 k minimump maximump_i: 0 â€”Top Fig. 4 k neemt toep neemt af p^i : â€” co â€” GewoonpimtY\\%. 5 k maximump minimumâ€” 00 Top Fig. 6 k minimump maximum P-i: -f- OO â€”Top Fig. 7 II.k is nul. /fc: â€” 0 -4-p: _ co -4-p_i : â–  â€? co JBuigpunt Fig. 8 â€” 0 p: â€”. 00 p_i: co â€”Buigpunt Fig. 8 0 â€”p : â€” 00 â€” : QO â€” Top Fig. 9 0 4- p: 4_ COp_i : 00 â€” Top Fig. 9 â€” 0 p: _ co 4-p_i : -4- OO â€”Buigpunt Fig. 8 â€” 0 â€”p : â€” OO -â€”p_i: OO â€”. Top Fig. 9 4- 0 4- p: 4- co 4-p_i: 4- co â€”Top Fig. 9 HL k is oneindig. , -f- OO â€”p: 0 â€”â€” 0 Buigpunt Fig. 10 . 00 â€”p: -i- 0 â€”â€” 0 Buigpunt Fig. 10 -j_ OO -f-P: 0 p_i: â€” 0 Top Fig. 11 k: â€” CO â€”p: - 0 - P-i: â€” 0 Top Fig. 11 k- ca â€”p: 0 â€” Buigpunt Fig. j^g OO 4-p: 0 Kg. { kt â€” OO â€”p: - 0 - Top Fig. { 11



??? Dit onderzoek levert derhalve de volgende resultaten op Wanneer men zich voorstelt, dat een punt zich met konstante snelheid langseene rechte beweegt, welke telkens om dat bewegende punt draait met eene ver-anderlijke snelheid, dan kan de kromme lijn die daardoor ontstaat de volgendevormen vertoonen: I. Oewone punten. Waarin het verschil tusschen twee op elkaar volgende waarden van h kan zijn:a) eene oneindig kleine grootheid van de eerste orde: is eindig. Fig. 1 â€??Ÿ) eene oneindig kleine grootheid van eene hoogere orde: = 0. Fig. 2.y) eene eindige grootheid: â€” cc. Fig. 5. II. Toppen. \\a) Met een eindige maximum waarde van p, waarbij het verschil tusschentwee op elkaar volgende waarden kan zijn: a) eene oneindige kleine grootheid van eene hoogere orde: = 0. Fig. 4.?Ÿ) eene eindige grootheid: = ^^E-1 b) Met p = 00 als maximum: p_i = oo. Fig- 9. 3Â?) Met eene eindige minimum waarde van p, waarbij het verschil tusschentwee op elkaar volgende waarden kan zijn: Â?) eene oneindig kleine grootheid van eene hoogere orde: p_i = 0. Fig. 3. ?Ÿ) eene eindige grootheid: = cc. Fig. 6.3 5) Met p = O als minimum, waarbij de onmiddellijk volgende waarde kan zijn:c) eene oneindig kleine grootheid

van hoogere orde: = 0. Fig. 11.?Ÿ) eene eindige grootheid: p_i = oo. Fig. 13. III. Buigpunten. 1)nbsp;Met p = oo, in welk geval ook: p_i = cc. Fig. 8. 2)nbsp;Met p O, waarbij de onmiddellijk volgende waarde kan zijn: eene oneindig kleine grootheid van hoogere orde: p_, = 0. Fig. 10.?Ÿ) eene eindige grootheid: p_i =



??? Â§ 3. .. is ona.hankeli.x vebanbeklijke. gewone punten, toppen en keekp??nten. DezelMe waarden, die in de vorige Â§ aan f werden toegekend, zullen wij nu aan - geven en met de drie waarden van Tc eombineeren. â€ž en, wordengevonden uit:nbsp;\' â€” ^ en â€” __ i ^ ^nbsp;k-^ dw â–  De vormen, die daardoor verkregen zullen worden en die nog niet voor-kwamen, zijn in de figuren 14-17 voorgesteld op dezelfde wijze als dit indevorige Â§ is geschied. 1. De kromte heeft eene eindige waarde en dus ook p. Hierbij zullen dezelfde vormen optreden als in de vorige Â§. Wij zullendaarom de verschillende gevallen slechts in \'t kort aangeven. Verandert ^niet van teeken, dan ontstaan gewone jptmten en wel: Pig. 1, als - eindt^blijft, en dus ook eene eindige waarde heeft; Fig. 2, als ^ en gelijkO zijn; Mg. 5 als ^ en oneindig zijn. Verandert | vaf teeken! ^anontstaan^%;j,Â?, waarin de kromte een maximum of minimum bereikt, naargelang - van positief negatief of van negatief positief wordt en waarinnul of oneindig is, naar mate deze verandering van teeken door nul of dooroneindig plaats heeft (Fig. 3, 4, 6 en 7). II. De kromte is O, Â? = 00 dk ^nbsp;De kromte neemt toe, d. i. wordt van negatief positief: de kromme ligt dus, aan weerszijden van het punt waarO is, aan

verschillende zijden van de raaklijn; maar daar ^ ig^ endw verondersteld wordt niet van teeken te veranderen, zoo moet dit mei dshet geval zijn. Hierdoor ontstaat een heeTp%mt (Fig. 14). Uit â€”1 ^~ k-\' dw volgt dat de kromtestraal in het overeenkomstige punt der evoluut oneindig is2) dw li a) Zonder verandermg van teeJcen. Dit levert denzelfden vorm op. DeWule = - ^ ^ geeft wel geene bepaalde waarde aan voor maar yfi^\' deze kan niet anders dan 00 zijn, daar p = ao is.



??? h) Met verandermg van teeken. Daar Ic hierbij niet van teeken verandert,maar de waarde nul bereikt als minimum, zoo verandert ook ds niet vanteeken, en men verkrijgt denzelfden vorm als in het overeenkomstige geval vande vorige Â§, namelijk een top. (Fig. 9). a) Zonder verandering van teeken. Geeft wederom T?ig. 14.?¨) Met verandermg van teehen.nbsp;is, een minimum en dus de vorm die hierdoor ontstaat een top (Pig. 9). III. De kromte is oo, p â€” 0. 2)^nbsp;heeft eene eindige waarde. Het teeken van k is eerst en daarna â€”.\' Sw Op dezelfde wijze als bij H. 1) is geschied, kan men aantoonen, dat deze vormeen keerpunt is, dat nu evenwel verschilt van hetgeen aldaar gevonden werd, doordat de kromte niet niil maar oneindig is, terwijl uit quot;quot;quot; volgt, dat negatief blijft, maar een minimum-waarde verkrijgt (Mg. 15). dkdw a) Zonder verandering van teeken. Dezelfde vorm : Eig. 15.l) Met verandering van teehen. Dit geeft den top die in Tig. 11 is voor-gesteld. 3)nbsp;quot; = 00. \' \' dw ??) Zonder verandering vam, teehen. Bij het keerpunt, dat hierdoor ver-kregen wordt, kunnen drie gevallen onderscheiden worden. Uit __J^ ^ P-i â€” k-quot; dw vloeit namelijk voort, dat allerlei waarden kan hebben,

daar hij niet vanteeken verandert. Men kan dus hebben: p_i = O (Tig. 15), p_i == eindig(Tig. 16) of = 00 (Tig. 17). l) Met verandering van teehen. Dit geval levert reeds vroeger verkregenetoppen op, namelijk Tig. 11, wanneer p_i door nul heen van teeken veran-dert, en Tig. 13, wanneer dit door oneindig heen plaats heeft. Op dezelfde wijze als in de vorige Â§ zijn deze gevallen in de volgende tabelbij elkaar gebracht.



??? CO NB.,= i __ 1 d,k h ^ dw i) -7- lieert eenedw eindige positievewaarde. s) â€” IS nul. dw dh . ^ IS oneindig. a) Zonder veran-dering van teeken: 0 V) Met verandering van teeken. d) Zonder veran-dering van teeken:H- h) Met verandering van teeken. Â?) -h 0 â€” ÂŽ ~ 0 Â?) â€” â€” 00 4- I. h is eindigpositief. h neemt toep neemt af is eindig neg:Geicoonpunt Fig. 1 k neemt toep neemt af P-i: â€” 0 â€” Gewoon punt\'Fig. 2 \'k maximump minimum P-i: - 0 Top Fig. 3 k minimump maximum P-j : 0 â€” Top Fig. 4 k neemt toep neemt afp_i: â€” co â€” Gewoon punt Fig. 5 k maximump minimump_i: â€” 00 4-Top Fig. 6 k minimump maximump_i: 4- â€”Top Fig. 7 II.h is nul. â€”. 0 4-p: â€” oo -1- : â€” 00 Keerpunt Fig. 14 â€” 0 p: â€” co p_i: â€” co â€” Keerpunt Fig. 14 â€” 0 â€”p: â€” 00 â€”p_i: â€” 00 Top Fig. 9 0 p: 00 p_i : H- 00 â€” . Top Fig. 9 /fc: â€” 0 p: â€” co -f.p_i: â€” 00 â€” Keerpunt Fig. 14 â€” 0 â€”p : â€” 00 â€”p-i: â€” co Top Fig. 9 4- 0 4- p: 4- 00 4- 4_ co â€” Top Fig. 9 III.h is oneindig. 00 â€”p: - - 0 â€” ~ 0 -Keerpunt Fig. 15 _(_ OD â€”p: 0 â€” ~ 0 â€”Keerpunt Fig. 15 -j- 00 p: 0 4- P-i: - 0 Top Fig. 11 k- â€” 00 â€”p: - 0 - 0 -Top Fig. li -1- 00 â€”p: 0 â€” (15 Keerpunt Fig. ] 16(17 p: 0 -hTop Fig. { 11 k: â€” 00

â€”p: - 0 - ^^^ Kg. {



??? Het valt spoedig in het oog in welk opzicht deze tabel van de vorige ver-schilt : overal waar daar Buigpunten ontstonden, verkrijgt men hier Keerpunten;de gewone punten en Top)pen vindt men op dezelfde wijze weer. De oorzaakhiervan is licht in te zien; zoowel in gewone pnnten als in toppen behoudenihv en ds beiden hunne teekens, terwijl in een buigpunt dw van teeken ver-andert, in een keerpunt ds; neemt men dus ?Š?Šn van deze differentialen steedspositief, dan zal men ook slechts ?Š?Šn van deze twee vormen kunnen verkrijgen. Beweegt zich derhalve een ])unt met veranderlijke snelheid langs eene rechte,die met konstante snelheid om dat punt draait, zoo kan de kromme lijn- diedaardoor ontstaat, gewone punten, toppen en keerpunten hebben. Bij de drievormen der vorige Â§ (bladz. 29) komt dus nog: IV. Keerpunten. 1)nbsp;Met p = (xgt;, waarbij ook: = oo. Fig. 14. 2)nbsp;Met p â€” 0, waarbij de onmiddellijk volgende waarde kan zijn: a) eene oneindig kleine grootheid van de eerste orde: p^^ is eindig. Fig. 16. (3) eene oneindig kleine grootheid van hoogere orde: â€” 0. Fig. 15. y) eene eindige grootheid: = oo. Fig. 17. Er is ?Š?Šn keerpunt dat niet correspondeert met een buigpunt, namelijkFig. 16, alwaar â€”

successievelijk: -{-, co, _[_ is voor k =: x); men verkrijgthier = g; hetgeen tot drie gevallen aanleiding geeft: eindig, nul enoneindig, terwijl, voor â€”: -i-, oo, -j- en k ~ , van teeken verandert endaardoor geene eindige waarde kan hebben. Men zou uit de resultaten, in deze en de vorige Â§ verkregen, het gevolg kunnentrekken, dat de vorm eener kromme lijn afhankelijk is van de onafhankelijkveranderlijke die men zich verkiest; daar dit echter eene ongerijmde veronder-stelling is, doet zich de vraag voor, op welke wijze men zich het ontstaanvan een keerpunt moet voorstellen, wanneer s onafhankelijk veranderlijke is,en van een buigpunt, als w onafhankelijk veranderlijke is. De beantwoordingdezer vraag leidt tevens tot de zoogenaamde keerpunten van de tweede soortof snavels, gelijk in de volgende Â§ nader zal . blijken.



??? snavels. quot;Wanneer de kromte eene continue verandering ondergaat tot op zeker punt,maar voor een volgend punt eene onbestaanbare waarde zou verkrijgen, danhoudt de kromme lijn in dat punt plotseling op: voor een volgend punt be-staat geene kromte en dus ook geene kromme lijn. Stelt men nu in het al-gemeen eenige waarde van h voor door: (c) waarin c ?Š?Šn der co??rdinaten s, w voorstelt, dan zal Jc imaginair worden alsfcj negatief wordt. Heeft deze verandering van teeken plaats door nul heen,dan zal de laatste waarde van k gelijk y fej zijn; verandert echter ,), fcJ dooroneindig heen van teeken, dan wordt ook k = cc. Merkt men op, dat de ver-gelijking waarin de kromme lijn: opgesloten is, namelijk: evenzeer de kromme lijn bevat, die voorgesteld wordt door: zoo blijkt, dat deze, ofschoon eene andere reeks van waarden voor k opleve-rende, met dezelfde waarde van k eindigt. Dit ]eidt er toe de beide krommentot ?Š?Šn geheel te vereenigen, door ze in dat punt in elkaar te doen overgaan. Deze redeneering schijnt wellicht overbodig, daar men in de gewone co??rdi-naten-methoden nooit anders handelt; evenwel is d?¤?¤r het geval eenigzinsanders. Bepaalt men zich tot het rechtlijnig stelsel, dan heeft men uit

eenevergelijking van den vorm: (y â€” ynbsp;â€” 4, {w) of y = voor elke waarde van w twee waarden van y, zoodat men terstond twee takkenverkrijgt, die van zelve in elkaar overgaan, wanneer ^ (Â?) nul of oneindigwordt. Dit heeft met eene vergelijking



??? of k =z f {c) {c) niet plaats, daar men voor een zelfde waarde van 5 of w, dat is voor eenzelfde punt der kromme lijn, geen twee waarden van k kan hebben; het zijnhier twee krommen: k = ^ (c)ly ^ {c) en k = die men desverliezende in elkaar kan doen overgaan, en dan als ?Š?Šne krommelijn met twee takken kan beschouwen. Bij het onderzoek naar de verschillende vormen, die het vereenigingspuntvan twee zoodanige takken kan opleveren, zal het blijken dat, in geval ^ deonafhankelijk veranderlijke is, leerpunten en snavels optreden, als w daarvoorwordt aangenomen, buigpunten en snavels. De keerpunten en buigpunten zijndezelfde die reeds gevonden zijn. De snavels zijn door de figuren 18â€”23voorgesteld; daarin is het vereenigingspunt door b, de voorafgaande puntenin de twee takken door a en d aangewezen. Men kan de volgende gevallen onderscheiden: ens. I. De kromte heeft in de twee takken verschillende teek Denkt men zich in het vereenigings-punt de raaklijn, zoo liggen de takkenaan verschillende zijden van deze. In dat punt zal h slechts nul of oneindigkunnen zijn. Want had h eene eindige waarde, dan zou de kromme lijn dis-continu zijn bij den overgang van den ?Š?Šnen tak op den anderen, wegens

hetverschil in teeken van k, hetgeen niet het geval is voor z= O en k â€” on.Hieruit volgt onmiddellijk, dat dk in de twee takken verschillende teekens moethebben. Is s onafhankelijk veranderlijke, zoodat dw in den ?Š?Šnen tak -f. enin den anderen â€” is, dan ontstaan keerpunten, en wel:1) voornbsp;Kg. 14. S) voornbsp;Kg. 15, 16 of 17, naar gelang nul, eindig of oneindig is in het vereenigingspunt. Neemt men w als onafhankelijk veranderlijke aan, en wordt dus dw in beidetakken positief verondersteld, terwijl ds verschillende teekens heeft, dan ver-krijgt men buigpunten:



??? 1)nbsp;voor k = 0: Pig. 8. 2)nbsp;voor \'A â€” co : Pig. 10 als = 0, Pig. 12 als â€” qo is.kan p_j niet zijn, daar de formule, 1 dlp-\' dw doet zien, dat p_j in de twee takken verschillende teekens heeft. II. De kromte heeft in de twee takken hetzelfde teeken. Hierbij zijn de twee takken op dezelfde wijze ten opzichte van de raaklijnin het vereeuigingspunt gelegen, hetgeen ten gevolge heeft dat de krommealdaar den vorm van een snavel vertoont, k kan steeds positief verondersteldworden, daar de kromme altijd zoodanig geplaatst en doorloopen kan worden,dat dtv en ds beiden positief zijn. Men kan nu de volgende gevallen onder-scheiden : Ah dk 1) ^ ^ ^ is in heide taMen positief. De kromte neemt derhalve in beidetakken toe. Gaat men, bij het doorloopen der kromme, van den ?Š?Šnen tak opden anderen over, zoo is dus de waarde van Jc in dat punt een maximum, endie van p een minimum. Die maximum waarde van Jc kan eindig zijn ofoneindig. a)nbsp;Jc heeft in het vereenigingspunt eene eindige positieve waarde. De formulen : ___\\ ft. â€” ^^ â€” k^ ds ^^ â€” ^ T^ ^ geven beiden voor eene negatieve waarde aan in de twee takken en men verkrijgt denzelfden vorm of s als onafhankelijk veranderlijke wordt aangenomen, dan wel w.

In het vereenigingspunt kan eindig, nul of oneindig zijn, ^^ ??Jc hetgeen afhangt van de waarde van of ^ in dat punt. In elk geval isde vorm van de evoluut eveneens een snavel, die met de punt naar de krommeis toegekeerd. In Pig. 18 is p_j eindig genomen; voor het geval dat on-eindig of nul is, verkrijgt de evoluut de vormen die de kromme heeft in defiguren 19 en 20, b)nbsp;Jc is in Jiet vereenigingspunt oneindig, p is nul; kan weder eindig,nul en oneindig zijn. De snavel van de evoluut reikt nu tot aan de kromme:het is slechts een bijzonder geval van den zoo even gevonden vorm, (Pig, 20,waar weder p_, eindig is verondersteld).



??? ^^ S Â? ^^ ^^^^^ tallen negatief. De kromte neemt af en bereikt inliet vereenigingspunt een minimum waarde, die eindig of nul kan zijn. d) l is in het vereenigingspunt eindig positief, p verkrijgt eene eindigemaximum waarde. p_j is in beide takken positief, en kan in liet vereenigings-punt eindig, nul en oneindig zijn. Zoowel voor s als voor w als onafhankelijkveranderlijke verkrijgt men Fig. 21, waarin de waarde van eindig is ver-ondersteld, en die van de vorige snavels onderscheiden is, doordat de snavelvan de evoluut van de kromme is afgekeerd. ?¨) l is in het vereenigingspunt nul. p is oneindig en daarom ook(bladz. 25). Beschouwt men de beide asymptotische takken der evoluut als inhet oneindige samenvallende, en noemt men dit een snavel in het oneindige,dan wordt deze vorm (Fig. 19) een bijzonder geval van Fig. 21. ^^ ~ds ^^ Ih ^^ ^^ ^^^nbsp;^^^ \'positief, in den anderen negatief. De kromte neemt in den eenen tak toe, en in den anderen af. Bij den overgang heeft menderhalve eene voortdurende toeneming of afneming, naar gelang men de krommein de eene of in de andere richting doorloopt. Hieruit volgt dat de kromtein het vereenigingspunt slechts eene eindige waarde kan hebben; want was zijnul of oneindig,

dan zou zij van teeken moeten veranderen; hetgeen veronder-steld wordt niet plaats te hebben. Uit _ __ _ \\ dk- k^ dsnbsp;-dff, blijkt, dat p_j verschillende teekens heeft. Deze verandering van teeken kanplaats hebben door oneindig heen (Fig. 22) of door O heen (Fig. 23). In elkgeval is het overeenkomstige punt der evoluut een buigpunt. De volgende tabel geeft van deze gevallen een overzicht. De waarden vanP en p_j in de twee takken zijn boven elkaar geplaatst, die in het ver-eenigingspunt daarachter.



??? I. k is in den ?Š?Šnen tak positief, in den anderen negatief. s is onafhankelijk veranderlijke. ^ = ^IZ | w is onafhankelijk veranderlijke. ^ = ^ â€” 0 in punt ?¨. ^ = co in punt h. = 0 in punt i. ^ = 00 in punt h. p=-}co Keerptmt Fig. 14 â€”10, eindig P-lâ€”â€”1 Ofoo. Keerpunt Fig. 15,16,17 p p-i-:;}-Buigpunt Fig. 8 P=Â?}o P_J = 0 of 00BuigpuntYig. 10,13 II. Jc heeft in beide takken hetzelfde teeken. ak . dk . â€” of â€” in beide takken: ds dw ^ oi ^ in beide takken: â€”ds dw dk dJe 1 1ds dw \' â€”J k is eindig in b. ^ = 00 in 5. k is eindig in b. ^ = 0 in 5. k is eindig in h. r neemt toe] ^ [ neemt toej Â§ r neemt af quot;j ^ ** 1 neemt af J ^ â€”â€? eindig-â€” ) of 00. Snavel Fig. 18 â€”â€?) eindigSnavel Fig. 30 r neemt af 1 - neemt af J Â§ 1 neemt toe | [ neemt toe J ^ eindigP-iâ€” 1 of oo. Snavel Fig. %l Snavel Fig. 19 f neemt toe|^ ( neemt af J \'l\' neemt af quot;) P neemt toe J_ P-l 0 of 00 Snavel Fig. 33, 33 Beschouwt men derhalve twee op deze wijze gecombineerde takken als ?Š?Šnekromme, waarin de kromte eene continue verandering ondergaat bij den over-gang van den eenen tak op den anderen, dan komt bij de vier opgenoemdevormen nog: V. Snavels, 1 a) Met een eindige maximum waarde van p, waarbij het verschil tusschentwee op elkaar

volgende waarden kan zijn: ct) een oneindig kleine grootheid van de eerste orde: p_j is eindig Fig. 21.?Ÿ) eene oneindig kleine grootheid van hoogere orde: = 0.



??? y) eene eindige grootheid: =: ca. 1nbsp;d) Met p â€” co als maximum: = oo. Fig. 19. 2nbsp;a) Met eene eindige minimum waarde van p, waarbij het verschil tusschen twee op elkaar volgende waarden kan zijn. Â?) een oneindig kleine grootheid van de eerste orde: is eindig. Fig. 18.0) een oneindig kleine grootheid van hoogere orde: = 0.y) een eindige grootheid: =. co.2?¨) Met p = O als minimum, waarbij de eerstvolgende waarde kan zijn: Â?) een oneindig kleine grootheid van de eerste orde: p_^ =. eindig. Fig. 20.|3) een oneindig kleine grootheid van hoogere orde:\'p_j = 0.y) een eindige grootheid: p_j = oo.3) p passeert eene eindige waarde, waarbij het verschil tusschen twee opelkaar volgende w^aarden kan zijn: Cl) een oneindig kleine grootheid van hoogere orde: = 0. Fig. 22.(3) een eindige grootheid: = oo. Fig. 23. Â§ 5. GEVOLGTBEKKINGEN. Wanneer men in eenig punt eener kromme lijn de raaklijn en de normaaltrekt, en het gedeelte der kromme, dat aan de ?Š?Šne zijde van dat punt gelegenis, om een dezer lijnen omslaat, terwijl het overige gedeelte niet van plaatsverandert, zoo gaat de vorm die de kromme in dat punt heeft in een anderenover. Door eene omvouwing om de normaal zullen gewone punten en

toppenovergaan in snavels, en luigpunten in keerpunten en omgekeerd, terwijl eeneomvouwing om de raaklijn gewone punten en toppen tot buigpunten en keerpuntentot snavels vervormt en omgekeerd, Niet altijd echter zullen de vormen diedaardoor ontstaan denkbaar zijn in eene continue kromme lijn; daar toch inhet om de normaal omgeslagen gedeelte het teeken van dk en daarmede datvannbsp;en in het om de raaklijn omgeslagen deel het teeken van k of van p veranderd is, zoo zal slechts dan aan dat vereischte voldaan worden, wanneerp_j of p in het punt dat men beschouwt nul of oneindig is: â€” p_^ wanneerde omwenteling om de normaal geschiedt, p wanneer zij om de raaklijn plaatsheeft. Want heeft in het eene geval p_j, in het andere p, een eindige waarde,en dus ter weerszijden van het punt hetzelfde teeken, dan ontstaat er discon-



??? tinuiteit na de omvouwing wegens liet verschil in teeken dat daarvan het ge-volg is. Dit zal bijv. het geval zijn wanneer men de fig. 1â€”7, 18, 21, 22en 23 om de raaklijn en de fig. 1, 16, 18, 20 en 21 om de normaal inhet punt b omslaat, waardoor geene vormen optreden, die in eene continuekromme lijn kunnen voorkomen. Daarentegen verandert: / fig. 2 in fig. 33 %. 8 in %. 9 fig. 10nbsp;â€ž fig. 11 fig. 12nbsp;â€ž fig. 13 fig. 14nbsp;â€ž fig. 19fig. 15 S O bB . a Â? o r?? fia-. 16 lâ€ž fig. 20 als daarin / eindig is OO fig. 17 fp-i â€” O is ein\'p^i = ffq gt;/ CDCD a oo is 7 3 4 5 6nbsp;t, fig. 18 als daarin p_j = oo is 7nbsp;n fig. 31 als daarin p_j =r: oo is 8nbsp;â€ž fig. 14 fig.fig.fiff. if fig. 18 als daarin p_i = O isn fig. 31 als daarin â€” O is // fig. 33 fig. \'TIS fig.Wg.fig. 9nbsp;n fig. 19 I j fig. 10 fig. 15fig. 13 â€ž fig. 17 [fig. 11]nbsp;rp_i fig. 30 als daarin { Door deze opmerking, die tevens dienen kan om de resultaten der vorige Â§Â§te verifieeren, kan men gemakkelijk vinden, welke waarden van p en moetenvoldoen aan eene vergelijking: f{P, P-J = 0, als de kromme, waarin elk viertal punten volgens die wet ten opzichte vanelkaar gelegen zijn, dezen of genen vorm zal vertoonen. Immers er blijkt uit,dat â€” behoudens de gevallen dat p en p_j beiden

eindig zijn â€” het verschiltusschen gewone punten of toppen en snavels, alsmede tusschen buigpunten enleerpimten enkel en alleen gelegen is in het al of niet veranderen van teekenvan p_j, terwijl eene verandering van teeken van p de buigpunten van de toppenen de keerpunten van de snavels onderscheidt. Geeft men nu door te kennen, dat er geene verandering van teeken plaats grijpt, en door H--dat dit wel het geval is, dan wordt elke vorm op de volgende wijze gekarakteriseerd: = O is= co is Gewone punten.P P-i Toppen. P P-i Buigpunten. Keerpunten. P P-1 - P P-i 4-4- P â€” (d) (?’)



??? De gevallen {a) en (/), [i) en [e) zijn niet terstond van elkaar te onder-scheiden. Merkt men evenwel op dat p in ih) en {?’) een maximum of minimum-waarde bereikt, in [a] en (e) niet, dan is het duidelijk dat men daarin eenvoldoend kriterium lieeft, om deze vormen te onderkennen. Om te bepalentot welke soort de vorm behoort, heeft men slechts de volgende gevallen nate gaan: voor (Â?) en [?Š): p_j = O of = oo. voor [h) en (?’): p is een maximum of een minimum. = O of = 00.voor (c): p = O of = oo. p_j = O of = 00.voor ((i): p = O of â€” 00. = O, eindig of co. In geval p en beiden eindig zijn heeft de kromme in dat punt een dervormen: fig. 1, fig. 18 of fig. 21. Deze zijn hierdoor onderscheiden, dat inden snavel fig. 21 p een maximum heeft, in fig. 18 een minimum, terwijl infig. 1 p een eindige waarde passeert. Op deze wijze vindt men, welke vormen eenige kromme lijn opleveren Ttan-,nog niet, of men ze bij het doorloopen der lijn werkelijk zal aantrefi^en. Evenals namelijk in fig. 8, 9 en 19 het buigpunt, het keerpunt en de snavel derevoluut in het oneindige verschoven is, terwijl in fig. 14 hetzelfde kan gezegdworden van een top, zoo kan dit ook plaats hebben in de kromme lijn zelvezonder dat het uit de verg: /(p, = O

blijkt. Ten einde hierover te oor-deelen is het noodig de vergelijkingen p = f (s) en p = (io)te raadplegen; ligt namelijk het bedoelde punt in het oneindige, dan is min-stens een der co??rdinaten s, w, oneindig voor de waarde die p in dat puntheeft. In dat geval kan men echter niet spreken van een vorm die op eenelepaalde plaats wordt aangetroffen, â€” veel meer heeft men te doen met dewijze waarop de kromme lijn verloopt, met den vorm, dien zij in haar geheelvertoont; hetgeen het onderwerp zal uitmaken van het volgende Hoofdstuk. Alleenzij hier opgemerkt, dat men somtijds uit de vergelijking ?’ (p, p_j) = O reedskan besluiten dat de kromme lijn punten in het oneindige heeft. Eeeds vroegeris namelijk opgemerkt dat, wanneer in eenig punt p â€” oo is, ook p_j = oo



??? moet zijn; blijkt het echter uit de vergelijking dat er punten zijn waarinp = oo gecombineerd is met eene eindige waarde van of met = O,dan kunnen die punten ook niet in een eindig gedeelte der kromme lijn liggen:Inbsp;deze is, gelijk later blyken zal, in dat geval spiraalvormig, terwp haar evo- luut een cirkel of een punt tot asymptoot heeft. Het zal na het opgemerkte niet noodig zijn in bijzonderheden te tredenomtrent de wijze, waarop men uit de vergelijkingen p =: f (s) en p = (w)tot het aanwezig zijn van dezen of genen vorm in een eindig deel der krommelijn besluiten kan. Wordt p voor eenige waarde van s imaginair, dan heeftde kromme aldaar een keerpunt of een snavel naar gelang p in de twee takkenal of niet verschillende teekens heeft. Op dezelfde wijze geeft het imaginairworden van p voor eenige waarde van w een buigpunt of een snavel aan.Verandert p bij het grooter worden van den co??rdinaat van teeken, zoo wijstdit in de eerste vergelijking op een buigpunt, in de tweede op een keerpunt.Toppen worden aangeduid door maximum of minimum waarden van p. Totnadere bepaling der vormen dient deels de vergelijking zelve â€” voor zoo verhet de vraag geldt of p door O of door oo van teeken verandert â€” deels

dedifferentiaal-vergelijking: otnbsp;= wanneer het de waarde van p^^ geldt; daartoe kan men de eerste dezer verge-lijkingen onder dezen vorm schrijven: P^i=P â€? ?\' W = f\' (a\') ?ˆ. omdat ~ =nbsp;â€” is as dsnbsp;p dw Men kan in het bepalen der vormen, die eene kromme lijn op eene be-paalde plaats kan vertoonen, verder gaan door ook op de tweede differentiaal-, d^k d^h ^ ^ ^quotienten ~ en en daarmede op den kromtestraal der tweede evoluut: te letten. Sommige gevallen zijn echter niet voor eene verdere beperkingvatbaar, namelijk die, waarbij p of oneindig is, omdat alsdan de kromte-stralen van alle volgende evoluten van zelf oneindig worden. Anderen latenslechts twee onderscheidingen toe, bijv. de buigpunten waarin p en p_j gelijk



??? nul zijn; het overeenkomstige punt der tweede evoluut is dan ook een buig-punt en zal slechts O of oo kunnen zijn. Wij zullen hierover evenwel nietin bijzonderheden treden, daar zoodanige verschillen in den vorm der krommedes te minder zichtbaar worden, naarmate men het specificeeren verder voortzet. Uit de wijze waarop het teeken van p afhangt van de teekens van ds endw, kan men, in verband met de formule: =nbsp;betrekkelijke ligging opmaken van de kromtestralen p en wanneer deze gelijke of ongelijke tee-kens hebben. Het onderzoek hieromtrent geeft den volgenden regel aan: Wanneer men zich langs den hromtestraal p leweegt van het punt der hrommenaar het hrommingsmiddelpnnt, zoo zal ^^^ hetzelfde teeken hellen als p,wanneer men rechts. Ut omgekeerde wanneer men links moet draaienom Of den hromtestraal p_j over te gaan.



??? hoofdstuk: hi. OVER DEN VORM EENER KROMME LIJN IN HAAR GEHEEL. Â§ 1- be invloed van konstanten op den vorm der kromme lijn. Eene vergelijking, die de wet uitdrukt, volgens welke de kromte verandert,zal in het algemeen willekeurige konstanten bevatten. Door verschillendewaarden aan die konstanten te geven, verkrijgt men kromme lijnen, die welallen aan dezelfde algemeene wet voldoen, maar daarom niet gelijkvormig be-hoeven te zijn. In dat geval zal men de verschillende vormen achtereenvolgensverkrijgen, door de konstante te laten vari??eren. Maar ook kan zich het geval voordoen, dat eene konstante geen invloeduitoefent op den vorm, maar alleen op de grootte der kromme, de afmetingen.Het is niet moeielijk na te gaan, hoedanig in het laatste geval de konstantemoet voorkomen; terwijl een paar algemeene regels te geven zijn omtrent denaard van den invloed eener konstante op den vorm. Gaat men uit van de algemeen bekende waarheid, dat twee figuren gelijk-vormig zijn, wanneer die lijnen in de ?Šene figuur, waardoor deze volkomenbepaald wordt, in eene konstante verhouding staan tot de overeenkomstigelijnen in de andere, zoo is het duidelijk, dat twee krommen gelijkvormig zul-len zijn,

wanneer alle p\'s en in de ?Š?Šne kromme even veel malen grooterof kleiner zijn dan diezelfde grootheden in de andere, â€” want eene krommelijn is bepaald door hare kromtestralen, en door die van haar evoluut. Hetbehoeft geen nader betoog, dat in gelijkvormige krommen de hoeken van ge-lijkstandige kromtestralen gelijk, en de bogen tusschen de punten, waartoe zijbehooren, evenredig zijn. Wanneer men derhalve van eene kromme lijn allef\'s en in dezelfde reden grooter of kleiner maakt, dan verkrijgt men eenekromme, die met de eerste gelijkvormig is, â€” hetgeen bovendien duidelijk



??? is, wanneer men bedenkt, dat bet bij de constructie eener lijn naar eenigevergelijking ?’ (p, p_i) = O gelieel onverschillig is, welke lengte-eenheid menaanneemt voor de afmetingen der kromtestralen; het grooter of kleiner makendier lengte-eenheid nu heeft eenvoudig ten gevolge, dat alle lijnen indezelfdeverhouding grooter of kleiner worden. Hieruit nu vloeit het volgende voort: wanneer eene vergelijking tusschenp en p_i eene konstante bevat, die als factor voorkomt van p en p_i of althans,door eenige algebra??sche bewerking, als zoodanig kan optreden, dan zullenalle krommen, naar die vergelijking geconstrueerd, maar met verschillendewaarden der konstante, gelijkvormig zijn. Elke konstante, die niet als factor van p en voorkomt, zal aanleidinggeven tot krommen van -verschillenden vorm; want dan worden, door verschil-lende waarden der konstante, niet alle /s en in dezelfde reden vergrootof verkleind. Heeft men eene vergelijking tusschen p en w, dan is de zaak niet altijdzoo eenvoudig. Wel is elke konstante factor van p zonder invloed op denvorm der kromme, maar niet altijd is het omgekeerde waar, dat namelijk elkeandere konstante er wel op influenceert. Zoodanige vergelijking toch bevat inhet algemeen altijd

?Š?Šne konstante, die met het wezen der kromme niets temaken heeft, namelijk die, welke aangeeft vanwaar men de hoeken begint tetellen. Nu kunnen zich twee gevallen voordoen: lo. Eene konstante a verdwijnt, wanneer men w â€” w\' Â? stelt, vooreenige waarde van Alsdan is het zeker, dat het geven van verschillendewaarden aan a eenvoudig ten gevolge heeft het verdraaien der oorspronkelijke richting zonder meer; 2o. Eene konstante a verdwijnt niet door die substitutie, maar toch veran-dert de oorspronkelijke richting, door er verschillende waarden aan te geven.In dat geval worden dus niet alleen alle hoeken met een zelfden hoek ver-meerderd of verminderd, maar er geschiedt meer, en men zal eerst dan kun-nen te weten komen, of die konstante op den vorm der kromme influenceert,wanneer men telkens, bij het veranderen van hare waarde, de hoeken totdezelfde hoofdrichting in betrekking stelt, of â€” wat op hetzelfde neerkomtâ€”wanneer men den invloed van a op de hoofdrichting elimineert door, in plaatsvan eenige waarde van w, het verschil tusschen twee waarden van w in te



??? voeren. Blijkt het, dat voor eenig verschil j, het veranderen van Â? hetzelfderesultaat oplevert als het veranderen der lengte-eenheid, dan is hierdoor be-wezen, dat de konstante geen invloed uitoefent op den vorm der kromme.Tot toelichting hiervan diene het volgende voorbeeld.In de vergelijking ?’3 = ?Ÿ e f is a een konstante, die niet als factor van p alleen kan voorkomen; toch oefentzij geen invloed uit op den vorm der kromme; want, daar voor een hoek w\' p\' = a -^e\'o\' is, zoo verkrijgt men door deeling der vergelijkingen op elkaar: p â€” a ~ e^ p\' â€” a = eÂ?gt;\' p\' â€” a w\'-w p â€” a 6 of: - 1 , -Pa â€” 1 1 â€” 1 waaruit blijkt, dat men slechts 1 T P voor lengte-eenheid veranderen â€” om al de krommen te verkrijgen, die de verge-lijking kan opleveren. Men verkrijgt hetzelfde resultaat spoediger, door middel van de differentiaal-vergelijking. Uit p = a evolgt: p^^â€”ew\',dus: p = a-}.p_^ of: -p = 1 4- - p â€”a ^nbsp;a Op dergelijke wijze kan men handelen met eene vergelijking tusschen ^ enw. Alleen moet men dan drie punten nemen, waarvoor de bogen 5, 5 O- en ^ 4- g.\' en de hoeken w, w -f- ^ en w -f- y\' zijn. Door eHminatie van s en w is tevens de invloed der konstanten ge??limineerd,die den oorsprong aangeven. De

vergelijking van zoo even



??? p = Â? e Â?f ds ge??ntegreerd zijnde, geeft of dw ^ S\'-^ C = aw e ^ .... (1)Voor twee andere punten heeft men: en s nbsp;C=a{w ^\') nbsp;i^) trekt men nu (2) van (3) en (1) van (3) af, zoo verkrijgt men: â€”nbsp;â€” = {e f\' â€” e?) ennbsp;â€” en deze twee op elkaar deelende: ff\' â€” (T â€” Â? (y\' â€” y) _ e?\' â€” e?a â€” afnbsp;ef â€” 1 ,nbsp;ef\'-ef of: --z--â€” = -, 1nbsp;e? â€” l waaruit wederom blijkt dat, door aan a verschillende waarden te geven, delengten der bogen evenredig toe- of afnemen, terwijl de hoeken onveranderdblijven. Eindelijk: wanneer de vergelijking gegeven is tusschen p en s, zoo elimi-neert men s tusschen: p =/ {s, d)en p\' =y s, a)en ziet of de konstante als factor van p en 5 beiden voorkomt. Dezelfdekromme tot voorbeeld nemende, zal men, om de vergelijking tusschen p en ste verkrijgen, w moeten elimineeren tusschen: p^o eÂ?* en ^-j-Czrr??w eÂ?;daardoor verkrijgt men: s C rr: a.lg (p â€” a) -j- p â€” a.Voor een ander punt is: .9 O- -f- (7 = a.lg (p\' ~ a) 4- p\' a;



??? na aftrekking: 7 P - of:nbsp;- ^nbsp;^nbsp;anbsp;a ^ aP Afgezien van de konstanten, die den oorsprong bepalen, zal ook in de ver-gelijking tusschen p en ^ en p en^ elke konstante, die op eene anderewijze voorkomt dan de zoo even besprokene, op den vorm der kromme influ-enceeren. Want dan kan men niet dezelfde reeks van krommen verkrijgendoor eene eenvoudige verandering der lengte-eenheid, als die wordt opgeleverddoor verschillende waarden aan die konstante te geven.In het algemeen zijn geene regels te geven omtrent den aard dier influentie. Echter zijn er twee gevallen , die aan eene algemeene beschouwing onderworpenkunnen worden. 1quot;. JJene, konstante komt voor als factor vwn p hf van in de verg: a) als factor mn p_;. Zij a die konstante, zoo is de vergelijking, diemen kan veronderstellen ten opzichte van opgelost te zijn: De reeks van krommen, die men verkrijgt door aan a verschillende waardente geven, zal klaarblijkelijk dezelfde zijn, als die, welke ontstaat wanneer menvan ?Š?Šn der krommen, in de vergelijking opgesloten, alle p./^ in dezelfdereden grooter of kleiner maakt, daarbij de pV latende zoo als zij zijn. Nu ishet duidelijk, dat, wanneer in twee opeenvolgende punten ^ en ^ (Eig, 24, Â?en b)

p dezelfde waarde behoudt, het verschil dp hetzelfde blijft en dus nâ€”M- In de eene kromme (bij a) is echter: P-i in de andere (bij b): dw ~ das wordt dw ^ maal kleiner, als A maal grooter wordt. Men zal dushetzelfde resultaat verkrijgen, wanneer men in de vergelijking p = ? H



??? â€” w voor w sclirijft. Dit blijkt dan ook uit het volgende.X Integreert men zoo zal men verkrijgen: Hieruit kan men licht nagaan wat de invloed der konstante a zal zijn: dekromme zal namelijk over het geheel meer of minder gebogen zijn. b) Als factor van p. Zal p in twee op elkaar volgende punten a, maalgrooter worden, dan moet ook het verschil dp evenveel maal grooter worden;dus (Fig. 25, Â? en 5): p\'q Xjoq.Nu is wederom in de eene figuur (Â?): P-i en in de andere (?¨)nbsp;dw = . P-i Blijft dus even groot, dan zal dw, tegelijk met p, a maal grooter worden.In de vergelijking tusschen p en w moet men dus xp en aw voor p en wschrijven. Integreert men ?’ (Ap)nbsp;= dwnbsp;f (Xp) ZOO komt: y (Ap) = Xw -i- C waaruit hetzelfde blijkt. Tolgens het straks betoogde zullen deze krommen gelijkvormig zijn metdie, welke in de vergelijking f (p) = -i- C opgesloten zijn. Wat den vorm aangaat heeft dus zoodanige konstante den-zelfden invloed als die, waarvan bij a sprake was.2Â°. Eene konstante a komt zoodanig in de vergelijking fip, P-J = 0. voor dat zij verdwijnt, wanneer men p a â€” p\' stelt.



??? Men zal blijkbaar de verschillende krommen verkrijgen, wanneer men allep\'s even veel langer of korter maakt, en beschouwt men de kromme als evo-luut, dan is het verschil eenvoudig daarin gelegen, dat men de ontwikkelingin een ander punt van de evoluut begint. Men kan niet in het algemeen aangeven, van welken aard de wijzigingenzijn, die de vorm der kromme daardoor in haar geheel ondergaat. Daarentegenblijkt uit de figuren 1â€”23 gemakkelijk, welke wijzigingen het verkorten vanden kromtestraal in elk punt afzonderlijk teweeg brengt. Wij zullen dit inhet kort nagaan. Fig. 1, 2 en 6. Wanneer in de punten b p steeds kleiner wordt gedacht,tot hij eindelijk O wordt, dan ontstaan daardoor resp. de figuren 16, 15 en17. Wordt p negatief, zoo ontstaan wederom gewone punten, doch de kromteis van teeken veranderd. Het keerpunt der figuren 16, 15 en 17 scliuiftdaarbij van de linker- naar de rechterzijde op. Fig. 3 gaat, door fig. 11 heen, over in fig. 4 en fig. 6 door fig. 13 infig. 7 en omgekeerd. In fig. 8, 9, 14 en 19 is in het punt b p = cc, deze vormen zullen duszoo blijven. Fig. 10 en 12 gaan resp. over in fig. 23 en 22 en omgekeerd. Fig. 18 gaat door fig. 20 heen, over in fig. 31 en omgekeerd. Hieruit vloeit dus voort: 1. Een

gewoon punt kan een keerpunt worden;een keerpunt wordt een gewoon punt. 2.nbsp;Een top blijft een top, maar kan van maximum minimum worden enomgekeerd. 3.nbsp;In punten waar p â€” co is, heeft geene verandering plaats. 4.nbsp;Buigpunten worden snavels; snavels hunnen buigpunten worden, wanneerhet overeenkomstige punt der evoluut een buigpunt is. 5.nbsp;Andere snavels blijven snavels, maar kunnen van teeken veranderen. Tn de hoofdzaak komen deze beschouwingen overeen met hetgeen Peters zegtomtrent: â€ždie Metamorphose der Gestaltquot; (Pag. 52â€”54). Hij spreekt evenwelnog over eene verandering der hoeks-eenheid, â€” iets, waarvan in onze be-schouwing geen sprake kan zijn, daar reeds in Hoofdstuk I de hoekseenheid is vastgesteld op 57Â°, 2957 ____; en dit is een vereischte, zoodra men in het algemeen stelt



??? dp P-i â€” z:.- Wilde men de hoekseenlieid veranderen, bijv. ^ malen kleiner maken, danzou niet meer = | -aar = of = Â? zijn. Hieruit blijkt dathet veranderen der hoekseenheid hetzelfde resultaat oplevert als te schrijvenvoor dit volgt dan ook uit het straks besprokene: dat, wanneer menin eene kromme alle p^/s even veel malen grooter maakt, elke waarde vanin dezelfde reden kleiner wordt, hetgeen op hetzelfde ne??rkomt, als wanneerelke w in eene zooveel maal kleinere eenheid wordt uitgedrukt. Het veranderen der hoekseenheid bij Peters wordt dus terug gebracht ophet invoeren eener konstante, wier invloed op den vorm der kromme wij in\'talgemeen hebben aangegeven. Wij zouden dus hiermede kunnen volstaan, warehet niet dat Peters tot een resultaat komt, dat met onze beschouwingen strijdt.Als voorbeeld, hoe men onderzoekt of de verandering der hoekseenheid invloeduitoefent op den vorm, gebruikt hij de vergelijking der parabel pttqw of p = cos^w Verandert men hierin de hoekseenheid, of - wat op hetzelfde neerkomt -schrijft men /iw voor w, zoodat men heeft: 1 COS^fiV) dan is het uit het voorgaande duidelijk, dat deze konstante ^ wel degelijk invloed uitoefent op den vorm der kromme. Peters

daarentegen meent dal het veranderen der hoekseenheid hierbij niets afdoet, op grond, dat de cosiuns van een bepaalden hoek dezelfde blijft, in welke eenheid deze ook is uitgedrukt.Bedenkt men echter dat â€” \\ â€” 1-3 quot;^1334 â€” eiiz. is, wanneer de hoekseenheid 57Â°, 2957... is dan hliiVf Lf j ^nbsp;-inbsp;â–  . ,nbsp;----ts^ aan blijkt het dat men, door cos w in de vergelijking te laten staan, ook de hoekseenheid altijd op 57Â°, 2957 houdt. Jchr^ffc jen echter ... voornbsp;dan eerst is in de reeks cosnbsp;â€” ^nbsp;_ ... enz. de hoekseenheid: - 57Â°, 2957..... Nog eene enkele opmerking omtrent de wijze, waarop Peters onderzoekt of eene konstante al dan niet aanleiding geeft tot eene metamorphose van den vorm. Zij is eenvoudiger dan die in deze Â§ ontwikkeld is, maar niet zooalgemeen toepasselijk.



??? Peters onderzoekt of de verkonding der kromten h en h\' in twee puntender kromme al dan niet afhankelijk is van de konstante. Dit is slechts danin het algemeen van toepassing, wanneer men de kromte heeft uitgedrukt infunctie van het verschil der hoeken of der bogen in de twee punten om redenendie bladz. 45 zijn aangevoerd. De voorbeelden, die Peters geeft, zijn zoodanig,dat de waarde der konstante geen invloed heeft op de richting van waar mende hoeken begint te tellen. Past men echter de methode van Peters toe opde straks genoemde vergelijking: p = lt;2 e zoo blijkt het, dat zij daarvoor ongeschikt is. Is namelijk voor een hoek wde kromtestraal p, voor een hoek w\'p\', en in voor den hoek W de kromtestraal p en voor F\': p\', zoo zal men moetenhebben: of: a e : a e = A e A enu w ~ W en w\' = W, zoo komt achtereenvolgens: Ae ^ -\\~ae ~ Ae ae wA [e w â€” e â€” a {e â€?Â?gt; â€” e w\')A~a zoodat de krommen alleen dan gelijkvormig zouden zijn als de konstantengelijk zijn. Wij zagen evenwel dat men bij eene behoorlijke in acht nemingvan den invloed der konstante op de oorspronkelijke richting tot een anderresultaat komt. Â§ a. asymptotisme en peuiodiciteit. Wanneer c ?Š?Šne der co??rdinaten s, w beteekent en de

vergelijking\' p =?’ (c).... (1) zoodanig is dat, van eenige positieve of negatieve waarde van c af, de co??r-dinaat tot -j- 00 of â€” 00 kan aangroeien zonder dat p onbestaanbaar wordt,dan kan men twee gevallen onderscheiden, die den grondslag zullen uitmaken



??? vau eene nadere beschouwing beiretkelijk de verschillende vormen, die eenekromme lijn kan hebben. Stelt men namelijk in de vergelijking (1) c = oo, dan zal elke term, dieeen algebra??sche, exponenti??ele of logarithmische functie van c is, overgaan in00, O of ^, in welk laatste geval de waarde volgens de bekende methodenkan gevonden worden. Omgekeerde goniometrische functies, die â€” in de ver-onderstelling dat de co??rdinaat tot oo kan aangroeien â€” slechts onder zeerbeperkende voorwaarden kunnen voorkomen, zullen steeds eene bepaalde waardeverkrijgen. Wel zullen in het algemeen alle bogen, die %nn verschillen, aandezelfde goniometrische functie voldoen, maar het kan nooit twijfelachtig zijn,welke van deze waarden men nemen moet, daar het altijd uit de voorafgaandewaarden der functie blijkt, hoe groot n is. Anders is het in vele gevallen gelegen met termen, goniometrische functiesbevatten, waarvan het argument wederom een functie van c is. Wordt ditlaatste oo voor c = oo, dan zal de goniometrische functie zelve niet tot eenebepaalde waarde naderen; want, hoe groot het argument ook wordt, steedsblijft de goniometrische functie oscilleeren tusschen de haar eigene

grenswaarden.Wordt het argument O of eindig, dan verkrijgt ook de functie eene bepaaldewaarde. Heeft eindelijk de goniometrische functie tot co??ffici??nt een anderefunctie van c, dan zal ook die tevens overgaan in oo, O, | of in eene zui-vere goniometrische functie van c. Hieruit volgt dat, indien de vergelijking niets dan goniometrische functiesbevat, zij geene verandering zal ondergaan, voor c = co, â€” tenzij het argu-ment der goniometrische functie zelf eindig of nul wordt. Dit geval zullen wijvooralsnog buiten rekening laten, ten einde er straks op terug te komen. De twee gevallen, waarvan zoo even sprake was, zijn nu deze: 1Â°. De functie f{c) wordt, voor c = oo, oneindig, nul, eindig of gaatover in eene goniometrische functie; 2Â°. De functie /(c) verandert niet voor 6\' = oo. De geometrische beteekenis hiervan is deze: wanneer de vergelijking eenerkromme lijn voor c oo van gedaante verandert, dan zal de vorm derkromme, bij het onbepaald toenemen van den co??rdinaat, meer en meer na-deren tot den vorm, die alsdan door de vergelijking wordt aangegeven; delijn, die dien vorm heeft, heet asymptoot der kromme; deze laatste kan be-



??? schouwd worden als in het oneindige met haar asymptoot samen te vallen.Hieruit vloeit onmiddellijk voort, dat de evoluut der kromme onbepaald naderttot den vorm van de evoluut der asymptoot, zoodat in het algemeen de evo-luut van de asymptoot eener kromme de asymptoot van hare evoluut is. Verandert, voor c = cc, de gedaante der vergelijking niet, dan heeft ditook geen plaats met de kromme. Uit de omstandigheid, dat zoodanige verge-lijking all?Š?Šn goniometrische functies kan bevatten, is het dan ook duidelijkdat bij eene voortdurende toename van c dezelfde reeks van waarden voor pterugkeert, telkens, wanneer het argament met vermeerderd is i). Wij zullen de krommen, die, voor ?Š?Šn der co??rdinaten s oi w gelijk oo,eene lijn asymptotisch naderen, asy^nptotisch noemen ten opzichte van denco??rdinaat, waarvoor dit geschiedt; terwijl de krommen, die telkens dezelfdewaarden voor de kromte opleveren, in het algemeen periodisch zullen heetenten opzichte van den co??rdinaat, waarvoor die periodiciteit plaats heeft. Â§ 3. asymptotische keommen. * De asymptoot\'eener asymptotische kromnie is, blijkens het voorgaande, eencirkel of een periodische kromme. Wanneer toch de vergelijking voor c z=z lt;x overgaat

in /gt; = oo, p = O of p = een konstante a, dan kanmen ze altijd beschouwen als de vergelijking van een cirkel, wiens straal oc,0 of Â? is. Gaat daarentegen de vergelijking over in eene andere, die alleengoniometrische functi??n bevat, dan is de asymptoot een periodische kromme. Wanneer de vergelijking eener asymptotische kromme goniometrische functiesbevat, zoo is het beginsel der periodiciteit aanwezig, en dit zal zich op deeene of andere wijze in den vorm der kromme moeten openbaren; het duide-lijkst zal dit geschieden, wanneer de asymptoot een periodische kromme is:deze laatste levert dezelfde reeks van waarden op voor p, wanneer het argu- Er is ?Š?Šne kromme lijn, die steeds dezelfde reeks van waarden oplevert voor p, en toch nietdoor eene vergelijking in goniometrische fiincties wordt voorgesteld: namelijk de cirJcel p a.Daar echter de co??rdinaat geheel ontbreekt, â€” omdat p altijd dezelfde waarde heeft, â€” en er dusvan eene verandering van kromte geen sprake is, kan men deze lijn even als de rechte van de tebespreken vormen uitsluiten.



??? ment met vermeerderd wordtj de reeksen van waarden, die p in de oor-spronkelijke kromme verkrijgt voor eene vermeerdering van het argument ge-lijk aannbsp;zullen dus ook, voor zeer groote waarden van c, reeds eenegroote overeenkomst doen zien; en men zal c zoo groot kunnen nemen, datde waarden van p in twee punten, waarvoor het argument der goniometrischefunctie een verschil oplevert van 2t, zoo weinig van elkaar verschillen alsmen verkiest. Het behoeft wel geen nader betoog, dat het noodzakelijk gevolghiervan is, dat twee zoodanige reeksen voor een deel dezelfde waarden van pzullen opleveren; dit nu kan niet plaats hebben zonder dat p maximum ofminimum waarden heeft, of wel door O of co heen van teeken verandert. Elkekromme derhalve, die eene periodische kromme tot asymptoot heeft, bezit eenoneindig aantal toppen, keerpunten of buigpunten. Is de asymptoot geen periodische kromme, zoo zal het van den aard dergoniometrische functie en de wijze waarop zij voorkomt afhangen, of hareperiodiciteit zich op zulk eene in het oog vallende wijze in den vorm derkromme openbaart. Het kan namelijk gebeuren, dat, van eenige waarde vanc af, de aangroeiing van p, voor zoo ver zij afkomstig is van de niet gonio-

metrische termen, altijd grooter is dan de negatieve aangroeiing, die degoniometrische functies in hare periode van afneming kunnen opleveren;dan zal p steeds groeiende blijven, en de kromme zal, even als in vergelij-kingen zonder goniometrische termen, van eenig punt af geene toppen, keer-punten of buigpunten kunnen hebben. Hiervan levert o. a. de vergelijking p = c sin c een voorbeeld. Op zijn hoogst kannbsp;worden, gelijk blijkt uit ^P -I . -f =z I cos c,dc maar nooit negatief. Overeenkomstig het voorgaande kan men deze twee vormen van asymptotisme onderscheiden: a. De kromme vermeerdert of vermindert van een bepaald punt af voort-durend hare kromte, en heeft tot asymptoot een cirkel, wiens straal nul, eindigof oneindig zijn kan. De vergelijking han goniometrische functies bevatten.



??? h. De kromme lieeft een oneindig aantal toppen, keerpunten of buigpun-ten, en kan een cirkel of een periodische kromme tot asymptoot hebben. Devergelijking moet goniometrische functies bevatten. Wij zullen in het bijzonder nagaan het geval, dat de asymptoot een cirkelis. De waarde waartoe p nadert, d. i. den straal van dien cirkel, zullen wijaltijd a noemen, steeds in het oog houdende, dat a even goed nul en oneindigals eindig kan zijn. Het zal bij dit onderzoek noodig zijn te onderscheiden of w dan wel s deco??rdinaat is, ten opzichte waarvan de kromme asymptotisch is. I. f wordt gelijk a voor ?¤ â€” co. Is Â? eindig, zoo moet ook w = oz zijn;want was voor s (X), w bijv. gelijk y, dan zou men in die richting eenerechte kunnen trekken, waarmede de kromme voor s = oo samenviel, ofwaaraan zij althans parallel liep; maar dan was ook p = oc, hetgeen met deonderstelling strijdt. Het middelpunt van den cirkel p = Â? is een asympto-tisch punt van de evoluut, hetgeen ook daaruit blijkt, dat voor p ~ a, dpen dusnbsp;= O wordt; verder heeft men dan ook ^ i â€” O enz. â€? awnbsp;dvjnbsp;-nbsp;\' zoodat alle evoluten dit middelpunt asymptotisch naderen. Elke evoluut heeft daarenboven nog deze eigenschap, dat de lengte van haar

boog eene eindige waarde nadert zonder die ooit te bereiken. Want de kromtestraal eener kromme is gelijk aan den boog van hare evoluut; evenmin nu als de waarden p~a, p-i = O, = O, enz. ooit worden bereikt, evenmin zal ooit = O, i9â€ž3 O, enz. bereikt worden, alsnbsp;enz. de bogen der eerste, tweede, derde enz. evoluut beteekenen. Is ?? â€” O, zoo gelden dezelfde opmerkingen: alleen de cirkel is een punt gewor-den , zoodat de kromme en al hare evoluten hetzelfde punt tot asymptoot hebben. Yoor a = 00 kan w eene eindige waarde ^ hebben; is dit het geval, zoozal men in die richting eene rechte lijn kunnen trekken; deze is of loopt pa-rallel met de rechte, die alsdan asymptoot is, en als een cirkel met oneindiggrooten straal kan beschouwd worden. De evoluut nadert meer en meer totde richting, die loodrecht is op de asymptoot der kromme. .Is echter voora =z cc ook w â€” oc, zoo draait de kromme spiraalvormig rond, en daar dekromtestraal hoe langer hoe grooter wordt, breidt zij zich steeds verder uit;de asymptoot is een cirkel, wiens omtrek in het oneindige ligt. Het verschiltusschen deze twee gevallen van asjmptotisme â€” dat namelijk, voor s ~ ctj



??? en p = oo, w tot eene eindige waarde of tot cÂ? nadert â€” is derhalve hieringelegen, dat in het eerste geval het middelpunt van den cirkel, wiens straal oois, in het oneindige ligt, terwijl in het tweede geval de omtrek oneindig verweg gelegen is. In het eerste geval ligt het snijpunt der stralen in het on-eindige, d. i. de stralen loopen parallel, en de omtrek wordt een rechte;in het tweede geval snijden de stralen elkaar, maar de omtrek ligt in het on-eindige. De asymptoot van de evoluut is ook in dit laatste geval het mid-delpunt; echter is de plaats van dat punt geheel onbepaald, daar het vlak,waarvan de omtrek de grens zou moeten uitmaken, geene grenzen heeft. Menkan zich dus voorstellen, dat het middelpunt zich beweegt en eene krommelijn doet ontstaan: deze moet als de asymptoot der evoluut beschouwd worden.Deze gevallen worden het duidelijkst toegelicht, wanneer men de verander-lijken p en w resp. als ordinaten en abscissen beschouwt in een rechthoekigco??rdinaten-stelsel. Wordt namelijk de ordinaat p oneindig voor eene eindigewaarde ÂŠ van de abscis w, dan wordt ookoneindig; maar worden de co- dc:nbsp;. . ordinaten beiden oneindig, dan kan niet alleen eindig, nul of oneindig d\'W zijn, maar ook periodisch, d. i. de kromme (in het

rechtlijnig co??rdinaten-stelsel) gaat met kronkelingen in eene bepaalde richting tot in het oneindigevoort. Past men dit toe, dan heeft men de volgende gevallen:p = 00 voor w y : p_j = GO p =r: 00 voor w â€” GO : p_jis eindig; de asymptoot der evoluut is een cirkel. 0; de asymptoot der evoluut is een punt.oo; de evoluut verkeert in hetzelfde geval als dekromme. p_j is periodisch; de asymptoot der evoluut is een pe-riodische kromme. Dit laatste zal bijv. het geval zijn, wanneer men de involuut beschouwt vaneene geslotene kromme, waarin geen keerpunten, buigpunten of snavels voor-komen. Die involuut zal namelijk tot asymptoot hebben een cirkel, wiensomtrek in het oneindige ligt, terwijl het middelpunt gedacht moet wordenlangs de geslotene kromme zich te bewegen; deze laatste echter is eene peri-odische kromme, want bij het voortdurend aangroeien van s en w keert telkensdezelfde vorm terug; zij heeft dus geen asymptoot, of ook, zij is haar eigenasymptoot; want voor Â? en w gelijk oo valt zij met zich zelve samen.



??? IT, p a voor w = oo. Is. Â? eineiig of oneindig zoo moet ook s cxgt;worden; want was s = o-, zoo zou de asymptoot een punt moeten zijn, en dusp = O, â€” hetgeen met de onderstelling strijdt. Dit levert derhalve dezelfdegevallen op als die zoo even besproken zijn. Is a â€” 0 zoo kan 5 een eindige waarde lt;r naderen: de asymptoot is eenpunt, waarom de kromme zich spiraalsgewijze draait. Wanneer eene kromme lijn tot asymptoot heeft een rechte, zoodat voorp = GO, w = f is, of een punt, waarbij, voor p = O, s := lt;r is, zoo kan inhet eerste geval w gt; y, in het tweede ^ gt; o- nog bestaanbare waarden voor popleveren. Het gedeelte der kromme, dat daardoor ontstaat, zal dezelfde rich-ting of hetzelfde punt tot asymptoot hebben, waarmede dus de beide takkenin het oneindige samenvallen. Al naar gelang p zijn teeken behoudt of niet,zal men, in het geval dat de asymptoot een rechte is, een vorm verkrijgenanaloog met een top of een keerpunt; evenzoo ontstaan, in de onderstellingdat bij een asymptotisch punt p bestaanbaar blijft voor s gt; lt;r, vormen dieanaloog zijn met toppen en buigpunten. Wordt p imaginair, zoo kan men inhet eerste geval de vormen vergelijken met buigpunten of snavels, in hettweede met keerpunten of

snavels, naar gelang p in beide takken verschillendeteekens heeft of niet. Men kan hiermede overeenkomstig zoodanige vormenin de meeste gevallen werkelijk als toppen, keerpunten, buigpunten of snavelsin het oneindige beschouwen. Schrijft men in de vergelijking eener asymptotische kromme ftc voor c, zoo Imi deze konstante invloed uit-oefenen op den vorm der kromme, wanneer geene goniometrische functi??nvoorkomen; zij zal dit doen wanneer deze wel aanwezig zijn. Die invloed isalsdan van denzelfden aard als bij de periodische krommen; wij verwijzen dusnaar hetgeen hierover in de volgende Â§ voorkomt. Â§ 4. peeiodische keommen. Wanneer de vergelijkingall?Š?Šn goniometrische functies bevat zoo is de kromme periodisch, d. i. dezelfde



??? waarden van p keer en terug voor eene vermeerdering van het argument gelijkals n een willekeurig geheel getal is. Noemt men in het algemeen hetargument $ (c), dan zal dus / {$ nbsp;= ?’ 2 1) tt} zijn, en de reeks van waarden die p verkrijgt tusschen $ ennbsp; dezelfde als die p heeft tusschen ^ 2 {nl) tt en ^-\\- 2 {n-{-2) vr. Elkgedeelte der kromme, waarin p deze geheele reeks van waarden doorloopt, zaleene periode genoemd worden; het verschil tusschen de waarden van c, die hetargument gelijk 2n-r en ^ 2 [n l) tt maken: de duur dier periode. Noemt men dat verschil y, dan zal de duur eener periode gevonden wor-den door uit de vergelijking (c) â€” 4Â? (c â€” y) = 23-y op te lossen. Komen meerdere goniometrische functi??n voor met verschillendeargumenten, die niet tot een zelfde argument kunnen herleid worden, zoo zalblijkbaar y gevonden worden door het kleinste gemeene veelvoud te nemenvan de getallen, die voor elk dier functies den duur der periode aangeven. In het algemeen zal y een functie van c zijn; alleen wanneer $ (e) vanden vorm ac is, zal 7 konstant zijn; immers wanneer men de vergelijking $ (c) â€” (c â€” y) â€” 27rvolgens c differentieert, zoo komt er (c) = (c â€” y)waaruit blijkt, dat 4?\' (c) konstant moet zijn. Stelt men dus:

[c)z= a en integreert, zoo komt: $ (c) rrr ??c De konstante waarde van y is nu altijd gelijk â€” en dus onafhankelijk van Men kan nu onderscheiden de gevallen:a) y is konstant.l) y is eene functie van c. In het eerste geval zijn de perioden in alle opzichten identisch; want doordifferentiatie van



??? komt er: = af\' {ac ?¨). Voor eene vermeerdering gelijk van c isdus zoowel de kromte als de verandering der kromte ten opzichte van denco??rdinaat dezelfde, welke waarde n, ook heeft. De evoluut van zoodanigekromme is derhalve eene periodische kromme van dezelfde soort. Is daarentegen 7 = y (c), zoo zullen de perioden niet identisch zijn, omdathaar duur verschilt. Dit kan tot zeer gecompliceerde vormen aanleiding geven:immers, het hangt van de functie y = y (c) af van welken aard de periodici-teit is; deze kan namelijk zelve asymptotisch of periodisch zijn, naar gelangy, voor c = cc, tot een limiet nadert of niet; en in beide deze gevallen kanmen dezelfde onderscheidingen maken, als bij de krommen zelve. Is y asymp-totisch, en nadert zij tot co, 0 of eene konstante, zoo zullen, bij een onbe-paald toenemen van c, de perioden bf steeds grooter worden, zoodat elke vol-gende perioden langer is dan de voorgaande, terwijl eindelijk een oneindiggroote periode ontstaat; â€” of wel, zij zullen zich voortdurend als het waresamentrekken, totdat ten slotte de periode tot een punt wordt gereduceerd; â€”â– of eindelijk, zij zullen meer en meer gelijk worden aan de periode der kromme,waarvoor y de konstante waarde heeft, die me haar limiet

is. Nadert y toteen goniometrische functie, zoo nadert de kromme lijn tot een andere lijn,waarvoor dezelfde waarden van y periodisch terug keeren. Wanneer y periodisch is, zoo kan ook hier het argument der goniometrischefunctie al of niet van den vorm ac 6 zijn. Noemt men y\' de waarde van c waarvoor y wederom dezelfde reeks vanwaarden verkrijgt, dan is het duidelijk, dat voor c = y ook dezelfde reeksvan waarden voor p weder zullen te voorschijn komen, en op dezelfde wijzeop elkaar volgen, zoodat de deelen der kromme tusschen lt;gt;(lt;?)â€?â€” $ (c â€” y\')en $ (c â€” y\') â€” $ (c â€” 2y\') gelegen weder identisch zijn. Zoodanige periodici-teit kan als van de tweede orde beschouwd worden, en het is duidelijk datmen op deze wijze tot in het oneindige kan voortgaan; is toch y\'niet konstantmaar een functie van c, dan kan zij aan hetzelfde onderzoek onderworpenworden, als zoo even y. In het zoo even behandelde geval, â€” dat namelijk niet gelijk ac b is,is nu tevens opgesloten het geval dat $ tot O of tot een eindige waarde na-



??? dert voor c = ao, hetgeen wij voorloopig hadden terzijde gezet (pag. 58).Immers, â€” noemt men a de waarde waartoe $ nadert â€”, dan zal van afeenige waarde Â? Â? de goniometrische functie steeds toe- of afnemende blij-ven, naderende tot hare waarde voor $ = als limiet; de laatste periode isdus oneindig groot, en derhalve zal voor c = oo ook y = co zijn. Hiervanlevert de vergelijking . 1 O quot; 8%% â€” rnbsp;6\' een voorbeeld. Wanneer men namelijk heeft 1 3 of c gt; 5r ZOO keeren niet. meer dezelfde waarden van p periodisch terug, maar nadert ponbepaald tot O en wordt dus steeds kleiner. Gelijk bij de asymptotische krommen de invloed van goniometrische functiesop den vorm der lijn, zich als periodiciteit openbaart, zoo openbaart zich â€”blijkens het voorgaande â€” in periodische krommen de invloed van algebra??schefuncties als asymptotisms; en ofschoon in het eerste geval de periodiciteit, en(vooral) in het laatste geval het asymptotisme in sterke mate op den voorgrondkan treden, zoo bestaat er toch altijd dit essentieel verschil, dat eene asymp-totische kromme nooit uit deelen bestaat, waarin de kromte dezelfde reeks vanwaarden doorloopt, terwijl dit bij eene periodische altijd het geval is. Alseen eigenlijke overgang zou zoodanige

periodische kromme aangezien kunnenworden, waarbij de goniometrische functie van zekere waarde van c af tot eenkonstante of tot nul nadert; want, hoewel dit deel der kromme in verbandmet het overige gedeelte als een oneindig lange periode moet beschouwd wor-den, zoo kan de omstandigheid, dat p, van eene bepaalde waarde van c af,voortdurend toe- of afneemt zonder een spoor van periodiciteit te vertoonen,aanleiding geven om de kromme asymptotisch te noemen. Let men op de uitersten der twee vormen, zoo zal men een onvermengdasymptotisme vinden bij krommen, wier vergelijkingen geen enkele goniome-trische functie bevatten, terwijl in de zuiver periodische krommen het argu-ment der goniometrische functies van den vorm ac h is.



??? In het algemeen kan men omtrent periodische krommen nog het volgendeopmerken, hetgeen zonder betoog gemakkelijk wordt ingezien. Elke periode heeft minstens twee bijzondere punten, hetzij toppen, keer-punten of buigpunten, waaronder wij ook rekenen de gevallen, dat deze pun-ten in het oneindige liggen. Heeft dit laatste plaats, zoo heeft elke periode?Š?Šn of meer rechten of punten tot asymptoten, al naar gelang w of s de co??r-dinaat is, ten opzichte waarvan de kromme periodisch is; en dan zal de krommeten opzichte van den anderen co??rdinaat asymptotisch zijn, omdat voor eenoneindig groote waarde van dezen p = (x of = O wordt. Hieruit blijkt dateene kromme lijn asymptotisch kan zijn ten opzichte van ?Š?Šn co??rdinaat, enperiodisch ten opzichte van den anderen: het is dan een periodische kromme,waarvan elke periode asymptotisch is. Wij zullen in het bijzonder die periodische vormen nagaan, waarbij het ar-gument der goniometrische functie van den vorm ac b is. Hierbij is hetwederom noodig te onderscheiden of w dan wel ?¤ de co??rdinaat is, ten opzichtewaarvan de periodiciteit plaats heeft. I. Periodiciteit ten opzichte van w. Er kunnen twee oorzaken ziju, waardoor de vergelijking in ?¤ niet periodisch is: lo,

doordat de kromme toppen in het oneindige heeft. 3quot;. doordat de kromme keerpunten heeft. In het eerste geval toch zal voor die waarde van w, waarvoor p = oo is,ook 5 cc zijn, zoodat uit de vergelijking in ^ moet blijken, dat bij eenonbepaald aangroeien van 5, p tot oo nadert. In het tweede geval zal, in het keerpunt, s eene grenswaarde hebben, die nietoverschreden kan worden, zonder dat p onbestaanbaar wordt; maar, daar p inhet keerpunt van teeken verandert, zoo zal er nog een keerpunt moeten aan-wezig zijn, wil p eenmaal dezelfde waarde met hetzelfde teeken weerkrijgen.Dit vereischt een tweede grenswaarde van s; de vergelijking in s zal dus â€” metinachtneming van hetgeen in Hoofdstuk II (Â§ 4) gezegd is omtrent de wijzewaarop men zich het ontstaan van keerpunten kon voorstellen â€”- eene krommelijn opleveren met een keerpunt, die niets anders is, dan ?Š?Šne periode vande kromme, zoo als de vergelijking in w haar aangeeft. De grenswaarden vanÂ? kunnen beiden of een van beiden lt;x zijn, d. w. z. dat s niet door oo heenvan teeken kan veranderen, zonder p imaginair te maken.



??? Heeft daarentegen de kromme geene toppen in het oneindige en evenminkeerpunten, dan zal zoowel de vergelijking in s als die in w eene periodischekromme opleveren; want dan moet de vergelijking in s de kromme lijn inhaar geheel geven, daar s onbepaald aangroeit, zonder dat p eenige waardeasymptotisch nadert of imaginair wordt. Omgekeerd zal elke kromme, wiervergelijkingen in s en in w beide periodisch zijn geene der genoemde puntenkunnen hebben; want was er een asymptotisch punt, zoodat voor s â€” a,p = Q werd, dan zou w = oo moeten zijn en de kromme zou ten opzichtevan l?? asymptotisch zijn; en was er een asymptotische rechte, zoodat voorw â€” f, p = XI werd, zoo zou zij het ten opzichte van s wezen. Dat zij geenekeerpunten kan hebben, volgt onmiddellijk daaruit, dat s verondersteld wordtonbepaald te kunnen aangroeien. Denkt men zich de overeenkomstige punten van elk paar aan elkandersluitende perioden door rechte lijnen vereenigd, zoo zullen â€” wegens deidentiteit der perioden â€” al deze lijnen even groot zijn, en overal gelijkehoeken maken; deelt men deze hoeken midden door, zoo snijden de deellijnenelkaar in ?Š?Šn punt, dat het middelpunt is van den cirkel, die door al dezeovereenkomstige punten gaat.

Eene geslotene kromme is eene periodische kromme, waarbij van eenige pe-riode af alle volgende perioden op de voorgaanden vallen. Voor het punt datop het beginpunt der eerste periode valt, zal natuurlijk w â€” n x 360o moe-ten zijn, als n een geheel getal beteekent; dit zullen wij n omgangen noemen;dus beteekent de uitdrukking.\' er zijn vijf perioden in drie om,gangen, dat dezesde periode wederom op de eerste valt, en dat alsdan w = 3 x 860quot; is. Uit het straks opgemerkte vloeit voort, dat de middelpuntshoek van denveelhoek, die door de overeenkomstige punten gevormd wordt, gelijk is aanden hoek der normalen in die punten; deze hoek geeft dus den duur der pe-riode , y, in graden aan, zoo als die uit de vergelijking in w gevonden wordt,wordt. Veronderstelt men nu dat er Â? perioden in ?Ÿ omgangen zijn, dan zala X y = (3 X 360 moeten zijn, of: ?„ _ 360_ en hieruit zal men a en ?Ÿ vinden door de eenvoudigste geheele getallen tezoeken, die tot elkaar in dezelfde reden staan als 360 tot y.



??? Wanneer 7 ten oiozichte van 360quot; onmeetbaar is, zoo zal de kromme zlclinooit sluiten; daar men echter aan x en ?Ÿ successievelijk zoodanige waarden kan geven, dat de verhoudingsteeds minder van â€” verschilt, zoo zal tel- pnbsp;y kens, wanneer het aantal perioden gedeeld door het aantal omgangen, gelijkis aan ?Š?Šn dezer naderende breuken, de eerst volgende periode dichter bij deallereerste periode geschoven zijn, terwijl de afwijking beurtelings aan de eeneen aan de andere zijde zal plaats hebben. Men kan daarom zoodanige krom-men beschouwen als gesloten na een oneindig aantal omgangen. Anders is het gelegen wanneer y â€” n, x 360 is, n een geheel getal zijnde;dan kan de kromme gesloten zijn of niet. Is namelijk het verschil in richtingtusschen de normalen in de overeenkomstige punten van twee aan elkaar slui-tende perioden een veelvoud van 360Â°, dan loopen ze parallel. De cirkel-omtrek , waarop de overeenkomstige punten liggen, wordt eene rechte, wanneerde overeenkomstige punten van twee aan elkaar sluitende period?¨n niet inelkaar vallen, en een punt, wanneer dit wel plaats heeft; in het eerste gevalliggen de perioden allen in ?Š?Šne richting naast elkaar, zoodat de kromme zichnooit sluiten

kan; in het tweede geval liggen alle perioden op elkaar: dekromme sluit zich met ?Š?Šne periode in n omgangen. Wij zullen in de vol-gende Â§ in een voorbeeld doen zien, hoe dit onderscheiden kan worden inde vergelijking. Eene afzonderlijke beschouwing vereischt nog het geval dat y = x 180,en n oneven is; alsdan heeft men twee perioden in n omgangen en de normalenin overeenkomstige punten loopen wederom parallel. Evenwel kan dit niet andersdan bij geslotene krommen plaats hebben, want trekt men de rechte lijn, dietwee overeenkomstige punten p en q^ (Fig. 26) vereenigt, zoo moet deze metdie, welke q^ met het overeenkomstige punt p\' der derde periode vereenigt,180quot; maken; dus ligt dat punt op pq, maar in-tegengestelde richting alswaarin q ten opzichte van p gelegen is; omdat verder de perioden kongruentzijn, pq â€” qp\', en valt het punt p\' weder in het punt p zelf: de derdeperiode bedekt dus de eerste. Uit h\'et voorgaande blijkt dat elke kromme, waarvan de duur eener periodeniet gelijk n x 360quot; is, gesloten moet zijn, terwijl voor y â€” Â? x 360Â? dekromme gesloten Tcan zijn. Daar in het algemeen



??? is, zoo is het duidelijk, dat men, door aan de konstante a verschillendewaarden te geven, den duur der periode verandert, en wel in dier voege, datmen Â? perioden in a?Ÿ omgangen verkrijgt in plaats van in ?Ÿ omgangen. Daarde konstante a op dezelfde wijze voorkomt als de vroeger gebruikte factor fi(als factor van w), zoo is hiermede tevens het antwoord geg?¨ven op de vraag,van welken aard de invloed van dien factor is op de thans besprokene perio-dische krommen. Daar a altijd zoodanig kan gekozen worden, dat y niet gelijk n x 360quot; is,zoo kan men van elke niet gesloten kromme, die periodisch is ten opzichtevan w, eene geslotene maken. II. Periodiciteit ten opzichte van s. Hier valt alleen het geval te bespreken, dat de kromme niet periodisch isten opzichte van w. Dit kan weder veroorzaakt worden, door dat de krommetoppen heeft in het oneindige â€” dus hier asymptotische punten met eeneindige waarde van Â? â€”, of wel buigpunten; hetgeen op dezelfde wijze wordtaangetoond, als pag. 62 met betrekking tot asymptotische rechten en keerpunten. Trekt men in zoodanige kromme de normalen in de overeenkomstige pun-ten, zoo zullen deze bf allen in elkaar vallen, â€” als wanneer de krommelijn gesloten is â€” bf parallel loopen,

zoodat de perioden allen in ?Š?Šne rich-ting naast elkaar liggen. Immers de vergelijking in w is niet periodisch: zijgeeft slechts den vorm aan van ?Š?Šne periode j sluit men dus deze krommenaan elkaar aan, dan zullen de gelijke waarden van p door dezelfde waardenvan w worden geleverd, zoodat het verschil in richting der normalen inovereenkomstige punten altijd nul is. Voert men in de vergelijking in s denfactor ^ in, zoo heeft dit hetzelfde resultaat, als wanneer men dit doet in devergelijking in w; maar daardoor zal alleen de duur der periode (d. i. hierde lengte van den boog) veranderd worden en daarmede de vorm der perio-den, niet hare betrekkelijke ligging; zoodat men deze periodische krommenniet zoodanige metamorphose kan doen ondergaan als die, welke ten opzichtevan w periodisch zijn.



??? GEVAL DAT DE CO?–KDINAAT NIET TOT oo KAN AANGROEIEN. In Â§ 2 veronderstelden wij dat in de verg. p=if{c), c van eene bepaaldewaarde af tot oo of â€” oo kan aangroeien, zonder dat p onbestaanbaarwordt. Is dit eobter niet het geval, d. i. heeft c zoowel bij eene positieve alsbij eene negatieve toename grenswaarden, die niet kunnen overschreden wor-den, zonder p imaginair te maken, dan heeft de kromme aldaar een keerpunt,een buigpunt of een snavel, al naar gelang in dat punt: 1Â°. s een grenswaarde heeft, terwijl w blijft toenemen,w een grenswaarde heeft, terwijl s blijft toenemen, 3Â°. zoowel s als w grenswaarden hebben. De beide eerste gevallen zijn in het tot nu toe behandelde vervat, voor zoover w of 5 niet slechts door het keerpunt of buigpunt heen, maar ook verdertot in het oneindige kan aangroeien; het is dus alleen noodig nog een enkelwoord te zeggen over krommen, waarbij beide co??rdinaten 5 en w grenswaar-den hebben, zoo bij eene positieve als bij eene negatieve toeneming. In het punt, waar s die waarde heeft, is een keerpunt; waar w zijn maximumbereikt, een buigpunt; terwijl, wanneer die twee waarden van s en w het-zelfde punt der kromme aangeven, de combinatie van keerpunt en

buigpuntaldaar een snavel doet ontstaan. Men kan hierbij in het algemeen onderscheiden: a) Tusschen de grenswaarden Â? en ?Ÿ van e kan p een oneindig aantalverschillende reeksen van waarden hebben; dan levert de vergelijking even zoovele verschillende krommen op, die echter allen aan elkaar sluiten in keer-punten, buigpunten of snavels. Men zal dan kunnen trachten een limiet tevinden, waartoe die reeks van waarden nadert, en deze als den asymptoot derkromme beschouwen, zoodat deze alsdan tot de asymptotische gerekend kanworden. ?¨) Er is een beperkt aantal reeksen van waarden voor p. Alsdan behoortde kromme lijn tot de periodische; want even als bij periodische lijnen metenkel keerpunten de vergelijking in s, â€” of met enkel buigpunten, die inw, â€” slechts ?Š?Šne periode aangeeft, die, tot in het oneindige herhaald, dekromme in haar geheel oplevert, zoo zal men ook hier, analoog daarmede.



??? die reeksen van waarden van p onophoudelijk in dezelfde orde naast elkaarkunnen plaatsen, en daardoor eene periodische kromme verkrijgen. Het is duidelijk dat bij deze krommen, even als bij de periodische krom-men met buigpunten, de duur der periode ten opzichte van w gelijk O is,zoodat de factor /a alleen op den vorm van elke periode kan influenceeren. Omtrent den aard der vergelijkingen van deze krommen valt nog op temerken, dat de omgekeerde goniometrische functies ?¨g sin, c en bg cos c hierbijeen groote rol zullen spelen, daar, tusschen de grenswaarden â€” 1 en 1van c, de functie een oneindig aantal reeksen van waardeu verkrijgen kan. Â§ 6. EANGSCHIK.KING DER VERSCHILLENDE VORMEN. Naar aanleiding van het in de vorige Â§Â§ ontwikkelde zullen wij thans deverschillende vormen in geregelde volgorde rangschikken en hier en daar doorvoorbeelden toelichten. Daarbij zullen wij afzonderlijk behandelen: A.nbsp;Krommen zonder keerpunten, buigpunten en snavels. B.nbsp;Krommen, die all?Š?Šn keerpanten of all?Š?Šn buigpuntenhebben. C.nbsp;Krommen met keerpunten en buigpunten tegelijk en metsnavels. A. Krommen zonder keerpunten, buigpunten en snavels. De kromtestraal p moet steeds positief of

negatief zijn. Elk maximum ofminimum correspondeert met een top. 1) De kromme is asymptotisch ten opzichte van beide co??rdinaten. a) Hare hromte vermeerdert of vermindert van een bepaald punt uit voort-durend, zoodat de asymptoot altijd een cirkel is, wiens straal oneindig, eindigof nul kan zijn. De eenvoudigste vormen zullen die zijn, waarbij geen spoorvan periodiciteit bestaat, zoodat beide vergelijkingen p = y (w) en p r= (s)vrij zijn van goniometrische functies. Tot deze krommen behooren de eigen-lijke spiralen, waaronder wel de eenvoudigste voorgesteld worden door expo-nenti??ele functies, omdat deze krommen kunnen opleveren, die zelfs geen Tl -X-



??? enkelen top hebben, hetgeen bij algebra??sche functies nooit het geval kan zijn. Als voorbeeld noemen wij in de eerste plaats de gewone logarithmische spi-raal (de â€ž logarithmica spiralis longitudinarisquot; van Krause. Pag. 28) waarvande vergelijking is: Deze kan als de eenvoudigste asymptotische kromme beschouwd worden, daarin elk punt de kromte gelijk is aan de verandering van kromte. Immers men heeft dus: p = â–  Schrijft men voor ??v, zoo wordt deze vergelijking: 1 waaruit blijkt, dat de vorm der kromme verandert voor verschillende waardenvan pi. De vergelijking in 5 is p = S. Nam men deze tot grondslag, dan zou men de kromme een buigpunt in hetoneindige kunnen toekennen; terwijl namelijk s door nul heen van teeken ver-andert â€” dus toenemende blijft â€” verandert ook p van teeken; in dat puntis echter w = â€” oc. De beide takken worden dan voorgesteld door de vergelijking p = e De vergelijking P = es^nbsp;w stelt eene kromme voor, die aan de eene zijde tot een rechte nadert, â€” voor.9 = 00 is p=oo enw=::0 â€” aan de andere zijde tot een punt â€” voors ~ â€” ooispâ€” Oenw=: â€” oo. Andere voorbeelden van zoodanige krommen leveren vergelijkingen als deze: p = w M . . . . (1)p = ^ Â? . . . . (2) als n een

even getal of een breuk met even teller is. Integreert men (I),zoo komt: 1nbsp;a 1 S â€” -r W waardoor men verkrijgt:



??? p = [{n 1) 4 Â? 1 Het punt, waarin p = O is, is een top; voor w â€” oo en ^ oo is ookp = 00, dus is de asymptoot een cirkel met oneindig grooten straal. Doorn diiferentiatien verkrijgt men, als ti een geheel getal is: P-n = ii (n â€” l) {ft â€” Z)----2.1 waaruit blijkt dat de evoluut een cirkel is. Uit (2) volgt: n p = {(1 â€” _1_ of: p â€”nbsp;n {(w â€”I)w}Â?-1 Is a lt; 1, zoo is voor ^=00,20=00 en p = 00, voor lt;s = O, w = Oen p = 0. De kromme heeft een top en twee takken, die beiden een cirkelmet oneindigen straal tot asymptoot hebben. Is gt; 1, zoo is voor 5 = 00,p = 00 maar = O, en voor w â€” 4-oo,p = 0 ens â€” 0; de eeneasymptoot wordt dan een rechte en de andere een punt. Zoowel w als s ver-anderen door O heen van teeken, d. i. blijven toe- of afnemen; hetgeen nogduidelijker wordt wanneer men den oorsprong verlegt en de hoofdrichting ver-andert door 10 =z f â€” w\' en 5 ~ (T â€” te stellen. Alsdan heeft de krommevoor w\' = y en voor / = Â?r toppen, die in het oneindige liggen, want p = xis een maximum, p = O een minimum. Voorbeelden van krommen, die sporen van periodiciteit vertoonen, zonderdat dit blijkt uit een telkens terugkeeren van toppen leveren 0. a. de ver-gelijkingen : p â€” p 1= -f- sin\'^s,waarover wij evenwel niet in

bijzonderheden zullen treden. b) De kromme vertoont een oneindig aantal toppen. Voorbeeld: p zzz sin^w. Telkens wanneer w = ib wsr is, ontstaat een top met p =: O, en voor ^ _ â€”^ ^ gg^^ ^g^g^j. p _ ^^-ILnbsp;maximum wordt steeds quot;nbsp;4 grooter en heeft tot limiet 00, zoodat de asymptoot een cirkel is met oneindig grooten straal.



??? Bij de asymptotische krommen met keerpunten geven wij een voorbeeld enteekening van eene kromme lijn, die tot in het oneindige keerpunten heeft,en daarenboven eene periodische kromme tot asymptoot heeft: wij zullen dashier niet verder over zoodanige vormen uitweiden. 2)nbsp;De Icromme is periodisch ten opzichte van ?Š?Šn co??rdinaat, niet periodischten opzichte van den anderen. Daar de kromme verondersteld wordt geene keerpunten te hebben, zoo kandit geval slechts dan voorkomen, wanneer zij toppen in het oneindige heeft, zoo-dat de vergelijking in den anderen co??rdinaat slechts ?Š?Šne periode geeft als eeneasymptotische kromme. Wij bepalen ons tot het geven van twee voorbeelden: p â€” sin^s .... (2) De eerste kromme heeft tot verg: in Â?: p = 1 -f- ; p is gelijk 1, telkens1 â€” 1 . , ais to â€” â€”^â€” !T IS, als wanneer 5 =:: O is; p = oo voor w â€” nvc en 5 = oo.De verg: (2) geeft â€” ^p â€”r i;^\' nnbsp;,nbsp;â€?nbsp;- 1nbsp;â€ž . voor s = %n7[ enw=:- - Qoispz:z:0: voor s â€”-jt en w = O, is p = 0. De eerste kromme heeft in elke periode een rechte tot asymptoot,de tweede een punt. Overeenkomstig het vroeger opgemerkte is in de vergelijking 1 p â€”-r-Tâ€” \' sin^/iw de factor /k ook van invloed op de betrekkelijke

ligging der perioden, in p = sin^fis alleen op den vorm der periode. 3)nbsp;Be hromme is periodisch ten opzichte van heide co??rdinaten: a) Be duur der periode (y) is veranderlyk. Het is duidelijk dat y veran-derlijk moet zijn zoowel ten opzichte van s als van w, want, daar de vormder kromme door ?Š?Šne der vergelijkingen p = y {w), p = (?¤)volkomen bepaald is, zoo moet het al of niet identisch zijn der perioden nitbeide vergelijkingen blijken. Bij de krommen met keerpunten zullen wij vandeze soort van periodiciteit een voorbeeld geven.



??? ??) y is Tconstani. Het argument der goniometrische functie is van denvorm: ac -\\-h. Wij geven hiervan een uitvoerig voorbeeld, vooral ook methet oog op den invloed van den factor n op den vorm van deze soort vankromme lijnen.De vergelijking p = sin^yi,w .... (1) bevat, gelijk straks blijken zal, de involuten der epicyclo??de, cyclo??de en hy-pocyclo??de, wanneer men deze krommen begint te ontwikkelen in het puntwaar de kromtestraal nul is;\' dit laatste blijkt wanneer men de verg: (1) dif-ferenti??ert; men verkrijgt: (i sin Elimineert men nu. w tusschen deze verg: en (1) zoo komt: = Vp (l-p), zoodat voor p = O, ook p_j = O is. De duur der periode is in het algemeen: 1 7 = - sr. Daar namelijk de goniometrische functie in het kwadraat voorkomt, keerendezelfde waarden voor p reeds terug, wanneer het argument met s- vermeer-derd wordt. Voor /K = 1 heeft men p = sin^wen y of 180Â° zoodat er twee perioden in ?Š?Šn omgang zijn, en derhalve de kromme geslotenis. Haar evoluut: sin 2w is dezelfde kromme, die Lamarle â€žepicyclo??de elliptiquequot; noemt. Eig. 37 stelt de kromme voor; de dunnere lijn is de eerste evoluut, degestreepte lijn de tweede evoluut, terwijl de cirkels, door wier beweging menzich het ontstaan der eerste evoluut kan

denken, door gestippelde lijnen zijnaangegeven. Voor (A = \\ heeft men p = sim^hwy â€” %^â€” 360quot;



??? dus ?Š?Šne periode in ?Š?Šn omgang; het is de vraag of deze kromme geslotenzal zijn of niet. Dit kan reeds daardoor beslist worden, dat er slechts ?Š?Šnmaximum en ?Š?Šn minimum van p is in elke periode. Daar toch elk maximumof minimum met een keerpunt van de evoluut correspondeert, en het ondenk-baar is, dat eene geslotene kromme, zonder buigpunten en snavels, twee keer-punten heeft in ?Š?Šn omgang, zoo is het duidelijk dat geene kromme met ?Š?Šneperiode in ?Š?Šn omgang gesloten kan zijn, wanneer zij in elke periode slechtstwee toppen heeft. Wij zullen echter de vraag algemeener stellen en zoekenof de kromme zich al dan niet sluiten kan met ?Š?Šne periode in n omgangen,dus voor y=nbsp;Alsdan wordt de vergelijking (1): â€? 2 ÂŽP = ^^^ waarin n een geheel getal is. Denkt men zich bij eene geslotene kromme de raaklijn en de normaal inhet beginpunt der periode, zoo is het duidelijk dat de algebra??sche som derprojecti??n van alle boogelementen op elk dier rechten gelijk nul zal zijn. Deprojectie van ds op de raaklijn is ds cos w en die op de normaal ds sin w, ofomdat ds = p dw is: P cos w dw en p sin w dw.Is het nu de vraag of eene kromme zich na Â? omgangen, dus voor w = 2n7r, sluiten zal, dan heeft men

te onderzoeken of â–  p cos w dw â€” ^ O en p sin w dw O zijn. In ons voorbeeld behoeft alleen het eerste onderzocht te worden, wantdaar p op dezelfde wijze verandert tusschen w â€” (i en w=- nv, als tusschenw z=.n7t en w = maar in omgekeerden zin, zoo is de kromme symmetrischten opzichte van de normaal in het toppunt; de som der projecti??n op deze. normaal is dus reeds van zelf gelijk nul; en, daar de richtingen O en mt180Â° verschillen, zoo loopt die rechte parallel met de normaal in het begin-punt; dus is ook de som der projecti??n op die rechte, dat is p sin w dw O gelijk 0. J



??? Men heeft dus te integreeren P eos w dw J r dat is sin^ ^ cos w dw%n t\'inTr of cos w dw cos ~ cos w dw,n De eerste term verdwijnt voor de grenzen O en voor den tweeden heeft men: w cos - cos w ^nnbsp;ÂŽ cos dus . /l-hn \\nbsp;.nbsp;\\ sin Iâ€”^â€” wi sin Iâ€”â€” w 1 / cos â€” cos w dw â€” ^ nnnbsp;^ 1-hnnbsp;l~n ^ hetgeen O wordt voor w = Inn tenzijnbsp;is, als wanneer a â€” n \\ cos Iâ€”~ w \\ = 1 wordt en derhalve de bepaalde integraal van dien term:Alzoo is in het algemeen p cos w dw = O O en voor het bijzondere geval n = l: /â€?2n7r p cos w dw â€” l !T. O Deze waarde geeft natuurlijk den afstand aan tusschen twee overeenkomstigepunten in naast elkaar liggende perioden. Het negatieve teeken geeft te kennendat de richting, waarin die punten ten opzichte van elkaar gelegen zijn, tegen-gesteld is aan die welke de raaklijn heeft in het beginpunt. Fig. 28 stelt deze kromme voor; zij is in voluut van de cyclo??de. Fig. 29stelt het geval voor dat ^^ â€” 2 is; de evoluut wordt hier epicyclo??de. Men kan zich de vraag stellen welke waarde (a moet hebben, om de krommeaan zeker vereischte te laten voldoen, bijv. dat de toppen van alle periodendoor ?Š?Šn punt gaan. Ten einde dit te onderzoeken, bedenke men, dat hetalleen dan plaats kan

hebben, wanneer het toppunt gelegen is in de normaalvan het beginpunt; immers, ter weerszijden van die normaal zijn de perioden



??? volkomen symmetrisch gelegen; valt dus het toppunt van de eene periode erbuiten aan de ?Š?Šne zijde, dan is het toppunt van de andere periode aan deandere zijde gelegen, zoodat het ondenkbaar is dat de toppen samenvallenwanneer zij niet op de normaal in het beginpunt liggen. Hieruit vloeit voort dat de projectie op de raaklijn, van het deel der kromme,dat tusschen het beginpunt en het toppunt ligt, gelijk nul moet zijn, of,daar in dit laatste punt w â€” \\ y ~ â€” is: 1 p cos w dw ^ Nu is wederom sin^fjtw cos w â€” \\ cos w â€” ?¨ cos %ii.uo cos w1 .1 cos w dm â€” \\ sin â€” O â€ž . 1 . 1 cos cos w d/w â€” c, fA â– )â€”quot;quot;Â? â€” ij zoodat men verkrijgt: 1 f V ^nbsp;â€” 1 , 1 p cos w dw â€” â€”-r- Sin â€” H-. â€” 1 V Dit wordt nul, wanneer â„? een geheel getal (maar gt; 1) is, omdat dan. 1 . sin â€” O is; het levert de gevallen op, die wij straks hebben nagegaan, waarbij de kromme lijn ?Š?Šne periode heeft in een geheel aantal omgangen. Maarook zal de vergelijking nul zijn voor = 1of /a = I vlT f De vergelijking (1) wordt dus p =: sinquot;^ ^ y 2 . w.De verhouding tusschen het aantal perioden en het correspondeerende aantalomgangen is hier onmeetbaar; dus zal deze kromme, die door Tig. 30 wordtvoorgesteld, zich eerst na

een oneindig aantal omgangen kunnen sluiten.Men vindt gemakkelijk



??? p sm w dw â€” \\ , d. i. de afstand tusschen het beginpunt en den top langs de normaal, of destraal van den cirkel, binnen vrelken de bewegelijke cirkel rollen moet, omde hypocyclo??de voort te brengen, die de evoluut is van onze kromme lijn. Past men deze metamorphose van den vorm toe op de ellips, waarvan devergelijking is: p~--3, (p^sin^w â–  â€? q^cos^w) quot;door fiw voor w te schrijven, dan verkrijgt men krommen als die, welke doorPig. 31 en 83 worden voorgesteld. In Pig. 31 is jÂ? = |, de duur der pe-riode is dus I iT = 388Â°, zoodat er 5 perioden in 4 omgangen zijn. In Eig.33 is /?? â€” l, hetgeen overeenkomt met eene periode in een omgang. B. Krommen, die alleen keerpunten of alleen buigpunten hebben. 1) Be kromme is asymptotisch ten opzichte mn heide co??rdinaten,a) Be kromme vermeerdert of vermindert van een iepaald punt uit voortdu-rend hare kromte. De eenvoudigste vormen zijn die, waar de kromme tweetakken heeft, die zich in een keerpunt of buigpunt vereenigen. Peters geeftvan dit laatste een voorbeeld in de verg: w ~ as^ (Pag. 184. Pig. 31 vanPeters). De vergelijkingen, waardoor p in functie van s m w wordt uit-gedrukt, zijn: p â€” H-nbsp;en /) â€” â€”, ~~ y law waaruit blijkt dat, voor w lt; O, p imaginair wordt.

Andere voorbeelden zijn de involuten van den cirkel, wanneer men niettelkens de ontwinding begint in het punt waar de kromtestraal O is. ?¨) Be kromme heeft een oneindig aantal hyzondere punten, â€” hetzij top-pen, keerpunten of buigpunten.De kromme door de verg: 1 P â€”Sin ww voorgesteld, heeft bijv. een oneindig aantal keerpunten (Fig. 33). Voor w = Ois f = os, terwijl uit: J O



??? s=- \'lg w â€” cos w blijkt, dat alsdan ook s â€” ~ oc is; voor w lt;0 wordt p negatief, dus heeftde kromme lijn een keerpunt in het oneindige. Wanneer nu w grooter wordtzullen er telkens tusschen w = ^n^r en w = l)^- twee waardenvan w liggen, waardoor p = Q wordt. Deze twee waarden zullen een verschilopleveren, dat steeds kleiner is dan sr, maar, bij het onbepaald aangroeienvan w, meer en meer tot jr nadert. Daarbij nadert de kromme tot den vorm,die door de vergelijking p â€” sin. w wordt voorgesteld, dat is de vergelijking der cyclo??de: deze is dus haarasymptoot. 2) Be hromme is periodisch. Dit kan slechts het geval zijn ten opzichte van?Š?Šn der co??rdinaten; want, daar de kromme keerpunten of buigpunten heeft,zoo moet de andere co??rdinaat grenswaarden hebben. Is zulk een grenswaarde00 â€” d. i. kan de co??rdinaat niet door oo heen van teeken veranderen â€”dan ligt het keerpunt of buigpunt in het oneindige.d) Periodiciteit ten opzichte van w. Â?) y is een functie van w. Fig. 3?Š stelt zoodanige kromme lijn voor.De vergelijking waarnaar deze lijn geconstrueerd is, is: p r= sin (wÂŽ). Lost men y op uit:zoo komt: â€” â€” y)^ = 2!T, y = w -jzl^ w^ â€” SjT. Het is licht in te zien, dat deze uitdrukking aan het doel zal beantwoor-

den, wanneer men voor positieve waarden van w het onderste teeken gebruikt,voor negatieve het bovenste; in dit laatste geval wordt ook y negatief, daaraltijd y â€” 2t lt; w is. Voor lt; 2t wordt y imamp;ginair, waaruit blijkt dat er geene geheele po-sitieve of negatieve perioden meer bestaan voor waarden van Â?f die kleinerzijn dan y 27r, zoodat de eerste periode gelijk J/quot;^is. Hoe grooter wordt,des te kleiner wordt y, want des te minder wordt het verschil tusschen tv en



??? V wquot;^ â€” I-K. Yoor w â€” Cf^ wordt y â€” O, hetgeen ook blijkt, als men deformule voor y onder dezen vorm brengt: y- welke vergelijking, voor w = ca overgaat in y = 0. In de figuur is abc de eerste periode, voor w positief, cd het eerste gedeelteder tweede periode. Negatieve waarden van w leveren blijkbaar een gedeelteder kromme lijn op, dat identisch is met het gedeelte, waarin w positief is.Daar p niet van teeken verandert, als w nul passeert, zoo is p z= O aldaareen minimum, en dus het overeenkomstige punt der kromme lijn een top. (3) y is konstant. Tot de eenvoudigste krommen van deze soort behoortde cyclo??de, waarvan de vergelijking is p = sin w. Stelt men (iw voor w, dan ontstaan de epi- en hypocyclo??de, naar gelangkleiner of grooter dan 1 is. Wij zullen hiervan het bewijs leveren, door devergelijking p = sin jKWover te brengen in rechtlijnige co??rdinaten. Zij (Fig. 35) P een punt der kromme, PE de richting der raaklijn, PN derichting der normaal in dat puat, OX de hoofdrichting, zoodat ZEQX^w is. Neemt men nu OX als richting der x-as en OY, loodrecht daarop, alsrichting der y-as aaU; zoo is dx = ds cos wen dy zz: ds sin w.Integreerende de vergelijkingen: ds cos w z=z dx â€” sin p^w cos w dwds sin w â€” dy sin ptw sin w dw,

verkrijgt men: (cos{l â€” fi)w cos (1 f^) tc\\ ^-^-â– ^[-TZir^---?? ^1 sin (1 â€” (i) wnbsp;sin (1 ^k) Â?c^ 1 ^ ?’ Stelt men den oorsprong zoodanig, dat de konstanten nul zijn, dan moetvoor w â€” Q y-G^



??? zijn. Door nu te stellen 3(1-1Â?) {l â€” = ?¨ .... (3)gaan de vergelijkingen over in: ~ {a ^ ?¨) cos 6 â€” l cos ^ y â€”{a sin ^ â€” h sin ^ - , hetgeen de bekende vergelijkingen zijn der epicyclo??de. Dat de ingevoerdekonstanten a en alsmede de veranderlijke 6 werkelijk die beteekenis hebben,welke zij in deze vergelijkingen behooren te hebben, is gemakkelijk te verifi-eeren. Vooreerst zal y~~Tgt;nbsp;waarde van voor wâ€”O, gelijk a moeten zijn: door eliminatie van h uit (1) en (2) verkrijgt men dan ook:,nbsp;Is verder in figuur 36 wederom PR de raaklijn, PN de nor- maal in het punt P der kromme, dan is L COX = ??. Noemt men L OEP : yzoo is, gelijk bekend is: ^ _ a J ~b maar: w ^ f dus, door eliminatie van y: Tevens volgt hieruit dat ^ = fito is. Eenvoudiger is het om uit te gaan van de uitdrukking die Lamarle i) geeftvoor den kromtestraal der epicyclo??de: 3 (ra 1) r p waarin m z= ^ is en r de afstand van het raakpunt des cirkels tot het puntder kromme, â€” in figuur 36: PN. Men heeft nu terstond: Bulletins de l\'Acad. Royale de Belgique, 1857, T. II, pag. 81.



??? maar: y = --w dus â€?. r sin ., Mi 4- 1 . m en 0 = 40 â€”r sin rnbsp;m. 9. ?Š 3 m~i-2 \' THt stellende ^ ^ = ,Â?, zoo verkrijgt men: /LT, 1 â€? De konstante factornbsp;kan = 1 gesteld worden, want altijd kan men de lengte-eenheid zoodanig kiezen dat I â€” quot;quot; ^ wordt. TT . 1nbsp;4 (m 1) Het hangt nu van ^t af of de kromme epicyclo??de, cyclo??de of hypocyclo??de is. Yoor â€” \\ ontstaat de cyclo??de; want, daarnbsp;-is, zoo wordt, 1 â€” voor 1^ = 1, a= cc, dat is de vaste cirkel wordt een rechte. Yoor lt; 1heeft men de epicyclo??de; voor f, gt; I de hypocyclo??de. In dit laatste gevalworden namelijk a en fi negatief, en de vergelijkingen in rechtlijnige co??rdi-naten gaan over in: m â€” {a â€” b) cos cos ^^ - fi^ y â€”{fl â€” b) sin ?¨ â€” b sinnbsp;fl^ De eerste evoluten der krommen in de Fig. 27, 28, 29 en 30 stellen degevallen voor, dat = 2, 1, i en j/T is. De evoluten dezer krommen zijn opgesloten in de vergelijking: = /K COS fJLW. Door de hoofdrichting om een hoek van - 90Â° te verdraaien, zoodat= - 90Â? ~ w\' wordt, gaat deze vergelijking over in: [A cos (90Â° â€” uw\')oi â€” ji sin fiw\' waaruit blijkt, dat de evoluten van al deze krommen gelijkvormig zijn aan dekrommen zelve; hetzelfde geldt natuurlijk van alle volgende evoluten.Beschouwt men de

kromme p =z sin fAW als involuut van w



??? p_i = iÂ? cos (iW dan zal men andere vormen kunnen verkrijgen door de ontwinding in anderepunten te beginnen, d. i. door p â€” a in plaats van p te stellen, en a telaten varieeren. Onder die vormen zullen dan de krommen moeten voorkomen,die pag. 71 e. v. behandeld zijn. De verg. wordt door die substitutie p = sin [iW -(- a. Is a positiet, maar lt; 1, zoo zal p in de beide toppen van elke periodeniet meer â€” 1 en 1 zijn, maar â€” 1 -f- Â? en 1 Het eerste maximumwordt dan kleiner en het tweede grooter. Hiermede gaat gepaard eene ver-schuiving van de twee keerpunten naar elkaar toe; want deze ontstaan nu inpunten, waarvoor sin uw = â€” a is, dat is voor (aw n^ea en (f-wâ€”1) TT â€” ?„, als sin a â€” a is, en a. ^ 90Â°; terwijl, voor a = O, in dezepunten uw = nu en (iw =. {n 1) ir was; het verschil tusschen de waardenvan w was dus t en wordt nu t â€” 2Â?. Hoe grooter nu a wordt, des tegrooter wordt ook a. en des te kleiner t â€” 2Â?. Wordt a â€” \\, dan is x=.\\7r\'de keerpunten verdwijnen en worden vervangen door een top waar p de mini-mum waarde van nul bereikt. De vergelijking wordt dan pz=.l sin t*w. Verdraait men wederom de hoofdrichting, door (iw = [iW â€” 90Â° te stellen,zoo komt: p = 1 â€” cos (iW\'of p = 2?„m -i cno\', hetgeen de

vergelijking is van pag. 71, behalve dat | jk in plaats van fj. staat,hetgeen zijn oorsprong daarin heeft; dat hier de duur der periode = â€”gesteld werd, en ginds = â€”. Wordt ??! gt; 1, zoo blijven de toppen als zoodanig bestaan, maar de waardenvan p worden aldaar steeds grooter. Is Â?lt;1, maar negatief, zoo ontstaan dezelfde vormen, hetgeen terstondblijkt, wanneer men a â€” â€” ?¨ stelt, en fiW ~ ^tt â€” jttw\'; daardoor gaat zijover in deze: p rz: â€” {sin filO\' -f. B)die slechts van de vergelijking: p sin f*w\' a verschilt in het teeken van p. De keerpunten schuiven nu van elkaar af in



??? plaats naar elkaar toe, zoodat het gedeelte der kromme waarin p positief iskleiner wordt, en verdwijnt voor ?¨ = 1 o?? a ~ â€” 1. De parabel is een voorbeeld van een kromme met keerpunten in het onein-dige. Haar vergelijking is: 3 1p =-- p cos^w Voor w = - i TT is namelijk p ~ cc terwijl, voor â€?wgt; \\ p van teeken veranderd is. Men ziet uit dit voorbeeld, dat zoodanige merkwaardige punten in het oneindige niet altijd geometrisch voor te stellen zijn, Gelijk bekend is ligt namelijk de asymptoot der parabel zelf in het oneindige, zoodat de andere tak, die tot deze zelfde rechte nadert, ook oneindig ver weg gelegen is. Door ftie voor w te stellen, zou men krommen verkrijgen, waarbij de hoek der twee asymptoten niet maar is. ^ Â? . h) Periodiciteit-ten opzichte van s. Hierbij kan weer onderscheiden worden:Â?) y is een functie vaa s.?Ÿ) y is konstant. Wij bepalen ons tot een paar opmerkingen omtrent het laatste geval.Het argument der goniometrische functie is van den vorm as -f- ?¨. Hetinvoeren van den factor ft zal alleen ten gevolge hebben eene verandering vanden vorm der perioden, niet een verschil in hare betrekkelijke ligging onder-ling, daar in alle perioden dezelfde waarde van p wordt opgeleverd door ab-soluut gelijke waarden van w,

derhalve vallen bf alle perioden op elkaar, bfze liggen in ?Š?Šne richting naast elkander, hetgeen daardoor kan worden on-derscheiden of ?Ÿ ?Ÿ p sin w dw â€” ^ en / p cos w dw â€” QÂ? Â? zijn, als Â? en ?Ÿ de grenswaarden van w zijn.Een voorbeeld is: ^ sm (iSof na integratie en eliminatie van s: 1 KI â€”



??? De figuren 37 en 38 stellen de kromme voor, als 1 en = ^ is, zoo- TT dat in de eerste figuur de grenswaarden van w zijn: 570,2957 ..., en â€” 57o, 2957 .... in de tweede: 4-180O en â€” 180o.Tot deze vormen kan de liyperbel gebracht worden, als een periodischekromme met buigpunten in het oneindige. De verg,: piqi J/ {p\'icos\'^w â€” q\'^sin\'^\'wygeeft slechts eene periode aan: w toch kan de waarden niet overschrijden, zonder dat p onbestaanbaar wordt; voor die grenswaardenis p 00, en daartusschen behoudt p zijn teeken. In de vergelijking zijnevenwel twee krommen opgesloten, die identisch zijn; de teekens van p ver-schillen, dus geschiedt de vereeniging dier takken door een buigpunt, datechter in het oneindige ligt. C. Krommen met Keerpunten en Buigpunten tegelijk en met snavels. 1) Asympto??sclie hrommen. Onder deze rubriek behooren: a) Die waarhy ?Š?Šn der co??rdinaten of heiden tot in het oneindige Tcan aan-groeien. De eenvoudigste vormen zijn die, waar twee oneindige takken dooreen snavel verbonden zijn, of ook die, welke een keerpunt en een buigpunthebben, ter weerszijden waarvan zich een oneindige tak bevindt. W) De zoodanigen waarhij w en s heiden grenswaarden hehhen, waartusschen ^ eenoneindig

aantal verschillende reeksen van waarden kan h?Šbhen. De limiet waartoedie reeksen naderen is de asymptoot. Een voorbeeld hiervan is de involuutvan de kromme die in Eig. 37 is afgebeeld: de lijn abed. Door integratie van da â€” Kquot; 1 â€” verkrijgt men namelijk: ; - hg sin ^tw



??? Laat men de konstante weg, zoo begint men de kromme te ontwinden in?Š?Šn der toppen a, alwaar w O is. De verschillende reeksen van waarden,die p kan verkrijgen tusschen w z= â€” - en w =nbsp;bevatten hoe langer hoe (Af* grootere waarden, zoodat p gezegd kan worden onbepaald te groeien: de rechtelijn is hier dus de vorm waartoe de kromme asymptotisch nadert. 2) Periodische krommen. Deze ontstaan wanneer beide co??rdinaten grens-waarden hebben, maar slechts een beperkt aantal reeksen van waarden voor popleveren. Peters geeft er een voorbeeld van (Pag. 194). De vergelijkingwaarvan hij uitgaat is s = )/wâ€” derhalve is p = ^ ~ ^ â€” .... (2)2 y wâ€” Lost men uit (1) w op en substitueert de gevonden waarde in (2), zoo komt: Uit (2) en (3) blijkt dat p onbestaanbaar wordt voor w gt; 1 en lt;; O, envoor ^ gt; i en â€” x. Voor de grenswaarden van w is p = oo, voor die van?Šf is p r=: 0; het zijn dus verschillende plaatsen der kromme. Vergelijking (1) geefteene periodische kromme, waarvan elke periode door buigpunten begrensd is,terwijl voor w = x een keerpunt ontstaat, omdat p alsdan van teeken verandertdoor O heen, terwijl w aangroeit. Verg. (3) geeft dezelfde kromme; maar nuzijn de grenzen der perioden de keerpunten, terwijl

s m O een buigpunt geeft,omdat p aldaar door oo heen van teeken verandert, terwijl s aangroeit. Schrijftmen in (2) (tw voor w, zoo verkrijgt men andere krommen die allen periodischzullen zijn en allen de perioden in ?Š?Šne richting naast elkaar zullen hebben.Peters geeft drie voorbeelden, waar ^ =: - , â€” en i is. G*



??? hoofdstuk iv. OVER DE VOORDEELEN WELKE DE THEORIE VAN DE ESSENTIEELE VERGELIJKINGENDER KROMME LIJNEN KAN AANBRENGEN. Â§ 1. ALGEMEENE OPMERKINGEN. In het Eerste Hoofdstuk is er op gewezen, dat elk co??rdinaten-stelsel zijneigenaardige voordeelen heeft. Elke vergelijking toch eener kromme lijn, inwelk systeem ook, is de uitdrukking van eene eigenschap dier lijn, die in elkander systeem minder eenvoudig wordt uitgedrukt, terwijl het altijd hoogst-waarschijnlijk is, dat ook andere eigenschappen eenvoudiger uitgedrukt, endus gemakkelijker gevonden zullen worden. Men zie bijv. slechts wat eenstelsel van co??rdinaten als dat, wat in Der larycentriscJie Calcul ten groudeligt, in de handen van een M??bius voor sommige krommen kan opleveren;welke toepassingen Swellengrebel van zijne negen co??rdinaten-stelsels doet zien,en hoe Druckenm??ller, in Bie JJebertragungsprincipi?¨n, zich de co??rdinaten-systemen van het punt, de rechte lijn en den cirkel ten nutte maakt voor detheorie der poollijnen en poolfiguren. Buitendien zal aan elk co??rdinaten-stelsel een zekere mate van geschiktheidverbonden zijn, om de vergelijking eener kromme lijn op te maken, wanneerde conditie, waaraan

elk harer punten moet voldoen, onder zekeren vorm ge-geven is. Wij zullen thans kortelijk nagaan, van welken aard de voordeelen zijn, diede essenti??ele vergelijkingen kunnen aanbieden. De eigenschap, die door de essenti??ele vergelijking eener kromme lijn wordtuitgedrukt, heeft betrekking op hare kromming, ~ haren vorm, afgescheidenvan hare verhouding tot andere lijnen of punten, \'t Is daarom dat zoodanigevergelijkingen de voorkeur verdienen boven anderen, wanneer men alleen den



??? vorm op het oog heeft, en dat alleen zy den grondslag kunnen uitmaken vaneen systeem van mathematische vormen. â€žDas wissenschaftliche Verfahrenw??rde sein, die allgemeinen Formen der Functionen auf zu suchen, welchedie verschiedenen geforderten Haupteigenschaften besitzen, und nachdem so aufumgekehrte Weise die Functionen gewonnen, diese an die Spitze zu stellen.quot;(Peters, pag. 92). Het natuurlijk gevolg daarvan is, dat de essenti??ele vergelijking eener krommelijn het gemakkelijkst uit eenige conditie is op te maken, wanneer deze alleenop den vorm der lijn betrekking heeft, niet op de betrekkelijke ligging tenopzichte van andere punten of lijnen buiten haar. Dit zal bijv. het geval zijn,wanneer gevraagd wordt naar den weg, dien een punt zal doorloopen, datzich volgens eene bepaalde wet beweegt. Hierbij zal de beschouwingswijze vanLamarle in de meeste gevallen van groot gemak zijn. Beschouwt men name-lijk het bewegende punt als gelegen op eene rechte, die in hare eigene rich-ting voortschuift, en tevens om dat punt draait, dan zal het veelal niet moei-lijk vallen, de verhouding tusschen de snelheden, waarmede die twee be-wegingen plaats hebben, uit te drukken in eene functie van een der co??rdi-naten s, w, of

ook de betrekking te vinden tusschen p en d. i. tusschende snelheid van het bewegende punt en die van het krommingsmiddelpunt,beiden in verhouding tot de draaiingssnelheid, die dezelfde is voor de raaklijnals voor de normaal. In het Eerste Hoofdstuk (Â§ 5) is aangewezen, hoe men daarbij te werkmoet gaan; terwijl tevens werd opgemerkt, dat de vergelijkingen, die doorLamarle worden gegeven, meestal zonder veel moeite in essenti??ele vergelij-kingen kunnen veranderd worden. Dit is reeds in het vorige Hoofdstuk (^ 6)gebleken betrekkelijk de vergelijking der epicyclo??de. In de volgende Â§ zul-len wij hetzelfde doen met de vergelijkingen der kegelsneden, en daarbij dooreen paar voorbeelden doen zien, op welke wijze men de essenti??ele vergelijking^eener kromme lijn onmiddellijk uit eene gegevene conditie kan vinden. De eigenschappen, die men uit de essenti??ele vergelijking eener krommelijn kan leeren kennen, zullen voornamelijk betrekking hebben op de kromte-stralen. Daar men echter door achtereenvolgende differentiati??n van eene ver-gelijking P = f H



??? de Tergelijkingen verkrijgt van de evoluten der kromme, en door achtereen-volgende integraties de vergelijkingen der involuten, zoo is het duidelijk, datmen ook van deze krommen gemakkelijk verschillende eigenschappen zal vin-den, betreffende hare kromtestralen. Ten einde hiervan een voorbeeld te geven, zullen wij nog eene afzonderlijkeÂ§ wijden aan de involuten van den cirTcel, vooral ook met het oog op het ver-band, dat er bestaat tusschen de eigenschappen dezer krommen en de eigen-schappen der hoogere-machts-vergelijkingen. Â§ 3. VOORBEELDEN WAARIN DE ESSENTIEELE VERGELIJKING DER KROMME ONMIDDELLIJKUIT EENE GEGEVENE CONDITIE WORDT OPGEMAAKT. De vergelijking der ellips, zoo als Lamarle die vindt uit de conditie, datde som der voerstralen konstant is, is deze: P (r-i-r\') cos f als r en r\' de voerstralen zijn, en y hun halve hoek is. Men kan deze ver-gelijking op de volgende wijze overbrengen in den vorm, waarin zij doorKrause [Praefatio, Pag. X) wordt opgegeven.Noemt men (Fig. 39):a de groote as, l den parameter, d. i. den dubbelen voerstraal, die loodrecht op/\' staat.w den hoek, dien de normaal maakt met de groote as, dan heeft men, inaanmerking nemende dat ff\' = V a

{a â€” 5) is, de vergelijkingen: r -\\-r\' ~a t\' : sin {w f) â€” ^ a {a â€” b) sinr : sin {w â€” f) =zy a {a â€” b) : sin 2yâ€?Elimineert men tusschen deze drie en (1): r, r\' en y, zoo komt: _aya.i _1_ p _ (a cos^w -f- b sin\'^w) hetgeen dezelfde vergelijking is, die Krause opgeeft, en die ook uit de verge-lijking in rechtlijnige co??rdinaten wordt gevonden. Op dezelfde wijze kan men handelen ten opzichte van de hyperbei en parabel.Men kan de vergelijking der ellips ook opmaken uit de eigenschap, dat zij



??? uit den cirkel ontstaat, als men daarin alle koorden, die aan eene zelfdemiddellijn evenwijdig loopen in dezelfde reden verkort of verlengt; welkvraagstuk ook aldus gesteld kan worden: Hene lo??llelceunge hoorde des cirlcels beweegt zich langs de middellijn.^ waaropzy loodrecht staat; op deze hoorde beweegt zich iegelijh een punt, zoodanig datde halve hoorde steeds in dezelfde verhotiding verdeeld is. Constructie van het hrommings-middelpunt. In figuur 40 is pM eenkoorde, die gedacht wordt zich te bewegen in de richting O.... C, mhet beschrijvende punt; At loodrecht .op Mp, Mt raaklijn aan den cirkel;zij verder de konstante verhouding â€” z=. h. Neemt men nu pt voorde snelheid van de bewegende koorde, dan stelt deze lijn tevens de com-posante langs At voor van de snelheden der beide punten M qu m; de com-posante der snelheid langs de koorde is dan voor M: Mp. Maar daar deverhouding van de afstanden der punten M m. m tot At konstant is, zoo zul-len ook hunne snelheden langs de koorde evenredig zijn, zoodat dan mp desnelheid van m voorstelt. Hieruit vloeit voort, dat de resulteerende snelheidvan. m in richting en grootte voorgesteld wordt door mt, en dat dus hetkrommings-middelpunt op de loodlijn mo moet liggen. Het punt t

ligt der-halve op de drie rechten Mt, mt en Ot, en zal met een zekere snelheid tElangs tA schuiven. Ten einde het punt 8 te vinden, zoekt men een derdeevenredige tot MO en Mt, en zet die af op een loodrechte in t op Mt op- opgericht, dan zal het snijpunt van QS (X Qt) met tA het gezochte punt S Mt zijn. Immers: de lijn Mt heeft een hoeksnelheid gelijk â€”; dus zal het puntt met die zelfde snelheid om M draaien; daarom zal de snelheid, waarmedet zich in een richting loodrecht op Jlft beweegt, tot Ifi! in dezelfde verhoudingmoeten staan als Mt tot MO. Hieraan voldoet de lijn, die door het verlengdevan Mp op de loodrechte tQ, wordt afgesneden, want construeert men hetparallelogram QMNt, zoo is blijkbaar: OM: Mt~ Mt : MNoi OM: Mt â€” Mt : qt.De snelheid van t in de richting tM zal dan voorgesteld worden door QS,en dus de resultante door tS. Dezelfde constructie, maar in omgekeerden zin, ten opzichte van het puntm uitgevoerd, zal het punt o. doen vinden. Trekt men namelijk tq loodrecht



??? op mt, zoo zal de loodlijn 8q de snelheid aangeven van t in de richting tm,en qt de snelheid van dat punt in eene richting loodrecht daarop. De draai-ingssnelheM Nan t om m, ~ en dus ook van de lijn mt om o, â€” zal gelijkzijn aan een derde evenredige tot qt en mt zal dan de lengte zijn van denkromtestraal. Men vindt terstond het punt o door mq te trekken, en deloodlijn, daarop uit t ne??rgelaten, te verlengen tot zij mo snijdtj want teekentmen weer het parallelogram mLto, zoo zal: qt â€?.mt-=mt: tLof qt : mt â€” mt \\ ma zijn. Berekening. Wij zullen vooraf het volgende vaststellen: De snelheid van MMt â€” V; de snelheid van m\'.mt â€” v. De hoeken, die de raaklijnen Mt en mt maken met de konstante richtingpM: W GU w. OM = r, de straal des cirkels; ???ÂŽ = p, de kromtestraal. Men heeft alsnu: p = - k sin mtp jf. mp y ^ V tff w daar echter tg W mp en dus sin W z=. ^^ ^ is. y k^ â–  tg\'^w 1 ,,nbsp;TA Â?^in w V sin wy kquot;^ zoo heeft men: â€”--- sin Wnbsp;tgy, â–  tg\'^w â€” y sin\'^w -h Ic^ cos\'^w. V ~ â€” [sin\'^w -f- kquot;\' cos\'^\'w); yi Verder is: ^ zoodatnbsp;{sin\'^w -f- V cos^wy, en p kr 3 wordt. {sin\'^w kquot;quot; cos\'^wY Voert men voor de konstanten k en r de halve assen p en q in, door te p stellen k ~~ en r â€”p^ zoo

komt: {g^ sin\'^wnbsp;cos\'^wy^ welke uitdrukking wederom overgaat in de vergelijking, zoo als men haar bij



??? Krause vindt, door de substituties:nbsp;a en = ?¨. Het is wel duidelijk, dat men zoowel hier, als in het vraagstuk, dat door Lamarle is opgelost, de snelheden kan vervangen door differentialen; zoo kan men bijv. deze oplossing in plaats van de zoo even geg?Švene stellen: Stel (Fig. 41) Mp =.Y, mp MMâ€”dB, mmâ€”ds. De conditie is: Yâ€”hy, waaruit terstond volgt; dY=kdy. Nu is: ds sin w = dS sin W, , nnW dn Wdus : ds = - dSâ€”r --dW sin w sin w dS omdat â€”â€” = r is.dW T^ 1 1 .nbsp;ds sin W dW J??ernalve is p=:â€”â–  â€” r â€”--. â€” dvj sin w dw Maar tg W Ic dus cos W â€”en door differentiatie hiervan: sin Wd W = -- Derhalve: k y k^ tg^wk sin, w dw {k\'^ cos\'^w sin\'^wfkr P=nbsp;3 (^?? cos^w sin-w) Een ander voorbeeld levert de oplossing van het volgende vraagstuk: Wellen vorm moet men aan eene sponning geven, waarin het eene uiteinde eenerstaaf van iepaalde lengte a loopt, opdat het andere uiteinde eene rechte lijn be-schrijve, terwijl de richting der staaf steeds raaklijn blijft aan den vorm der sponning ? Als (Fig. 42) mp = a de staaf is, die met het uiteinde p langs de rechteAB glijdt, terwijl m de gezochte kromme lijn beschrijft, dan zal, daar p zichin de richting ^^ beweegt, en m in de richting mp, het snijpunt o der lood-lijnen po en mo, resp. in de

punten j?? en m op de rechten pq en mp opge-richt, het punt zijn, waarom men zich kan denken, dat het vlak op datoogenblik draait, d. i. het krommings-middelpunt. Stelt nu mp de snelheid



??? voor vaa het punt Â?i, dan zal ju^ = ^nbsp;snelheid van p zijn. Maakt men or op en verlengt men mo, tot deze de rechte ds ( | fr) in s snijdt,zoo is blijkbaar rs =pq, maar tevens zal oo\', j op ms, de kromtestraal derevoluut zijn. De snelheid toch van het punt o langs os is de resultante vanotâ€”pq en ts, loodrecht daarop, â€” dus: os. Nu moet o?? zoodanig zijn dat: os : od â€” mp-.om is, daar de hoeksnelheden van m en o dezelfde zijn; dit nu is in de figuurhet geval. Alsnu heeft men: poquot;- ~ 0 =en or^ â€” amaar: po â€” ordus: a == -h aÂŽ.Deelt men deze vergelijking door a zoo komt: â€” i-^ l a waaruit blijkt, dat de konstante a, â€” dat is de lengte der staaf â€” tot denvorm der kromme niets afdoet.Integreert men de verg: â€” dto zoo komt: ^igig^-r oi p â€” atg w ... . (I),wanneer men de hoeken begint te tellen van af de richting, die de raaklijnheeft in het punt, waar p = O is. Daar deze richting blijkbaar loodrecht staatop de rechte AB, zoo is in de figuur L mpo â€” w; en dus tg w â€” ~. Deze ver-gelijking wordt derhalve spoediger gevonden; echter kan uit de gegevene op-lossing blijken, dat men ook onmiddellijk tot eene vergelijking tusschen p enp_j kan geraken. De gevondene kromme is periodisch ten opzichte van w, maar asymptotischten

opzichte van s. Integreert men namelijk: ds â€” a tg w dw



??? zoo komt: s = â€” a Ig cos w .... {2), waar men geene konstante behoeft toete voegen, als men voornbsp;ook 5=0 neemt. Door eliminatie van w tusschen (1) en (3) verkrijgt men: /H P = Â? av^ ?¨ quot; â€” 1waaruit blijkt, dat voor s = co ook p = oo wordt; voor Â? lt; O wordt p on-bestaanbaar: de twee takken: / ^p =z-\\- ay e quot; â€” 1 / en p â€” aV e quot; â€” 1zijn dus door een keerpunt verbonden. Met rechthoekige co??rdinatenassen zou men aldus te werk gaan:Zij (Fig. 43) het punt waar de beweging aanvangt de oorsprong, en derechte, evenwijdig aan de richting, waarin zich het andere einde der staafzal bewegen, de as der X; zoo is OA â€” a.Nu heeft men: Maar qm a â€” y tg qpm dydx \\dx} dx Integreert men de vergelijking a â€”ynbsp;^ zoo komt: a â€” y %ay â€” y^ X â€” G z=z.V 2ay â€” y^ â€” \\ alg a-\\-y \'iay â€” y^hetgeen dezelfde vergelijking is, welke men uit p â€” atg w verkrijgt. Immers: ds cos w ~ dy a sm wdus y â€” a â€” a cos w



??? daar voor w ~ O, y â€” O is. Hieruit volgt : _a â€” y cos w , , dx y a^ â€” en dus: tgw â€” â€” -- dynbsp;a~y hetgeen dezelfde differentiaalvergelijking is. Â§ 3. DE INVOLUTEN VAN DEN CIRKEL. Wanneer men de vergelijking p â€” a n malen integreert, zoo verkrijgt men de vergelijkingen van n involuten descirkels. Noemt men de kromtestralen dier krommen resp: Pi, h, psâ€”. PÂ?,zoo heeft men: p j â€” aw-\\- h pi â€” i aw ^ ?¨w c {a~yy Pi = ~ aw ^ \\ hw ^ cw d a. O aw ^ pn Z= ??i-l ....nbsp;q 3.3....?? \' 3.... (Â?â€”1)waarin de telkens toegevoegde konstante de waarde is van den kromtestraalvoor w = O, Omgekeerd zal elke vergelijking van den vorm p = AWi-hnbsp;CW-^ Pw-h Q eene kromme voorstellen, waarvan de evoluut een cirkel is. Door n dif-ferentiaties verkrijgt men namelijk: â€” Anwn-i-^r B (Â?â€”1) w Â?-3 (7 {nâ€”2) w Â?-3 .... P= An {nâ€”l) B (mâ€”1) {nâ€”2) wnbsp;C{n~2) (Â?â€”3) w .... p-^ = An (Â?â€”1) {nâ€”2) .... 2. 1. Deze laatste vergelijking geeft derhalve den straal van den cirkel, terwijlde voorgaande vergelijkingen telkens in den bekenden term de waarde vanden kromtestraal leeren kennen, voor w = 0. Deze gegevens zijn voldoende om de kromme met hare evoluten zonder ver-dere berekening te construeeren. Begint

men namelijk met den cirkel te be-



??? schrijven, en geeft men aan de raaklijn in eenig punt eene lengte gelijk aanden bekenden term in de vergelijking der {n â€” 1)ÂŽ\'ÂŽ evoluut, dan is het uit-einde daarvan een punt van deze laatste kromme, die nu gemakkelijk in haargeheel te construeeren is. Eicht men in het uiteinde van diezelfde raaklijneen loodlijn op, die eene lengte heeft gelijk aan den bekenden term in devergelijking der {nâ€” evoluut, en waarvan de richting bepaald wordt doorhet teeken van dien term (verg. Hoofdstuk II, pag. 43), dan heeft men eenpunt van de (nâ€”evoluut; en deze zal in haar geheel kunnen gecon-strueerd worden, door raaklijnen aan de ( n â€”â–  1)ÂŽ^ÂŽ evoluut te trekken. Zoovoortgaande verkrijgt men eindelijk de kromme zelve. Op die wijze is Kg. 44geconstrueerd, naar de vergelijkingen: pnbsp;â€” â€” l^wquot; ^hw â€” 42 = â€” W â€” 45= ~ 18w â€” 24gt;24w â€” 18 die door differentiatie uit elkaar worden afgeleid. Neemt men den straal magelijk 24 lengte-eenheden, en stelt men ai = 18 lengte-eenheden loodrechtdaarop, zoodanig dat men linh om moet draaien, om van la op am over tegaan, â€” omdat p_3 en voor w â€”O van teeken verschillen, â€” zoo is Ieen punt van de derde evoluut der kromme. Het punt p, zoodanig

genomendat boog ajo â– =z ab is, stelt dan het punt voor waar de ontwinding begint,die nu door middel van raaklijnen gemakkelijk kan worden voortgezet. Yerderis he = 24 loodrecht op ab geplaatst, zoodanig dat ab en bc dezelfde teekenshebben. In het punt dat gevonden wordt door bq^ ~lc te nemen, be-gint de ontwinding der derde evoluut, die alweder door raaklijnen kan wordenvoltooid. Op dezelfde wijze cd = 45 en de = 42 nemende, en de krommenontwindende, verkrijgt men de geheele figuur. Daar de vergelijking van de involuut des cirkels van den j^den graad inw is, zoo zullen er in het algemeen n waarden van w zijn, die dezelfdewaarde van p opleveren; dit heeft ten gevolge, dat de kromme toppen ofkeerpunten met toppen moet hebben; want, daar p voor geen enkele waardevan w imaginair wordt, zoo zijn buigpunten en snavels uitgesloten. In de keer-punten is de kromtestraal altijd nul, daar p alleen oneindig wordt voor Â?c) â€” oo.



??? De waarden, die w iieeft ii| de keerpunten, zijn derhalve wortels der vergfe- lijking: Q = Aw Â? ^ Bwnbsp;Cw ------en men zou deze wortels kunnen vinden door de hoeken te meten, die de raaklijnen in diepunten met de hoofdrichting maken i). Heeft deze vergelijking geene gelijkeof imaginaire wortels, dan heeft de kromme lijn n keerpunten; tusschen elkpaar keerpunten ligt noodwendig een top, die correspondeert met een keerpuntvan de evoluut, en waarin p een maximum heeft. Zij Â? zoodanige maximumwaarde; stelt men dan in p = Aw Â? Bwnbsp; Bw Q, p-i-a voor p, zoodat elke kromtestraal met een lengte a verminderd wordt,dan zal ook de maximum waarde van p kleiner worden, en de twee keerpun-ten, waartusschen de top gelegen is, zullen naar elkaar toe schuiven. Laatmen a grooter worden, tot a â€” a i^, dan vallen de keerpunten samen, ofliever, zij worden vervangen door een top waar p = O is, en die met hetkeerpunt van de evoluut samenvalt. Tegelijk met het verplaatsen der keer-punten, naderen de waarden van w, die p = O maken, tot elkaar; en dezeworden gelijk, wanneer de keerpunten verdwijnen. Dit is het geval, dat devergelijking twee gelijke wortels heeft. Laat men Â? gt; Â?

worden, dan heeft p een negatieve minimum waarde in dentop, zoodat p niet gelijk nul wordt: er bestaat dan in dat gedeelte der krommegeene waarde van w, die p = O maakt, d. i. de twee wortels der vergelijkingzijn onbestaanbaar geworden. In het geval dat twee wortels gelijk zijn, â€” als dus de kromme door eenkeerpunt van de evoluut gaat, â€” valt in dat punt de raaklijn der krommesamen met de normaal der evoluut; en daar zoowel p als p_j aldaar nul is,zoo maakt dezelfde waarde van w de beide kromtestralen tegelijk gelijk nul. Hieruit kan men twee bekende eigenschappen der hoogere-machts-vergelij-kingen afleiden: 1) Deze graphische oplossing eener hoogere-machts-vergelijking verschilt van de graphische oplossingin rechtlijnige co??rdinaten daarin, dat de punten der kromme niet uit de vergelijking behoevenberekend te worden, daar men a^hjid met ?Š?Šn der involuten des cirkels, en dus met eene bekendekromme lijn te doen heeft. Omdat daarenboven in elk punt de kromtestraal bekend is, zal mendoor cirkelbogen den vorm der lijn met veel meer juistheid kunnen verkrijgen. Daartegenover staatde moeielijkheid om de lengten der bogen over te brengen op de raaklijnen; hetgeen men echter

zoonauwkeurig kan doen als men verkiest, wanneer slechts de boogjes, die men als rechte lijntjes af-meet, klein genoeg genomen worden.



??? lquot;. Wanneer men zoodanige vergelijking voorstelt door:en men stelt: f(w) â€” a, dan zal deze nieuwe vergelijking twee gelijke of twee imaginaire wortels h.amp;hhm,naar gelang Â? gelijl is aan, grooter is dan de waarde welke f (w) erlangt,wanneer daarin voor w gesubstitueerd wordt een wortel van de vergelijking die de afgeleide functie is van de oorspronkelijke vergelijking. 2Â°. Indien eene hoogere-machts-vergelijking twee gelijke wortels heeft, danzal de waarde der veranderlijke tevens voldoen aan de vergelijking, die deafgeleide functie is van de oorspronkelijke vergelijking. Na het voorafgaande is het duidelijk, waarom de kromme van Kg. 44 slechtstwee keerpunten heeft, ofschoon hare vergelijking vier wortels heeft: tweedierwortels zijn namelijk imaginair. In het punt bereikt de kromtestraal eenminimum waarde Stelt men nu p _}_ Â? voor p, dan valt ^ in het keerpuntvan de evoluut: de imaginaire wortels zijn vervangen door twee gelijke wortels.Stelt men p ?? voor p, zoodanig dat Â? gt; Â? is, dan komen twee keerpuntente voorschijn, en daarmede twee re??ele wortels. Op deze wijze verkrijgen de meeste bekende eigenschappen der hoogere-machts-vergelijkingen in de involuten des cirkels eene nieuwe

geometrischebeteekenis. Omgekeerd worden uit de theorie der vergelijkingen eigenschappenafgeleid betreffende de involuten des cirkels. Hiervan geeft de volgende stellingeen voorbeeld. Wanneer men in de n^e involuut des eirlels n punten zoelt, waarin de krom-testraal dezelfde waarde heeft, zoo zal de algebra??sche som der kromtestralen inde overeenlomstige punten van de eerste involuut gelijk nul zijn. Het bewijs dezer stelling vloeit voort uit de bekende waarheid, dat menuit eene vergelijking = ./^??Pnbsp;Â?-1 4- Cwnbsp;_____\\-Pw .... (1) den tweeden term van het tweede lid kan verdrijven, door te substitueeren: 1 Bn A Daar men namelijk na â€” 1 differentiaties verkrijgt:



??? p, â€” An {n â€” l) {n~2) .... 3. 2 w B {n â€” l) .... 2. 1 .... (2)fnbsp;Psnbsp;\\ B , 1 JB zoo blijkt het, dat voor w - ---ol w\'nbsp;tevens o, = O is, zoodat n Anbsp;^nbsp;\' men door die substitutie de hoofdrichting verlegd heeft naar de richting derraaklijn in het keerpunt der eerste involuut. Daar nu in de nieuwe vergelij-king de tweede term ontbreekt, zoo is de som der waarden van w\' voor elkewaarde gelijk nul, en dus ook de som der waarden van p,, daarpi=An{nâ€”1) .... 3. 2. is. Onmiddellijk wordt ditzelfde aangetoond, wanneer men de waarde van w uit(2) substitueert in (1) zoodat p^ wordt uitgedrukt in functie van p^. In dievergelijking is namelijk de co??ffici??nt van p^ gelijk nul. Daar men eikenterm der vergelijking (1) kan doen verdwijnen, door de hoofdrichting te ver-draaien, zoo is het duidelijk, dat men nog meer zoodanige stellingen kanverkrijgen, die wij echter, wegens hare mindere eenvoudigheid achterwege laten. De tweede involuut heeft de volgende eigenschap: Wanneer men uit drie punten van de derde involuut, waarin de kromte-straal dezelfde waarde heeft, de raaklijnen trekt aan de tweede, en in dezeraakpunten wederom de kromtestralen, dan is de som der producten dezer stralentwee aan twee

genomen gelijk nul. Wanneer men namelijk uitdrukt in functie van p^, en men zoekt deco??ffici??nten van de gelijke machten van p^ bij elkaar, zoo blijkt het dat desom der co??ffici??nten van de eerste macht gelijk nul is, waarin het bewijs ligtopgesloten. Nog vele betrekkingen zijn op te sporen tusschen de verschillende kromte-stralen. Enkelen, die wellicht van belang kunnen zijn voor de theorie derhoogere-machts-vergelijkingen mogen hier nog vermeld worden. Yooraf zullen wij eenige teekens invoeren, ten einde niet telkens dezelfdeomschrijving in woorden te herhalen. In het algemeen zal de waarde van eenigen kromtestraal of wamp;nw, vooreenanderen kromtestraal gelijk nul, aangegeven worden door de letter p of w zoo-veel malen geaccentueerd, als er eenheden zijn in den index van den kromte-straal, die gelijk nul gesteld is, zoodat bijv.



??? Piquot; en wquot; beteekenen: de waarden van p,. en voor p^ = 0. De waarde van een kromte-straal, voor p (of Po) = O zal, waar geen dubbelzinnigheid kan ontstaan, nietgeaccentueerd zijn. Daar verder in het algemeen de {n â€” pf^ involuut nâ€”â–  p punten heeftwaar de kromtestraal nul is, zoo zullen er ook [nâ€”p) waarden zijn vanelke p, voor = Elk paar waarden van eenigen kromtestraal, voorPj = O, zal nu als volgt onderscheiden worden: van pÂ? door (Â?)p,/\' en (j3)pV\'van pn-l â€ž {ci)\'pn-l en ((3)pquot;Â?-] van p, â€žnbsp;en (^)p/\' quot;Po Â? Wp/\' en (^)poquot;Pjjquot; is natuurlijk gelijk 0. De drie waarden, voor ps = 0:van pÂ? door (Â?)p/\' (j3)pâ€žquot;\' en (y)pâ€žquot;\' van p, â€ž (Â?)p,\'quot; (|3)p/quot; en (r)p/quot;Â? P^ (Â?)pi\'quot; (f3)pi\'quot; en (y)p/quot;Po Â? (Â?)poquot;\' (P)p,quot;\' en (r)p;quot; en zoo vervolgens. Waar sprake is van de som van de verschillende waarden van p;Â?quot;, ____ Piquot;) pquot;Â?; Pnquot;\'.... Pa\'quot;, p^\'quot;, p/quot;; euz. of van de producten dier waarden 3 aan3, 3 aan 3, enz. zal dit kortheidshalve worden aangegeven op deze wijze:(^)pÂ?quot; ((3)p/ = 2(p.quot;)(Â?)p;quot; ((3)p/\'-4-(r)p;quot; = 2(p/\')(Â?)p;quot;. ((3)p;quot; (.)p,quot;\'. (y)p;quot; (,3) p/quot; = c (p^^. p^-^) enz.

Eindelijk kan altijd verondersteld worden, dat men door den co??ffici??nt vanden term met de hoogste macht van w gedeeld heeft, waardoor alle kromte-stralen in dezelfde verhouding verkleind worden, daar dit op de te behandeleneigenschappen geen invloed zal hebben. De vergelijking van de tweede involuut is nu: pa = wÂ? Â?O? -f- (5 . . . . (i) Lost men w\' op uit de vergelijking O = 2io\' a



??? die verkregen is door p^ gelijk nul te stellen, en substitueert men die waardein (1), zoo komt: Dit nu is juist de grootheid welke met het omgekeerde teeken voorkomt onderhet wortelteeken, bevat in de waarde van w voor p^ â€” O, die door wordtaangegeven; want: 10quot; = â€” i ?? J/ i Â?2 â€” ?¨ Derhalve: Draait men de hoofdrichting zooveel, dat zij samenvalt met de richting derraaklijn in het keerpunt van de eerste involuut, d. i. verdrijft men uit (1) den tweeden term, zoo wordt vergelijking (2) eenvoudig: = Â? als vquot; = ugt;quot; 1 a gesteld wordt. Laat ons voor de derde involuut beginnen met deze substitutie, zoodat harevergelijking den vorm aanneemt: Ps = v^ -i- av -i- ?¨.....(3). Zoekt men achtereenvolgens: door de waarden van vquot; uit 0 = 3 ate substitueeren in (3), zoo komt en p/ z= ??. Hieruit volgt : =nbsp;5V Dit laatste is wederom dezelfde wortelgrootheid als in de formule van Car-danus voorkomt, die hier geeft: Vquot; = K â€” 1 ^ 4- K i ??V â€” i ^ â€” K i Â?3 zoodat men kan schrijven:



??? t,quot;\' = y â€”nbsp;. ((s)p/\' j/ _ I p/ _ I K (Â?)p3quot;_ Zeer samengesteld worden de bewerkingen, wanneer men ook voor de vierde-machts-vergelijking eene uitdrukking zoekt van v\'^ in functie van p^\', p^quot; enPi\'quot;. Wij bepalen ons tot de volgende opmerkingen. Gaan wij uit van de vierde involuut, wier vergelijking wij â€” ter vermijdingvan breuken â€” aldus schrijven: p\\ = v\' 6av^-h 8?¨v ~h c____(4) Drie differentiati??n leveren op: Ps â€” ?Šv\'-hl2av~i-8?¨ pi = 2?Šv Hieruit volgt: v\' = O dus Pi\' = c Dit gesubstitueerd in (4) geeft: = â€” 5a\' -h O -h 8?¨ y (Â?)piquot; . (I3)piquot; = 25a\' â€” 6?Ša?¨^ (Â?)piquot; ((3)piquot; = 2 (piquot;) = 10Â?= 2g Eindelijk: (a) vquot; = y â€”nbsp;â€” y?¨\'-ha\' Substitueert men deze drie waarden in (4), zoo vindt men ten slotte:S(p,quot;\'. p/quot;) z= 3(e\' â€” 12a\'c 27Â?^ 72a5\') S(p/quot; . Pi\'quot; . Pi\'quot;) = â€” 18a\'c^ 216aPc 81a^c â€” 4325^ â€” 216a^?¨\\Vergelijkt men deze vormen met die, welke voorkomen in de formule, diede oplossing geeft der vierde-machts-vergelijking (4), zoo valt de sterke over-eenkomst terstond in het oog. Deze formule is: yi, Â? i j/^ Â? i yj: waarbij, gelijk bekend is, ter bepaling der teekens moet voldaan worden aande conditie;



??? V zxz^z^ =- â€” h-,Zi, z^ en zijn de wortels der derde-machts-vergelijking: 12az^ 4(9Â?^ â€” c)z â€” ??\' = 0, waarvoor men vindt: ?Ša-h 2 y a^ ~ acnbsp;-f- j/ (a^ â€” ac 45\')\' â€” {Sa^ a^ â€” ac W ~ jxja^ ~nbsp;â€” De grootheid onder het vierkantswortelteeken, ontwikkeld zijnde, wordt:â€” 5T (c\' â€” ISa^cquot; 216a?¨\'\'c 4- 81Â?^ â€” â€” 216a\'??\')hetgeen juist gelijk is aan: 1 Â? / ttrnbsp;fif . iir\\ - 17 ^ lP4 -Pi -pi J. In het overige gedeelte der uitdrukking is de combinatie der letters zooda-nig, dat het niet moeielijk valt ook daarin de kromtestralen in te voeren.Zelfs kan dit op meer dan eene wijze geschieden. Wij deelen die echter nietmede, omdat alleen die wijze van belang zou zijn, welke voor vquot; eene for-mule oplevert, analoog met de formules voor vquot; en vquot;: de wortelexponentenzullen tot een vierde, misschien tot een zesde macht moeten opklimmen, â€”dit laatste, wanneer het mocht blijken, dat zij de binomiaal-co??fficienten: 4,6, 4 zijn, gelijk in de formule voor vquot; de wortelexponenten zijn: 3, 3j indie voor vquot; eenvoudig: 3. De ontwikkeling daarvan is vrij omslachtig. Ten einde daardoor â€” nietslechts uit analogie, maar met zekerheid â€” te kunnen besluiten tot de for-mulen voor denbsp;en in het algemeen

voor de Â?^e-machts-vergelijking,zou het buitendien nog noodig zijn de wet te vinden, volgens welke deco??ffici??nten voor den (Â? l)sten graad afgeleid worden uit die voor den^dea graad.



??? STELLINGEN. I. Eene systematiek der kromme lijnen moet op de essentieele vergelijkingengegrond zijn. II. Het is ongerijmd te veronderstellen, dat de geometriselie eigensckappen eenerkromme lijn niet altijd in de analytische uitdrukking zouden kunnen terug-gevonden worden; gelijk Druckenm??ller doet, wanneer hij zegt: â€žJeder Ein-theilungsgrund der Curven, der von einer geometrischen Anschauung entnommenist, zerst??rt die Eeciprocit?¤t der verschiedenen Co??rdinaten-systeme, wenn derselbenicht auch in den Analytischen Ausdruck der Curven wiedergefunden wird.quot; (DieUehertragungsprincipi??n, pag. 108). III. De meening van Lamarle: â€žTant qu\'on exclura de P?Štude des lignes leprincipe de leur g?Šn?Šration par le mouvement d\'un point, on s\'interdira parl?  m??me d\'en conna?Žtre la nature intimequot; is onjuist. IV. Ten onrechte beweert Krause; â€žLineam curvam non consistere partibuslinearibus rectisj utut parvis,quot;



??? V. Men mag het in de Wiskundigen niet afkeuren, wanneer zij zich bezighouden met onderzoekingen, die geen dadelijk nut beloven. VI. Aan de slingerproef van Foucault wordt in het algemeen te veel gewichtgehecht. VII. In physische leerboeken wordt veelal te weinig gelet op het verschil tusschenhet mechanisch begrip van â€žArbeidquot; en het begrip dat in het dagelijkschleven aan dat woord gehecht wordt. VIII. Er is geen voldoende grond om aan te nemen, dat samengestelde geleidendevochten altijd door den galvanischen stroom ge??lectrolyseerd zullen worden. IX. Het ware te wenschen dat men de samenstelling der carbonium-houdendestoffen altijd door de relatieve hoeveelheden der elementen aangaf. X. Eene indirecte bepaling van eenige grootheid is, waar zij mogelijk is ge-worden, scherper dan de directe. XI. Er is geen scherpe grens te trekken tusschen huid- en inwendig skelet. xn. De naam â€ž Pachydermen\'\' karakteriseert de genera van die orde niet.



??? 103XIIL Het opnemen van O en uitademen van CO^ door de planten kan niet metde dierlijke ademhaling worden vergeleken. XIY. De leer der evenredigheden moet uit de lagere wiskunde verbannen worden. XV. Bij het onderwijs in de Meetkunde is de analytische methode te verkiezenboven de synthetische. van XVI. Aan het onderwijs in de Kosmogjaphie moet de historische ontwikkelingdie wetenschap ten grondslag liggen. XVII. Het is wenschelijk, dat de natuurhistorische vakken aan de hoogere burger-scholen door een afzonderlijken docent onderwezen worden. XVIII. Terecht zegt Krause: â€žMulti sane sunt, qui autument, in definiendis rebus intuitione immediataclarissimis, quae omnis homo, sine ulla praeparatione scientifica, satis intelligat,non adeo multum referre, utrum definitiones essentiales et primitivae habeantur,\'nec ne, cum nemo sanae mentis de his rebus dubitat. Sed haec non est nisipraejudicata sententia.quot;



??? M m ?„f - ^ M P^^Vnbsp;oio^rhi^e Â?l \' Â? B??nbsp;quot;â– â€?gt; -T ivti ^.jLfe-knbsp;\'\' gt; M.Â?-.-,.nbsp;V -nbsp;,nbsp;Vnbsp;..... ?œ tV \' ^nbsp;Vnbsp;-nbsp;Jnbsp;Vnbsp;f^ quot;nbsp;^ Â?cAquot; quot;A , ^ i \'nbsp;.. \'Â?4- -nbsp;:nbsp;v^f^ /i...... .â€? ! -if- .J^
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