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INLEIDING EN LITERATUUROVERZICHT.

In het eerste hoofdstuk van dit proefschrift worden voor de
klasse der functies, die holomorf zijn in het rechterhalfvlak en een
positief re¢el deel hebben, twee belangrijke stellingen afgeleid.

Ten eerste: als w(z) =w(x+iy)=u-+iv holomorf is voor

™ w

x>0 metu>0, dan is [jr"

|
—n'u

xn

. u ow dw
Ten tweede: voor deze functies naderen + 7 tn g, uniform
X z

“

tot een limiet 2= 0 en < oo, als z tot oneindig nadert binnen

een hoek: |argz]:%-—e, waarin ; >e>0.

A heet de angulaire afgeleide van w(z) in het punt oneindig.
Vergelijk o.a.:

J. Wolff, Comptes Rendus, t. 182, p. 918 (1926). . . . . . [1]
J. Wolff. C.R., t. 183, p. 500 (1926). . . . . . . ho B . [2]
C. Caratheodory, Sitzungsberichte der Preuss. Akademie der

Wissensch., 1929, p. 43 . . . . . . . . . . [3]
E. Landau en G.Valiron, Journal of the London Math Socnety,

Vol. IV, p. 15 (1929) . . . . . . . . . T
G. Valiron, Bulletin des Sciences Mathem. 2&: serie, t. 33,

p. 70 (1929). . . . . . 51
C. Visser, Math. Annalen, Bd 107 p. 28 (]932} s s i 6]

In de volgende hoofdstukken worden eenige vragen over de
conformiteit in een randpunt van een conforme afbeelding be-
handeld en wel in het bijzonder de conformiteit op oneindig in
het geval dat we het rechterhalfvlak op een gebied afbeelden waarbij
de punten oneindig correspondeeren.

Stilzwijgend wordt daarbij onder ,,gebied” steeds een enkelvoudig
samenhangend gebied en onder ,afbeelden” conform afbeelden
verstaan.
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Een gebied, waarvan de conforme afbeelding op het rechter-
halfvlak, waarbij de punten oneindig correspondeeren, conform is
op oneindig, noemen we een deugdelijk gebied.

In hoofdstuk II wordt bewezen dat een gebied, waarvan de
grens ligt tusschen die van twee deugdelijke gebieden, deugt. Hetgeen
een uitbreiding is van het criterium van Caratheodory en Valiron
voor conformiteit op oneindig (zie de boven onder [3] en [5] ge-
noemde publicaties).

In hoofdstuk III worden bij beperking van het beeldgebied tot
een deelgebied van het rechterhalfvlak eenige voorwaarden voor
conformiteit op oneindig, die alleen van de grens van het beeld-
gebied afhangen, besproken.

Aangetoond wordt dat de criteria van C. Visser, J. G. van der
Corput en L. Ahlfors aequivalent zijn en ruimer dan het criterium
van Caratheodory en Valiron en dan een voldoende voorwaarde,
die uit het criterium van L. Ahlfors volgt.

In het laatste hoofdstuk wordt het criterium van L. Ahlfors voor
een algemeen gebied bewezen en aangetoond dat dit ruimer is
dan alle voor de hand liggende uitbreidingen van bovengenoemde
voorwaarden.

Literatuur:
J. Wolff, C.R., t. 191, p. 921 (1930) . . . . . 7]
B. F. Wever, Begrensde holomorfe functies (proefschnft 1931) (8]
L. Ahlfors, Acta Soc. Scient. Fennicae, Nova Series A, t. 1,

no. 9 (1930) . . . . . TS e o ek 0]
C. Visser, C.R., t. 193, p. 1388 (1931) AT [10]
J. G. van der Corput, Kon. Ak. van Woetensch., Vol 33.

p. 330 (1932) . . T
J. H. Wansink, Eemge randproblemen der conforme af-

beelding (proefschrift 1930). . . . . . . . . . . . . . [12]

Opmerking: In het volgende hoofdstuk verwijst een getal
tusschen vierkante haken naar de bovengenoemde publicatie met
hetzelfde getal.



HOOFDSTUK 1.

OVER DE FUNCTIES, DIE HOLOMORF ZIJN IN HET
RECHTERHALFVLAK EN EEN POSITIEF REEEL DEEL
HEBBEN.

§ 1. Hulpstelling.
Onderstelling: w (z) = w(x+ iy) = u + iv is holomorf voor |z| = R

Bewering : Voor |z] <R geldt: 27
w (z) = constante + — / (t) i: do,
waarin t=Re ' " k

Bewijs: Als e z=rel? stellen, is voor lzZ] = R:

w(z) =a, + byi+ ‘*( + b, i) r" (cos n ¢ +isin n ¢).

oo

Hieruit volgt: u () =a, -+ -s-' R"(a,cosn @ — b, sinn6),

Door de beide leden van de laatste vergelijking opvolgend te
vermenigvuldigen met: 1, cos ©,sin®, ....,cosn®, sinn0, .
en te integreeren tusschen 0 en 2=, leidt men af:

27
{ f
ay — i;./u(t)d@.
0
2m
q = 2 /u(t)cosn(*)d(—;',l
J'IR”.
0
» Pt M P
b :-—1—--- /‘u(r) sin n®de, ‘

n 2 Rn |
0
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Dus:
27
()—bol-{-—"f f ) (cosn® —isinn@)d O=
1 1R
27 27
=bo i+ 5 [u(tdo %2] ‘e”‘”Od@—
0 0

=byi+ - [ d0+—f (}:—e—m@)d@

omdat de reeks onder het integraalteeken uniform convergeert
voor |z] = R.

Wegens:
; zre= im0 = ze~1OR! = o = %, vinden we:
1 R" lﬁzma-"@R—1 Re‘e—z t—z
; 1
w(z):boz-l—z_z u (£)
g
27
= by i+ i,t fﬂ (£) f‘ii do, w.t.b.w.

0

§2. Een bovenste grens voor de modulus van de n® afgeleide.

Onderstelling: w (z) = w (x 4+ i y)=u-iv is holomorf in het
rechterhalfvlak (x> 0), terwijl u > 0.

d" w nlu

Bewering : — —

e dz" e
Bewijs: Binnen iedere cirkel in het rechterhalfvlak is ww ()

holomorf. Volgens § 1 geldt dus binnen (R), een cirkel met middel-
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punt M op I(z) =y rechts van z, en zoo groote straal R, dat z
erbinnen ligt, zie fig. 1,:

2
w (z) = constante -+ 2% j u (t) t—;—}%d@.
0
x-vlak

Hieruit volgt:

i 4
dw 1 t— M
_z—;f"(‘)(r =M
0
P 4
dw 2 t—M |
d:g — o j u(t){t Mjs d("),
0
en algemeen:
2m
d"w __nl t— M
7_:/!1(?}mri+]d@.
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Daar [t —M|=R,|t—z— M|=ren>= R — o, volgt:

27
d* w n! R ru()dO
e el e
_nl R
T R—o- ; 27 u(z)
27
~ RQ

e 2D
omdat volgens Poisson: / u (f) TO dO@=2nau(z).

0
Deze schatting geldt voor iedere M en R, die aan de boven-

gestelde eischen voldoen. We laten M nu over /(z) = y tot on-
eindig naderen en R tot het reéele deel van M, dan nadert

R—o¢ tot x en R$L l , zoodat:

R 1 nlu(z)

2u(z)n! ’
1(z)n (R_Q)r: R+ Tl

n oy, |
waarmee bewezen is: gkis < M

dyzt Xl

1
Opmerking: Voor de functie w (z) = — . die aan onze onder-
) . d* w nl n!lu
stellingen voldoet, is voor z = x: — =
d z" xn+ 1 N

§ 3. De angulaire afgeleide in het punt oneindig.

Onderstelling: w (z) =w (x + i y) = u +iv is holomorf voor
x>0, metu>0.

Bewering : Voor z - oo, angulair d.w.z.: binnen een hoek
|argz|=% >e>0 naderen—f gtzn

I:i gelijkmatig tot een limiet 2 = 0 en < oo,

A heet de angulaire afgeleide van w (z) in het punt
oneindig.
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o)
Bewijs: 1. Uit § 2 volgt dat % = % en hieruit dat op

) u o
iedere rechte y = ¢, -, monotoon daalt en dus tot een limiet 2 (c),

= 0 en < oo, nadert.

2. Zij 4 (0)=0, dus %—v 0 voor z—+ oo, y=0.

o w u d v
Wegens |— | = — is — = 0 voor z— o0,y =0, dus
ox x ox
v
ook —— Q.
fr
w w
Hieruit volgt: — =— = 0 voor z—+ o0,y =0,

w w +i ;
Omdat —;nooit negatief is nadert — gelijkmatig tot nul als z + oo,
angulair (zie opmerking 2).

Daar |22 =80 =
dz S

tot nul als z - oo, angulair.

Lw | u dw
B , naderen ook — en ——
cos{ - —¢ -

X dz

3. Zijnu A(0)=1>0, dus%* Avoor z-+ oo, y = 0 en overal

op de reéele as > 1.

Daar %? = lj is er bij iedere ¢ > 0 een X, zoodat voor
o> ‘ilf < A+¢ alsy=0.
. ."d w
Nu is w (x) = w (x,) + / ——dx
Kies x > x;, > X, dan is:
b o
| d
w51 )|+ [| 56| =0 G|+ 040 Gr— o)

X
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en: i)'é(j_F ) x0+ru’(x0)l
waaruit blijkt dat er bij iedere ¢ > 0 een X is, zoodat voor x > X:

'w_cxz

Ocok is echter:

‘% = 1 voor iedere x, y = 0.

|

w (z)
z

Zoodat hieruit volgt: { -~ Avoor z—+ oo, y =0.

i v
Daar ook s Avoor z—+ o0, y =0, moet —— 0en dus
-7
w_ w
—=— > Avoorz—+ oo,y —=0.
Zant

w w
Omdat = nooit negatief is, volgt: = 4 gelijkmatig voor z -+ oe,

angulair (zie opmerking 2).
Beschouw nu ¢ (z) = w (z) — 2 z.

@ (2)

Uit het bovenstaande volgt dat ,;2,_‘

RE(P(} ~Ti)
Rﬁw()!

- 0, gelijkmatig voor z—+ oce,

angulair, dus ook —-
u

Hieruit volgt: - = A+ —+ Advoor z + oo, angulair en

u r
wegens het monotoon dalen van + ©OP liinen evenwijdig aan de

reéele as, is ;Ij = 1 in het geheele rechterhalfvlak.

@ (z) is dus een functie van de klasse, terwijl voor z - oo,

y=20: &i(ﬂ} - 0
Volgens 2 naderen dus —zqz %Z— en EEB—) gelijkmatig tot nul voor
. w dw . ;
z- oo, angulair, d.w.z. 2 4z P ; gelijkmatig tot 4 voor z - oo,
angulair.
Opmerkingen :

1. J. Wolff (Kon. Ak. van Wetensch., Vol. 33, p. 1185, 1930)
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en C. Visser (Nieuw Archief, 2e reeks, dl. 17, p. 147, 1932) hebben

aangetoond dat de eisch: |argz| < %— ¢ noodig is, door een

sl WA
voorbeeld te construeeren waarbij = niet tot 4 nadert, als z over

een puntenrij, die buiten iedere hoek komt, tot oneindig nadert.
2. We hebben in het bovenstaande bewijs tweemaal de volgende

hulpstelling gebruikt:

Onderstelling : @ nooit negatief in het rechterhalfvlak.
%‘?’J -+ A(A=0) voor z- oo,y =0.
2 w(z) % ; a
Bewering : ——= - A gelijkmatig voor z -+ o0, |arg z| < ks
808
Bewijs : We zullen hierbij gebruik maken van de volgende

stelling van Vitali, een uitbreiding van de stelling van Weierstrass:

Als in een gebied G een rij gelijkmatig begrensde holomorfe
functies gegeven is, die in een zich in het inwendige van G ver-
dichtende puntverzameling tot een limiet nadert, dan zal de functierij
in ieder puntvan G tot een limiet naderen en de grensfunctie is weer
holomorf in G.

In ieder gesloten deelgebied van G is de convergentie gelijkmatig.

We kunnen hierin ,gelijkmatig begrensd’” vervangen door: ,.er
is een continuum van waarden, die de functies niet aannemen (dus
b.v. de negatieve reéele as), daar een transformatie tot het boven-
staande geval terugvoert.

Om nu onze hulpstelling te bewijzen beschouwen we in het ge-
bied G,. begrensd door de cirkels: |z =1 en |z| = 2 en de rechten

n -

arg z — -+ (% - ;) de functierij v, (z) = M_ﬁ;j welke in ieder
punt van de reéele as—+ 4, voor n - o»,

Y, (z) neemt nergens negatieve waarden aan.

Volgens de bovengenoemde stelling van Vitali geldt dus binnen
Gy : y,(z)+ 4, voor n— oo en is deze convergentie in G, gelijk-
matig, waarmee onze bewering bewezen is.



HOOFDSTUK II.

CONFORMITEIT IN EEN RANDPUNT.

§ 4. Definitie.

Als w(z) een gebied G uit het z-vlak conform afbeeldt op een
gebied H van het w-vlak, dan heet deze afbeelding conform in het

randpunt a van G als lim A= :‘: 0 en ;}: ce, waarbij
z+a *—°¢
angulair

z tot @ mag naderen binnen ijedere hoek met top ¢ waarvan de
beenen het gebied G binnendringen.

Uit de conformiteit in « volgt de hoektrouw in a, d.w.z. de
beelden van twee krommen, die elkaar in @ onder een hoek ©
snijden, snijden elkaar in w (a) onder dezelfde hoek ©.

Het omgekeerde geldt niet.

§5. Een deelgebied van het rechterhalfvlak, dat een deugdelijk
deelgebied heeft, deugt.

We zeggen dat een gebied G, met het punt oneindig als be-
reikbaar randpunt, deugt, als de conforme afbeelding van het
rechterhalfvlak op G, waarbij de punten oneindig correspondeeren,
conform is op oneindig (in het randpunt oneindig).

Hulpstelling.

Onderstelling: w (z) = w (x +iy) =u-+ivis holomorf voor
x> 0metu>0.
Er is een puntenrij z,» 0, n = 1,2...., waar-

voor w, = w (z,) - 0, terwijl tn < M.

Xn

lim r::_)(_z)

>0 Z
angulair

Bewering : :|~, oo,
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Bewijs: Zij z een punt van het rechterhalfviak (x > 0),
z, een punt van de gegeven rij en w, = w(z,).

Zij verder: C, de cirkelomtrek bepaald door:

L=z W ez
* o * '
T =

en D, de cirkelomtrek bepaald door:

+*

‘t—wn
t—w,

waarin z; en w, de spiegelbeelden van z, en w, t.o.v. de im-
aginaire as zijn.

Volgens het contractietheorema van Schwarz ligt w binnen of
op D, voor iedere n.

Wegens%i<M, n=12.... is de straal van D, << M X die
“*n

van C, .

Voor n- o heeft C, tot limietstand de cirkelomtrek C door z,
die in O aan Oy raakt.

Uit één en ander volgt dat w ligt binnen of op de cirkel-
omtrek D, die door vermenigvuldiging met M met centrum O
uit C ontstaat.

Du‘" -}v <MT i

X

of voor y=10: - +v <Mx

dus a fortiori: u< M x of - < M.

In verband met § 2, volgt hieruit: |~ aar we door

1

— als functie van

w
dw w
dat ;e tot dezelfde limiet naderen als z- 0 binnen een

hoek: |arg z| = :; — ¢, volgt uit het bovenstaande dat deze limiet

te beschouwen uit § 3 kunnen besluiten

by | —

niet oneindig kan zijn — hetgeen we bewijzen wilden.
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Stelling.

Onderstelling: G is deelgebied van H, dat deelgebied is van
het rechterhalfvlak van het w-vlak. Het punt O
is bereikbaar randpunt van G en H. Voor w (z),
die de eenheidscirkel |z|< 1 conform afbeeldt
op G, terwijl w(1)=0, geldt:

lim :‘: 0en :‘: Co,
z=r 1 Ii—iz ‘
angulair
Bewering : Voor v (z), die de eenheidscirkel |z| < 1 con-
form afbeeldt op H, met y (1) =0, geldt:
iy b e UL ey
> 11 —2Z J
angulair
Bewijs : Zij w(0)=vy (0)=na.
Zij gy een Greensche functie van H en ®; een Greensche
functie van G, @ (a) = P (d) = — oo.

Ppy is nul op de omtrek van H en negatief binnen H, @ even-
zoo op en binnen G. Op de omtrek van G is @53 <0 en dus
DG — Dy = 0.

Daar @G — @y harmonisch is binnen G, geldt hier: &g = @y

Hieruit volgt dat als z, () de inverse funtie van w is en z, () die
van y, dat |z, (P)| = |z (P)|.

Zij P een punt van de reéele as van het w(eny) vlak.

Bij iedere ¢ >0 is er een A zoodat als OP < A:

arg { 1 —z; (P)} <,

1, 1 opP OoP
als ¢ < 5 is: 1 — x, (P)>§ {1—x,(P)} en = < 2 ]—-1'1.
dus begrensd, omdat de afbeelding van G conform is in het
randpunt 0.

Volgens de in deze paragraaf bewezen hulpstelling, volgt hieruit:
lim L(Z*)“ :‘: oo,
=1 —
angulair

Daar uit afbeelding van de eenheidscirkel op het rechterhalfvlak,
wegens § 3, volgt dat deze limiet niet nul kan zijn, is onze be-
wering hiermee bewezen.

Opmerking: Als w(z) het rechterhalfvlak van het z-vlak conform
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afbeeldt op een deelgebied van het rechterhalfvlak van het w-vlak

het in-

en w(o0) = oo, beeldt W= $ als functie van Z— >

z —|— 1
wendige van den eenheidscirkel | Z | <1 af op een gebied in het
Weovlak, terwijl W (1)=0.

w
Als lim ——— —‘—0 en o, is lim — 7‘7 0 en ce, en omgekeerd,
Z— 1 1— 2= = 2
angulair anaulair

waaruit: als een deelgebied G van het rechterhalfvlak een deelgebied
H heeft met het punt oo als bereikbaar randpunt, terwijl de afbeelding
van H op het rechterhalfvlak conform is op oneindig, is dit ook
voor G het geval, m.a.w.: een deelgebied van het rechterhalfvlak
met een deugdelijk deelgebied, deugt.

§ 6. Een gebied, dat deelgebied is van een deugdelijk gebied
en een deugdelijk deelgebied heeft, deugt.

Hulpstelling.

Als een deugdelijk gebied G conform afgebeeld wordt op G*,
zoodat de punten oneindig correspondeeren en de afbeelding in
deze punten conform is, deugt G*.

Bewijs: Zij w(z) de functie.. die het rechterhalfvlak van het z-vlak

w
conform op G afbeeldt, dan is lim — r": 0 en -:-|:-: oo, terwijl z
1= ol
angulair

angulair correspondeert met w angulair (omdat een afbeelding, die
in een randpunt conform is, daar ook hoektrouw is).

Zij v (w) de functie, die G conform afbeeldt op G*mety (o) = o

y (w

en volgens onderstelling: lim -~ ) 0 en == oo.
W IO | B 5
angulair

w{w(z)| beeldt dan het rechterhalfvlak van het z-vlak conform

o wihw(z w) . w

af op G*, terwijl: lim -t il — lim wi ). lim --:J--:Oen ‘ - o0
Z=p o Zz w—y = w 2= =l

angulair angulair angul.:lr

dus de afbeelding conform op oneindig is.
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Stelling.

Onderstelling: Het gebied G heeft een deugdelijk deelgebied G,
en is deelgebied van een deugdelijk gebied G,.

Bewering : G deugt.

Bewijs: Beeld G, conform af op het rechterhalfvlak, dan
wordt G, afgebeeld op een deelgebied G,* van het rechterhalf-
vlak, dat volgens bovenstaande hulpstelling deugt.

G wordt hierbij afgebeeld op het gebied G*, dat deelgebied is
van het rechterhalfvlak en het deugdelijke gebied G,* tot deelge-
bied heeft.

Volgens § 5 deugt G*, volgens de hulpstelling van deze para-
graaf ook G.

Opmerkingen :

1. Uit bovenstaande stelling volgt dat een gebied, dat het rechter-
halfvlak bevat, deugt als het deelgebied is van een deugdelijk gebied.

2. Omdat een halfvlak een deugdelijk gebied is, volgt uit onze
stelling de voldoende voorwaarde voor conformiteit op oneindig
van Caratheodory en Valiron, [3] en [5],:

Een gebied deugt als het deelgebied is van een halfvlak en een
halfvlak tot deelgebied heeft.

3. S. Warschawski bewijst (Math. Zeitschrift Bd.107, p.321,1932):
een gebied deugt in 0 (d.w.z.: de afbeelding op het halfvlak, waarbij
de punten 0 correspondeeren, is conform in 0) als de grens ligt
tusschen die van twee andere gebieden, waarbij voor 't buitenste in

0 tweedimensionaal lim [i{- ‘,; 0 en -—‘" c en voor het binnenste er
Rivy(z,)
xl’l
en v (z) de afbeeldingsfuncties van het rechterhalfvlak van het
z-vlak op de genoemde gebieden zijn.
Door het buitenste gebied op het rechterhalfvlak af te beelden

blijkt dat het binnenste gebied deugt en dat dit resultaat dus minder
ruim is dan het onze.

]
een rij punten z, -+ 0 is waarop " begrensd is, als w (z)



HOOFDSTUK III.

EENIGE VOORWAARDEN VOOR CONFORMITEIT OP

ONEINDIG VAN DE AFBEELDING VAN HET RECHTER-

HALFVLAK VAN HET Z.-VLAK OP EEN DEELGEBIED
VAN DAT VAN HET W-VLAK.

§ 7. Ongelijkheid I en IL

In deze paragraaf worden twee ongelijkheden afgeleid, waarvan
de cerste, op eenige beperkende voorwaarden na, identiek is aan
de eerste hoofdongelijkheid van L. Ahlfors [9], wiens bewijs hier
overgenomen wordt, terwijl de tweede met zijn tweede hoofd-
ongelijkheid correspondeert, maar door onze meerdere onderstel-
lingen eenvoudiger bewezen wordt.

Stelling.
Gegeven: In het w = u-ir-vlak een gebied H met grens 4,

- a T
gelegen binnen de strook |»| = 5 terwijl H voor u = p, de reéele

as bevat.

Voor u>> u, definiceren we als © (1) dat segment van de lijn
R (w) = p dat tot H behoort en de reéele as snijdt, zie fig. 2.

We onderstellen dat /1 zoo gevormd is, dat @ (1) slechts ge-
isoleerde discontinuiteitspunten heeft. Dit beteekent dat 4 geiso-
leerde punten met discontinue raaklijn of raaklijn evenwijdig aan
de imaginaire as moet hebben, wel mogen deelen van A zijn: lijn-
stukken loodrecht op de reéele as, mits de verzameling u's waarbij

dit voorkomt geisoleerd is. — Vergl. Ahlfors [9] blz. 6, 7.

L
w (£) beelde de strook |y|= :;van het { = & - i y-vlak conform

af op het gebied H, waarbij o (+ o) = 4 o0; {(w) zij hiervan
de inverse functie.
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=
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Gie | 279
7 — A7) g :

R

z Figs

Zij 7ehet beeld van het lijnstuk 6 (2): R@)=¢ |I(Q)] =
7y evenzoo van O (u).

(ST

# (§) en g (%) zij minimale, resp. maximale 1 Op ¥, evenzoo &, (u)
-

en £, (4) de kleinste en grootste & op Y e

L) — & W)=s(n)= schommeling van & op Y
by (&) —m (B)=s()= schommeling van u op Vg

15 en I# zij de lengte van Vg TSPy .
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fs

d
Bewering : a) & (1) — & () = b UJ) b

ﬁ‘l

{ t-o

VOOr fiy > fy = Mg, a]s/ ( }> 2; ongelijkheid I (L. Ahlfors)
|

b) als H voor x> u,* de strook |»| = hE, h<1,bevat:

i (Es) — pa (51) 2 Z h(& — &) — 12a,
voor u (&) = u,* en & — & > 2 b; ongelijkheid II.
Bewijs: a) P,u = b* + 5% (u), daar !:” = diagonaal van de recht-
hoek met zijden b en s (p).
dus f]E' (u|d12§bs+sﬂf,fl).
O(#)
waaruit volgens de ongelijkheid van Schwarz:
O (x) [| ' (w) | dy = b* 4 5% ().
6l)

Deze ongelijkheid deelen we door € (x) en integreeren van g,
tot u,, waarbij 4, zoo groot moet zijn dat @ (u) >0 voor u = pu,,
g

du
terwijl we verder onderstellen: /()( )>2 waaraan b.v. voldaan

Hy
is als pu, — py > 2a.
We vinden:
fa e g
d (st (n) / .
i I Aediat Al drdp=
Jot* o0 / P dvdps
I i, 1 ()(,u)

= b {E () — & () + s () + s (1) ],
welke laatste schatting wvolgt uit het feit dat de dubbele
integraal een deel van het oppervlak tusschen & = & (u),

=211 )lentyi= T g voorstelt.
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Hieruit volgt:

Mo Ha
dp 1 [s*(u)
— > e g — o
& (1) — & () _/O () 3 b.,/ @(H}d# s (1) — s (uy) =n (1)
fia} Hy

Daar we onderstelden: > 2, geldt voor de waarden p/, en e

‘\‘:

#z
My My
dp _ (dp , /
waarvoor ,[-9—(!‘_) _./Q(F)_ 18 L=t VRS (2)
! 78
ey J
Uit (1) volgt: & () — & (1) = b / = (*:j) + k() + k(n) . (3)
;t
!’5’1 r“_
waarin: h (u) = / ?) gﬁ;d)u s(u)en k(u) = é/s—gg dp—s(u).
: i

We beweren nu dat h (1) en k() niet in de geheele intervallen
(w1, 11) resp. (s, p,) kleiner dan — b zijn. Want uit A () < —b

i
volgt: b+ — / (( ))d,u<s(,u)
’ lu
o
Stel nu a(u) = i; / gi;g d p, dan volgt de ongelijkheid :
e
btatp < —bog
50 < it ator =4 5ram

1
$
Geldt dit in het geheele interval (#y, 1)), dan is:

M1 i

du b )il b
Jot < [ (= 1= gy <1 oo bt ontr
I i, stelde in (2).
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Dus is er in het interval (u,, #';) minstens één punt M, met
h(M,) = — b, evenzoo in het interval (u';, u;) minstens één punt
M, met k (M,) = — b. .

Daar M, < p'; < pt'y < M, kunnen we in (3) u4, en u, door
M, en M, vervangen en krijgen we omdat h (M,) en k(M,) = — b:

M,

- i dﬂ
& (M) — & (M) = b / o
M,

Wegens =M, en py = M, is ook: & (u) < &, (M) en
& (u,) = &, (M,) en dus stellig:

— 2 b,

M, a;: ﬂgl I

. "du I 1 { [ du ‘du
£1(s) — () 26 [ —26=b [ =} [ *[e0sT ]

Ml P2 H M,

,N)
= b/ d{u) — 4b, wegens (2), waarmee ongelijkheid I bewezen is.

1
G vlak
0 Opmerking: Daar © (1) < a kunnen
# Ha we schrijven:
jven:
: b
& (1) — & () = 7 (g — 1) —40b
Ezl/[\,bxk Eilfea)=E als py —py > 2a.
Onderstel £, (14)=¢&, (1,) =&,
cw-viak dan geeft dit:
b g 0
022 {1 ) 1 (6} — 45
als gy () — 1, (£) > 2a.
Hieruit: u, (£) — p, (£) =< 4 a, hetwelk
dus altijd geldt, d.w.z. s (&) < 4a.
K

;im £l
Fig.s
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b) ¢ (w) beeldt de strook |»|<C hg af op een gebied K gelegen

b :
in de strook || < 5 en voldoende aan de onderstellingen omtrent

H, behalve misschien dat niet voor groot genoege & de reéele as
geheel binnen K ligt — zie fig. 2, blz. 26.

De rol, die de reéele as bij het definieeren van @* (£) zou moeten
spelen kunnen we echter overdragen aan het beeld van de reéele as
van het w-vlak en als ©* (£) definieeren het segment van R ({) =&
dat geheel tot K behoort, de punten £ (u,*) en+ oo scheidt en
van links komende over de beeldkromme van de reéele as het
eerst bereikt wordt — vergl. L. Ahlfors [9] blz. 6, 7.

We mogen nu de eerste ongelijkheid toepassen, waarin £ en Jr
van plaats verwisselen, b: ha en a: b wordt, dus:

* * h
W () — ™ (&)= Fa (6s—&)—4ha, alséy—é& >2ben¢, > &y (™),
waarin u,* ({) en p,* (£) de kleinste en grootste u op Vg tusschen
y=+h g zijn.

Echter: u* (£)

t (Ee) — g (8) = 3( (e —&)—4a—s(&)—s (&) =
= {lb‘? (£, — &) — 4 a — 8 a, volgens de opmerking

van bldz. 29, waarmee ongelijkheid II bewezen is.

Opmerkingen: 1. In de laatste ongelijkheid kunnen we ha ook
beschouwen als de minimumbreedte van het deel van H, dat de
reéele as bevat, tusschen VE, en Ve -



31

2. Volgens de opmerking van bldz. 29 is:
&1 (1) — & () = g (g — ) —4b als gy —p, >2a.

t_ vlak

?}‘1 2%

S| /

7i ﬁ.f-z
i€ Jsltd)
ﬂg.v

Volgens ongelijkheid II is:
My () —m (§)>2a als k(5 —§&)> 1465

Uit bovenstaande figuur volgt dat als we in ongelijkheid I &, (u,)
vervangen door & en & (1) door &, we p, moeten vervangen
door 4, (£)) en p, door w, (&), zoodat we krijgen:

-

b -
£y — & = E g{“;] (‘l;'.')_l“] {51)2_4{)

-~

of:

Mo (E-.') —uy (&) = s

5(52_$|)+4a-

14 b
als & — & > 5 en & voldoende groot is.
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§ 8. Hulpstelling.

Onderstelling: w(z) =w (x +iy) =u-+ iv beeldt het rechter-
halfvlak van het z-vlak conform af op een deelgebied G van het
rechterhalfvlak van het w-vlak, terwijl w (o) = oo,

G heeft een zoodanige grens I
dat de functie O (r) = boog van
de cirkel met straal r. die tot G
e I behoort en bovendien de reéele as
— welke we voor u > u,, geheel
in G onderstellen — snijdt, ge-

N isoleerde  discontinuiteitspunten
\\' heeft.
N

w-vlak

\\ G bevat voor | w| > R de hoek
\ 7 ha, h <1, symmetrisch t.o.v. de
\ reéele as.

N + B

e Bewering: ]gl—v(ﬁ—yl)‘-li t voor
g g
0 U Ig 1

‘/ groot genoege y fusschen ftwee

positieve constanten.

Bewijs: Stel o =lgwen{=Iqg z
dan beeldt w (£) de strook || < l;;
conform af op een gebied gelegen
in de strook |»| = 7, welke

2
vanaf u,* = Ig R de strook

|v| < h "2‘ bevat.

Dan gelden volgens de ge-

Flas wijzigde ongelijkheid I (opmerking
g 2, bladz. 31) en ongelijkheid II,
daar a—=b=um, de volgende ongelijkheden:
- 142
(1) oo py (&) — 0 (&) =H—§Gt+4nalsé, —§& > 'hz-

(2) ..o (E)—m (6) Z (5 —&)— 127 als & —§&6>2ax,
en & voldoende groot is,

a (& E —dm— (£
Uit (1) volgt: &4: 2) =i = TE (&)
2 2
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3 .
Uit (2): Elé_(“_ﬂ = e hé + 12;“—*.“-9 (£)
o :

Stel & —lgy, dan zijn de eindpunten van vg, — vergl. fig. 2,

bldz. 26 — de punten lIg w (4 i) en Ig w (— yi) en volgt uit boven-
staande ongelijkheden dat lg | u;;y i) voor voldoend groote y

tusschen twee positieve constanten ligt.
Daar we onderstelden dat ons gebied een hoek Az bevat, be-
teekent dit dat voor voldoend groote y: A<lglyl(g+ m”<B
y

waarin A en B positief zijn.

§ 9. Een noodige en voldoende voorwaarde voor conformiteit
op oneindig, bij eenige bijzondere onderstellingen.

Als w(z) het rechterhalfvlak van het z=x + iy vlak conform
afbeeldt op het gebied G van het w-vlak, is noodig en voldoende
voor conformiteit op oneindig de eindigheid van lg 4, d.w.z. het

.

als z =+ o over de reéele as.

tot een eindige limiet naderen van lg

: . Lt I w ;
Van de harmonische functie Ig \z is arg - een geconjugeerde,

) - i
zoodat voor de boven aan lg— gestelde eisch noodig en voldoende

e e =g iy
T

is de convergentie van f | arg ;
] —gr Ny

Zie: D. Fatou, Acta Mathematica Bd. 30, 1906.

Daar arg y :; en arg (— y)= — % kan de laatste integraal ver-~
td

vangen worden door'/ { m—arg w(y) -+ arg w(—y)| d'J

Voor een gebied dat symmetrisch is t.o.v. de reéele as, waarb:]
dus arg w (y) = — arg w (— y), volgt hieruit als noodige en voldoende

voorwaarde voor conformiteit op oneindig: de convergentie van
(e 5]

/ { ; — arg w (y) %‘—j;{-
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Bij eenige bijzondere onderstellingen zullen we hieruit een noodige
en voldoende voorwaarde afleiden, die alleen afhangt van de grens
van het beeldgebied.

Onderstelling : w (z2) = w (x + 1y) = u + i v beeldt het rechterhalf-
vlak van het z-vlak af op een deelgebied G van
dat van het w-vlak, w ()= os.

De grens I' van G zij symmetrisch t.o.v. de reéele
as en op het deel van I' boven deze as draaie de

7T
raaklijn, voor 9:3 — arg w — 0, continu linksom

tot wverticaal.
Bewering : Noodig en voldoende voor de conformiteit op on-
o

700 S, ; (u Yol
eindig is de convergentie van / p dv, als hierin

(u.v) punten van I' zijn.
Bewijs : Uit het gegeven volgt:

le. G bevat vanaf |w|=R de hoek |argw | <h —923 h < 1,

zoodat er volgens § 8 een Y, is, zoodat voor y>Y, geldt:

A<lgv(y)

.. <B. waarin A en B positief zijn.

lg y
(O]
2e. Er is een Y,, zoodat voor y> ¥, geldt:d-aé—’(gj <= ()}
Er is dus een Y, > ¥, en Y,, zoodat voor y > Y, aan deze
beide voorwaarden voldaan is.
Nu kunnen we de noodige en voldoende voorwaarde voor con-

[ d
formiteit op oneindig: / & (y) ?q convergent, zoo veranderen dat

hierin alleen u en v voorkomen, waarbij dan (u, v) punten van
I zijn.
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Voor Y > Y, is:

Y Y
le:/ QT(wdy:@(Y)]gY—@(Y)]gY —[1” J(q)dy<
Y, Y,
VY
1 1=
<70 V)lgo(¥Y)— 3 0(¥)lge(Vy) — 5 [lgvd 0s) +
Y,
o(Y)

1
+ {4 OV lg o (Y) — (Y lg Yo} = 5 [ ()4 constante.
o (¥,

Y Y

O (y) 1 _ | , -
22':[ yydy>§9(1)lgv())—-B(')()u)lgU()o)—g,lgvdg(ﬂ"F
)i ¥

—i—%—o (Yo lgo(¥y) — @ (Y)lg Yo} =

v(Y)

17/ dv
B./ e (v) T - constante.

0 (¥,) .

: d
Hieruit volgt dat de convergentie van / @ (v) —unoodigen vol-
v

doende is voor de conformiteit op oneindig van de beschouwde
afbeelding.

U u
Daar @ (v) =bg tg AU kunnen we deze voorwaarde nog

b9

u
vervangen door:/ ; d v, waarmee we onze bewering bewezen
v

hebben.

Opmerking: Het bovenstaande bewijs is gedeeltelijk gelijk aan
dat van J. Wolff [7] en B. F. Wever [8].
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§ 10. Eenige voldoende voorwaarden voor conformiteit op
oneindig.

Criterium A.

Voor een deelgebied van het rechterhalfolak van het w-vlak,
waarvan het punt oo bereikbaar randpunt is, is wvoldoende wvoor
de conformiteit op oneindig van de conforme afbeelding op het
rechterhalfvlak van het z-vlak, waarbij de punfen oo correspon-
deeren, dat er op de positieve imaginaire as een rij punten v,
met | v | <|vy | <...<|v,|<... te vinden is, zoodat

< y & j Un+1
2 max 6 (w) en  2max O(w) Ig
|vn[§hvlélvn+l| Ivn’é wl§‘0n+]| Yn
convergeeren, waarin: @ (w)= % —argw, als arg w > 0

:'—;—_}—argw, als arg w < 0

en de punten w op de grens van het gebied liggen.

Door |v,|= k" te stellen, volgt hieruit de voldoende voorwaarde

van L. Ahlfors [9], blz. 36, bij beperking tot deelgebieden van
n+1
het rechterhalfvlak, daar Ig %n constant is, (k> 1).

Bewijs: We zullen weer gebruik maken van de stelling van § 5,
dat een gebied met een deugdelijk deelgebied, deugt, en zullen
daartoe bewijzen dat een t.o.v. de reéele as symmetrisch gebied
in het rechterhalfvlak van het w-vlak, waarbij op de grens O (w),

van | w, |tot|w, |, gelijkisaan O, en | wp, | = | w(, 41y, |, zie fig. 6,
= A w
terwijl 260, en 260, Ig| — (1 1k convergeeren, deugt.
w,
Co

Dit hulpgebied deugt als:/@ () %y convergeert — zie bldz. 33,

Zij y (w,) =y, enz.
(f, y?, y!n + ”1
j O (y)—==23, ] O (y) %5_’+2n O (y) d;y want alle 6 (y) zijn

U, U, positief.
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Volgens opmerking 1 van bldz. 30 en ongelijkheid II is:
31 (‘En!) — M (5"1} é hn (‘Erz - E”l) — 127, als &.ﬂz - 'fni > 2:"E,
waarin h, 7= breedte van het beeldgebied tusschen ®, en w,

2

en £, =R((,). ¢, =]lg Y, enz.
Duslg|w, |—Ig lw, | 2 h,(lg Yn, — 19 4y, )— 1272, mits lg?> 2n
m
(omdat het hulpgebied symmetrisch is t.o.v. de reéele as mogen
we y. ., enz. positief onderstellen).
Uit de laatste ongelijkheid volgt:

yn 1 1271
lg —=<—1 + ——, hetgeen altijd geldt, want als
9y, SR 18| 0, | T 5 hets id g

ynz

<2, dan zeker < 2e lid van deze ongelijkheid (he<281),

m

{nrr 1) < 12‘T
Evenzoo geldt altijd: Ig Yy,  — kleinste van hnen T

< 24 *zals n > N, daar we mogen onderstellen dat voor n > N:

h, > '2-, wegens de convergentie van 2 O, is er immers een N,

7T

2_@” 1
zoodat voor n > N: @ <£, dus hy— —-— > —.
n=4 i 2
2
Yn,
Jﬂ (_) uﬂ Qrz
e (1 —()].=<,,] —’—{—12:1 <5
/ J) gym h 9 b, i
Un,
<2206 lgl + 247 6, voor n> N.
"1
Y(n+1)
/0( )L <6, + 6y g L0t < (6, 46, ). 24,
Ing voor n > N.
Yn,

Hieruit ziet men dat uitde convergentie van 3@, en 3 6, lg
Co

W (nt1), ‘

ll’m

die van] O (y) %Q volgt en dus het deugen van het hulpgebied.



39
Opmerkingen: 1. Het criterium van L. Ahlfors: 2, max O (w) con-
K< |w| <
vergent, kunnen we wegens ©® = bg tg : w g en|w| v, als wenog
de grootste van u (v) en u(— v): ¢ (v) noemen, veranderen in:

2, max ?0) convergent,
v

kn—SUS Al + 1
2. We kunnen nu de volgende voorwaarde bewijzen, die naast
§9 voor de hand ligt,: :

Criterium B.
Voldoende voor conformiteit op oneindig is de convergentie van
co

~

/ { max 2((;?)} C—i:—’, waarin @ (q) de onder 1 genoemde beteekenis
b heeft.
Bewijs:
= fnt 1
i ) d ~ G ? d = y
/{maxq (Q).}—":.En/}maxm){l’gln haY Z,(_”.)]gkg
v, 2 J v v g+l oo U
kﬂ !
=lgk 2, max Li—v}

prtl <, <gnt2

zoodat als aan onze onderstelling voldaan is, ook aan het criterium
van L. Ahlfors voldaan is, en het betreffende gebied dus deugt.

In § 15 zullen we laten zien, dat het criterium B minder ruim
is dan dat van L. Ahlfors.

3. Het resultaat van G. Valiron in Bull. des Sc. Mathem. 56,
p. 208, 1932, is een onmiddelliik gevolg van criterium B, want
het door hem ingevoerde hulpgebied, met grens u=|v|h(|v]),
waarin h (f) positief is, niet groeit en tot nul nadert als ¢ tot on-

(¢}

"h(t
eindig nadert, terwijl / —i) dt convergeert, voldoet aan onze voor-
waarde.
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§ 11. Het criterium van C. Visser [10].

Onderstelling : w (z) = w (x + iy)=u-+iv beeldt het rechter-
halfvlak van het z-viak af op cen deelgebied G
van het rechterhalfvlak van het w-viak, dat alle
punten van de reéele as waarvoor u™> u, bevat,
terwijl w (o) = oo,

# (1) zij het maximum van {:z_,— = als w de grens
van het gebied doorloopt.
Bewering : Voldoende voor conformiteit op oneindig is de
Co

’ 3 du
convergentie van / fu(a) — 1} g

Bewijs: Zij zy=x,+ iy, een punt binnen D (x > 0) en
wy =1ty +{ v, = w(z,).
We stellen Z = Z—:z”—* en W=W(2Z)= i2) R e
z—z, w(z) —w,
z," en w,* de spiegelbeelden van Zy en w, tegen de imaginaire as zijn.
W (Z) beeldt | Z|< 1 af op een inwendig gebied H, terwijl

W (0) =0. Kz(,é) isdus holomorf binnen | Z|=1 en wordt nooit nul,

dus kan geen minimale waarde aannemen in een inwendig punt van

=il OE‘KZ@;

de grens van H is.
In het halfvlak D volgt hieruit:

*

= ¢, waarin ¢ de kortste afstand van O tot

w(z) — w z—z . ey
L—” A I = o (wy), waarin o (w,) de minimale waarde
z—z, (z2) — w, =
, v — w
is van +| als w de grens van G doorloopt.
w—w,

z— z, laat uit de laatste ongelijkheid volgen:
| (z0) | Z o ). 22
We beschouwen nu de inverse functie( z=2z(w)=1z2(u) op de
reéele as.
:_Z [g (%H) g:,u (u): volgt uit bovenstaande ongelijkheid, daar
z; een willekeurig punt was.
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Dus voor 0 < u, < u; geldt:

z(w) z(m)
/’ dz / dz
- (ay) ’ "(u1] z =
z\u 1 0" :
z_%u]; 2 |‘Z{H0} ‘ )| =€ z(w) =ezf) =
0
H = d
/ 1 (ﬂ% d?u l.“ [")?u
=eq =ea
2 g
[ o do /g,t(u)u } da
z(u 1 J L lz(m)| . "
Dus I(I]') = | z(uy) | @ e = HOO Ca s

e

Als / f o (u)— 114 % convergent is, is het quotiént@ begrensd
en de'afbeelding dus conform in het randpunt oneindig, daar we
in § 3 bewezen, dat voor de functies w (z), die holomorf zijn in het

: . t
rechtechalfvlak en een positief re¢el deel hebben, — tot een limiet

-~

1=0 en < oo nadert, terwijl nu ook de limiet 0 uitgeschakeld is.

§ 12. Het criterium van J. G. van der Corput [11].

Onderstelling: w(z) =w (x4 iy)=u-+iv beeldt het rechter-
halfvlak van het z-vlak af op een gebied G in
het rechterhalfvlak van het w-vlak, dat vanaf
u, de reéele as bevat, terwijl w (o0) = oo,

¢ (v) zij de grootste van u (v) en u (—uv),
waarbij {u(v), v} en {u(—v), — v} randpunten
van G zifn.

Bewering : Voldoende voor conformiteit op oneindig is de

co
: duv
convergentie van / { max o (q) | —; . waarin met
q=v 7
max ¢(q) de bovenste grens van ¢ (q) in het
q=v
segment 0 < q < v bedoeld wordt.

Bewijs: We zullen de voldoendheid van deze voorwaarde be-
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wijzen door aan te toonen dat als hieraan voldaan is, ook voldaan
is aan het criterium van Visser (§11).

Voor ijedere W=1U-+i V en iedere njet met W samenvallende
positieve u geldt:

l( Wta _1):.1 JEGFOEEE. Al
u\|W—u | VT —uf + V2
4L -
We—UP+ V{Vut+ UP+ V2V u—Up £ V7] =
4101
=5 TRER TR s tre ] ol el e o R )
Ve —UP+ V2 V2L Ve
Stel £ (v) =max ¢ (g), dan is 2 (v) een monotoon niet-dalende
q=v
: = : ' dv
functie, terwijl volgens onderstelling / 2 (v) i convergeert.
0 oo ?."Q
Voor v > 0is dus: 1'7(51)-:,2(11) /c:'-t §/ ltg(r) dt—+ 0 voor v - oo,
v v
waaruit volgt dat voor v > u,: 2(v) = ;v ....... (2).

Voor ieder randpunt U 4 iV van Gis: U = ¢ (V), bij voldoend
groote u is volgens (2): U= ¢ (V) = 2 (0) = -;— u voor V = 4.

Uit (1) volgt nu dat voor alle randpunten W — UiV van G:

max B 1 — 1) = max @f(jv—)
Vzaut\[u—W| V=u 5
en bovendien voor voldoend groote u:
g )
el e (12 A R e _4e(V) 82
Véfl i H_W Véu '(u—%‘u)ﬁ l"u;“, u-

zoodat dus voor de in de vorige paragraaf gedefinieerde u (u),
bij voldoend groote u, geldt:

% fu(g)—1})< 8()”—(”) + 4 mex T_I(/‘-;-) ........ (3).



oo oo
) 0 e /
Voor gz ez 12 @< %8 =200 [Fs2[2W s
q q Jw i =
oo q q
e
< 2/ !..l{;z) i
: e
dus: max q—@ﬁZ/if}du_
gzt 9 v
t
o ?Cl oo
waaruit volgt: /{ max & (_q} bdt < 2/ dt l 2 (:IJ duy —
qz ¢ q U u"
1 = 1 t
(=] ¢ o0
[0 (u) r "2 (u
— e = S
2/ - du/ dt < 2./ e duE R (4]
i i i
(=]
(L2 (u)

Uit de convergentie van / i!— du, volgt, wegens (3) en (4),

oo

du
de convergentie van/ e (u) — 1 }—l—!—. waarmee we onze bewering
bewezen hebben.

Oprmerking: Naar aanleiding van het bovenstaande en van §9
ligt de vraag voor de hand of voor een t.o.v. de reéele as symmetrisch
o]

("1 . o
gebied de convergentie van f " dv niet altijd noodig en voldoende

voor conformiteit op oneindig zou zijn (waarbij u + iv de rand-
punten van het gebied zijn).

Uit een eenvoudig voorbeeld blijkt dit vermoeden echter onjuist
te zijn. Neem n.l. als beeldgebied het rechterhalfvlak van het w-vlak

verminderd met loodlijnen op de imaginaire as in de punten in®
=]

- . fu " }
met lengte n?, dan 15/ ;.dv = 0 maar het gebied kan niet deugen

JT
want het bevat slechts hoeken 5"
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Door de naalden te vervangen door gelijkbeenige driehoeken
met basis eén, {i (n? — 1/,), i (n* + 1/,) f, en hoogte n® krijgen we een
voorbeeld waarbij u een eenwaardige functie van v is en

"u (v) o, || _. ' v
j-v‘f dvon 2 @ convergeert, terwijl het gebied niet deugt.

§ 13. De criteria van Visser (§ 11) en van Van der Corput
(§ 12) zijn aequivalent.

In de vorige paragraaf is bewezen: Als aan de voorwaarde van
Van der Corput voldaan is, is ook aan die van Visser voldaan.
We zullen nu het omgekeerde bewijzen.

Onderstelling : Omtrent afbeelding, enz. als in beide vorige

paragrafen.
oo

du
/ fp(u) —1} -, convergeert.

G
Bewering : / { max g (q)| cﬁf convergeert.
J o og=v U
Bewijs: Op G ligt minstens eén der punten o (V), VI
1 1 %%
en{p(V),—VI zoodatl—r{,u.(u)— 1 }:max;{ [:ji—p—v —1}=
;l{ T_(l/)i_':v""_ LA - 3
u' | p(V)+iV —u
Uit de vergl. (1) van bldz. 42 volgt:
L) iVeul
u'lle(V)+iV—u i
—_—_—— = o 493-(11 e e — e Z
Mu-e WP VAV [t o MPH Vi Ta- p(V) 21 V=

19 (V) 2q¢(V)

> — et S
Tl e T Vit fu— o (NP F V= i o2 (V) 1 V3

Voor V = uen u voldoend groot volgt hieruit, wegens vergl. (2)

van blz. 42:1— fpfu)—11= ‘2, max ¢ (V), waarmede onze be-
' u 3u? V= u
wering bewezen is. o
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§ 14. De criteria van L. Ahlfors (§ 10) en Van der Corput (§ 11)
zijn aequivalent voor deeclgebieden van het rechterhalfvlak.

Onderstelling: w(z)=w (x+iy)=u -+ iv beeldt het rechterhalf-
vlak van het z-vlak af op een gebied G in het
rechterhalfvlak van het w-vlak, terwijl w (o) = oo,

¢ (v) zij de grootste van u (v) en u (— v),
waarin {u(v),v| en lu(—v),— v} randpunten

van G zijn.
Co

Bewering : Het criterium van Vander Corput: / {maxrp(q);‘_fi’
Joqsv
convergent, is aequivalent met dat van L. Ahlfors:
2, max Eﬂ convergent.
M<v< Jnt1
max ¢ (v)
n+1 )
Bewijs: MSu=Rns max P (v) SR (1)
k" L < irnh 1l
max ¢ (v)
+1 )
en K'Sv=k" < max ¢ (0) 2).
A”*l kn<__U<kn+l v
Hieruit volgt:
- kn +1
: dv 1 1
le./ max g . / max ¢ ( )2‘—' maxp(g)} — - —- >
: {O,V Pl = ! go. q "[{Jk" I e e [
e '
maxq (q)
k—1_ k=1 kL gn
max ¢ = — A Libhe 2
25 emeinibet 55 1
k—1 )
= —p*a‘,, max {Q). volgens opmerking (1).
kn-—-]' AL
o jnt1
b e i di . k—1
2e. [{maxq(q)} =2 [ {maxg(q)| = Zn{maxgp( .
_,/ 0,v i _}I 0,0 4 0,kn+1 9 ; Kt



Nu is
max ¢ (q) Smax ¢ (q) + max ¢ (@) + . . . + max ¢ (q) + max ¢ (q).
O,kn +1 0.k ki A l'kn kn kit 1
Dus
maxg(q) maxp(Q maxg(q) max ¢ (q) maxp (q)
0,k + 1 0.k kK2 kn— l, kn k", n+1
= = ib T — <
Jnt1 rn+1 pnt1 et AL -1
max 29 x40 max 209 "
<91k q " ki 9 +. . .+ k”—],k"i -+ max ?1q),
Kt Jn—1 k k”,k”+1 q

volgens opmerking (2) van bldz. 45.

Co

Hieruit volgt:/ f max @ (q) ) ii’ =
J o 0w 2
< (k )= [max fpéq_ max ‘i’q(q) ]
- R 2 S O
k" = kN k"+l q
?@q)y 1 Q) v 1
:k—l *'—'zm—‘ — Ly — e e
bt P S
-+ max m)fm—l"-i— s, ]
k".kn+] q k™
=(k—1) & Zh max. ﬂi} daar alle ¢ (q) positief zijn.
k—1 kn’kn-i—l

Uit le volgt: als aan 't criterium van Van der Corput voldaan
is, is aan dat van L. Ahlfors voldaan; uit 2e het omgekeerde,
dus de aequivalentie van beide criteria.
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§ 15. De voorwaarde van Caratheodory-Valiron (§ 6) en het
criterium B (§ 10) zijn minder ruim dan de laatste drie aequi-
valente voorwaarden.

Onderstelling: w(z) =w (x+iy)=u-+iv beeldt het rechter-
halfvlak van het z-vlak conform af op een ge-
bied in hef rechterhalfvlak van het w-vlak,, terwijl
w (oo) = os,

Bewering: le. Als het beeldgebied G een halfvlak bevat

OO

convergeert , ,maxq‘(q)[ —

J o O v?
oo
2e. Er is een gebied, waarvoor / fmaxq(q)| L
s R Us
convergeert en dat geen halfvlak bevat.
o
3e. Er is een gebied waarvoor / {maxeg(q)| (jf
=
(] i
convergeert en f | max 7(q) { - dwergeerr
J v 4

Door le en 2e zal bewezen worden, dat het criterium van Van
der Corput ruimer is dan dat van Caratheodory-Valiron, door
3e dat de voorwaarde van L. Ahlfors (— die van Van der Corput)
ruimer is dan het criterium B, dat er uit volgt (vergl. blz. 39).

Bewijs: le. Stel G bevat het halfvlak u = a, dan is voor
alle randpunten van G ¢ (U) < a, dus:

Ca co

d
/ { max ¢ (q)} g <a / UU welke convergeert.

U i

2e. Als voor de randpunten van G : ¢ (v) = Tk »waarin 0 <e < 1,
Oo oo

dv " dv
/ 14¢

convergeert j max. ¢ (q){ en het gebied G bevat

U v

geen halfvlak.
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3e. Beschouw een gebied, symmetrisch t.o.v. de reéele as, bestaande
uit het rechterhalfvlak verminderd met de strepen

((vpu, +ivn), (—iv,u,—iv,), n=1, 2,.

-]
—nl — S
Stelfv = nillen iy — nlign)
Dan is, omdat u,, groeit:
dv 1 1 )
f% ﬂolavw(q)} 28 —<ntn (E = Un+1) =
e nl! 1 1 e 1 1
=20 2lgnP (n—! = [ It 1)1) = AT n+l) <
1
3
e n(lgn)? =
En omdat “n daalt, is:
vﬂ
[[fmax 2y & 5 tnit yg tnvr
v, 0o q b n"’rr{-l Un

5 1 gatn=z, ]

T+ 1)Igt(n + 1)




HOOFDSTUK IV.

EENIGE VOORWAARDEN VOOR CONFORMITEIT OP
ONEINDIG BIJ AFBEELDING VAN HET RECHTERHALE.
VLAK VAN HET Z-VLAK, ZONDER BEPERKING VAN
HET BEELDGEBIED BINNEN DAT VAN HET W-VLAK.

§ 16. Een voldoende voorwaarde.

Een gebied G deugt als er een rij punten v, met
v | <|v, | <...<|v, | <... te vinden is, zoodat
1 2 n

r:-II

2 max O*(w) en 2, max 0% (w) Ig
(]

n
v, |SwlSlv, 4 | gl Slw|= o,

Co

con vergeeren

n

3 d
en bovendien / {b(r) — x} Tr convergeert.
Hiecin is w een grenspunt van G en:
O (w)= 0 (w) = =

-
5 —arg w, als arg w positief is,
JT
=7

als © (w)
-+ arg w. als arg w negatief is, positief is,
=0, als © (w) negatief is.
Uit de convergentie van de eerstgenoemde reeks volgt dat er
een R is, zoodat G de positieve reéele as voor u > R bevat.
b(r) = de boog van |w|=r> R, die geheel tot G behoort en
de positieve reéele as snijdt — vergl. met O (r) in fig. 5 (bldz. 32),
zie ook fig. 7 (bldz. 53).

Als we |v,| =k" kiezen is dit het volledige criterium van
L. Ahlfors, [9], van wie we het onderstaande bewijs overnemen.

We bewijzen eerst de hulpstelling:

Als G een gebied van het w-vlak is, dat een deugdelijk gebied
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H bevat, en vy (w) G conform afbeeldt op het rechterhalfvlak van

het w-viak, terwijl w(o0) = oo, dan is: lim )
w— o w
angulair

Bewijs: w, (z) beelde het rechterhalfylak van het z-vlak conform

af op H, dan is lim w, (2) =
z 3+ w Z [
angulair

v {w, (z)} is een holomorfe functic van z, voor x > (), met een
positief reéel deel, zoodat lim M

z =r =
angulair

wiw, (z 1
Dus lim y tw (2) }: o < = en omdat uit de conformiteit
:— w W (2) A

angulair

op oneindig van de afbeelding van het rechterhalfvlak van het

z-vlak op H de hoektrouw volgt, is : lim %f) < oo
w =y oo
angulair

:Oen:: Co,

=upu < o (volgens § 3).

Nu kunnen we onze stelling als volgt bewijzen:
Uit § 6 volgt, dat een verandering van de grens van een gebied
in het eindige geen invloed heeft op de conformiteit op oneindig.

(o]
Uit de convergentie van /{b(r) a} drr volgt dat er een

b(r) < 2ais.

We beschouwen nu naast G het gebied G*, waarvan de grens
uit die van G ontstaat door hiervan het deel, dat tusschen de eind-
punten A en B van b (r,) ligt, door de segmenten AQO en OB te
vervangen,

Als G deugt. deugt G* en omgekeerd, terwijl de grens van G*
voldoet aan de voorwaarden, die we in het begin van deze paragraaf
voor die van G stelden.

w (z) beelde het rechterhalfvlak van het z-vlak af op G*, terwijl
w(o:) —

Asweo=Ilgw,{=Igz,0=pu -+ iv,t—=¢ -+ i 5 stellen, beeldt
w (£) de strook || < fzriaf op een gebied, dat ligt in de strook

|| =27 en de reéele as bevat.
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Volgens ongelijkheid I (§ 7, bldz. 27) is dus:

/.t:! ‘HE
du
& (1) (u,)g-r/b@—t—) 4, als uy, > p en/o(!)>2
e ol
waarin de verschillende letters dezelfde beteekenis hebben als in § 7.
e iy s
fdp F()(/" _TE’)
n._/ G0g =t = / {O () — 7} dut _/ —o 2
I ,N-] H
My
1 s
= fy— th — ;; { O (1) — | d
fas!
Mg
Dus & (1) = 4/ {O () —atdu—p —4a + & (u).

.“1
DO

Wegens het convergent onderstellen van/ {b(r) — =} é’
r

waarin b (r)= O (g r), volgt hieruit dat & (u ) — ty, voor p, vol-

doend groot, boven een eindige grens ligt, d.w.z. ix(v_) blijft op
de cirkelbogen b (r) grooter dan een positief getal.

Uit de convergentie van

N : ;

;rz max @ {w) en .ln max O* (u') lg{ n j~_l_
|Un:§|lt1|§|[’n+|i ‘Unléi";|§}vn+1] | Un

volgt dat G* een gebied bevat, dat deelgebied is van het rechter-
halfvlak en volgens § 10 deugt. Wegens de boven bewezen hulp-

stelling is dus: lim < (:J)< oo

w = o
angulair
: . z(w)
Hiermee is bewezen: lim —— —’ 0en- ’_- o, d.w.z. de con
w— = W : f

angulair

forme afbeelding van het rechterhalfvlak op G*, waarbij de punten
oneindig correspondeeren, is conform op oneindig.
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§ 17. Over mogelijke veranderingen van de criteria, die in
de §§ 10 en 12 bewezen werden.

1. Als het beeldgebied G een halfvlak bevat, liggen de volgende
veranderingen voor de hand:

a. Het criterium A (§ 10, bldz. 36) in
G deugt als er een puntenrij v, met | v, | <lgl|<...<]|p, | <...
te vinden is, zoodat

Un41

2nh max O (w) en =, max O (w) lg
l"nféhvléiv,,HI IvnjélegftJn+l|

convergeeren,

n
waarin w een randpunt van G is en

@(w):g——argw, als arg w >0

:%—f—arg w, als arg w < 0.

b. Het criterium B (§ 10, bldz. 39) in:

i ) dv
G deugt als 3"133'2(53)} “p convergeert, waarin vy (q) de kleinste
J v,
is van u (q)enu(—q), als {u(q), g} en {u (— q). — q | randpunten
van G zijn.
c. Het criterium van Van der Corput (§ 12, bldz. 41) in:
Co
G deugt als / { max vy (q) | C:v convergeert, waarin v (q) de boven-
J O.v
genoemde beteekenis heeft.
Uit de §§ 14 en 15 volgt dat als er aan de voorwaarden b en ¢
voldaan is, er een puntenrij (nl. | v, | =k") is, waarvoor de onder

a genoemde reeksen convergeeren.
(=]

dr
We zullen laten zien dat dan ook/ {b(r) — = | - convergeert,
waaruit wegens de vorige paragraaf het deugen van G volgt en
waarmee dan de drie bovenstaande criteria bewezen zijn.

[sb(r}—n}d{:z‘n/ (o) —n) %<
' | v,
<—23p 2 max O(w)lg |“nt1]
|vn|§le§Jvn+]‘ Yn
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2. Dat de voorwaarde uit § 16 ruimer is dan de drie boven-
staande volgt uit het volgende voorbeeld (vergl. Caratheodory, [3]
bldz. 16 en J. H. Wansink, [12] bldz. 82).

w.olak

Zij G het gebied bestaande uit het rechterhalfvlak van het
w-vlak vermeerderd met een verzameling oneindig lange horizontale
strooken uit het linkerhalfvlak, die aan het rechterhalfvlak aansluiten

in de intervallenverzameling (a,, b,) en (—a, —b,), terwijl
(e}
o

|b,| >|a,|+ o voor n—+ co en X' Ig (7

convergeert, zie fig. 7,

n
Als we |v,|=4%a,+ b,| kiezen is max O* (w) =0, en

ol S lwl|= v,
= |5, |
- o - WY oo
/Eb(f)—“2é<n§/é—_—"~":lg - |, zoodat G deugt, terwijl
£ bl 1 1 a,
la,l

aan geen van de bovengenoemde criteria voldaan is.
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3. De grens van een willekeurig gebied G kunnen we insluiten
tusschen die van twee hulpgebieden met grenspunten (U, V)
resp. (U, V), waarbij V=V, —=v, U, =u als u >0en=0als
u<0en Uy—u als u<0en—=0 als u > 0, waarin (u, v) de grens-
punten van G zijn.

Op deze hulpgebieden, die dus of deelgebied van het rechter-
halfvlak zijn of dit tot deelgebied hebben, zijn dan de criteria van
de §§ 10 en 12 of de bovenstaande toe te passen.

Uit 2 volgt dat deze voorwaarden nooit scherper zijn dan die
uit § 16.

Opmerking:

Bessonof en Lavrentieff bewijzen (Bull. de la Soc. Math. de
France, t. 58, p. 175, 1931) dat een gebied G, waarbij voor de

grenspunten (u, v) met |v| > V geldt: |u| < | v ' =% 1 =¢> 0, deugt.

Voor het gebied G, met grens u = v |'—% is:

hoa? oo
f“ -| d .
/ { max 7 (q)} ~ = / [Ea dv, welke convergeert en
v, oo v Ju
voor het gebied G, met grens — u=|v|'=%is

co (o]
/ { max v(q) { ce = / 2 dv, welke eveneens convergeert,
v, o q v i { Fd
Volgens criterium B deugt G,, volgens de voorwaarde die we
onder 1b noemden eveneens G,; zoodat, wegens § 6, G deugt,
waarmee het bovenstaande resultaat bewezen is.

[ goko



STELLINGEN.

L

Als w(z) het rechterhalfvlak van het z-vlak conform afbeeldt
op een gebied G, dat deelgebied is van dat van het w-vlak, terwijl
de grens I' van G één snijpunt heeft met iedere rechte evenwijdig

aan de reéele as en op den duur buiten de hoek |arg w!:f};

komt, dan is arg Eiiiz) begrensd in G, ook als lim = 0.

z=p o Z

angulair
Als deze limiet grooter is dan nul is de bovenstaande bewering

bewezen door J. Wolff, K. A.v. W., Vol. 33, bldz. 1024, 1930.

1L

Met behulp van bovenstaande uitbreiding is een tweede bewijs
te geven van de noodige en voldoende voorwaarde voor con-
formiteit op oneindig in §9 (bldz. 33) van het voorgaande proefschrift.

111
Uit de §§10 en 14 van dit proefschrift volgt:
Co o

' dv . Plg)y dv
[lmxr@} 5 = [{mex 25 5

Een direct bewijs hiervan is opgesloten in stelling V van
J. G.van der Corput, . Einige Ungleichungen bei bestimmten In-
tegralen”, K. A. v. W., Vol. 35, bldz. 335, 1932.

IV.

Ten onrechte meent Osgood in ,Lehrbuch der Funktionen-
theorie” I, bldz. 660, uit de waarden van een harmonische functie
op een cirkel de coéfficiénten van de reeksontwikkeling dezer functie
binnen een cirkelring te kunnen afleiden.



V.

Analytisch is eenvoudig te bewijzen:

De determinant, die ontstaat door in een orthogonale determinant
met de waarde — 1 de termen van de hoofddiagonaal met 1 te
vermeerderen, heeft de waarde 0 en een rang, die een oneven

getal met de graad verschilt.
Vergl.: G. Schaake, K. A.v. W., Vol. 35, bldz. 501, 1932.

VI.

Het bewijs van L. Scheeffer voor zijn Theorema V in ,,Allge-
meine Untersuchungen iiber Rectification der Curven”, Acta Ma-
thematica Bd. 5, bldz. 66, 1884, is onvolledig.

VIL

Bij de viervlakken met twee paar overstaande ribben gelijk aan
a, terwijl van het laatste paar de ééne ribbe gelijk is aan ka, de

ander aan xa, is er bij iedere k één x =|= k, zoodat dezwaarte-

punten van ,draadfiguur” en ,kartonfiguur” wvan dit viervlak
samenvallen.

Vergl.: F. Schuh, Christiaan Huygens, jrgng. 9, bldz. 6 en 102,
1930—"31.

VIIIL

Door de experimenten van Becker, Kipphan, Nacken en Weidner
is niet bewezen dat de Bunsen-Roscoesche reciprociteitswet voor
de zwarting van de fotografische plaat door kathodestralen geldt.

A. Becker en E. Kipphan, Annalen der Physik, [5], bd. 10,
bldz. 15, 1931; M. J. Nacken, Physik. Zeitschrift, bd. 31, bldz. 296,
1930; V. Weidner, Annalen der Physik, [5], bd. 12, bldz. 239, 1932,

IX.
De definitie van ,waarschijnlijkheid” door E. Kamke is on-
bruikbaar.
E.Kamke, ,,Einfithrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie”, bldz. 2.
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