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HOOFDSTUK I
DE INTEGRAAL VAN STIELTJES

Definitie: Gegeven twee functies f(x) en ¢ (x), begrensd
voor a = x= b, a < b. Beschouw een willekeurige verdeeling van
het vak (a, b):

a=x0<xl<....<ﬁ'1‘;-—l<xk<-...<.‘¥,;__] <-‘rﬂ=b(l)

en zij K= by ==X k=t 2000000 . (2)
Stel

Sp= Y1 ENle @) —o @)
k=1

Is er mu een getal S zoodanig dat bij iedere & > 0 een 8 > 0 bestaat
zoodat bij tedere verdeeling (I) van (a, b), waarvoor het maximum
subinterval < & is en onafhankelijk van de ligging der

(k=12 ....,n),
in de subintervallen geldt:
|Sn—3S | <e
dan is S bij definitie de Sticltjes-integraal van f (%) naar ¢(x).

b b
Notatie: Ssz (x) dg(x) of .[friqa.

b
Stelling I: Gegeven: ffdfp bestaat.
(]

b b

b
Bewering: frpd/ bestaat en ffdr,v -!—fq’d/ = [ (b) ¢ () — 1 (a) ¢ (a).

1



Bewijs:
Beschouw een verdeeling van het vak (g, b) waarbij (1) en (2)
gelden. Nu is:

L

D P () — 1 ()| =

k=1
n+1

=— 2 1) {9 &) — 9 @) +1(0) ¢ () —f (0) 9 (a),
k=1

als §,=a en &,41 =0 genomen wordt.
Zij ¢ > 0. Er is een 8 > 0 zoodanig dat als het maximum sub-

interval der &’s kleiner dan & is, geldt:

n-1 b

2/l @) — g @) = [fp+ 0 (0] <1,
k=1

a

Neem nu het maximumsubinterval der x4’s kleiner dan d/2,
dan dat der &’s kleiner dan d, dus

n b
Y 0 @) 1 () — f (i) | = — f fap+1 (b) p(5) — 1 (a) (@) +- e,
k=1 a

met |6 | < 1 en hiernit volgt de bewering.
b b
Definitie: Bestaat [ fde voor iedere b > a en is lim ffdw

b-rw
a a
o

aanwezig, dan is bij definitie deze limiet gelijk aan //drp.
a

a

} @
Analoog definieeren we: /fdrp en [ fdg.

— 0 e o]

Stelling II:
+ o

Gegeven: [fd-p bestaat, fp—+aals x> - oo, fo - Bals x +— co.

-0



+ o o
Bewering: fgcdf = ——ffdrp + a—p.
Bewijs:
q q
Jwir=— [0+ 1@ ¢ @ —1 ¢ 9 (), volgens steting 1.
? P

Laat nu p ~— o0 en ¢ - + co.

Stelling Illa:
Gegeven: [ fdp, en [ fdo, bestaan. Zij ¢ = @, — g,

b b b

Bewering: ./fd(p bestaat en f/dqu ——fqual —ffd?1

a a @

Bewijs:

Beschouw een verdeeling van (e, &) waarbij (1) en (2) gelden.

):f (&) P — @ (¥hr) ) =

= ):f (&1 § oy () — oy (R2—1 I—Zf (r) § 92 (20) — @ (X8—1) §

k=1

Laat nu het maximum subinterval - 0.

Stming 1115 ;

Gegeven : f/ﬂf(p m//.d:;w bestaan. Zij [ = f, — f..

Bewering : f fdp beslaatl en f fdp = f fdp — f fadp.



Bewijs:
Beschouw een verdeeling van (a, b) waarbij (1) en (2) gelden.

D et ) — @ ()} =
k=1

= Zfl (&) { @ (28) — @ (x2—1) } -——Z fa (68) {9 (¥%) — @ (xe—1)}
k=1 k=1

Laat nu het maximum subinterval - 0.

Stelling IV:

b
Gegeven: f fdp bestaat.
a

Bewering: f en ¢ hebben geen diskontinuiteitspunt gemeen.

Bewijs:

Nemen we aan dat f en ¢ een diskontinuiteitspunt d gemeer,
hebben. We onderscheiden drie gevallen:

I a <d < b en de diskontinuiteit van ¢ voor x = d is niet op-
hefbaar.
Er zijn puntrijen: 2, u,, &, &/ Op @R 0) En == I N0 A
zoodat
1,; < d s o, tin — lj[ -0 alsn — CO, j-n ; En é iy Ah‘ g Ep: gﬂn.

| @ () —@ ) | >, [FE)—F(ED)]|>¢q p en ¢g>0 en
onafhankelijk van ».

2° a < d < b en de diskontinuiteit van ¢ voor x = d is ophefbaar.
Nu is f minstens links of rechts diskontinu voor x = d. Stel b.v.
f/ rechts diskontinu voor x = 4.
Er zijn puntrijen: u,, &, &, op (a,b), n =1, 2,....: zoodat
d < iy My —> d als n =00, d s &n = Hau, d = E;; — i,
| @ () — ¢ (@) | >4, 1 f (&) —F (§) | > ¢, pen g > 0 en on-
afhankelijk van 2.




0

3 d=a of d=05. Stel b.v. d = a.
Er zijn suiten punten: u,, &,, &/, die aan de zelfde voorwaarden
voldoen als onder ten 2°.

Hieruit volgt dat in elk van de gevallen: 1° 2° of 3°er een rij van
verdeelingen van (a, b), met maximum subinterval -0, aan te
geven is en bij ieder van die verdeelingen twee puntrijen
& en &', welke slechts in één subinterval verschillen, zoodanig dat
voor de korrespondeerende sommen

S = Zf (&) @ (xk) — @ (wr—1)}, S" = Zf (&) { o (k) — @ (¥2—1) }

bij elk van de verdeelingen geldt: | S —S’| > pg > 0 en dit is

b
in strijd met het bestaan van de Stieltjes-integraal: f fdep.

a

Stelling V:

Gegeven: @ (¥) monotoon niet afnemend voor a=x=b, f (x) be-
grensd voor a =x =0, a < b.
Zij By, en by respecticvelijk de bovenste en benedenste grens
van f (x) voor xp—1 = x = xj en stel

wg = Br— by, dpp = @ (x2) — @ (¥p—1).
h

Bewering: Noodig en voldoende voor het bestaan van f fdg is dat
€

er bij vedere e > (0 een & > 0 bestaat zoodanig dat voor iedere
verdeeling van (a, b) mel maximum subinterval < 8,

n
geldﬁ: Z wr Adpr<< &.
ke==1

Bewijs:
Noodig: Zij ¢ > 0. Er is een 8 > 0 zoodat voor iedere verdeeling

van (e, b) met maximum subinterval < ¢ en waarbij aan (1) en (2)
voldaan is, geldt:
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7 b
Y &) 4o —ffdtpzﬁs, 6] < 1.
k=1 %

Dus geldt ook:

n b n b
ZBkdka—f]’szﬂs,Zbkdw—f}‘dw:ﬂemet[ﬂ]gl.
k:l a k=1 a

Dus:

7
E @y A gr = 2¢ als het maximum subinterval < 4 is.
k=1
Voldoende: Beschouw een verdeeling van (a, b) waarbij (1) en (2)
gelden.

it 7t 7
szzbk 4dor= Zf(fk)d o = ZB;&A%:O;;.
k—1 k=1

k=1

Zin B en b respectievelijk de bovenste en benedenste grens

van f op (a, b) dan geldt:
ble () — ¢ (@)} =0r =0k = Blg (b)) — ¢ (a)}.

Benedenste grens van 0y bij alle mogelijke verdeelingen van
(a, b) zij O.

Bovenste grens van o, bij alle mogelijke verdeelingen van (a, 0)
1) 0.

Zi) ¢ > 0. Er is een é > 0 zoodat bij alle verdeelingen van (a, b)
met maximum subinterval < ¢ geldt:

Emkd pr < & of Op—o0p < &.

k=1

Conclusie: O = o en als het maximum subinterval < § is geldt dus:

k=1

‘if(&-) Adop — 0| < e

;
Dus: O=o:f/dr;o.



Opmerkingen.:

De voorwaarde: (a) ,,Bij iedere ¢ > 0 is een verdeeling van (a, b)
b

met E wrpd @r < ¢’ 1s zonder meer niet voldoende voor het
b
k=1

bestaan van f/dzp. Neem b.v. f en ¢ monotoon stijgend en kontinu
a

uitgezonderd één punt x, (@ <C x, < b), waar ¢ links diskontinu

en rechts kontinu is en f links kontinu en rechts diskontinu is.

Hier is aan voorwaarde (a) voldaan. (Neem x, als deelpunt op).
b

De Stiell_jes—intcgraalfqu: is echter volgens stelling IV niet aan-

wezig. .

De voorwaarden: (a) en ,f en @ hebben geen diskontinuiteitspunt
gemeen” zijn aequivalent met de voorwaarde in de gegeven stelling.
Men zie:

Zij € > 0. Er is een verdeeling 1/, van (a, b) met wr A4 g < g2,
k=1

Er is een &' > 0 zoodat ieder subsegment van een verdeeling
I van (a, b), met maximum subinterval < &', hoogstens één van
de deelpunten van ¥V, bevat. Er is een 8 > 0, 8 < &', zoodat
w A @ < gldn, over ieder subsegment met lengte < §, dat één
van de deelpunten van ¥V, bevat. Dit is mogelijk omdat in ieder
deelpunt van V7, minstens een van de functies f of ¢ kontinu is.
Beschouwen we nu een willekeurige verdeeling van (a, ) met
maximum subinterval < 4. Over de subsegmenten die geen deel-
punt van V, bevatten is

£
2 wr 4 pr < =

en voor de overige, hun aantal bedraagt hoogstens 2»n,, is

Zhit £
wr 4 pp < T 2n, = o
Z 2 2

n

Dus E wp A gy < &

k=1
voor iedere verdeeling waarvan het maximum subinterval < 4 is.

i



Stelling VI :

Gegeven: f (x) komtinu woor a =x=1b, a < b.
@ (x) van begrensde variatie voor a = x = b.

b
Bewering: f fd bestaat.
a

Bewrjs:

In verband met stelling 11Tz mogen we @ monotoon niet afne-
mend veronderstellen. Wegens de uniforme kontinuiteit van
f op (a, ) is er bij iedere & > 0 een 6 > 0 zoodat als het maximum
subinterval << § is geldt: wy < & voor & = 1, 2w Dus

Y ond g <elp®) —g @)
r=1
en stelling V toepassende volgt de bewering.

Stelling VII:

Gegeven: [ (x) Riemann-integreerbaar voor a
@ (%) absoluut kontinu voor a = x

I

b b

Bewering: f fdp bestaai en is gelijk aan f 19" opgevat als Lebesgue-
@ a

integraal.
Bewijs:
Zij ¢ > 0 en w; de schommeling van f (x) voor xj—; = x =104

Er is een 1]>Ozoodatf| ¢ | <eals uE < gis. Eriseen 8 > 0
E

zoodat voor iedere verdeeling van (a, b)) met maximum subinterval
< 4 geldt:
Z Wy (Xp — Xp—1) < .
k1
Beschouw nu een verdeeling van (a, b) waarbij (1) en (2) gelden
en het maximum subinterval < § is.
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Y et @) — 9 i)} =
E=1

" £9 b oy Xk
=Y refv=[trro Y arflal 101 =1
3 X1 a gEy 223

De laatste som splitsen we: 1° over de vakken met w; = &,
2° over de vakken met wy >e¢, de som van de lengten dezer vak-
ken is < 7. Dus

" Ak b
Ewkfl o= cfl @' | +2Me, als [ f|< M voora = x = b,
k=1 . a
Uitbreiding:
Gelden de gegevens in ieder vak (—a, + a), a > 0 en bestaat

f /@' als Lebesgue-integraal dan

ffdlp —=fff.v',

hetgeen volgt uit het voorafgaande door de limietovergang: a - oo,

Stelling VIIIL:

b
Gegeven: f fdg bestaat en [ komtinu voor x = a.
a

Zijw=gpuvoora<x=ben vy (a) = ¢ a) -+ h
b b b
Bewering: f fdy bestaat en f fdp = f fdy -+ hf(a).
a a a
Bewijs:
Beschouw een verdeeling van (e, b) waarbij (1) en (2) gelden.
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Zi &) 1o ( XA — @ (%r—1)} =
B—1

X 1) v () —w ()] + B ().

E=1
Laat nu het maximum subinterval — 0, dan volgt de bewering.
Stelling IX:
b

Gegeven: ]}d(p bestaat. Toltale variatie van ¢ zij T en =M

voor a = x = b.

b

f jdg ’ = MT.

a@

Bewering:

Bewijs:

Y@ ) —p )} | = 207

k=1

voor iedere verdeeling van (a, 4) waarbij (1) en (2) gelden.

Stelling X:
Gegeven: I — f fde bestaal.
Zij a <c¢<b.

Bewering: I, — f fdp en I, f fdp bestaan en I = I, + I,

Bewijs:
Zij ¢ > 0. Er is een 4 > 0 zoodat
l Sn e I | CHE
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voor alle verdeelingen van (a, b) met de fijnheid & (d. w. z. waar-
van het maximum subinterval < é is), onafhankelijk van de
keuze der tusschenpunten ¢ Verdeel nu (a, ¢) met de fijnheid o
en kies daarbij bepaalde tusschenpunten &; de korrespondeerende

som zij 2 . Beschouw nu twee verdeelingen van (¢, 4) met de

fijnheid &, de korrespondeerende sommen noteeren we:

E €1 E .
| 2

Nu geldt:

’Z.;.Zl _I‘<g, E-}—Zzﬁ]"<s en dus
PT=),

onafhankelijk van de keuze der tusschenpunten &

Beschouwt men nu een bepaalde rij van verdeelingen ¥V, van
(¢, b) met bepaalde tusschenpunten &, zoodanig dat de fijnheid
van de n% verdeeling tot nul nadert als # --co. De bijbehoorende
sommen duiden we aan met S;. Is voor 2 > #n de fijnheid van

V;; < (’ d:l" gl_’ldt

A3

(a) | Sutp— S | <260 >0y, p=1,2, ....

Hieruit volgt dat S, een limiet heeft als # — oo, zij die limiet 1,.
Uit (a) volgt: | S, — I, | = 2¢ voor n > n,.

Is S; een som behoorende bij een willekeurige verdeeling van
(¢, b) met de fijnheid & dan geldt: | Sy — Ss | < 2¢ voor n > n,
en onafhankelijk van de keuze der tusschenpunten & bij S;.

Dus:

| Ss — 1| < 4e.

b c
en dus bestaat 1, :/ﬂfrp. Evenzoo te bewijzen dat 7, :f/dq:.
bestaat. 4
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4

Beschouwt men nu nog een rij van verdeelingen van (a, b) met
¢ als deelpunt en waarvan de fijnheid — 0, dan blijkt:

I =1 +1I,.

Definitie: Gegeven twee functies f(x, y) en ¢(x, v), be-
grensd voor

M =Xx=b,a, =y =by;a <b,a, < b, (Rechthoek R).

Beschouw een willekeurige verdeeling van de rechthoek R:

(L Bt T (R B e 7 (et 7 S A o l
Br=Yo <N <.... <Y1 <N<....<V =by &
Zij verder

s e S T A L A S

Vi1 ==, 6 =1,.2, C.oii.n
Stel

? ¥k Y1) = (Fr—1, 1) — @ (%r, Y1—1)+9 (Wr—1, Y1) =A™ 5 (x, y).

Xi—1 Yi—1

en
e 1
Sm, n = Z Ef (Ek, ']z) A;:"_}l’f e, (12 (x. y)
k=1 =1

Is er mu een getal S zoodanig dat bij iedeve ¢ > 0 een § > 0 bestaat
z00dat voor iedere verdeeling (1) van de rechthoek R waarvoor de
diameter van alle verdeelingsrechthoeken < 9§ is en onafhankelijk van
de ligging der & en w, in de subintervallen geldt

I Sm,n“— S ' <&,

dan is S bij definitie de Stieltjes-integraal van f (x, y) naar ® (%, ).
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Notatie:
by by
S =[ﬁ (%, ¥) de(x, y) of S :=_ffdcp.
a, dg R

Stelling XI:

by by
Bewering:fqdf :ffdrp -i—ff (@1, ¥) do (a3, ) -ff (by, ¥) do (b1, )
R R dy Qg

by

bl
+ f (%, a5) dp (%, a5) - f [ b)) dp (x,0) + A2 f . .

als alle integralen die hierin optreden bestaan.
Bewijs:
We stellen ¢ (xz, y1) = @4,
We hebben nu de identiteit:

i i

Z Z Pr1 Uk,t—fk—l.l_"fl',l—-i 2 fk—l,l—-l] =

k=1 [=1

m ¥l
= Z Z haet, 01 [Pay— Py — Paga + @ay, 1]+

k=1 =1

n n
_*— Z /n'f—] l(];[,’,{ ——< q](),f—l] iy Z /”5,{—'-1 [q*ﬂl,‘ "3 qn”hi—l] +
1 - 1 I'—:l

m

r Z /i:l-l,n [(PA-,() Sp ml‘—l,o] i Z /l'—l,u [q')l',n - ¢b-—1,;;] -
A== =1

-+ fm,u Pmn —— /o,n Ton —}‘m,n Pm,o - fa,a Qo0
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Laten we nu de fijnheid van de verdeeling tot nul naderen dan
volgt de stelling.

Stelling XII:

Gegeven: @ sommeerbaar over de rechthoek R (a1, ay ; by, by).

y
| Riemann-integreerbaar over R. Zij & (x, y) = [ [ .

ay a,

Bewering: f fdd = f fo waarin links een Stieltjes-integraal staal
R

R
en rechts een Lebesgue-integraal.,

Bewnjs:

Analoog te geven als de korrespondeerende stelling in één af-
meting (Stelling VII, een absoluut kontinue functie is een integraal
van Lebesgue en omgekeerd).



HOOFDSTUK 11
FUNCTIETHEORETISCHE TOEPASSINGEN
A. — TOEPASSING OP EEN KLASSE VAN HOLOMORFE FUNCTIES

We beschouwen met R. NEVANLINNA de volgende klasse van
functies:

1° f (x) holomorf voor t > 0 (x = s + 1t) en I|f (x)} = 0.
2° Voor ieder natuurliyk getal n =2 geldt:

Cy Cn -1
fO=2+2+. .+ 224 R ()
WAGRYIN Cy, Cay v « « oy Cn—1 Yeéel 2t1m en 2t—1 R, () > 0 als x -+ co 1n
het halfvlak t > ¢ > 0, voor iedere ¢ > 0.
Stel I {f(x)} =—V (s, 8). Dus V (s, £) = 0 voor ¢ > 0.

Volgens de formule van Poisson is voor > v, wegens de begrens-
heid van f (x) voor £ > v > 0:

-+ @

IHML:—ifVWwN%w=wmw—4xézu+ﬁn

U=—0

Wegens de begrensdheid van xf (x) voor ¢= v is voor £ > 2 = 0

1 ) 1
RUW!:—;/VWM%,Q=MH§|

Op een recele constante na, die hier nul is (Neem b.v. x — if en
laat - oo)



(1)

f) =—=

W= —w
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FV V (u, v)

E....__

diu,

t>v>0.

Voor iedere functie van de klasse geldt:

uniform voor v > ¢ > 0, als ¥ = s + 1v.

(2)
Dus
8) V(s v)=

2+02+ (

We definieeren nu voor v > 0:

(4)

v (u,0) =

u

—n

A2

%fvmm@

Deze definitie is geoorloofd wegens (3).

Verder is:

(4
:p(u,v)——; 32+1r'3ds

= S(aggt 1. —._IS-JT (s -+ 12) —

Nu is

"

Jlr6 4

— Q0

.

holomorf voor v > 0, in verband met (2).

Cy
s 4 1v

s+zv

) uniform voor » > ¢ > (.

A

oo}
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Dus w («, v) is harmonisch voor » > 0. Bij vaste v is y (u, v)
een monotoon toenemende functie van # en

p (1, v) ~c¢, als u - 4 oo

want [[f (s + 1) T _T_l | @ =0, wegens (2).

—

Aangezien y (#, v) harmonisch is voor v > Oen 0 = y (u, =00
voor v > (), is er volgens een stelling van Fatou een volle maat waar

y (#, v) >y (u) als v-+0. ,

y (#) is monotoon op die volle maat. We completeeren ()
door daaraan in ieder punt dat niet tot die volle maat behoort,
de rechtsche limiet van y (1), op de volle maat, als waarde toe te
kennen. De zoo gecompleteerde functie w (%) is monotoon niet af-
nemend en 0 = y (1) = ¢,.

Uit (4) volgt

) L
¥ (1, v) = yo 7 (u, v).

Partieele integratie van (1) geeft:

o

(5) f (%) =— [ (1’:—-3’_—;’)1 du, t>uv>0.

—_— D

We laten nu in (5) » tot nul naderen.
Op een volle maat

v (1, v)
w—& " —up

als v - 0.

Bovendien is

Y (u, v)ﬁ
(¥ —¢&)°

(x = s 4 1t).

| T

<%§‘- voor 0 < v < —

]
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Z1 ¢ > 0. Er is een 7 > 0 zoodanig dat

’ f du 1 f:f):(%z du

Evenzoo de correspondeerende integralen van — co tot — 7.,
Volgens een bekende stelling van Lebesgue geldt

<e,v00r0<v<?§-en

(s T

v (1, v) p (2) _ e
f(x—EF du —>.[(x_“)2 du als v—0.

— — 1

Dus

f==)

f(x):—f W g, > 0.

(x — u)?

— 00

Toepassing van de stellingen VII en II van de Stieltjes-integralen
geeft dan

(6) /(x):f‘i‘&i, £~ 0.

X—U

—— *

Ledere functie van onze klasse is dus te schrijven als een Stieltjes-
wntegraal van de vorm (6).

We zullen thans nog bewijzen dat

+
fﬂ"—ldiplﬁ I ) S

Allereerst:

¢ :'/ dy(u).
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Men heeft:

0 g/dgu(it-) =y (+00)—p (—0o0) =c; want 0 = p (u) =c,.
Verder is:

2f(x) = ¢, +e(x), e(®) >0 als x>00 en > ¢, > 0.

oo w

(7) x [Adw_(f:z :fﬁi‘“w(f—{‘,)f = ¢; + £ ().

| e

—w —® x

Z1j ¥ = it en neem van beide leden in (7) het reéele deel:

(8) IM = ¢; + R}e(x)}. Nut— + oo, dan rechterlid - C;.

—T

U= d‘#’(fﬂ__ﬂ <f(hp =aerens(i== /th.u o< 13,
() _-&,
L
T T
[——d"—’(ll) ->f{]tp('1f) als £ - co. Dus:
St (f;) v
@ { o -]
f—- dy(u) - - f{hp(u) als # - 0o en uit (8) volgt nu: ¢, :fdlp(?t).
2 \®
— 0 ] + (T) — 0 = O

Stel nu dat:
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Ck =fuk“-1 dy(u) juistis voor k= 1,2, .. .. n:

w— O
dan zal bewezen worden dat:

]

Cn+1 :./‘%” dy)(u)

We hebben de identiteit:

1
I ok ﬂ'l'_l agn - 1
x—u E x"+1 (x — u)

1 wrtl Cr-f-1 Cn+2
;ETI-T-_I (Hu 4= == dtp(’lt) — x“—+-1 -~ ;ﬁ:ﬁ - RJI+3 (ﬁ\,)

waarin: x*+2 R, 15 (x) -0 als x + o0, ¢ > to > 0.

Zij % = it en nemen we in beide leden respectievelijk het reéele
en imaginaire deel, dan volgt:

os)

(a) e B dy (1) — cny1 als ¢t »o0
2 4 u?

— @

1

(B) ‘j ””( ) d () ; < K () voor ¢ > ¢, > (.
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Is n even dan volgt uit (a):
t A\
un | 1 ol dy(u) < M
2 4 u? >
—1
waarin M een constante is onafhankelijk van # Dus stellig

2

%
fu“ dy(u) < 2M, want L <1, voor |u| <t
—t
o
Dus: f wdy (1) bestaat.
—=

Is # oneven dan volgt uit (f):

i

fu"-l-l dy(u) < 2K (), t>,.

—t
Dus /u"+1 dy(u) bestaat en dus ook [u“ dy(u) (zelfs absoluut).
Uit (a) volgt nu:

0 w

.ujl-*l—g
un d'll)'(“-) e i;:—-m (i{‘lpl{) - C;;»].] ﬂ]s t = 00

——". — 0

en aangezien de 2de integraal tot nul nadert als £->oco [wegens

(= 2]
het bestaan van [] u |*dy(u)] volgt dus:

Qo

Cnt1 = f widy(u).

-—
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Deze functieklasse treedt op in de oplossing van het momenten-
probleem van Stieltjes. Men zie:

R. NEVANLINNA: Asymptotische Entwicklungen Beschrinkier
Funktionen und das Stieltjessche Momentenproblem.

Annales Academiae Scientiarum Fennicae Serie A. Tom. XVIII .
N=5;

B — TOEPASSING 0P REEKSEN VAN RATIONALE FUNCTIES

1. We beschouwen de reeks

(2 = Z An iy =10, EA”. < 00, a, reéel.

2 — Qp
#%—1 n=1

f (2) = u + v, 2 = x + 7y. f (z) holomorf voor ¥ > 0 en voor y<< 0.
Aan ieder punt a, kennen we de massa A, toe. Zij dan @ (1)
de massa op het interval:

— 00 <& = u; ¢ (u)isniet dalend, ¢ (—00)= 0, ¢ (4 c0) :Z Ay,
tie=1

Zij ¢ >0 en y > 0. Er is een % zoodat

Z 4‘1;1. <ZHE.
n=k+1
Het grootste van de getallen | a, |, | ay |, .. . ., | ax |, plus 1, zij a.

Dan is dus
E An < & voor de 4, behoorende bij |ay | = a.
Beschouw een willekeurige verdeeling van het vak (—a, + a):
— A=< <.... <Ipm1<Xm=a
en zij

1= =xvoor k=12, ...., m.
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Nu is

m 7 )
Z Z m—a,;_{_ Zz:—la,,°

k=1 2p—1<an=2k a”?)a,a”-:- —a

Is nu & het maximum van de getallen

Xk — Xk—1, = ], 2, et Aty UL
dan is
1 1 | _ 6
St - = AlS X1 << ap — Xk
e ‘fk T—al| = 42 —1 Qn k
m @
= v (_’XZ},-) i (1};ﬂ ﬁ £
f(,;_,): ‘——z—'_—'ﬁ' —E-O.},E-Z:’iu.—l“o'&r’ lﬁ'l‘:l.
k=1 ne=1

Dit geldt voor iedere verdeeling van (—a, -+ a) waarbij het
maximum subinterval = d is en onafhankelijk van de ligging
der & in de subintervallen. Dus

4 a

16 = [ 2 o, o) <1

—

Is de bovenste grens der |ax|:- oo dan @00 als &-0.
Dus voor y > 0:

-+ @
dop(x
= [ 2,
+ o
2. f(z):f;{{f_;g_%l z2=2x-+1y, y>0.

Volgens de stellingen IT en VII van de Stieltjes-integralen is nu:
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+ @ + = +
(1) 1 (u) du
P

Hieruit volgt dat voor y > 0 geldt:

+
s @ (1) (x — u)
HZE.[;( du

x—u)P 9212

3. Bewering: Op een volle maat is ' (u) = 0.
Bewijs:
Stel

% X —x

Zij £>0 en E (¢) de verzameling der punten van een wille-
keurig interval (7, q) met D,g (x) > & Stel dat de maat u van
E(e) positief was.

Er is een % zoodat

(s =]
Z An < Jue.

k41
E, zij de verzameling die ontstaat door aan E de punten

ay, Qg ...., ar 0p (P, ¢q) gelegen te onttrekken.

De maat van E, is u. Teder punt x van E, is beginpunt van een
rij intervallen (x, %), met x, - x, waarbinnen geen

@y, %= 1,2, ....k, ligt en waarvoor ¢ (%) — @ (%) > & (v, — x).

Volgens de overdekkingsstelling van Vitali kan men door mid-
del van een eindig aantal binnen (7, ¢) en twee aan twee buiten
elkaar gelegen intervallen, van de genoemde intervalverzameling,
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een deel van E, overdekken, waarvan de maat > lu is. Hieruit
volgt:

ZA;;:}%P.E.

k-1

Conclusie:

p = 0. Dus op een volle maat van (p, q) : D, (x) = e. Hieruit
volgt dat er een volle maat van (p, ¢) is waarop de rechterboven-
afgeleide van ¢ nul is, en dus ook de rechterafgeleide (wegens
@ niet dalend).

Evenzoo is te bewijzen dat er een volle maat is waar de lin-
kerafgeleide nul is en dan volgt dus de bewering.

- Opmerking:
Men ziet nu dat de in § 1 gevonden Stieltjes-integraal

+ @

—

ntel vervangen mag worden door de Lebesgue-integraal

want deze is identiek nul.

(De Lebesgue-integraal negeert een puntverzameling van de
maat nul, in casu de verzameling: a,, a,, . ..., waar de linker-
afgeleide van @ gelijjk aan - co is).

4. We nemen een punt x, met ¢’ (¥) = 0 en zullen nu aantoonen
dat » -0 als y -0 en x constant gelijk aan de gekozen x.

Zij £ > 0. Er is een /2 > 0 zoodanig dat

lp () —p @) | <e|lu—x| als |u—ux| < k.



Nu is:
(x — u) () — @ (
=) 2 d
= yﬁ e L f: s — )
(y = 0).
Deze laatste integraal splitsen we:
i f
—e X— T
2 2 ) —¢ () x — u) du EZ'ﬁMdu—>0
I yfl(x—%)”—yz}z( ) = |
x+-h x+h
als y - 0.
x-+h x+h
= ey (x — 2)? du ey du !
b J e —u) sy S G
; x4h
U—x
=2ecbg lg e < me.
Evenzoo:
r—h X
2yf -+ 0, even snel als y en |2yf | < me.
— 0 r—h

Dus: v -0 als y 0.

5. Volgens Fatou is er een volle maat op de x-as waar f (z) - i (%),
| 2(x) | < co,alsy - 0 en x constant, aangezien v < 0 voor y > 0.
Er is ook een volle maat waar ¢’ (x) = 0. Dus is er ook een volle
maat waar beide gelden en daar is dus 4 (x) reéel. We beschouwen
nu een punt x, van die volle maat.
Zij e > 0. Er is een & > 0 zoodat

g () — @ (%) | <e|u—2x]| als |u—2xy| < b
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We nemen nu z =%, 2y en 0 <y < A.

T—¥ FHt+¥ o

o=fi2=[ 4 +f

—®  XH—Y Kty

Tty
dolu) | _ 2ey
z2—u TR
Xy—y
Xo—V
dap(11) dq ) { [ Xg—2 S b =
[z—u e xo—u — u) (2 — u) plu) | =
.Tu——y
=iyl ol
|z2—u |2
i %
=y.V2. |:iﬂ 5 = A2 . |v(z) | >0alsy—0.
Evenzoo:
._Lf]:(?'-) = M) -0 als y -0
z—1Uu Xo— U '
YotV Yoty
Dus:
o (Aot [dpt) oo
f(")_/*rﬂ—zt /‘x(,-——u) sl
— %oty
Definieeren we nu:
+ @
do(u)
Ko — U

gelijk aan de eventueele limiet van
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) (e

dep(u p(u o
gfx{,——u +‘/‘x0-—zs; d5g=ll
—® Ko+

dan krijgen we als y — 0:

4 (%) = _[ xiqiﬂ)u

De Fatousche limiet A (x) is op een volle maat gelijk aan de hoofd-
waarde van de Stieltjes-integraal

+

f dep(u)
x—1u

—_—

6. We laten de onderstelling Ay, > 0 vallen en beschouwen het
geval dat de 4, algemeen complex zijn en

w

ZJA,,[<00.

1

De reeks

oo

An
Z 2 — ay

1

laat zich splitsen in vier reeksen, waarop de beschouwingen van de
voorafgaande paragrafen van toepassing zijn.

Aangezien de doorsnede van vier volle maten weer een volle
maat is, geldt het resultaat van § 5 dus algemeen. Dus op een volle
maat

oo

LN

— Q0

waarin ¢ (#) de ,,massa’” is op het interval — 0o < x = 4.
Vg =
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7. Zij

i S ilAy]<oo,
py=1 y=1

alle a, binnen een rechthoek R (a,, dy; b;, bs) gelegen (geen a, op

de rand).
Aan ieder punt a, kennen we de ,,massa” 4, toe.

Zij ¢ (#, v) de som der A, behoorende bij de a, = a/ - ia}
waarvoor a, << #, ay << v. Dan is:

;:' i’:‘f @(%g, Vo) = @ (%1, Vo) — @ (%o, V) F (%1, 1) (Ka>2y, ¥, >¥1)

de ,,massa’ in de gesloten rechthoek (x;, v; ; %y, ¥,) verminderd
met de gesloten bovenrand en gesloten rechterrand.

(xl — af, < X, V3 — a','. S, }’2)-

Beschouw een verdeeling van de rechthoek R:

By 0= %) < Xy << oo d A1 X <Ll < X = Dy
Ay =Yg <N <....<Y1<N<....<¥Ys=b,
m n
F) ::Z’—GV_ZZE — a,
v=1 k=

waarin de 3de sommatie uitgestrekt is over de a,’s waarvoor:
Ap—1=a' < X Vi1 = 0y <\Vi

Nu is

’lh}:

ZE T PR

k= =1 y=]

met | 0| < 1 als gk, binnen de rechthoek (xx—1, yi—1 ; xr, )
ligt, de diameter van alle Verilcc]ingsrcchthocken <d isen z
een positieve afstand p buiten R blijft. Voor z buiten R kunnen

we dus schrijven:



: de(u, v) _ [ de(u, v)
(RN R
8. Stel
:{z:——l—Tv) =g (u, v) voor z buiten K.
Nu is:

i v

o’ (u, v)
(2, v) f[ gaua,} + g (a1, ) + g (u, ay) — g (ay, ay).
Volgens stelling XI is nu:

f(2) :]g (#, v) dep(u, v) = ffp (u, v) dg(u, v) +
R R
7y E:l

+ [ (009 dito, 0 — [0 gt 1) +

@,

2 b‘-!
+ / @ (a1, ) dglay, 9) — ] @ (b3 2) dglby, o) + AL g

Gy

Volgens stelling XII en VII kunnen we hier nu voor schrijven:

by

10 fo 280 [y el

R a4,

R g (b, |
— [0 %D 4 501,86 0, ).

(De beide andere integralen zijn nul, omdat de a’s alle binnen R
liggen).
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=)

9. Gegeven: z | 4, | < oo, a, > ay, 00 >a;voorv=12,....
p=1
= 1 (2, v)
Bewering: — E “2¥ du dv
vering: [ (2) 7 —a, u—}—w) {2 — (u+1v)}®

v=1 @y Qg
(v~f1£—€ia'£)

als z buiten het integratiegebied van de dubbele
integraal ligt. (¢ (, V) gedefinieerd als onder 7).

Bewijs:
Uit § 8 en

o0
E | 4. | <00
ve=1

volgt dat voor z buiten het kwadrant (ay, a, ; 00, 00) geldt:

h b h
iy : % (u, v) ity og (u, b)
f () —[[¢ (1, v) e ‘/rp (2, b) AR
a, a, @,

— [0, E G0 (.06 6, + O

%

als b 4 co. Voor b voldoend groot geldt:

‘:m 1 dut
U ks |=E /l ()P

ll/\

b
oo v i
gz [/I,,f./(bany)E—ﬂ) als b0 (z = x + 7y).
ve=1 1



Evenzoo:
. :
i 3 (b, v)
/(p (b, U) T—*O als & - co.
s
Nu volgt:
b b
p ag u, 'u) (2, v)
)= jim | f woTESR =2 | / fr— (i) js
a, a, a, a,

wegens de absolute konvergentie van de laatste integraal.

10. Onderstel ay, a,, . . .. gelegen in een open puntverzameling O.

(015 70 R e, FORUE e T

waarin R» een afgesloten rechthoek is (zijden respectievelijk even-
wijdig aan de reéele en de imaginaire as), de doorsnede van twee
verschillende R, bestaat eventueel alleen uit grenspunten en we

kunnen er voor zorgen dat geen a, (v =1, 2, ....) op de grens
van een Ry (n =1, 2,....) ligt.
Beschouw nu
) Ap w
S A Z]Av|<oo.
1 1

Definieer ¢ (#, v) evenzoo als in § 7. Nu is:

in de punten z waar de reeks in het linkerlid absoluut konvergeert.
Volgens § 7 is:

Z 4, dep(u, v)
z—ay, [|z— (14 1)
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 dp(u, )
1 Z— (u + 20)

voor z buiten de afgesloten puntverzameling O : 0.
Dit geldt voor iedere verzameling van Ry's die voldoen aan

Dus

0 e i s S B S

en aan de bovengenoemde restricties. We definieeren nu:

dp(u, v dop(u, v)_ _ W
,[z%(u—l-w E[,,_ (06 + 1 .zbu1tcno_

(0]

Dus voor z buiten O geldt:

do(u, v)
f(2) = fztmjg,)-

0

11. Onderstel a,, a,, . . . . gelegen op een kontinue gesloten kromme
C zonder dubbelpunten. Zij de kromme C gegeven door « = u (Z),
kontinu voor

a=t=0b,u(t;) F u ) voora <t <ty <b u(a)=u(b).

Zij verder: a, = u ({,) en @ (1) de som der A, behoorende bij
de a, waarvoor #, < £. Gegeven een ¢ > 0, dan een é > 0 zoodat
| 2 (t,) — u (£,) | < & voor ieder tweetal punten #, en Z, van het
segment (a, b) waarvoor |# —1y| << d.

Beschouw een verdeeling van (a, ) waarvan het maximum
subinterval < d is:

ﬂ:tn‘(:il.--.<tk—-—1<tk----<tu:b,

en zij Ha=H=lh k=1, 24 7.
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Dan is
& it n
R Z Ay W plur) — @ (ur—) .
2—a, z—a, Z z2— &
v=1 k=1t 4 <t <z k=1
(s}
+0. ) 4.5
y=1

met | 6| <1 en waarin & = u (;) en o de positieve afstand van
2RO TGN <

Dus voor z niet op C kunnen we schrijven:

ik, A @ (1)
Z Z—ay, Jz—u
r=1 C

waarbij we opmerken dat het niet noodig is dat C een integratie-
weg Iis.

C — RANDVOORSTELLING VAN EEN FUNCTIE HOLOMORF IN HET
RECHTERHALFVLAK EN WAARVAN HET REEELE DEEL POSITIEF 15

1. We beschouwen dus een functie f(2) = u + 4v, ¢ — & - 17,
holomorf voor & > 0 en met % > 0.

Neem een punt ¢ = & 44y, &> 0.

Zih>0,0<x<é a=p+ipmet > xen C de cirkel
met middelpunt a en straal R = g — x.

De formule van Poisson geeft:

2

| [R—
(= )—f 2 © u (t) do

0

waarin £ =a + Re*’ p = |a—¢ [, r=[¢—¢|. Hieruit volgt:
1 [R?—p?
4BC

waarin 4, B en C de punten op de linkerhelft van cirkel C zijn
met de ordinaten: 4 4 4, 5, n — &.
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We houden nu x en ¢ vast en laten R —co. Dan

n4-h
2% 162;2— GGy —>lf(§ _x)f‘: I?’v — % (%) dy
ABC =
want
Rz;é’z — R;‘I @ (s 3) 2 (E—x) als R~00 en op boog ABC

72—~ (E—x)2 4 (n — )2

In verband met (1) volgt nu:

In+h :
_'t' .
;zf(’g‘__b) _|_(,}_}) u (%, y) dy = u (£).
n1—h
Dus
E—ux e et ) _
](5—1 (n—)? w(xy)dy=u(l), E>x%>0.

Volgens een bekende formule is:

Do

F€) = iv (@) + 5 %:—EE:%  (t) dp, 1= a + R’

a

Hieruit volgt:

27 2n
ATl Re#ia (1) L [ u()at
FiE) = ;?fmew-- E—ap = z'n[(t—uf)ﬂ
2

4 2 [ u()dt
1" (2) =z-—“['(g__ oF
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o n 2 [u B dt | 2 fult)dt

ABC cD4
(D diametraal tegenover B).

Nu is:
2y
11, | = 2 [u(t) Rdg 2R 2xu(l) _ 4u(})
2T ah| T 2 T ahR— g =h(E—2)

a

7 2 [ u(t)dt 4u() =
/ (‘):af(a-—nﬁ i =t =

ABC

We houden nu x en ¢ vast en laten R - co. We krijgen dan
n+h

vy 2 u(x9)dy A (£) ]
f(ﬁ)—_nf(m?,—l-@h(r_x), CAE=1E
ey
h - + oo geeft nu:
oG ) d
(3) rro=—= f (;—ﬁ; )__’;)3, §> x>0,

2. Zi

F (2) —-:ff(é’)dc, 2=x - 1y.

F (z) is holomorf voor x > 0 en

X,y
IHE ()= 0 () = [ fvds + uiy)
1,0
1s harmonisch voor x > 0.
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Op een volle maat bezit f ({) een eindige limiet als § -0, » con-
stant, omdat # > 0 is. Dus F (z) ook op een volle maat een eindige
limiet als ¥ >0, y constant. Dus op volle maat

@ (¥, y) > @ (y) als x>0,y constant.

Nu is ¢ monotoon toenemend met y bij iedere constante x > 0,

want
M —u > 0.
ay

Alzoo is ¢ (y) monotoon niet afnemend op de volle maat waar
hij gedefinieerd is.
Zij h > 0. Er is een A’ > h zoodat ¢ (¥, y) een eindige limiet
heeft als x -0, ¥y = A'. Dus zijn
@ (v, — ') en @ (x, k") begrensd voor e=zn =yt

Voor —h<y<his o —r) <e®y) <@ i) en dus
(a) @ (x, y) begrensd voor O<ax<h—h<y<h.

In een punt waar ¢ (y) nog niet gedefinieerd is kennen we daar-

aan de waarde

fﬂ(y+0)—2F<P(yA0) toa!

Nu geldt: ¢ (x,y) > ¢ (v) als x>0, ¥ constant, voor iedere y,
wegens het harmonisch zijn van @ (x,9) en (¢). Verder is ¢ (y)
monotoon niet afnemend.

3. Zij a > 0.
e s e ) et / dply)
Bewering: Iy = /.(E___x):: T —y2 JEF (g —y)

«’
—a —a

als x = 0.

Bewijs:
Volgens Stelling I is

a

& P ' 2 (n—9) @ (%, y)
it __fw C N E=p = PR T E= A=
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x —0 geeft volgens de stelling van Lebesgue (wegens het gelijk-
matig begrensd zijn van de integrand voor 0 < x < &/2):

a

1N ,_2(’]_3") ,_L_Lﬁ&
Iy .[‘P(}) =§2+(’]*—'}')212d} ) &+ (g —y)2|—

a
dg(y)
i VIR L )
[ E+(n—yr?
Nu is volgens (2) en stelling VII:

a

LESI=

4——(?:1)—3’)2 AR

| e

# .[;-*%) F i —yp P

Uit hetgeen zoojuist bewezen is volgt nu:
@

1 fdply) —
e =0

=

Dus:

e 4]

I fdoly) :
(4) ;fm:“ (2), E=t)]

=)

4. Bewering:

dolny) f dp(y)
2 fxﬂy—z B —o 0

Bewijs:

Zij £>0, a>|n|, 0 <x<E2 Wegens (2) en (4) is:
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U dp(z,) |_,:[ do(, 9) L[ dplxy)
JAlEEty =0 U P el Sa—lnl) Aty —LF
1 et (C) 27tu(£)
<
a—Tnlé—x"@—[nNE "

VOOr a = a,.

dw) _==f doly) — [ dp)
= C|3_'_““—|’]| Y1081 o
o 1 au(f)
:[,l__lgil E <£V001’£1—'_’(£ﬂ.

Evenzoo voor de korrespondeerende integralen van — oo tot —a

y

Cdpy) [ _dgly) =
f(x+iy—(§)3 i als x 0

hetgeen men op de zelfde wijze bewijst als onder 3.

Uit formule (3) en Stelling VII volgt:

en uit hetgeen zoojuist bewezen is volgt nu:

dip(y) 2
f(zy T 5)3 & ==

Integratie geeft nu:
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1 (T I
= . e L] yl g >
1) :z,/%w ; w+1§ o) + A +p, &
Deze formules zijn juist wegens de convergentie van de integraal

oo

£ dp(y) &) :
[§2+(n——3’ [IW—CI =)

A en u zijn integratieconstanten.
We zullen nog bewijzen dat
a) ' (£) = 4 als ¢ angulair — oo.

b) f(2)/¢—~4 als ¢ angulair — co.
c) A=0. _

Bewijs:
@) Zij ¢ > 0. Er is een %k > 0 zoodat

f %(g_) <& Fﬁ}ﬁ” <.

k —w

Voor |argl | <a < a2 is

_dpy) _...:_f il
k

lw~61

Evenzoo

k

k | t;fqﬁ’)i E =7 (%) —; (=R 0 als ¢ angulair — co.




4]

b) Het is voldoende aan te toonen dat

dg(y) :
: : —0 als ¢ angulair — co.
fl L +ay ||y —C|

Bepaal % als onder a).

dp(y) 1 ¢
]l—l—zy||1y—§|— y2 cosa ~cosa
—Fk

Evenzoo ’] ’ Pl

COS a

—oo
3
dep(y —¢ k) —o(—k) 4 ]
f] 1 + ?'y T(ﬁ?f)}’ esey C l= ‘S () als & dl’lgulall‘ - 00.

—k

Opmerking:
Het volgt ook eenvoudig uit het feit dat
/’ (C) — 4 als C&nglair — 00,

1 1 1 >

— 0
Was 1 niet = 0 dan zou men altijd een halfstraal %
17—_«05(§>0,—OO<C<OO)

kunnen vinden zoodanig dat voor £ op % AL op een halfstraal in
het linkerhalfvlak ligt. Maar dan zou

o R{J (&) + n} & R}

| <] | ¢ | [ ]

een negatieve limiet hebben als ¢ — oo langs 2 (]CLE) - 0)

en dit is in tegenspraak met » > 0.
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Tenslotte merken we nog op dat de Stieltjes-integraal voorko-
mende in de formule voor f ({) niet vervangen mag worden door
de Lebesgue-integraal

¥ 1N A
(L) —;]L,y_é.——iwl,m ) dy
hetgeen we zien aan het volgende voorbeeld.
Neem
1
F) =+
Dan '
B z)i= f:logz, Q= arg z.
;
Dus
7T T
@ (v) = 5 voor y >0 en fp(})):——z— voor y << 0.

De integraal (L) is hier nul en dus zou f ({) = u zijn, hetgeen niet
het geval is.

Het emmdresullaal 7s dus dat een fumctie holomorf in het rechter-
halfvlak en waarvan het vecele deel positief 1s, voorgesteld kan worden
door de formule

e 1
H@=;f&_w+1+wrmw+x+y, EESS0!

—

waarby] de integraal te nemen 1s in de zin van Stieltjes. Verder wordl
@ (V) bepaald door de vandwaarden van het imaginaive deel van de
wntegraalfunctie van f (C) ; 2 en p zijn constanten, waarvan A= 0 is
en f (£)/C — A als & angulaiy — co.

DD — TOEPASSING OP FOURIER-REEKSEN

Algemeene onderstelling:

(0) [ (x) Riemann-integreerbaar voor 0 = x = 2, { (x) = f (x+27m)
vooy tedere X en m = 1,2, . ...



43

Stelling I:
Gegeven: (0).
at2x a+2x
: TRt 1
Bewering: ar = — E‘/ sinktdf(t), bx = i cos ktd f(f) woor
: k=12, .
Bewijs:
a-2r a+2x a2
I : 152
ar = ;ff()cos Rl dli=" f()dsm feli= —knfsm ktdj(t).
a--2x - a2 a-2x
M /‘ : = Sl 9l ) :
e ;,, f (¢) sin kt dt = — knff (f) d cos kt = Imfms ktd f ()

volgens de stellingen VII en I van de Stieltjes-integralen.

Stelling II:
Gegeven: (0) en | (x) van begrensde variatie voor 0 =x=2n en
zijn totale vaviatie 21) T.

Bewering: | kar | = T, | ROk | gf; VOOY I RE=DI 2 S
JT

Bewijs:
Uit Stelling I en Stelling IX (S . I) volgt de bewering.

Stelling III:

n
sin kx
Gegeven: V, (x) = Z oyl

k=1
Bewering: Eris een constante K zoodanig dat | V, (%) | < K voor
jedeve x en n=1, 2, .. .. (K onafhankelijk van x en n)

Bewngs:
Uit Vi (x) = — Va(—2) en Vi (¥ + 27) = Vy (x) volgt dat we

mogen nemen: 0 =x = .

Vi (x) = qm kx j Zcos ki db =14 f 3511155:: ll /1/;) 1: dt =

ig]
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x/2

——___..ll/ sin (n+41/,) ¢ F el i Sin(2n+l)t~£—dt—
¥ TR e
x[2
o x/2 sin (2¢z+1)tdz
0 2R G ST 24 S S e
3
b
Ingl(x)lé %_{_gG:K \Vantlfs-_l%ujdtl <GVUOY3.]IC(L,

b en p.

Stelling IV:
Gegeven: (0).

ex i
N : nelo sinkt m—¢
Bewering: f (x) — S, (x) = ;/3 ; 7 _—_2_;6” (x - 2).

Bewijs:
Su(x) = % + Z (@x cos kx + bysin kx).
k=1
" 1 e
Z (ar cos kx+-by, sin kx) = E f (sin k¢ cos kx — cos At sin kx) af(t) =
k=1 k=
242x 2ar

=—___f Esmk(t :__/ ismﬂ b

2 2%
1 2o
ao=—}ff(x+t)dt:—%ftdf(x+t)+;tf(x+t) i

:-%]tdf(x-i—!)-l-z/(x)
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Su(x) = f .__f% S”“I” %:df(x—}—t).

2x
_L/f)‘.(zf(x+x):
7T Z
Dus: .

f (2) — Su() =—[§Z“”‘” e ;df(x-f-f

Stelling V:
Gegeven:  Als in Stelling 11 en | kontinu voor x = x,.

Bewering: Su (xo) = [ (%) als n —oo0.

Nu is;

Bewijs:
Zij e > 0. Eris een 4 > 0 (6 < z) zoodanig dat de totale variatie
van f (x, -+ &) op (0, 8) en (22— 8, 2x) kleiner is dan e.
Verder een N zoodat voor # > N:
"

ik 2 ll<e  amt=2—s

k=1
2m—3d 2

(10)—5;; To-——[+ f‘i‘ f'—'Il‘f"I +I

11, | < = (KH‘ E) volgens Stelling III. Evenzoo:

g <<= (Ix-}— )
TR L e als i N, volgens Stelling IX (S. I).
T

Dus:
(T + 2K + =)

[
g

f (¥o) — Sn (%) =
met 60| <1 alsn>N.
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Opmerking:
. K+ /2 K {
[S: @)1= 1169 |+ 5B r = 4 (X4 1)1

als | f(x) | =M voor 0 =x =2x. Dus | S, (%) | < C, C onafhan-
kelijk van x en #.
Stelling VI:
Gegeven:  Als in Stelling IT en I (%) kontinu voor a =x = b,
Bewering: S, (x) uniform — f (x) als n - co vooy
aEia = =3='h

Bewijs:

In het bewijs van Stelling V is een d aan te geven die goed is
voor alle x die voldoen aan: ¢ =x = B.

Stelling VII:
Gegeven:  Als in Stelling I1.

fx+0)+1fx—0

Bewering: S, (x) — > als n - co.
Bewijs:
Stel:
"~ sin kt ¢
ZT‘— T = tﬂ(t,?ﬁ).
k=1
Dan:

2x
10— S0 0) =~ [y m) 2/ (e 4.

Op 0 =¢ == definieeren we de functie:
g (x 4+ ) :f(x—l—t),voorO<t_f_:reng(x)-_—/(x+0).
Volgens Stelling VIII (S. 1) is nu:

x ¢, X

. ﬁr 6w af (et = = f; () g+ + ~ (0,)If (x-+0)4 ()|

(4]
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In verband met Stelling V volgt nu:

—f (tn)df(x+1) > L]t Oi f %) als z — co.

Evenzoo te bewijzen:

27
%ftp t,n)df(x-+1 —.»'f (%) -{(X#HG) als n — oo.
Dus: 3
Sp (%) = [ (2) — %jw (t,n)df (x+41) —.J (x+0);—f(x~0) als n - 0o.

Stelling VIIIL:
(0). Verder is er een a > 0 zoodanmig dat [ (x) van be-

grensde varviatie 1S VOO¥
A oo éxé%*‘@%
Ny FOo=EA=X T o
voor tedere o die voldoet aan 0 <o = a.

Gegeven:

v O = f ok D+ -0 -2150),  lim 5 j lwl=0 (a)

Lo (20w (0) (1)
De totale variatic van i 29) 5 op (9, a) zij o 3)

Bewering: S, (x%,) > [ (%o) als n— 0.

Bewijs:
y () v O " s
,/32 sin Ezf—_ A =11l ("’+1/2) tdi—0 als n— oo.
Stel: .
e 2p (2h-1-8)p & x

iz = M. i ( )sm o) tdt H'/’ f + | =

%+ 1, ; 2
2 - |
(k+1)p  (4p+8)p a

o

211+Z+Iz‘]‘1.3
p+3pn=a<@p+du
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B = (» +1/2)f[w(t) | d¢ >0 als u# -+ co wegens (a)

= E_.f(i) I' dt -0 als n—co want (4p43) u— aals - oo.
(4p+3)p
| I3] =0 als % — co.

Jp Bt
v) . . R 1 [yt 2
[Tsm(”-i-%)fdt——m/Tdcos(n—{—%)zfm
= p
3p :
1 y (¢
=n—|—§[COS(W+) s
23

5p
w_(l (t + 2u) . ik i
f sin (n + 3) tdt = —-/ T2 sin (n + 1) ¢ dt =

S

Bp
TR e 1/2[ cos (n - 1) tdwT(t__*:_}_zsz:!
#
De eerste 2 termen van Z:
3
= _{l_ .},_[COS (n+L)td ['r”t(t_}_-l-ziﬂ) _Y t(t)]
7

- 0als 2+ o0

’Z’f lf)d[1f!(5+2;t)__w(i)]
—n+ 3 t 4 2u ¢
1

volgens onderstelling.

Opmerking:
Men bewijst gemakkelijk dat Stelling V in Stelling VIII bevat is.

138%.



STELLINGEN
I

In de stelling van FAToOU zooals deze voorkomt bij E. Landau,
Darstellung und Begriindung einiger neuerer Ergebnisse der Funk-
tionentheorie (Zweite Auflage, 1929, pag. 40), kan de onderstelling

1 1

. Es  existiere f Max | f (x) |dR oder auch mnur [ f (Rei®) dR
I .

¥|=R
0 N 0

gleichmdssig in ¢ gemist worden.
11
De universeele positieve constante C voorkomende in: J. WoLFF,
Séries de fractions rationelles (Comptes Rendus, Februari 1928),

is kleiner dan

&
3

= OnRERE

J\/C’_y—l
1 4

I11
Ziin zy, %y, - - . . de nulpunten van een functie / (z), holomorf en
begrensd voor |z| <1, gelegen in het angulaire gebied G be-

paald door
z=1—vreit,cosp>0>00<r<d

(v ]

dan konvergeert de reeks Z |1 —zn |.

=1

1A%

ledere functie holomorf binnen de eenheidscirkel en waarvan
de integraalfunctie Riemann-integreerbare randwaarden bezit is
een integraal van Cauchy—Stieltjes, over de eenheidscirkel be-

rekend.






9
v

Is u (p) Riemann-integreerbaar voor 0 = ¢ = 2z dan stelt de
Stieltjes-integraal
2o

1 (1 —p? R
Hleitimrm Caulg)  (* =1+ ¢—2cos (p —0))
27, 72
a
een functie voor die harmonisch is voor 0 = ¢ < 1 en in ieder
punt waar #'(p) bestaat en eindig is bezit « (g, ) de angulaire

limiet #'(g).

VI
De cilinder is het eenige ontwikkelbare oppervlak waarop de

kromtelijnen tevens geodetische krommen zijn.

VII

De energiestelling voor een wrijvingslooze viloeistof laat zich in
de gedaante brengen.

> [0+ Yot —— ([l 2+ Elowan— [ s wan,

bij een vast gedacht volumen in de vloeistofruimte. (Hierin stelt
- E de interne energie per massa-eenheid voor en £ de potentiaal

van de volumekrachten).

VIII

Reeksen van het type

Ar
Z : ’ E | Ar | < o0,
o ak

leenen zich tot het construeeren van zoogenaamde , multiforme’’

functies.
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