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Lineae alicujus  C G (fig. 1) formam si analylica formula indicare velimus, notum est, ila hoc
polissimum fieri solere, ut reclas duas fixas fingamus XX' et YY', quas coordinatarum axes dici-
mus, distantias autem C D et C E, quibus figurae propositae punctum quodlibet C ab axibus
hisce distet, pmcti illius C abscissam et ordinatam sive ejusdem coordinatas vocemus.
Aequatio jam si proponitur aliqua f (x,y) = o0, mutua prodif coordinatarum relatio, h. e. series
prodit punctorum, quibus linea proposita G C H constat. Coordinatarum vero notio, —— ut

monuit inter alios Drickenmiiller, die Ueberlragungsprincipien der analytischen Geomelrie

pag. 1,

latius speclat: Variabilia enim si fingamus quaclibet quanta « el o

sive sint
lineae sive anguli sive numeri

quaecumque inter variabilia ista proponitur aequatio f (u,v) =0

sive v = F (u), si alleri coordinatae u cunctos deinceps ftribuamus valores a, a', a'', elc.,

seriem quamdam profert rerum recte definitarum

U = a v =T (a)

0 = a v = F (2)

rr v = F (ﬂ”)

=1
¥
|
-]

quas, Driickenmiillero praeeunte . pag. X%, elementa vocemus. Elementum istiusmodi si

punctum lineamve aliamve quamdam indicat rem geometricam, elementorum ista series sive

aequalio proposita f (u,v) = o lineam quamdam indicare solet: cujus rei apud Driickenmiil-

1
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lerum Il et apud Plickerum (*) exempla occurrunt bene multa. Duo jam eligamus istius—
modi elementorum genera: u et v, u et v': eandemque functionem f primum horum, deinde
illornm mutuam relationem indicare slaluamus: duae ila prodibunt Iineae f (u, v) = o el
f (v v) = o, quae, si elemenla u' ¢t v' ex elementis u et v originem ceperint adeoque aequa-
tione quadam F (u,v,u ,v) = o vel duabus aequationibus F (u,v,u' ,v) = o et
F,v,u,v) = o cum illis cohaereant, ipsae quoque erunt secum invicem affinilaie quadam
conjunctae. Ex innumeris istis coordinalarum mufuis relationibus simplicissimam eligamus hancce.
qua constans sit analogarum coordinatarum productum: figurarum oritur ita affinitas, quam aequa-
liones repraesentant uu' = A?, vv' = B*, aliave earumdem affinitas, aequationibus u = v,
vv' — B? indicata. Quarum allinitatum posterior, si ponamus B = 1 coordinatasque u et v or-

thogonales esse h. e. u ahcissam x, v confra applicalam y denolare slatuimus, eadem illa est

relatio x = x', vy = 1, de qua ¢l Verdam egil in Commenlariis Institut. Belgici vol. XII.
pag. 67-93. Sin alium statuamus coordinatarum u et v significatum, relatio proposita u = u',
vv' = B* aliam denotat figurarum aflinitalem, ab aflinitate modo memorala x = x', yy = 1

Jlane diversa. quod ad mutuam analogarum asymplolarum relalionem vel quod ad reliquas
I P o} A 1 .[l

allinel geometricas analogarum figurarum  qualitates. At vel sic lamen formulae analylicae

f(u,\=,—:%, ke u’.,v',%l,; s e Sl (V5 ill" s u’,v’,%: .e..) = o0, el
quae coordinatarum relatione proposita u = u', vww = B* e figurarum affinilale x = x/,
yy' = B? sequebantur, intaclae in nova allinitate permanent, sed ul eas alio sensu inler-
pretemur requirunt.  Generales igitur figurarum affinitates proposilas —— w' = A®,
vv' — B et u = u, Vv = B® —— siin wa aliqua coordinatarum u et v definilione

consideraverimus, duplicem firiplicemque hine fruclum hauriri licehit ea agendi ralione, quam
commendal Pliickerus, System der analylischen Geomelrie, pag. 48: ., .. ... s0 kinnen
wir auch den Symbolen irgend einer vorliegenden analytischen Beweisfulrung verschiedene Coor-
dinaten-bedeutuny beilegen , und erhalten alsdan eben so viele geomelrische Silze.”

De priore igitur videamus e generalibus allinitalibus proposilis, h. e. de aflinitate, quam
aequationes indicant wn' = A% vv' = B% Quum aulem, generalis hujus aflinialis qualitates quid
significent , sit ila maxime perspicuum, si u el v orthogonales designanl sive yulgares coordinatas,
affinilalem nostram ea hypothesi interprelemur, ut u abscissam x , v contra applicatam y denotet.

*) Analytische Entwickelungen , Sysiem der analytischen Geomeirie, et alibi.

PSR e — e e




CAPUT L

————— g —

DE AFFINITATE, QUAE INDICATUR FORMULIS xx* — 1, yy = 1.

l'e hac igitur agamus figurarum analogia, quae universe quidem relationibus indicalur wu' = A*,
vv' — B?; quam e nosira, qua hocce capite utimur coordinatarum u et v definilione, aequalionibus
quoque indicari xx' = A?, yy' = B* manifestum est.

Primum, quod se nobis affinilatem hancce considerantibus offert, hoc est, muluam esse inler
coordinatas u et v symmelriam, muluam item inter coordinatarum systemala u v el u' v’ esse

symmetriam: ommia igilur, quac de coordinata u allerri possint, in coordinatam item v quadrare,

. dv 1y - % o
ommuiaque (quae de u. et %1 oo v = aliisve coordinalae u funelionibus \"a]eanl,, de
an [}
. p 3 1 o dun du .
analogis ilem valere coordinatae v funclionibus v, —, v——,ele. .. .. modo lilteras u et v

secum permulemus; nec ullam esse caussam, cur coordinatarum u et v systema syslemali prae-
slaret u' v': figura enim si sit aliqua f (n, v) = o, e. g. triangulum quoddam P, quae res-
pondentem sibi habeal in systemale v’ v' figuram aliquam Q, fore ut in systemate quoque u' v' sit
triangulum P', quod systematis u v figuram quamdam Q', figurae Q similem, respondentem sibi habeat.
Ne igitur supervacaneis ileralionibus inutilem operam navemus, ea tantum afferamus, quae alteri
coordinatae u aliisve ejusdem coordinatae functionibus conlingunl; omillamus vero illa, quae mutua

litterarum u et v permulatione inde sequuntur: ejusdem Dbrevilalis caussa figuris tanfummodo

[ (u, v) = o systemalis u v quaeramus analogas allerius systematis figuras f (u' v') = o:
1*
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quac vero sint systematis u v figurae, (uae syslematis w' v' figuris propositis respondeant ,
inquirere omittamus.

Aequationes,, quibus alfinilas de qua agitur indicatur, ua' = A’ vv' = B?, e nosira coordinalarum
u et v definitione hanc nos docet inter respondentes sibi quaslibet figuras P’ et Q esse analogiam,
ut inter abscissam u sive x puncti eujuslibet C, in priore figura sili, interque abscissam u’ analogi
analogae fignrae puncti C', sit linea quaedam media proportionialis, cui longitudo contingat A,
h. e. quae A longitudinis unitates contineat. Jam vero, quum longitudinis unitas sit arbilraria, ipsa
ista linea media proportioniali unitatem longitudinis repraesentari statuamus: qua suppositione
aequatio nostra simpliciorem induit formam hancce un' = 1. Definita autem ita longitudinis unilate.
non jam arbitraria erit longitudo lineae B, inter analogas analogarum figurarnm applicatas v ef v'
mediae proportionalis; brevitatis lamen caussa statuamus, esse B quoque — 1, modo attendamus ,
affinitatem nostram ita fieri minus generalem, multaque igitur, quae in afflnitate ita oriente

w' = 1, vw' = 1 valent — ila e. g quae ad affinitatem xx' = 1, yy' = 1

aequationibus inter polares coordinatas r et @ exprimandam spectant in generali unde exiimus

affinitate ma’ = A2, vv' = B? non amplius obtinere.

Ex aequationibus fundamentalibus, quae mutuam ipsarum coordinatarum relationem indicant
= 1 yw =1 (1)

aliae sequuntur inler coordinatarum producta vel quolienlia aequationes

BYeinn nw (-2)
e

quarum e nostra coordinatarum u et v definitione hie eril sensus: uv sive ay abscissae C D appli-
calaeque C E productum indicat, h. e. superficiem reclanguli O D C E, quod puncii cujuslibet
coordinatae C D et C E axinm XX' et YY' ope includunt; quotiens aulem% sive —;— langentem
repraesental anguli C 0 X, quem puncti cujuslibet C radius vector O C cum semiaxe O X facit.
Aequatio (2) igitur, superficiei unitatem inter analoga utriusque figurae rectangula O D C E el
0 ¢' D' E' mediam esse proportionalem nos docet; aequatio (3) aulem nos monet, analogos
quoque analogorum punctorum radios vectores O G et 0' C' opposilis regionibus jacere, tan-

genlem enim anguli C 0 X esse cotangentem anguli C' 0’ X', angulumque adeo C O X alterius

anguli esse complementum 90" — € 0 X.




)

Ex his jam saequationibus (1—3) apparet, saepius fieri, ut primitivae alicui figurae

analogam facillime invenire  possis.  Sequitur enim inde, fore ul

u=—o0 ‘ L u = ]
4 ='a ‘é 0 = Yah (A)
CD !

2 u ® 2 u =0
= g
5 AT E Vl el 5
2 = [

4 ;: 2.
= v ='ib Z vi=1b (3)
4 = ;
= v = @ < v = 0
g . w | . g
1 N =10 B A S
% w = e u’ - ’

v S v’ L

o o B | o = /¢ S (6)
=

v i v N 0

u ~ m l ] ‘ll _

(designantibus a, b, ¢ quanla quaelibel finita). Primitivae jam aequalio alterutra  coordinala
careat: acqualiones (4) et (5) nos docent , analogam huic respondere figuram , cujus
aequalio eadem coordinala careat : cujus rei e nosira coordinalarum definitione hic eril sensus :
si primitivae sit recta aliqua x = a vel v = b, allerutri axium YY' vel XX' parallela,
fore ut analoga quoque sil recla, eidem axi parallela: ipsi igitur axi x = o vel y = o
terminum respondere x' = oo Vel y = o, quo pervenire studet recta, axi YY' vel axi XX'
parallela, ab eodem autem infinile recedens. Aequaliones conira (6) nos docent: si primilivae
istiusmodi contigerit aequatio, in qua constans sit coordinalarum quoliens, analogam respondere,
cui idem contingat: quod pro nostra coordinalarum u et v definiendarum ralione huc redit: cuilibet
rectae, coordinatarum initium O pervadenti, aliam respondere ex allinitale nostra rectam, punctum
0 ipsam quoque transeuntem: modo excipias ipsas rectas XX'et YY', quae non erunt sibi analogae:
de mutua enim serieram :—1 = o el —;—a — o anpalogia infra videbimus. Ex his igitur palel,

sex esse reclas in systemate u v sive x y, quae, si analogas iis quaeras alferius syslemalis

figuras, inlactae maneant:
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quarum duae, quas posiremo loco nominavi, e nosira coordinalarum u et v definiendarum ratione
reclas indicant GK el FL (fig. 2) sive x = yel x 4+ y = o, coordinatarum initium O ita trans—
euntes, ut cum ulroque axe angulum faciant 45 graduum: quatuor conira priores nostro loco rectas
axibus parallelas indicant GL, FK, FG, KL (fig. 2).

Hanc lamen analogiam, qua unaquaque e sex islis reclis ipsa sibi sit amaloga, cave ne ita
intelligns, ut earum unumquodque punctum ipsum sibi respondere statuas: de punctorum enim

sive elementorum analogia aliter se res habet. Vidimus enim

Bo=0 W =0 o = ® W e==itn
u =0 V== b o =® Vv =15
| .1 =0 V= ® & o = @ =i
= b=l v =0 ,5;_ = Ya ¥ = ®
— 771
é i = @& v — b = W = Ya v =11 (8)
< =) .
= 0 == a Vin==" {@ E =Moo = o
Wrds=ngl W =00 ‘ % U= 0 v W
Hos=ugh oovis=hb E W= 0 vi==/b
0 ==y = l | orali=-0 Mil—==10

(designantibus a et b quanta quaelibet finita).
Unde patet, elemento primitivae figurae, cujus utraque coordinala sit finila, h. e. punclo primi-
tivae, quod ab ulroque axium XX' et YY' finite distet, allerius figurae respondere elementum
sive punctum, cui idem conlingat: sin non fuerint ambae primitivi elementi coordinalae finitae,
neque fore analogi elemenli coordinalas finitas: punclo enim, in alterutro axium XX' vel YY" sito,
punctum respondere, quod ab eodem axe infinite distet: elemento 1 =0 v ==, h. ¢. limili.
quo pervenire sludeat pusctum, reclam YY' haud deserens, a recla contra XX' infinite recedens.
limitem respondere, quo tendat punctum, in recta XX' manens, ab altero autem axe infinite
recedens: ipsi denique coordinatarum initio O metam respondere, quo tendat puncti cujusdam
infinita ab ulroque axe recessio. Inler cuncla igitur primitivac figurae puncta quatuor tanfum
erunt, quae, si ad analogam figuram trangrediaris , ipsa sibi respondeant: puncta videlicet F, G
K, L (fig. 2) sive
n=-+1 v=+41
n = + 1 Vo= —

o
1=—1 v= +4 &)

e

u=—1 v=—1
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Quam igitur sex ulriusque figurae reclis supra vidimus contingere secum ipsis analogiam, ita
intelligendam esse apparet, ut, si in rectarum (7) una allerave punctum eligas, quod ad puncia (9)
non referendum sit, aliud ei ex affinitate nosira respondeat e¢jusdem rectae punclum.

Ex hacce elementorum analogia apparet jam, quid sibi velit mutua serierum :Tr o et .‘T = ®
analogia, de qua supra sermo erat. Allendamus enim, seriem :—l = @ summam indicare cunclo-
rum elementorum , quorum coordinala v coordinalam u infinities magnitudine superel: coordinatae
igitur v si cunclos deinceps inde ab o usque ad @ Iribuamus valores finitos , u semper eril = o0:
sin valorem coordinatae v Iribuamus infinitum, fieri potest, ut sit u finilta vel eliam infinita,
modo infinita ejus magnitudo infinilics ab allerius coordinatae valore superelur. Elemenlorum
igitur series % — @ e nostra coordinatarum u et v definiendarum ratione haecce indicabit puncta:
punctum primum O; reliqua porro axis YY' puncta; puncta deinde, quorum distanlia est ab

axe illo finila, ab altero contra axe infinita —— ecujusmodi puncta contingunt figuris, quibus

est asymplota aliqua x = a, axi YY’ parallela puncta deinceps, quorum distantia est ab

axe YY'  infinita, ab altero axe infinilies major

cujusmodi sunl puncta D et E (flig. 3),
parabolam y = ax® haud deserentia, a recta autem YY'inlinite recedentia. Series item %— =0
quatuor constahit punctorum generibus. Mulua jam serierum %: o el :T = @ analogia ila erit
intelligenda , ut unumquodque ex allerius seriei elemenlis isto respondeat alterius seriei elemento,

quod ei ex aequationibus fundamentalibus (1) respondere oporteal: ipsum igilur coordinatarum initium

O sive primum e quatuor seriei — = o punctorum generibus quarlo seriei = 0 respondebit

v

u

punclorum generi, h. e. punclis istis, qualia in parabola x' = ay™ occurrunl; secundum deinde
48 ¥ P Y . » . .

seriei — — oo punclorum genus, h. e. puncla reclae YY', finite ab O distantia, tertio respon-

’

. TR A | . . . . t poe I s .
debit e seriei —- = o punclorum generibus, h. e. punclis, quibus sit y' finila, x' infinita.

Ex aequationibug porro fundamentalibus (1) haee sequitur inler analogorum elementorum signa -

vel — concordia:
| u>o \>o|¢ Wiu'>o v > 0
| u > o \<0|§§ u > o N J
= S H . (10)
2 ‘ W< 0 X N0 g u < 0 ¥ iiand
- . £
[ mi==g v £ 0 ) | u < o ¥ o

quae, si coordinatas u et v solila ralione orthogonales esse statuimus, nos docel; punclto pri-

milivac, quod in uno allerove quatuor quadrantim XO0Y, X'0Y, X'0Y', XO0Y' (fig. 1)
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situm sit, punclum respondere analogae figurae, in eodem quadrante situm. Ex iisdem aequa-
tionibus (1) sequilur praeterea

1 1

prout sil H

S sipioe ey (11)
Lot = w2 ¥ =
modo eam intelligamus allerius coordinatae prae allera praestantiam, quae ad magnitudinem tantum
speclat, signi == non ratione habita, h. e. b u= — 5 > u = — 3 dicamus: quibus aequationi-
bus analogia, quam inter analogorum punctorum situm nosira in affinitate exstare modo videbamus,
ita accuralius definilur, ut puncto primitivae, in oclanle X 0 G vel Y O G silo (fig. 2), punctum
respondere analogae docemur, quod in oclanie jaceat Y O G vel X O G, ac reliquorum item
quadrantium octantia sibi esse simili modo quoad punclorum silum opposila.

Sequitur tandem ex iisdem aequalionibus (1)

augealur u vel v : minnatur
prout | fore ut u' vel v' (11%)
| minuatur u vel v augeatur

quod nostra e coordinalarum u et v interprelatione nos docet: si primilivae sit pars aliqua, quae
axium alterutrum accedat vel ab codem recedat, analogam contra analogae figurae partem ab codem
illo axe recedere vel eundem appropinquare.

Ex analogia aulem ista, quam ex allinilale nosira inter uirinsque figurae elemenla elementorumve
ceries exslare aequationes (4 — 10) nos docenl, efficitur, ut nonnullas possimus enunciare analogae

figurae proprietates, quae nolis ignolae alienjus primitivae qualitalibus respondeant. Ipsa enim

primiliva si sit nobis ignola, al si illam elemento gaudere quodam u = a, v = b, h. e. punctum
quoddam transire x = a, y = b cognitum habeamus, facile apparet, requiri, ut analogum analogae

ligurae elementum contingat, h. e. ut analogum punctum analoga transeal. Ex aequalionibus igitur
(4 — 10) haec sequilur inter analogarum proprielales analogia: Quolies primitiva punctorum
I, G, K, L., (fig. 2) unum alterumve transit, loties idem punctum transit analoga. (*) Quoties
reclarum GL, FK, FG, KL, GK, FL (fig. 2) unam alteramve primitiva langit vel secat, toties
andem rectam offendit analoga. Quot sunt in primitiva asymptotae, alterutri axium XX' vel YY'

parallelae, toties alterum axem offendil analoga (4). Quot primitiva gaudet asymptolis, neulri

(*) Exemplam prachet punctum L (fg. 5).
(f) Asymptotae e. g. F G (fig. 5 et 6); DE (fig. 7 et 8) respondent alterius figurae cum recta XX intersectionibus
A (fig. 5 ¢t 6), A (fig. 7), A (fig. 8). Binae autem asympiotae x = 4 o et x = — o (fig. 8) vel duplex asympfota

x = -+ = (fig. 8) duplici analogae figurae cum axe XX'intersectioni, h. e. ejusdem in O tactioni (fig. 3 et 8) respondet.

Asymptota tandem x = o (fig. 4) respondet alterius figurae asymptotac y = o (fig. 4.)
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axium parallelis, lolies analoga punctum O (ransit, neulri axium parallela (¥) At non possis
vicissim allirmare, si primiliva alterutrum axem secet, asymptotam fore in analoga, alteri axi para-
lallelam ., sed hoc tanlum e punctorum analogia supra investigata sequilur , fore ul analoga ab allero
axe finile,, ab altera infinile distel: silne vero ei asymplola necne, ab analogae in punclo islo infinite
distanti directione pendet; quae quomodo cum primitivae directione cohaereat, infra videbimus.

Fundamentales autem allinitalis nostrae acquationes (1) quum sint quod ad singulas coordinatas
primi gradus , aflinilatem nostram ejusmodi esse apparet, ub uni cnilibel primilivae puncto unum
lantum ex affinitate nostra respondeat punctum analogae, Allendendum tamen, si duo sint pri-
milivae puncta x —a, y =b et x =a, y =b -+ ¢, quae, muluamque a se invicem distantiam c.
suamgue ab axe YY' distantiam @ inlaclam servanlia, ab axe XX’ infinile recedant, tandem fore,
ub utrumque punctum coordinatis indicetur x = a, y = @, alque ulrique adeo puncto —— ul
aequaliones (8) nos docent —— punclum respondeal x' = '/a, y' = o, in recla XX' situm.
Unde palel, uni alicui primitivae punclo, proul vel ab ulroque axe [inite distet, vel in alleralro
axe silum sit, vel landem ipsum oceupel coordinalarum initium O, vel unum tantummodo respon-
dere ex allinilale nosira punclum analogum, vel infinitam punctorum multitudinem, vel multitu-
dinem tandem punclorum infinities eliam majorem sive ul ita dicam bis infinitam.

Ex his autem, quae de respondentium sibi punctorum analogorum numero reperimus, sequitur,
non semper posse, si primitivae sit alicubi punctum duplex, alfirmari, ejusdem singularilatis pun-
clum in analoga quoque reperiri Primilivae enim figurae f (u,v) = o sive v=F (u) slalua-
mus , ob duplicem funclionis I’ naluram, duos esse ramos sive duas elemenlorum sive punciorum
series: quarum utrinsque islud eligamus elemenlum, cui coordinala contingat u = a, h. e. istud
punctum, quod in recta x = a situm sil: duo ila oriuntur elementa

u— a v 1By (8) =(b
u = a y =F,(a) =b +e

Lineae jam nosirae hanc contingere formam statuamus sive functionis F hanc esse naturam., ui,
ubi coordinata u continua auclione vel deminutione ad certum tandem aliquem pervenerit valorem
u=a + d= e,in allerius conlra coordinalae valore evanescat funclionis F duplicilas, quum
discrimen F, () — F, (e) sit = o vel gallem = o h. e. infinile paryum. Facile jam palet, inler

1 1
—— et V' —— npullum fore vel
F,(e) Fy(e)

analogos quoque (uos coordinala v' nanciscatur valores v' —

{*) Asymptots e. g. FG (fig. 7) obliguae respondet puncti O ab hyperbola D7 J° O G’ transitioni: recta autem
DH (fg. 5), quae ipsa sibimet est asymptota, obliquac punetd O & ramo D L O F transitioni respondet.

2
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infinite parvum diserimen, nisi sit I', (¢) = o: hoc enim si fiat, apparel duplici primilivac
elemento
52 : 1 : 1
u==e Y = 1‘|(_(‘) = 0 n = T— Y — l-'_[y] — D
respondere 1 . : (12)
= r o= Woley = - W = gl — & — Sy )
" A Fl (‘) {_ - . e 2 F;(e) + o Byiled h

designante h quanium quoddam finitae magniludinis, nisi @ quantum indicare velis ¢ secundo
ordine parvum, quo casu eril h infinile parvum Quae si pro nosira coordinatarum u et v de-
finiendarum ratione interpretamur, vidimus, si in primiliva duplex triplexve aliudve fuerit punctum
multiplex, ab ulroque axium XX el YY' finite distans, analogum requiri in analoga figura
punctum ejusdem singularitalis; sin in alterulro axe silum fueril punclum mulliplex, accuratiorem
investigationem requiri, analogumne respondeat ei punctum mulliplex , an vero duo pluresve
analogae rami, qui, finitam mutuam a se invicem distanliam servanles, infinite ab codem axe
recesserint: quin fieri solere, si in ipso coordinalarum inilio O fueril duplex primitivae punctum,
ut analogi respondeant ei analogae rami, qui in infinitun exeant, quorumque adeo infinila sit a

se invicem distantia.

Primitivae jam f (u,v) = o sive u = F (v) sive v = F (u) slaluamus esse alicubi
elementum quod:h’lm u=a, v= b, ipsum quidem reale, (*) sed imaginariis undique elementis
circumdatum; h. e. si coordinalae u realem iribuamus valorem u = a, realis prodat alterius

coordinatae valor v — F (a) = b; sin alterulri coordinatae valorem tribuamus, valore a vel b minima
qualibet quantitale & majorem vel minorem, imaginarium altera coordinala nanciscaiur valorem

v=T (a=w)velu=F (b= w);

cujusmodi elementum, e nostro quo hocce capite ulimur

coordinatarum u el v significatu, nos docet, primitivac esse ibi punctum quod per se slet sive a

reliquis sit separatum (um point isolé) ; vel primilivae elemenium istud u = a, v = b ila se
habere slaluamus , ut, si alterutri coordinatae, e.g. v, tribuamus valorem v = b vel v > b, allera

coordinata u realis sif unumque tantummodo habeat valorem, sin esse v < b ponamus, alfera
coordinala imaginaria evadal —— quod in nosiro coordinatarum u et v systemate nos docet.
ramum aliquem primitivae subito subsislere seu esse ibi ut ila dicam punctum irferstitionis (nn point

darrét) ——— Facile palel, prout horum unum allerumve in primiliva locum habuerit, requiri ut idem

(*) Non igitur intellizuntor Loe loco imaginavia ista puncta, quae oviuntur, si imaginarius aliquis ramus alterntrum axium
seeat ipsumve transit coordinatarum initinm O @ lineae enim ay* = bx® — x* (fiz. 8) punctum Osive x=o0, y=0 p/—1,

etsi reale primo intuitn videatur, imaginarinum {amen esse accuratiore inyestigatione instituta reperictur neque adeo ad

pupcta @ reliquis seporats esse referendom :
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<e nobis in analoga offerat. Unde apparet, si primilivae fuerit alicubi punctum @ veliquis separatum
punctumve inferstitionis, universe quidem analogum requiri in analoga figura punclum ejusdem
singularilalis. Quum tamen punclo, in allerntro axium sito, innumera supra vidimus respondere
analogae figurae puncta, facile patet, si primitiva duobus constiterit finilac magniludinis ramis,
quorum alter infinile a punclo O recesgerit, ramum istum in analogae figurae uno indicari punclo
a reliquis separato ipsumque punctum O occupante; similemque esse mutuae punctorum inlerstitionis
analogine adhibendam restrictionem: primilivae enim si in alterulro axe fuerit punctum énferstitionis.,
ambiguum relinqui, analogaene ejusdem singularilatis punctum contingal an vero ramus in infinitum
exiens, h. e. qui asymplola gaudeat eidem axi perpendiculari nec tamen ab allera asymplolae
parle regredialur.

Primitiva igitur figura si sit nobis ignola, eorum famen ope, (uae hucusque altulimus, nolae
alicui ignotae figurae proprielali analogam possumus analogac invenire proprielalem, modo pro-
prielates islae ab ipsis coordinalis vel a finilis earundem functionibus pendeant, h. e. ad punetorum
Gitum definiendum valeant. Quod mnon valet de figurarum directione aliave qualilale, «uae a
differentiali coordinalarum [unclione pendel; non enim posse muluam asymplotarum analogiam ex
iis quae hucusque attulimus accurale investigari, supra jam vidimus. Quare videamus, quaenam

ex aequationibus affinilali nostrae fundamentalibus (1) sequantur relationes inler differentiales coor-

dinatarum u et v functiones ordinis primi:




Videamus primum de aequatione (13). Quae nos docet, non posse, definita functione diffe-
dv

ventiali — = a, non definitis contra coordinalis u et v, analogam inveniri alterius figurae
aun

functionem differentialem ‘ﬂ—;"a nisi ipsius primitivae f (u,v) = o cognilam haheamus naturam;
. dv’ d i s . s . a
{ploLienlem enim Ti‘T ef a % el a = pendere; h. e., si coordinatas u et v solita ratione in-

terprelemur, non posse, si ignotac primitivae figurae direclionem definiamus, situm hand defi-

niamus, analogam reperiri analogae directionem, siquidem haecce ab angulo pendeat CBX (fig. 1),

o . g 7wl . % - '3\ dy’
quem in analoga figura tangentialis recta cum axe XX facit, hujus autem anguli fangens - — = —

' : dy ¥ ap gt :
tam ab analogi anguli CBX tangente —— pendeal, quam a tangenle — anguli COB, quem radius
’ .. X T - dy dv’
veclor cum semiaxe OX facit. Muluam igitur differentialium functionum P Lowa analo-
. . ¥ s o -
oiam invesligare si velimus, ipsas coordinatasu et v earumve sallem quotientem - definiamus  aliqua-

tenus ()pm'l,e[, :

¥ i dv ! | dv’ i
I - finitim, — — © i
v dv fiva 5w
PR e s = imitun < —— finitum s
st jgitur . — {initum erit == (18)
¥ dv dv’
e e e = D —— it
i du du’

Cujus rei, si ipsas quoque coordinalas u et v finilas esse statuamus, hic erit in orthogonalium coordi-
natarum syslemale significatus: si primitiva alicubi finite ab utroque axe distarit processerilque ihi
direclione, vel axi XX' vel axi contra YY' vel neulri tandem axi parallela, fore uf ex his tribus
id ipsum liceat de analogac directione affirmari, quod in primitiva locum habuerit. Coordinatas
conlra u et v si slaluamus esse — o vel infinile sallem parvas, aequaliones (15) nos docent,
eandem infer primilivac analogaeque directiones subsislere analogiam, vel si primiliva ipsum ranseat
coordinalarum initium vel infinite parva ab eo distet distantia, modo sit ibi :—l finitum, h. e. modo
primitivam statuamus vel ambos secare axes, punctumque adeo O obliquo sub angulo iransire, vel
neulrum secare axem —— quemadmodum in infinite parvis illis fieri solet circum punctum O gyris,
quibus punctum istud tanquam punclum asymptotum nomullae figurae circumyolvuntur. Quotientem
= jam ita defimianus ,

¥ dv

A — @ vel finitum ST
. - du s an 4
ut sit 3 dy . s 8 (19)
| Y — > = W vel fmilum i
u L =

quornum sensus, si u et v finilas esse statuamus, e nosira coordinatarum u cf v definitione huc redit:

si primiliva,, finita a puncto O distantia, allerulrum axium XX' vel YY' perpendiculari vel obliquo
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secaverit angulo, fore ut analogae figurae asymplota contingat, eidem axi perpendicularis.  Unde
ambiguitas, quac de asymplotis alterulri axium parallelis supra (pag. 9) se nobis obtulit, partim

. . Y . . i .
tollitur: restat tamen etiamnum quaedam ambiguitas: quotientem enim — ita definiamus,

| v ds | dv’ :
i T “du = du’ L
! P a0
ut sit i P ‘ et b g . (20)
e du @© T B K

quare , si inquirere velimus, sitne —ji— infinitum an finitum an vero infinite parvum, funclionis
(—':)J % nova denuo dilferentiatio aliave aceuratior investigalio requiritur; unde, si solitum coor-
dinatis u el v significatum tribuimus, sequitur, si primitiva axiom XX' vel YY' alterutrum tangat.
ambiguam fore analogam analogae directionem, neque adeo posse, nisi accuraliore invesligatione
instituta, dirimi quacslionem , contingalne analogae asymptota neene: vicissim, si recta aliqua x = a
vel y — b, alterulri axium parallela, primilivac fuerit asymplola, ambiguum esse, quaenam sit
analogae directio , alterumne axem illa tangal an vero secet.

Ad aequationem (13) jam redeamus: unde haec sequuntur:

dv’ dv [ l v 1 -
D | —_— = vel
du’ du 4 . n +

; requiri ut sit
iy W dn l

dv

pTy e M ;
1, nisi sit — =0 velan (21)
(1448

(2 () = (B SN e e g (98)
k\‘ du du v duy |

sl velimus esse

quorum in orthogonalium coordinalarum systemate hic erit sensus : Aequatio (21) nos docet, fieri non
posse, ut primitivae alicubi directio sit analogae in analogo puncto directioni parallela, nec tamen
alterutri axium parallela, nisi in iis punetis, ubi sil l\ — + 1 vel ’\— = — 1, h e ubi rectarum
GK vel FL (fig. 2) alterutram figurae offendant, Aequalio autem (22) nos docet, fieri non
posse, ut primiliva alicubi, neutri axium parallela procedens, sit analogae in analogo puncto
perpendicularis, quum hoe requiratur, ut % :{ imaginarium valorem V' — 1 nanciscatur ipsaque
adeo primitiva fial imaginaria.

Primitivam jam figuram f (u,v) = o sive v = F (u) ad figuras complezas quas

dicunt pertinere statuamus, h. e. duobus conslare ramis: functionem enim F, si unum coordi-

natae u (ribuamus valorem, duos alteri coordinalae praebere valores v = F, (u) et v = F, (u):

. . » - : . 1 dF (m) v ey -

unde plerumque sequitur, differentialem ilem functionem ll—i i aie="Plg) duplicem nancisei,
L

si unum tantummodo u nanciscitur, valorem; coordinala jam w ubi continua auctione vel deminutione
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ad certum aliquem pervenerit valorem u = a, utriusque funclionis, et I el F, evanescere ibi
duplicem naturam slalpamus, quumn sint discrimna F, (a) — F, (a) et F, (3) — F, (a) nulla

vel saltem infinite parva. Duplici isliusmodi primitivae elemento

, dy v 01y dy aN2
u=a v=F (@=>b ¢ = Ff(a =c lrespon-{u’ = '/a ¥V = b =0 (T\

5 dv = . i 1 , 17 dv' [a \2 (23)
u a v=F,(a)=b Ehs F, () = ¢ | debit {0 ="a v ="b o (T

quod e nostro coordinatarum u et v significaln nos docet: si duo in primitiva figura se leligerint
alicubi rami, analogam in analoga figura respondere duorum ramorum mutnam taclionem. Quae
tamen lactionum analogia quominus semper oblineat, haec obstant: Primum enim aequaliones (12)
nos docuere, duplici punclo, in alterutro axe silo punctumve O occupanti, vel posse analogum
punclum ejusdem singularilalis vel dnos respondere in analoga figura ramos, quorum finiia sit a se
invicem dislanlia: qlmd si in nostrum locum lransferalur, nos docet, taclionis punclo, f[uod hane
ob caussam in primilivae oriatur, quod duo ejus rami eodem obliquo sub angulo punctum O lrans-
eant, vel posse analogam respondere faclionem vel contra duos analogae ramos, in infinitom
excurrentes, quibus parallelae quidem sint, at finile a se invicem distantes asymptolae. Deinde
vero acqualiones (20), non posse interdum analogae direclionem nisi differentialiom functionum
secundi ordinis ratione habila reperiri, nos docent: unde patel, si recla quaedam, allerulri axium
parallela, duohus simul [ueril primitivae ramis asymplola, lactionisque punclum ita in primitiva
oviatur, haud conslare, analogine rami in altero axe axemque illum seque invicem langant, an
vero haec sit alterius rami, illa allerius, diversa tandem ab ambabus ipsius axis direclio. Ex his
tandem apparvel, si idem axis a duobus primilivae ramis eodem puncto langatur, duplicem esge
caussam. cur non semper analogum respondeal in analoga figura punctum tactionis: el enim posse
duos respondere ramos, quorum [inila sit a se invicem distantia, nec opus esse, ub sinl rami isti
sibi paralleli, sed diversam esse posse ulriusque direclionem. )

Quum autem cuspis sive punctum flezus conlrarii sive punclum regressionis (un point de
rebronssement) ¢ laclionis punclo ila ortum esse fingi possit. ut ulerque ramus in ipso tactionis

puncto subito imaginarius factus sit

quum porro simili ralione mucro (un point saillant)
tamquam dimidia duplicis puncti pars considerari possit, facile jam erit nobis muluam euspidum

muluamve mucronum nvesligare analogiam, modo illa, quae de mulua punctorum dnferstilionis

o

tangant rami, duo respondent alterius fizurae rami AF et A G (fig. 8) qui ct infinite # se invicem distant et opposita

Tactionis e. g. puncto quod cissoidi (fiz. 8) hanc ob caussam oritur, quod axem XX’ in ipso puncte O duo

procedunt directione,
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(points darrél) analogia supra vidimus, iis adjungamus, quae de mulua lactionum de muluaque
duplicium punclorum analogia se nobis modo oblulerunt; unde apparebit, si singularia nosira puneta
finite ab utroque axe distarint, analoga iis respondere ejusdem singularitatis puncla in analoga;
sin minns, accuraliorem rei invesligalionem requiri. *)

Ex aequatione (13) igilur sequi vidimus bene multa. Ex eadem haec quoque sequuniur: quum
factor %— sit quolientis 1:- quadratum adeoque sit semper affirmalivam, nisi imaginarium consideres

punclum , fore ut,

dy ] | dy’
; | “au w2 0 - a >0 -
proul sit | 4. sil ilem Ak (24)
< 0 — 20
(181

| du
. dv o ! 9 . o s
Quotientem autem —— esse allirmalivum, in orlhogonalium coordinatarum  sysiemale hoc  sibi
vuli: figurae langentem, si direclione intacta loco removeatur, donec punctum O (ranseal.
in primum lertiumque pervenluram esse coordinatarum quadrantem , h. e. hac procedere
v 1 ¢ o] WA
|

. . 2 R Y B b .
direclione —=+— ; negalivus conlra quotienlis - valor hujusmodi indicat tangentis cursum ——5—

o
7 } 4 NN

Docel igitur conditio (24) : prout primitivae tangens parallela ¢ loco suo remolione vel in
primum terliumque possit vel in secundum quartumque pervenire coordinalarum quadrantem, idem

de analoga allerius figurae tangenli esse dicendum.

Quolientis jam ll—u sionum -+ vel — in oppositum abire alicubi signum slatuamus : quod nisi
; T g g

dv . H . an . - . v e
o, mulationem Sll])!t() Sl‘lh(i"dl lllﬁl]llies l]]{ljl]l‘Cl'II (ll]ﬂlll m conlmuna curya ilel'l Upﬂl'l‘(}hﬂl, h. .
du

dv

nisi mucronem (un point saillant) ibi fuisse statuas, —— ul quolienlis — valor per == o vel == @

w . . an . e ] v’
franseat, requiri. Aequationes jam (24) nos monent, sequi inde, ut quotiens quoque ll
’ L4411

e . . . dv
similem subeal signi mulationem: prout enim - lranseat

per = o a > oin < © { per = 0a > o0in < 0
— _a<Loin>o0 fore ut e g L0 00 >0
e st 00 8, 5 0 in < o 1:;[ lranseal . per &= @ a > omm < 0 (£0)
L, Skl L 550 : ——a < 0 < 0

*) Cuspis e. g si ita in primitiva orte sit, quod asymptota ei fuerit D E, alterntri axinm perpendienlaris, quam

duo primitivae rami FE et GE infinita ab axe illo distantian tangentes, in codem puneto infinite distanti I se invicem
E

guogue tangant _P—/[:"‘—“ —— fieri quidem potest, ut cuspis mucrpve puncto huic singnlari in altern figura

D
respondeat, at fieri quoque potest, ut nullum remaneat in analoga figura singulovig pmeti B indicium, nisi guod

axis, cui DE est perpendicularis, in puncto D' puncto 1D respondenti ab analoga figura tangatur.
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quac, si coordinalas u et v solita ralione inlerpretamur, nos docent : prout primitiva alicubi
sinum conficiat, axium XX vel YY' allerulrum vel in alteram conira parfem spectantem, fore
ut analoga analogum conficiat sinum, ab eodem axe recedenlem vel eundem contra axem speclantem.

Aequationem istam (13) jam mittamus, ac de reliquis aequationum (13-17) videamus. Quod

igitur primum ad aequalionem (14) altinet

Y w— v & 09

v du’ v du

hujus in orthogonalium coordinatarum systemate hic erit sensus : in quolibet primitivae figurae

punclo C (fig. 1) colangentem '% = ? anguli COB , quem radius veclor CO cum semiaxe OX
ey s dv dy : Y . 1o ’ ;
facit, si cum tangente — = —l-l’:; anguli CBX,, quem recla tangentialis ACB cum eodem semiaxe

- 5 §2. 7 X dy ¥ .
OX facit, multiplicatur, productum proferre = quod, si ad analogum analogae figurae

. . = dy . e ! a'e s
lJllllCLlllll l-L'{lllSCli57 inlactum maneat. Productum aulem istud = ][; esse {lll(.‘ll]]l 1)1)51[.1\‘1111“ 11—
. . : ¥ dy7 o d b - 3
dicio (351.{. [[!l[)llt?llllﬂ T el T m puncto de quo ﬂﬂ‘llu[‘ de SIONO — secum convenmre. ]II]E‘ﬂ[llf{ﬂl:‘.
3 Lt = e .

adeo proposilam ea procedere in punclo islo direclione, ut ambos simul axes XX' ef YY'

il
appetat vel ab ambis simul recedat, sicul haec nos figura ostendit ——. Quod jgitur ex
aequatione (14) sequitur
1 - > 0 . n’ Ay 20 x
prout = = sit fore — — (26)
v dv < 0 ¥ du < 0 ="

si cum aequatione (117) conferalur, cerliores nos facit, affinitatem nostram esse ejusmodi, ul,
si primiliva alicubi ambos axes appelal, analoga conira ab ambis gil in analogo punclo recessura; sin
primiliva ab ambis recedat, analoga ambos sil appropinquatura; sin primitiva alterum axem appetat, ab
allero recedal, analogam fore functionibus l et L:% de signo == discordiam, analogamque adeo

quoque figuram alterum axem esse appetituram, ab altero recessuram, sicut in hocce figura

; L . Iy . !
fit —|— Sit jam productum istud = '1—‘ alicubi = — 1 ; in analogo alterius fignrae puncto
u an
3\ o
5 W oy . T S S . Al
requirilue  ut sit = ,‘I‘_‘ — -+ 1. Quod nostro loco ila erit interprelandum ; si fuerit alicubi in
Y (8415

]H‘ill]ili\’:l%— = e paT R e COB = 180" — CBX = CBO, (fig. 1) L. e. si aequicrurium fuerit

triangulum COB, quod reclaque tangentialis ACB radiusque vector O C cum axe faciat XX/,

ax

aequicrurium item fore, quod simili modo in analogo allerius figurae puncto oriatur triangulum.

. n dv i . . .

Sit contra productum — —=+1,he si ad coordinatas x et y transgrediamur,
1 L

x 1y ¥ d

sit — — = 4 1 sive — = E—L sive COB = CBX = 180° — CBO : h. e. recta tan-




gentialis cum radio vectore congruat vel saltem sit ei parallela : unde sequitur, si sint x ety
finita, rectam langentialem transire coordinatarum inilium O, sin sint x ety infinite parva, punctum 0
non esse figurae punctum ut dicitur asymplotum, sed conlra a figura transiri, sin sini tandem
x et y infinita, asymptotam figurae contingere, rectas XX el YY' in punclo O aliisve in quibus-
libet punctis secantem. Ad analogum jam analogae figurae punctum si transimus, erit ibi quoque

v oy’ d

— 7= + 1 quam aequationem eadem ratione interpretari licebil, alque in acquatione —i‘—a—:l = 41
modo fecimus. Unde apparet, affinitatem nosiram esse ejusmodi, ul haec sit inter utriusque figurae
proprietales analogia : Quoties primiliva finite ab utroque axe distarit, ejusdem autem ibi langens
punctum O transierit, lolies idem in analoga ligura locum habebit : quolies primiliva punctum O
{ransierit nec tamen axium alterutrum ibi teligerit, lolies analogae erit asymplota aliqua, neuri
axium parallela axesque vel in ipso puncto O vel alibi secans; (quae igitur de asymplolis neutri
axium parallelis supra prodibat ambiguitas, ubi finitas tantum coordinatarum functiones attende-
bamus. hoc loco lolltur); quol vicissim primiliva habuerit asymptotas neutri axium paral-

Jelas, tolies altera punctum O non infinite tanlummodo appropinquabit, ut in punclis asymplotis

fieri solet, sed ipsum illud punctum O transibil. Haec autem formulae % i = + 1 interpre-
latio ut recla tangentialis cum radio veclore congrual vel sit eidem parallela —— valet

ila. sive sint — et ii sive non sint finita : at contrarium non valet, nisi sit . vel —113— finitums:
4 ..V x ax
recta enim tangentialis si hanc ab caussam sit radio veclori parallela, quod asymplota figurae

contingat alterulri axium parallela, vel quod alterutrum axem figura tangat, mon possis inde

x dy
affirmare , productim — —

— esso = + 1, sed finitus  quilibet infinitusve vel infinite parvus

producto istud contingere potest valor. Quam ad rem erit attendendum, ne, si primitiva allerntrum
v dv a' A"

— — —— = + 1, asymptolamque adeo analogae

v du v du’

72

w

[y

| =

—
l

axium langal, clficias inde, es
contingere , eidem axi perpendicularem : quod contra ambiguum remanere nisi accuratiore inslilula
invesligatione, supra vidimus.

Ad reliquas jam lranseamus aequalionim (18—17). Aeqalio igitur (15), si coordinatas
u et v solita ralione interprelamur, in quolibet nos docel primitivae figurae punclo C (fig. 1)
rectam tangentialem A C B axem YY' in istiusmodi secare puncto A, ut, si ejusdem ab O distantiam
OA=y—x i{ per applicatam CE = 0D =y dividamus, qnoliens orialur g%, quod, si
ad analogum {ranseas analogae figurae punclum, infaclum maneat. Aequalio (16), si orthogonales
coordinalas designant u ¢t v, hue redit: sitangentem anguli CO B, quem radius vector cum semiaxe

O X alicubi in primitiva lacit, i secundam poteslalem efferamus dividamusque per subnormalem,
hi 2

quae ibidem primitivac contingat, quotientem ila oriri —"—j;, quod sublangenlis aequiparet magni-
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tudinem, quae analogae figurae in analogo puncto contingal. Eandemque, si subnormalem et
subtangentem secum invicem langenlemque item :Ti el colangenlem ‘T‘fsecum invicem permutemus , sub-
sistere analogiam, aequatio (17) nos monel. Primiliva igilur quolies rectarum x =y velx + y=o
alterutram offendit, ejusdem subtangens vel subnormalis analogae eril alterius figurae subnormali vel
sublangenli quod ad magnitudinem opposita sive aequatione (3' % (L:T) = (r‘ (]L:_) ($ {—) = 1
cum illa cohaerebit. Ob symmelricam aulem illam quam inter coordinatas u et v invicem exslare
relationem capilis hujug initio vidimus, facile apparet, mutua literarum w et v permufatione aliam

5 - . . . 0B . .
ex aequatione (15) ortum iri aequationem , quae de quotiente —5- (g 1)idem moneat, quod de quo-

tiente

on- fequatio (15); ex aequalionibus item (16) et (17) alias ortum iri aequationes,

quae eadem moneant de sublangenle ac subnormali x

dx
pulalis , quae aequationes (16) et (17) de sublangenle ac subnormali quae vulgo ita dicuntur

11\‘ . . xr!
ac x -—— sive in recta YY' com-

dx

J o 2 dy
sive de functionibus y —— et y ——- monebani.

Postquam igitur , quanam ratione analogae differentiales coordinatarum u et v functiones ordinis
primi secum ex aflinitale nostra cohaereant, quaenamque sequalur inde inter analogarum figurarum
proprietates analogia , vidimus, iranscamus jam ad differentiales coordinatarum functiones ordinis

secundi. Quas hac ratione cohaerere secum inveniemus:

dv’ dv u* dv
d ( o d ——() ql—"—
NER du’ u* du ns v: du

—— _— e e———— = e e

an’® du’ du du
2 dxv us dv 2u ( dy )“ 243
= —u : — —— (=) — 927
[ dus vi —I_ du y3 du y3 (,'2 ‘J
Sequitur inde
d3v dv g A .
— = ® -—,u, Vv fiia ~ — > (28
dun® du du'® =
c_E\' i]"\' ,[z\.' > :
L =W —HyU, V — = o (29)
= du du* * o du
gami d*v dv S dsy’ dv an? dv\* 2n*
i [l — MY ——— e T C T (—) = I
du? g du A du’s du v + du vA (30)
a3y dv o d*ye q-
= 0 ——= 0, uelv linila ’ — =0 (31)
du? du - dn‘® )

quibus mutua literarum u et v permutalione alias posse addi aequationes, eademque igilur, quae

B4 17 d2v a2y’ 5 o gy 3 d*n d*n’
de funclionibus — ac -+ aequaliones (27--31) memorant, in {unctiones posse —— ac s

transferri , capitis hujus initio vidimus. Quod si fecerimus, aequationes (30) ac (31), si coor-

dinalas u et v solita ralione interprelamur, nos docent; si primitiva alicubi finile ab utroque
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axe distarit processeritque ibi allerulri axium parallela habueritque ibi punctum inflexionis,
analogum item inveniri in altera figura punctum inflexionis; sin primitiva infinite quidem ab
utroque axe distet punctoque inflexionis ibi gaudeal at meutri axium parallela progrediatur.,
haud constare, sine in altera item figura punctum inflexionis, sed hoc {antum constare, quanta
) r dy*  dy’

x', v, -1 —_ cerla quadam ralione in analogo alterius figurae puncto secum cohaerere.

= dx’ dx'?

Primilivam jam figuram f (u, v) = o seu v = F (u) duobus ramis esse complexam sla-

tuamus * duos enim funclionem F coordinalae v tribuere valores a se diversos v = F, (u)

et v = F, (u) : coordinala vero u ubi cerfum aliquem nacta sit valorem u = a, ipsamque
dF (u

=W

duplicem suam naluram ibi amittere, quum sint discrimina F,(a) — F,(a), F (a) — F, (@),

2 ~ . . . . . e R . dFn .
functionem I ejusdemque dilferentiales quotientes ordinis primi et secundi—— = ¥ (u) e

¢, (8) — @, (a) nulla vel saltem infinite parva. Facile jam apparet, fore ut duplici istiusmodi
primitivae elemento elementum respondeat anfdorrae , in quo coordinata item v’ ejusdemque
differentiales quotientes ordinis primi et secundi —— L—’ duplicem suam amiftant naturam .
modo coordinalas u ef v earumque dlﬂ'erenl:alem q'uot:cntem —:i; finitas fuisse stalnamus. Quod.
si coordinalas u et v solita ratione interpretamur, nos docel: si duo primitivae rami se alicubi
invicem non leligerint modo, sed sint quoque osculati, universe quidem analogam requiri in analoga
figura osculationem: plura lamen esse, quae, quominus osculationum illa semper prodat analogia,
obstent, quam quae factionum analogiae obstare supra vidimus, siquidem hoc loco non ad figu-
param situm, sed ad earundem quoque directionem atlendendum sit. Bene multa igitur ex oscu-
lationum mutua analogia excipienda esse apparet; idem ex analogia quoque patet, qua cohaerent

ex affinitale nostra analogi utriuqqlw figura¢ radii osculi (rayons de courbure): primilivae enim

°lx
A . . 1 + ( dxs )
radius osculi quum sit = ——~ , analogus confra analogae hac indicabitur formula:
Tdst
’ dy’ Ja X3¢ l\)’ ‘lg
[ A dx’ )] B [l i \’:]\
a2y x* dy 2x dy )‘ hgs

unde ob aequationem quidem (28) sequitur: si primilivac radius osculi fuerit alicubi = o, finitaque

dy ' :
ibidem fuerint x, y, ——, fore ut analogae ilem radius osculi sit = o | quidnam vero, si
primitivae radius osculi fuerit = o . de analogo sit dicendum, quanamve universe ralione uler-

que cohaereat ., non polest nisi mullis verborum ambaginibus indicari.

Ex his igilur apparet, affinilatem nostram wa' — 1 vv' = 1 ad istarum quidem qualitalum
3-1-%
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analogiam investigandam, quae ab ipsis coordinatis a finilisve earum functionibus pendeant ——
h. e. si coordinalas u el v solita ralione interprelamur, ad istas secum conferendas analogarum
ligurarum proprietates , quae ad analogorum punclorum situm spectant —— perquam esse idoneam;

ad mutuam vero investigandam illarum qualitatum analogiam, quae a coordinalarum u et v functio-

nibus  differentialibus primi ordinis pendeant — - h. e. quae analogas analogarum figurarum direc—
tiones spectant —— allinilalem nostram minus esse aptam, sed ambigua nonnulla accuratiori

invesligalioni relinquere: minime vero eandem illarum qualitalum analogiae perscrulandae suflicere ,

(quarum mutua analogia a coordinatarum u et v differentialibus functionibus ordinis secundi

pendeat

h. e. quae figurae curvedinem attendant. Qua ralione si procedimus, facile patet,
minus eliam convenire affinitatem nostram illaram qualilatum investigationi, quae a differentialibus
coordinatarum functionibus ordinis tertii originem eeperint. Ab aliera autem parle quaeri possit,
possilne ex affinilale nosira mulua facillime investigari illarum utriusque figurae  qualitatum
analogia, quae a coordinalarum u et v functionibus dilferentialibus ordinis — 1, h. e. ab integralibus
earundem funclionibus pendeant sive quae ad analogarum ligurarum superficies pertineant.

Nequaquam ila se rem habere apparet, modo formulas attendamus

= S0 () = D= 5 - — =
e = 5 G =Tl =

unde, si ad coordinatas x et y transgredimur, haud simplicem esse rationem apparet, qua in

)

(32)

primilivae figurae puncto aliquo C (fig. 1) superficies 5 x dy sive OHCD, quam curvaeque
abscissa CD ipsaque curva CII axium XX' el YY' ope includit, cum analoga allerius figurae
superficie cohaereat: nec minus simplicem esse rationem, qua cohaereant secum analogae in analogis
figuris superficies S y d x sive O KCE; minus vero eliam simplicem esse superficiei
O0nC = S irdy =1 S (y dx — x dy) cum analoga allerius superficie analogiam.

Iisce jam prolalis de analogarum proprietatum congruentia, quae cuilibet figurae convenit, de

nonnullis jam specialim figuris videamus, ut exemplis res modo memoratas illustremus. Aequaliones

igilur quaeramus satis simplices [ (u, v) = o, ac quacnam ex alfinilale nostra respondeant iis

¥ : v f 1 1 s . . .
aequaliones I (u', v) = o sive | (: '-'T) = 0 quaeramus. Prima se offert nobis aequatio
u" v" = a, (designantibus m, n, a quanta quaelibet realia, sive sint illa finita sive infinita sive

infinite parva, sive sint aflirmativa sive negaliva, sive sint integra sive fractiones.) Ex aequationibus

enim fundamentalibus (1) sequitur, si primitiva figura aequalione indicetur

vV =a (33)

m

u




analogam simili indicari acquatione u" v® = '/a, quae a primiliva una tantum constante a discrepet.
Site.g.m — o veln = ovel m - n = o: mutua figurarum (33) analogia in eandem

1 N ¥ . r
illam abit analogiam, quam elementorum seriehus v = a, u = a, —-= acum seriebus v' = /a,
w — '/fa, — = '/a inlercedere supra vidimus.

n
Sit m — n — - 1: quae ita oritur inter aequaliones uv = a ac u'v’ = '/a mulua relalio,
e nositra coordinatarum definilione nos docet, si primitiva fuerit aequilatera hyperbola, cujus
centrum ipsum occupet coordinatarum initiom O, cui aulem ipsae axes XX' et YY' sint

asymplolae, fore ul analoga ei respondeat hyperbola, ipsa quoque aequilatera similoque modo sila.

Sit n — — 1, m conira quemlibet designet numerum, modo ne sit — o vel — + 1
vel = — 1: quae ila orilur inter figuras
un
Y= — any— an™  (34)

relatio ¢ nosira coordinalarum u et v definitione nos docet: si primitiva fuerit cujuslibet ordinis

.'P . . - - = . -
parabola y = :— cnjus vertex ipsum occupet coordinalarum initum O , cujus autem asymptotae sint
axium XX' vel YY allerutri parallelac, fore ut respondeat parabola cjusdem ordinis y = ax’, eodem

quoad axes XX' el YY'situ gandens, sed a primiliva parametro a discrepans. Parabolis e. g. y. — ax?,

sive DOE (fig. 3) ac x’y — a sive EDGF (fig. 4) parabolac respondent y = L: sive D'OE'
(fig. 3) ac x*y

— '/a sive E'D'G'F" (fig. 4). Unde, ob symmetricam illam inler coordinatas
u et v relalionem, de qua capitis hujus inilio vidimus, sequitur, parabolis item x = ay* ac xXy* = a
r 2

n s k)
paraholas ex affinitale nosira respondere x = - ac xy* = '/a. Islarum autem parabolarum

formam si velis aflinitale nostra inlactam remanere, h. e. ipsas sibimet esse analogas, parameler

sit iis -~ 1 vel — 1 necesse est; longitudinis e. g. unilalem si isliusmodi esse slaluas, ut
parabolae HOL (fig. 3) ac IHLK (fig. 4) acqualionibus indicentur y — x* ac Xy — 1,

utraque parabola ipsa sibimet crit analoga. Quae lamen analogia simili medo eril inlelligenda,
alque analogia isla, qua reclam x = Yy aliamve e sex illis reclis (7) sibimet ipsi ex affinitate
nostra respondere olim monuimus , . e. ul unumquidque islarum parabolarum punctum non
ipsum sibimel, at ali ejusdem parabolac punclo respondeat: ipsi e. g coordinatarum  inilio
O sive parabolae HOL (lig. 8) vertici lermini respondebunt JI et L punclorum, eandem para-
bolam non relinquentium, ab ejusdem autem vertice infinite recedentium.

Alias jam quacramus aequationes formae salis simplicis, quibus analogas quaeramus ex afini-
tate nostra acqualiones. Prima se offert nobis aequalio, quae quoad coordinatas u el v gradus

est primi: vidimus enim

primilivae | au 4+ bv 4+ 1 — 0 = | respondere | bu 4 av + uv = 0 | (35)




quod e nostra coordinatarum u et v interprelalione cerliores nos facit, rectae cuilibet ax + by +1=o0

sive D L H (fig. 5), quae axem XX'in punclo A sive x = — '/a axemque YY' in puncto
Bsive y = —'/b secet, hyperbolam respondere aequilateram D LF G E sive bx - ay + xy =o,
coordinalarnm initium O pervadentem, cujus asymptolae DE et FGsivey = — bhacx — —a

sinl  coordinatarum axibus  parallelae, cujus aulem centrum punclum occupet C sive
X = — a,y = — b acila quidem reclae lincae pars, quaec a dexira axis YY' parte
sita_est, h. e. BD, cum hyperbolae parte congruit DL O; pars vero 11 A respondet hyperbolae
parti O F'; pars tandem A B, intra axes sila, hyperbolae ramum repraesentat] G E.
Ad aequationes jam transeamus gradus secundi. Generali igitur secundi gradus aequationi
a + bu + ev + duv + ew® + fv? = o
si analogam quaerimus aequalionem, acquatio prodit

a+ -+ + 4+ 4L

uv n?

au® v & buy® e v + duv + ev? + In® = o
quac universe esl quarti gradus, pro certa tamen constantium a, b, ¢, d, e, [ definitione ad

secundum ipsa quoque gradum reducitur. Apparel enim

a -+ bu 4+ ev 4+ duv = o d +cu + bv -+ auv = o (36)

respondere L -

primilivis | bu + ev + duv + ew? = o du -+ ev + buv + eu* = o (37)
analogas ) ‘

bu + ev + duv + fv* = o fu + dv + cuv + bv* =0 (39)

Ad orthogonaliim jam coordinatarum systema transeuntibus nobis apparet: si primiliva fuerit
seclio aliqua conica, universe quidem lincam ei e nostra aflinitale respondere gradus quarti;
cerla lamen primitivae si forma certusque quidam contigerit situs analogam quoque sectionem
esse conicam. Relatio (36) enim nos docet; si primitiva fuerit hyperbola acquilatera DBFGAE
(fig. 6), cujus asymplolac DE et F G sint axibus XX' et YY' parallelae, analogam ei respondere
hyperbolam aequilateram D' B'F' G' A' E', cujus ipsius quoque asymptotae D' E' ot F' @'
sint coordinalarum axibus parallelae. Relalio (37) autem hue redil: si primitiva fuerit hyperbola
GODE AF (fig. 7), coordinatarum inilium O transvadens , cujus altera asymptota DE axi
YY' parallela, allera conira FG qualibet procedat directione, analogam requiri hyperbolam
7 OD'E' A'F', de qua eadem illa dicere liceat, Relatio (38) tandem asymplolas illas DE

ac D" E' analogarum hyperbolarum non axi YY', sed axi conlra XX' parallelas esse poscit.

celeroquin ad relationem (39) redit. Muluam autem constantium a, b, ¢, d, e, f relationem,
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quam indefinitam reliquimus, si certa aliqua ratione definimus, simpliciorum linearum prodibit
mutua aflinitas : in relatione (37) e. g. ponamus b — o: primiliva rectam XX' in punclo 0
non jam secal, sed langit, alterumque igitur cum eadem interseclionis punctum A amillil: analoga
contra hyperbola rectam quidem XX' bis etiam nunc in O et in A’ secal; at cjusdem asymplota
F' G’ obliquam quam antea habebat directionem amillit alterique fit asymptotae D' E' parallela,
ipsaque adeo hyperbola in parabolam abit.
Eadem raliocinatione si procedenles ad aequajiones transgrederemur, in quibus coordinatarum
u el v lerlia occurral potestas, relationes proderent haud ita simplices. Quare de nonnullis
tantum videamus aequationibus , quae, si ad orthogonalium coordinalarum systema transgredimur,
lineas indicant satis usitatas. Cissoidi igitur D O E (fig. 8) sive ax’ = y* (b—x) linea res-
pondel F A G sive ay’ = bx' — x*, cui punctum O est punclum e reliquis separalum ; cui
tamen puncio ob imaginariam ipsius naturam nullum in cissoide respondet punclum separatum
X‘}"

nullave linea realis. Carfesiano folio x* + y' = axy linea respondet x* + y* — st

Lineae ax" == by" — 1 linea respondet ay" = bx" — x" y* : ellipsi e. g. hyperholaeve
ax* = by* = 1, cujus cenlrum ipsum cceupat coordinalarnm initium, cujus aulem axes cum
axibus XX' et YY' congruunt, linea respondet quarti gradus bx* =+ ay* = x®y2

Et haec quidem de algebraicis inter coordinalas u el v aequationibus sufficiant. Universe autem
de aequationum illa {ransformalione, quae ex affinitate nostra oritur, hoec licet aflirmari: si in
primiliva aequatione coordinalac u et v algebraica ralione secum cohaeruerint, fieri non posse

ut algebraica substitutione u' = '/u, V' = /v circularis aliave funclio transcendens in analogae

aequationem irrepat; nee conlra fieri posse apparet si ad mutuam systematum u v etu' v’

symmetriam, capilis hujus initio memoratam, altendas

ul {ranscendens oceurrerit in primi-
tivae acquatione funclio, quae in analoga evanescat. Nostram igitur aflinilatem wn' = 1, vv' =1,
si coordinatas u et v solila ralione orthogonales esse velimus, ejusmodi esse apparet, ul, prout
analogarum figurarum allerulra vel ad transcendenles quas dicunt figuras vel contra ad algebraicas
pertinuerit lineas, idem sit de altera figura dicendum.

Inter algebraicas aulem istas lineas videmus esse bene mullas, quarum aequatio, si ad analogam
ei ex alfinitale nostra iranseas aequationem, nullam subit formae mutationem, neec aliter ab
analogae acquatione discrepat, nisi quod alis alque analoga gaudeat aliove ordine disposilis

constantibus sive coefficientibus, Primilivae enim aequatio sit universe hujusmodi

au ™y "+ bu "y "4 eu'v 94 da v 1+ ele. ... = 0 (39)
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Literas jam u et v si in 'fu et /v sive u™" et v

mutamus, analogae orilur aequatio

au —™v " bu"v "+t cn v I+ dufyvifele...... =0
quae nisi mutato coefficientiom a, b, ¢, d, . . .. ordine a primiliva non discrepat. Quaeri aulem
possit, sintne inter iranscendentes item aequationes nonnullae, quae, si in analogas ipsis ex alfini-
tale nostra aequaliones mutantur , haud ullam subeant formae mutationem? Est sane istiusmodi
aequalionum genus , quod universe hacce indicalur forma

f (arc. sin. u, arc. sin. v, arc. €0s. u, are. cos. v, arc. fg. u,

arc. tg. v, arc. colg. u, arc. colg. v, arc. sec. u, arc. sec. V,

arc. cosec. U, arc. cosec. v) =— 0 (40)
(designante f algebraicam quamlibet functionem.) Iujusmodi enim aequationi analoga respondet
ex affinitale nostra aequatio

f (arc. cosec. u, arc. cosec. V, arc. sec. u, elo. rormdus==io
(quae a primiliva haclenus tanium differt, quod functiones are. sin. u. ac are. cosec.u, arc. cos. u
ac are. sec. u, cle. alia alius locum occuparint; quae locorum mutua permulalio saepe nullius
erit momenti, e. g. si functio f functionum inverso - circularium mutuam significat additionem.
Vidimus enim, si primiliva fuerit

a. arc. tg. u + b. are. tg. v + ¢ are. colg. u + d. arc. colg. vV + e = o (41)
analogam respondere huic aequationem
a. arc. colg. u + b. arc. colg. v + ¢ are. tg. u + d. arc. 1g. vV + e = o

mulato tantum constantium a, b, ¢, d ordine a primiliva diserepantem. Sin primitivae aequatio
nequeat ad aequationis (40) formam redigi, neque poterit illi cum analogae aequatione similitudo
esse modo memorata. Primitiva enim aliis atque inverso-circularibus conslel fanctionibus,

forma e. g. gaudeal
f (sin. u, sin v, cos. u, cos. v, tg. u, tg. v,...) = 0

vel hac

f (", €) =0

analogae forma conlinget plane diversa

f( sin. [%] sin. [T]]ﬁ cos. [%‘ - ) =29

e
flﬁ“,e\-);o

\
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Eadem erit diversitas, si primitivae aequalio et ipsas coordinatas et transcendentes earum func-

tiones algabraica functione f conjunclas conlineat, e. g. si forma gaudeal hujusmodi

f(uy vy sin. m, sinwyoil)=— o0
f (u, v, arc. sin. u, are. sin. v, ...) = 0
f(u; vodgiugle vy de )0
Ex his jam apparet —— si a generalibus coordinatis u et v ad orthogonales transimus
x el y -—— nullam fore e lineis iranscendenlibus, quae et ipsa salis simplex sil alque usitata
et in analoga idem offeral. Logarithmicis e. g. x = a. lg. y ac y = a. Ig. x vel sinussoidibus
x — sin. y ac y = sin X. si analogas quaerimus lincas, lineas inveniemus minus usilatas
xlg y = — Ya, v. lo. x = — '/a, x. sin. (}1) = 1y y. sin, (_‘i) s X
Unum tandem ut addamus aflinitalis xx’ = 1 yy' — 1 exemplum, primitivam slaluamus esse

n — gonum seu n reclarum linearum interseclione esse ortam; cuilibet jam rectae quum hyperhola
respondeat ex affinitate nostra aequilatera, punctum O f{ransvadens, cujus asymptotac sint axibus
. XX' et YY' parallelae

ut monuit nos relatio (35) analogam figuram apparet constare
n islinsmodi hyperbolarum partibus, h. e. esse ut ita dicam n — gonum hyperbolicum ; quod si
in vulgatum n — gonum abire velis, primiliva e reclis punctum O pervadentibus .vel alterutri
axium parallelis constet necesse est. |
Affinitalem autem nostram xx' = 1 yy' = 1 —— quae e generali unde exiimus affinilate
ui' = 1 vv' = 1 isla qua hocce capile usi sumus coordinatarum u ac v definilione oritur ——
ul rectius etiam perspiciamus, eandem aflinilatem aequationibus inter polares coordinatas indicemus
sive inler radium vectorem r = O C (fig. 1) interque angulum ¢ = COX, quem radius
vector cum recla facit O X, unde in angulo @ compulando eximus. Prodit ita;
=] Y =1
(r. cos. @) (r.cos. @) = 1 = (r. sin. @) (v’ sin. @)
cos. @. cos. @' = sin. @. sin. Q'
colg. Q. colg. @' = 1

P+ ¢ = 90
]‘I 1 1 1 2
) re LS. . oeos. g’ n €US. . Cos, (YUY — @) T r. cos. @. Sy T, sil. 2 g
9
‘ 1 (

dr : F. 8in. 2 @ P a9 dr

—_— = = ‘ -

dg — e P I s, 2 ¢ g
dr’ di
rd = rilip + 2 colz. 2 ¢
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Quibus ex aequationibus ratio apparet, qua radiusque vector r, angulusque ¢, quem radius

. PR TLIS [ - p s dr
ille vector cum recla initiali O X facit, angulusque arc. colg. (ﬁ), quem radius vector cum recta

Bl g s . dr 5 d
tangentiali facit, polaresque tandem subnormalis E[L ac subtangens r* —[l—‘”-
i s ur

figurae angulis lineisve ex affinitate nostra cohacrent. Confirmatur inde, quod supra (*) nos

cum analogis alterius

3 el it dy . T . g e |
docuit functionis — ¢ in transitione ad analogam figuram constantia, videlicet, quod in analoga
quoque figura tangenlialis recta cum radio vectore congrual vel ei saltem sit parallela, si in

primitiva ita se res habuerit: idem enim hinc sequitur, quod, si sit —— = o, Tequiri vide-
' '('w

3 dr . . 5s .
mus ut sit quoque 7 = o , misl fuerit colg. 2¢ = @ , h. e. nisi fuerit @ = o vel 90°

vel 180° vel 270° vel miverse = nz. Confirmalur inde praelerea, quod supra monuimus :
nullas esse nisi algebraicas lineas, quae, si ad analogas iis ex affinitate nostra {ranseas lineas.
nullam subeant formae mutationem, nisi quae a mulato constantium ordine pendeat. Istiusmodi

enim constanliam ut admiltat substitutio @' = 90° — @, r' = , requiritur ul pri-

Y. sill, @ COS. @
milivae aequatio formam referal r = f (sin. @); sin primitiva fuerit spiralis aliqua r = f (@)
aliave quaedam linea Iranscendens, fieri non posse apparet, ut analoga ei ejusdem formae res-
pondeat linea. Atfendendum autem, aequaliones modo memoralas salis simplices , quibus polares

coordinatas earumque producta el quotientia in analogis figuris cohaerere docemur, ad illam tantum

speclare affinitatem xx' = 1, yy = 1, quae ex alfinitate wa' = 1, vv' — 1 prodiit; sin
a generaliore ista orli essemus affinitale wu' = A%, vv' = B?, de qua in capitis hujus inilio
sermo eraf, affinitas prodiissef xx' = A?, yy = B?, qua mulua polarium coordinatarum relatio

potuisset quidem, at non nisi prolixis aequationibus indicari.

(*) Relatione (14) pag. 17.

——— e——————




CAPUT IL

—re— D P ———————

DE AFFINITATE, QUAE INDICATUR FORMULIS x — x' yy = L

‘ ideamus jam de allera generalium quas in Introitn memoravimus affinitatum —— de aflinilale
videlicet 1 — u' vv' = B% Quarum aequationum poslerior nos docel: inter analogas ulriusque

fiourae coordinatas v et v', prout coordinata v vel longitudinem repraesentet vel superficiem
aliudve rernm genus denotet, vel longiludinem esse vel superficiem vel aliam tandem rem esse
mediam proportionalem, quae B conlineal longitudinis aliusve rei unitales. Quum aulem unitalis

istins magnitudo sit plane arbilraria , pro unilale assumere licet ipsum illud quantum, quod sit

imter v ¢b v medium proportionale: affinitas ita oritur u = u' vv' = 1, simplicioribus
indicala acquationibus nec lamen minus generalis, quam illa unde exiimus u = u' vy’ = B2
De affinilate igitur hocce capite agamus, quam aequationes indicant u = u vv = 1; eadem-

que rursus ulamur qua in superiore capite coordinalarum u et v definitione: quo facto ipsa illa
ovitur affinitas x = x' yy = 1, de qua ¢l Verdam egit in Commentariis Inslituti Belgici
Vol XIL pag. 67—93.

Ex iis, quae capilis superioris initio de iteralionibus fugiendis monuimus, pars tanfum intacta
hoe loco manel, eam dico, quae de sysiemale u v syslemati u' v’ non praestanie agil; al vero

dv

. . dv < - .
ommia, quae de coordinata u vel quac de u -, — aliave coordinalae u funclione reperta habu-

du
imus, in coordinalam ilem v analogamve ilem in coordinalae v functionem, permulatis tantum-

modo secum litleris u et v, esse quadratura, hoc loco dicere nefas est.

A%
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Ex aequationibus affinitati nostrae fundamentalibus

u v vw =1 (42)

hae sequuniur inler coordinatarum producta alque quotientia aequationes:

FOPAR &
“ i . (43)
— = n v

quarum quum coordinalis u et v earumque adeo quoque produclo vel quotienti idem qui

in superiore capite subsit sensus —— hic erit significatus: si in primitiva figura radium vecto-
rem O C pnneli alicujus C (fig. 1) circulo r — 1 sive L N, cujus radius unitatem longitudinis
aequiparal , sccemus, fore ul fot insint cotangenti M N longitudinis unitates, quod superficiei
unitates contineat rectangulum 0" D" C'E', quod analogum analogae figurae pumetum €' coor—
dinatarumque €' D" ac C' E' axiumque XX' ac YY' ope includit.

Ex aequalionibus autem (42) ac (43) scquitur, nonnullas esse figuras primitivas, quibus

analogas facillime invenire possis. Vidimus enim

I a = a n = a (44)
;‘% LR w0 V= @ ]
;- ; - iy 45
g v b & v /by (A5)
E A ) o v =0
= ._":‘
= \d = Mol
= — =0 g u' v ® /
:E: . —c 3 u v = 'YYe) (46)
= v 5 o’
= x Flonist \

N (e 5} uy —o

(designantibus a, b, ¢, quanta quaelibet finila). Ad orthogonales jam coordinatas x et y si

L7 /]

transimus, relatio (44) nos docet, quamlibet rectam x — o vel x = avelx — o, axi XX'
7 7 2

8 T o e T4 A TG O S . alali o s =] 1]] \ - an

perpendicularem, ipsam sibi esse analogam: relationes (45) nos monent, cuilibet rectae

y =ovely =Dh vel y = o, axi YY' perpendiculari, aliam respondere rectam, eidem

axi perpendicularem; relationes tandem (46), rectac coordinalarum inittum O pervadenti non

reclam hoc loco respondere —— ut in superioris capitis affinitate locum habuit

sed hyperbolam

contra aequilateram respondere nos monent, cujus cenlrum ipsum coordinatarum inilium oceupet O,

cui aulem ipsae axes XX' et YY' asymplolarum parles praestent.
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Rectas igitur si quaerimus, (uae ipsae sibi ex aflinitate nosira respondeant, non 6 lautum, ut
superiore capile, sed innumeras reperiemus: duas primum
v=+1
v=—1

h. e reclas FG et KL (fig. 2), axi XX' parallelas, quamlibet deinde rectam eidem axi perpendicu-

(47)

larem. Ex his aulem duas tantum (f_’[f)j (quas I)I'i()l'ﬁ loco IlOlllillElVia revera sibimet iPS[S a‘na]ogas

esse apparet: harum enim cquodlibet elemenlum sive punctum

(A8)

ipsum sibimet esse, si ad analogam figuram Iranseas, analogum: non Vero esse practer haee alia
eliam elementa, quae nullam in iransilione ad analogam figuram subeant mulalionem: quare
analogiam, qua recta quaclibe axi XX' perpendicularis ipsa sibimet respondeat, ila esse accipiendam,
ub ista tantummodo ejus puncla, quae in rectis (47) sila sint, ipsa sibimet respondeant, reliqua
non ipsa sibimel, at aliis respondeant ejusdem reclae punelis.

Quod igitur ad mutuam allinet elementorum ex allinitate nosira analogiam, vidimus [ore ut

P =0 vV =0 i = 0 v O
Ho=0 v ==>, =l v. = /b
u =290 V= ® % u = 0 Y = 0
% = & v =0 é.._. u = a v =
I e g ‘ Wi g les b L 9)
'—‘E" = [ '
S u— a v == = u = a vV = 0
U= g % =00 g il=t @ WY @
u = v — b u = ® v = Yb
| u = ao v = @ | I G o) v = o

unde apparet, quodlibel primitivae figurae elementum, cujus finila sit utraque coordinala ——
h. e., si ad coordinalas x ef 'y lransgredimur, quodlibet punctum, cujus finita sit ab axibus
XX' et YY' distania —— elementum sive punctum requirere analogae, cui idem contingal:
sin non fuerit utraque coordinata finita, hanc prodi, si orthogonalium coordinatarum sysiemate

utimur, punclorum analogiam: quodvis axis YY' punctum, quod a coordinalarum initio O finite

distet, aliud requirere isiusmodi punctum sibi respondens: cuilibet punclo, ab axe XX' finite,
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ah axe confra YY' infinite distanti, aliud respondere punctum, simili ratione situm; cuilibet axis XX’
puncto punctum respondere, cujus eadem atque primitivi sit ab axe YY' distantia, distantia
conlra ab axe XX' infinita: ipsi igilur coordinatarum iilio melam respondere, quo tendat
punctum, axem YY' non velinquens, ab altero autem axe infinite recedens: termino contra
puncti, axem XX' non relinquentis, ab axe conira YY" infinite recendentis, lerminum respondere
puncti, ab utroque axe infinite recedentis.

Ex hacce punctorum analogia facile apparebit, quamam ratione amalogia sit interpretanda,

L] B . ¥ f.d . .
quam relationes (46) elementorum seriebus — = 0 et — = @ —— quas quaternis singulas

punctorum generibus constare supra (pag. 7) vidimus intercedere velint cum elementorum

serichus u' v/ = o (h. e. hyperbola aequilatera, quae a coordinatarum initio infinite migravit)
ac u v’ = o (h e hyperbola aequilalera, quae in asymplolas suas sive in axes
XX' et YY' abiit.) Aftendamus enim, universarum serierum muluam analogiam inde oriri, quod
unumquodque prioris seriei elemenlum analogum sibi alterius seriei habet elementum: serierum

v

e g — =@ acu' V' = o congruunt secum ista primum elementa, quibus estu —=u' = o (h. e.
ipsa recta O Y secum congruit), ecarundem deinde congruumt elementa, quibus finilum est
u = u (b e hyperbolae w' v = o aller ramus O X cum seriei %1 = @ islis con-
gruit punctis, quibus distantia est ab axe YY' finita, ab axe XX' infinita), tlandemque
ulriusque seriei ista congruunt elementa, quibus estu — u' = ®,

Primitiva autem f (u, v) = o si elemenlum quoddam contineat A, cui analogum respondeal

ex aflinitate nostra elementum B, hinc jam sequitur, ut elemenlum isiud B unum sit ex analogis

analogae lineae f (u', v)) = o elemenlis; h. e —— si ad coordinalas transgredimur

x el y si primitivam punclum quoddam transire novimus A, cui punclum respondeat B,
analogae novimus lineae, vel si celeroquin incognita nobis sit, hoc tamen conlingere, ut punc-
tum transeat B. Cujus raliocinationis ope analogiam inter clementa elementorumve scries modo
repertam adhibere licet ad istam enunciandam inter analogarum figurarum propriefates analogiam,
quac ad ipsas coordinafas u et v sive x et y, h. e, quae ad punclorum situm spectal: Primiliva

igitur (uoties rectam aliqguam axi XX' perpendicularem secat vel langit vel universe offendit,

foties eandem rectam offendil analoga figura. Primitiva quolies reclarum y = + 1 vel
y = — 1 alteruiram offendit, tolies analoga eandem rectam, ef in iisdem quidem, in quibus

primitiva, punctis offendit (*). Quoties primitiva axem YY finita a punclo O distantia offendit,

(*) Exemplum pracbet rectac ¥y = — 1 punctum L (fig. 5), quod et primitiva D H et analogae ramus transit K L.
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tolies eundem axem offendit analoga, et finita quidem ab O distantia. (*) Primitivae si asymptoia

quaedam sit axi XX' perpendicularis, eundem axem offendit analoga in isto puncto, ubi axem

asymplota transiit. () Ipse igitur axis YY" si sit primilivae asymplola, punctum O analoga transit (§)

Recla aulem x = = oo si sit primilivae asymplola, —— h. e. si primilivae rami conlingant in
infinitum excurrentes , qui, quo magis ab axe YY'recedant, eo magis fiant eidem paralleli —— ana-

loga axem XX'infinita ab O distantia offendit; (**) unde plerumque sequilur, axem XX' analogae
fore asymptolam; quod tamen fiane necne, dijudicari nequit, nisi analogae non situm tantummodo
sed directionem quoque cognitam habeamus; quod rursus requirit, ut dilferentialium functionum ex
affinitate nostra analogiam antea invesligaverimus. Eademque est caussa, cur non liceat ex
analogia hucusque allata affirmari, si punctum O aliudve quoddam axis XX' punctum primitiva
offenderit, analogae fore asymptotam eidem axi perpendicularem. Eandemque ob caussam, si
primilivae vel asymplola fuerit neutri axium parallela vel asymplola contra fuerit axi XX
parallela finiteque ab eo dislans, ex iis quac hucusque attulimus supponere quidem licet, al non
affirmare , analogae vel ipsum axem XX' vel rectam huic parallelam [initeque ab hoc distantem
[ore asymplolam.

Anteaquam aulem ad ambiguitales hasce dirimendas in mutuam differentialium functionum ana-
logiam inquiramus , videamus antea de nonnullarum proprielatum analogia, quae ab ipsis coor-

dinatis pendent. Quod igilur ad coordinalarum u et v aflirmativum negativamye allinet signum,

subsistunt hoe loco superioris capitis relationes (10), non subsistuni relationes (11). Cujus

rei —— siquidem coordinatis u et v idem hoc loco alque capite I subest sensus hie
est signilicalus: Quolies primiliva in uno alterove versala sit 4 quadrantiom XO0Y, X'0Y, X'0Y/,
XOY' (fig. 2), toties eundem quadrantem ab analoga occupari; sin accuratius, primilivae punctum
quoddam ubinam situm sit, definiatur, oclansque adeo quem occupat delerminetur, ambiguum rema-

nere, quonam in oclanle analogum silum sit analogae figurae punclum ; pro varia enim magni-

tudine, quam longitudinis unilati tribuamus, vel in GOX vel in GOY silum esse punctum, quod

(*) Exemplum pracbet primitivac cum axe YY' intersectio in B (fig. 5, 6, 10), cui respondet alterius figurae
cum codem intersectio in B’ (fig., 5), B (fig. 6), B (fig. 10).

() Exempla prachet asymptota F* G" (fig. 5) vel F G (fig. 6), cui in analoga figura intersectionis punctum respondet
A (fig. 5 et 6).
(§) Parabolag e. g x* § = & quum sit QY asymptota (fig. 4), analoga paraboln y = ax® punctum O transit (fig. 3).

(**) Exemplum pracbent parabolae y = ax® asympiotac x = =+ ® ac x = — @ (fig. 3) vel logarithmicae asymptota

x =4 ® (fig. 10), quum analogae parabolae (fig. 4) vel logarithmicae (fig. 10) axis XX’ asymptotae partes agat.
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oclantis GO X punclo alicui respondeat. Relationes tandem (11%) hanc nostro loco induunt formam:

augealur u augeatur u’
. ¥ ' minuatur v’
prout fore ut (50)
=% r
minuatur u s il
v ! augealur v’

quod, si coordinalas u el v solita ratione inlerpretamur, nos docet: prout primiliva axem YY'
vel accedat vel ab eo recedat, idem analogae conlingi; prout vero axem XX' primiliva vel
appropinquet vel ab eo recedat, analogam conira ab axe XX' vel recedere vel eundem versus
progredi.

Fundamentales aulem quibus aflinitas nostra indicatur aequationes (42) quum coordinalarum
u el v primas lantummodo contineant polestales ., hine jam sequitur, idem de nostra quod de supe-
rioris capilis affinitale posse affirmari, h. e. unum uni semper respondere elementum elemento.
Unum tamen uni semper respondere punctum punclo, ut superiore capile, ifa hic quoque ne-
quaquam inde sequitur: Nullius quidem est hoc loco momenti, silne punctum primilivae in ipso
axe u = o sive YY' situm, an vero finite vel infinite ab eo distet: at contra, prout ab axe
v — o sive XX' vel finite infiniteve distet vel in eodem situm sit primilivae quoddam punctum,
vel unum ei respondel punctum analogae analogum vel infinila punctorum multitudo,

Eadem porro raliocinatione qua superiore eapile uli sumus, hic quoque affirmari licet , si
primilivae contigerit alicubi punctum mudtiplex punclumve inlerstitionis punclumve a reliquis separatum
analogum requiri in analoga figura e¢jusdem singularitatis punclum, modo finite ab utroque

axe dislarit punctum primitivae. Quibus addi licet , huic singularimn punctorum analogiae

non obstare hoe loco quod superiore capite analogiam auferebat vel sallem dubiam relin-
quebal —— quod primilivae punclum singulare in axe situm sit YY'. At, ut superiore capite,,
ita hic quoque, si in altero axe XX' duplex fuerit primilivae punctum, ambiguum erit, punctumne
in analoga duplex an duo respondeant rami, qui, finita a se invicem dislantia servata, infinite
ab axe XX' recesserint; punclumve dnferstitionis si in axe XX' fuerit primilivae, analogac erit
inter punclum similis singularifalis interque ramum in infinilum excurrenlem eligendum; in axe

tandem illo XX' si punctum primilivae fuerit a reliquis separatum, vel analogum respondere

potest ejusdem singularitatis punctum vel recta axi YY' parallela finitaeque magnitudinis , quae

ab axe XX infinite recessit.




SR

Videamus jam, inter differentiales coordinatarum u, v, u', v' functiones ordinis primi quaenam

sit ex affinilale nostra analogia. Aequationes produnt:

1 dv
i G R o S e
du’ du = du - vEdn
u dv’ 2 dv u dv ]
—_— — = uy = = = — = =6
v’ du’ (1“) ( viiu ) ¥ du (VJ"’ )
V' da’ (l ) ( vidu ) i R ‘_h_l_ [-3.3)
dy’ % \_ dy - 2T v et
dv
1y’ 1 i l B
P BY 1 g 7 du 137
v = ( )(_ dv N (54)
du 3 vidu Ve
dv
: n — i
;v , dv du 5!
U — = u (‘, —— ) = — — (95)
du’ y*du T2
;o an’ vidg O > du
e e B o = —— =R
e u ( = (v) (u m—) (56)

A . . = . : . dy’ o
Videamus primum de aequatione (51). Quae differentialem funclionem ——— non posse inve-

si ad orthogonales coordinalas

‘s sa dv .
niri, nisi et —— et v cognita habeamus, nos monet, h. e.
(et

x el y franseamus —— non posse notae directioni, quae ignotae primitivae ignolo in punclo
. . . ¥ . . . v dv’ )
contingat, analogam reperiri analogae direclionem. Ad mutuam igilur functionum —— ac - re-

lationem invesligandam si coordinatam v aliquatenus definimus, hae produnt aequaliones:

v a dv dv’
v linitum, — = o T 0
du du
¢ | : dv fini . dv’ fini <158
prout sil VvV —— - lmilum fore el
dv | dv’
v —_— == 0 —_— = 0
du l du

quae, ad coordinatas x el y translatae, nos docent: Prout primitiva vel axi YY' [fuerit vel axi
contra XX' vel neutri tandem perpendicularis, idem contingere analogac, modo finite ab axe
XX' primitiva, adeoque analoga quoque, dislarit; nec directionum huic analogiae obstare hoe
loco, quod ei ex aequationibus (18) superioris capitis obslabat, h. e. quod primitiva ab axe YY'
nulla vel infinita distarit distantia. Quae igitur supra (pag. 31) de asymptotarum ex alfinitate nostra

analogia remanebal ambiguilas, relationibus (57) partim tollitur: primitivae enim si sit asymplota

aliqua axi XX' parallela finiteque ab illo distans, similis contingat analogae asymplola analoga
5
l]
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iiecesse est, siquidem ulrique figurae esse ibi % = 0 docent nos relationes (57)% Iisdem
relationibus analogia de analogis axis YY' ab analogis figuris oflensionibus supra allata calenus
accuratius definitur, quod axem YY' videmus ab analoga figura vel perpendiculariter vel oblique
contra secari vel landem tangi, prout hac illave e tribus islis ralionibus eundem axem primiliva
offenderit.

Alia jam ralione si coordinatam v definimus, sequitur ex aequatione (51)

dv : dy -
| w= o0 A o vel finitum =@ |
du du { (58
| & . | (55)
v — » S vel finilum Y ) \
| i " | au
prout sit | v fore v’ < ik
v 0 — = e
dn o | du = f i
' v o v - dv’ @ | (09)
i ok T . ® \

quae — quum coordinatis u et v idem qui superiore capite subsit sensus huc redemnt: Si
axem XX' primitiva alicubi perpendiculari obliquove sub angulo offenderit, analogae erit asymptola
axi XX' perpendicularis: sin axem XX' primitiva tetigerit, ilerata requiritur differentiatio aliave accu-
ralior invesligalio , sitne analogae asymplola (4) necne: vicissim, si primitiva infinite quidem ab axe
XX' distarit , non tamen axi YY' parallela processerit, neque adeo asymplotam habuerit, nisi quae
axem XX' infinita a puncto O distantia lranscat, requiri, uf axis XX' ab analoga tangatur:
sin asymplota primilivae fuerit axi XX’ perpendicularis, axem XX' ab analoga vel langi posse
vel secari. Quae igitur de asymplotis axi XX' perpendicularibus se nobis offerebat supra (pag. 31)
ambiguilas , ut superiore capile, ila hic quoque partim tollitur , partim ad mutuam differentialium
funclionum secundi ordinis analogiam investigandam remittitur.
Ex eadem aequatione (51) sequilur praclerea
hS e & — o vel @  (60)

. i du’ lu W .
si velimus esse | . an | TeYuiri ut sit e o S B
() @) T ) m v 8

|
\ b B
\ dun’ dv

(*)  Agymptota ¢. g D E (fig. 6) simili respondet alterius hyperholac asymptotae D' E",

() Quemadmodum parabolie x?y = a (fig. 4) contingit, ut axe YY' gaudeat asymptota, quae respondet axis XX

ab ansloga parabola (fig, 3) in puncto O tactioni,
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Ad orthogonales jam si coordinatas transimns, docet nos relatio (60), fieri non posse, ul
finite alicubi ab axe XX' distans primitiva neulrique axium parallela procedens, sil analogae in

analogo puncto parallela. Relatio autem (61), ut primiliva sit analogae in analogo puncto
=
dy

perpendicularis, requiri docet, ut subtangens Yy sit = 4+ 1 vel = — 1.

Duos jam primilivae ramos se invicem alicubi teligisse staluamus: eadem jam qua
superiore capile usi sumus raliocinatione hic quoque probari licet, fore ul analoga respondeat
in analoga figura lactio: cademque, quae Capile I%, orit lactionum huic analogiae adhibenda
restrictio, si lactio illa occurrerit distanlia ab axe XX' infinitae parvitatis vel magnitudinis;
infinila vero axis YY' vicinitas infinitave ab eodem distantia nullam hoe loco tactionis puncio
allert caussam, quominus analogum ei respondeat punclum singulare. Eademque ralione patet,
si cuspis (un point de rebroussement) vel mucro (un point saillant) finite in primiliva distarit
ab axe XX', quicumque fuerit ei quod ad axem YY' situs, analogum semper ei respondere in
analoga punctum ejusdem singularitatis; sin ab axe XX' cuspis illa vel mucro dislantia distarit
infinitae parvilatis magnitudinisve , accuratiorem rei invesligalionem requiri.

Ad aequationem (51) redeamus. Quae, quum faclor :L sil quolientis j— quadratum adeoque

semper aflirmalivum, nos docet,

' - 1 4 )
ol orsliig piniRnge g
: | da | du ne
1]1"')[“‘ Slt | dv " | fol.e (‘.\." —~ (‘]—)
| =< 0 | l — > 0
i | du
Altendentibus jam nobis, quanam ralione signornm -+ vel — coneordiam, quam inter func-

%

tiones IT\“ et r—]", olim exslilisse relationes (24) monuerunt, simus inlerprelali, facile apparet,
s ux

| 7 N oA
relationnm (62) hunc esse sensum: prout primiliva hac |‘ vel hae contra —-"— proces-
07 s
. 1 ~ ~ h
. . . 1= I e » "
serit directione, analogae hanc — ~— Vel hanc contra —— fore directionem.
ol e

dv v . N - ‘ . - a oy
Quotientis jam —— afirmativam negativumve signum in oppositum abire statuamus functionisque
au

adeo —— valorem, nisi mucro ibi fuerit, per = o vel = ® transire: haec jam eril analogia:

Qi

per = o0a > oin <0 per = o0a < oin > 0
pi'out% T a< oin >0 ’1'01'0 e e | S (63)
transeat per = mwa > oin < 0 '—11[:;—,- ranseat | per =@ a < oin > o

= U Ba L am > 0 e i R DR

5*
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(uae, solita rursus ratione coordinalis u ac v inlerprelalis, indicio nobis est, prout primitiva
alicubi sinum  confecerit, vel axem XX' speclantem vel ab eo recedentem, fore ut analogus
analogae sinus vel ab axe illo recedat vel eundem versus spectet: sin primilivae sinus in axem
YY" oppositamve in regionem spectarit, fore ut analogae figurae sinus conlingat simili ratione
situs (%),

Ad aequationem (52) jam Iranseamus. Unde primum  sequilur :

. [ [ p
. u dv > 0 1 < o |

” L 4 X

prou sit = — —— i fore - = o } (64)

quod e nostra coordinatarum u ac v definitione hoe sibi vult: si analogarum figurarum alterntra ambos

N

simul accedat axes ab ambisve simul recedat adeoque hac procedat directione ——, requiri ul
vl 8
analoga contra figura alferum axem accedat, ab allero recedat adeoque hac ratione progre-

-

diatur —--]f'f.

#

Ex eadem aequatione (52) sequitur praelerea: si funclio —— == fuerit alicubi — 41
l v du
.« w . - bk L} dv'
vel = — 1, requiri ut in analogo contra alterius figurae punclo s;t% .L:T = — 1 vel = + 1.

Quod quo sensu sit ¢ nostra coordinatarum u ac v delinitione interpretandum, facile manifestum
erit, modo in memoriam revocemus quae de functione % I—E—capiLe superiore monuimus (pag. 16).
Ita enim apparebit, nosiram quam hocce capite consideramus affinitatem esse ejusmodi, ut, si
analogarum figurarum allerutrius recta tangentialis cum radio veclore congruat vel saltem sit ei
parallela, analogae conira recla langentialis triangulum cum axe XX' cum radioque veclore faciat
aequicrurium , h. e. ut angulus CBX (fig. 1), quem cum axe XX' facial analogae recta tangen-
tialis, supplementum sit anguli COB, quem cum semiaxe OX radius veclor faciat primitivae.
Quam interprefalionem attendentes, ambiguitatem vidimus, quae de asymplolis neulri axium pa-

rallelis supra se nobis obtulil, ealenus folli, quod, si primitivae hujusmodi contigerit asymptola

4L RE : x dy . x' dy Y
conligeritque adeo valor T i I 1, analogae ut valor conlingat 3 o — — 1ipseque

adeo axis XX' ul sil analogac asymplola necesse est (4); at ealenus ambiguitas illa remanet,

(*) In axem illum YY' spectant e. g. et primitivae hyperbolae sinus H et J (fig.* 9) et respondentes his alterins sinus
o' et J°

(1) Asymptota e. g FG (fig. 9) rectave DH, quae ipsa sibimet est asympiota (fig. 5), respondent ramis alterius
JX . X'H (figo o), LX... X' H (fig. 5), axe XX’ asymptotn gandentibus,

\
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. v o . alas g 4 X dv ‘
quod, si axis XX' sit primitivac asymptota, dubium est, sitne = ﬁ— = — 1 neene, du-
biumque adeo quoque est, contingalne analogae, ul sit ei % ; \‘ — 4+ 1 sive ut asymplotam

habeat necne.
Ad  aequalionem (53) jam ftranseunles, in analogis quibuslibet punclis analogas utriusque
. dx G n " y ) %
figurae sublangentes y —— ac y' —— ejusdem videmus esse ex aflinitate nostra magnitudinis,
i dy dy - :

al oppositi signi h. e. opposili quoad axem YY' silus. Aequaliones autem (54— 56) minus
"{.

. « . " . oy
simplicem esse ex aflinitate mnostra ralionem docent, qua subnormalis y — Vel qua sublan-

dy 2 dx 3 o w - ”
gensque X — — subnormalisque x —;— cum analogis analogae fligurae lineis cohaereant: ut enim
— (i B uy ~

hic quoque analogae ulriusque figurae lineae quoad magnitudinem attinet conveniant, quoad

signum vero sive situm allinet sibi sint invicem oppositae, requiri, ut v sive y sit — + 1
vel = — 1, h. e. ut de istis agalur punctis, (*) ubi rectarum y = + 1vel y — — 1

alterutram primitivaque analogaque offendant.
Et bacc quidem de differentialibus coordinatarum u, v, u', v' funclionibus ordinis primi

sulliciant. ~ Ad differentiales funcliones ordinis secundi transeamus: quarum haec prodit relatio:

du'* dus du L du vidu®

aide 8 (ﬁ‘:.‘f) . ( 1'_I:|.:) L 2 (L\)_ d*y (65)

Sequuntur inde aequationes, a superioris capilis aequationibus (28—31) paullulum tantummodo

discrepanles :

d*y v s [ Ay [
—_—— = —— v i ‘ e D 36
— = el finita ‘ e (66)
dy ” d=v e ‘ A = 67
-;_‘: du o du® - o dn® = z ("” j
e dzv v 12 drv’ 9 e .
@ l—0 =0 — e Vv — —_— = — (_‘ (68)
do® du du’? v dn
d*v v v i ey
v — 0 __' L.. — . ¥ Iillllel —— = 0 {'69)
du? du (du"* 2

Quum aulem non sit hocce capile mutua superioris capitis inter coordinatas u el v symmeria,

5 d2u d*n’ . c v -~ . -
functionum — ac TL alia prodit relatio, a relatione (65) diversa:
du’ du’ vidu
e S o e S e i
Lol —- “‘\. — — \=2 . a = = — \:"! — i - = \-‘1. —“;I ﬁ{" 2 \ 2
dy'# ay dy v ay=

De puneto e. g. L. (fig. 5) vel B (fig. 10).
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unde rursus sequitur

ary du dznv

|
- = 0, — = 0, v finitum | fore =0 (1)

ty2 dy dyv's

si sil

Ad orthogonales jam coordinatas si Iransimus, relationibus (69) et (71) hunc videmus inesse
sensum: si primitiva finite ab axe XX' distarit fueritque ibi axium alterutri parallela habueritque
ibi punctum inflexionis, analogum respondere in altera ligura punctum inflexionis. Relatio contra
(68) nos monet, non semper analogum respondere inflexionis punctum punclo cjusdem singula-
ritatis, quod contigerit primitivae, finile quidem ab axe XX’ distanti, neutri aulem axi parallelae.

Eadem porro qua superiore in capile si ulimur ratiocinalione, duobus videmus primitivae
ramis, qui se invicem osculentur, analogam respondere analogorum ramorum osculalionem, nisi
ista fueril primitivae direclio vel ab axe XX' distantia, quae osculalionum isti analogiae obstet.

Analogi tandem radii osculi nosira ex allinitale hacce cohaerent relatione:

e

d*y

primilivus quum i

dx3?

(ECS) R B ) 8

analogus erit = =

dry’

( '].‘ )‘L .l!.‘:
2 |——) — ¥
dx'4 s 2 dx=

unde relalionis (66) ope sequitur: si primitivus radius osculi fuerit = o, finitaque fuerint ef

iy . 3 o ) . - g ;
y et ——, fore ut analogus item radius osculi sit — o: minus vero simplicia esse, quae de
analogo sint radio osculo dicenda, si primilivus fuerit — .

Eadem ralione si procedenles ad differentiales coordinatarum functiones ordinis tertii progre-
deremur, minus eliam simplices proderent relationes. Nec opus est, ul multa moneamus de

integralibus coordinalarum funclionibus, quarum haec erit hoc loco mutua relatio:

Su' dv' = 5 u (_ J\'L) . S(l) L
§v = () b=

His igilur missis , nonnullis jam lineis analogas quaeramus lineas, ut exemplis proprietates affini-

(72)

tatis nostrae relalas illustremus. Primum se offert istud linearum genus, quod umiversa indicatur
aequalione u™y" = a; prodit ila analogia linearum

"yt =a ac u"v" — a (73)

Sit e.gm = oveln =o0velm + n= o vel tandlemm — n — 1 ' eadem prodit
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relatio, quam elementorum serichus uw = a, v = a, —;— ="a cum analogis seriebus u’ — a,
v = 'a, u' v' = 'Ya intercedere supra jam vidimus.

Sit jam n = — 1, m alium quemlibet designante numerum, modo ne sit o vel +~ 1 vel — 1:
vel sit contra m = — 1, n quemlibet designanle numerum, o, + 1, — 1 tamen exceptis:

sequitur ¢ relatione (73) fore ut

primilivis

v — (L) um i : Vv — ‘d"—m { [ “n.‘, == (\}'1)
! voar="1l/a (£h)

|
| I respondeant
‘ U= (f—) v

0

Unde ad orlhogonales coordinalas transeuntibus nobis apparel, nosiram esse ejusmodi affinilatem,

ut cuilibel parabolac ordinis n [h. e. y = ax* vel x = ay']| cujus verlex ipsum
occupet coordinatarum inilium, cujus autem asymplotae sint allerulri axium parallelae, alia ex
affinitate nostra respondeat parabola, simili modo sila, ordinis vero — n [h. e.y = ('/a) x°

Si“'C Xn y e I/‘a’ vel X = HY—“

sive y" x = a] ila quidem ul primitivac parameler
sive constans a, si formula x = ay" ipsam indicaveris, inlacla maneat, sin formula usus sis
y = ax", in oppositam sibi constantem abeat '/a, nisi fuerit a = 4 1 vel a = — 1, quo

casu idem erit ambis figuris constans. (*) Non fieri igitur e nosiri capilis affinilate posse apparet,

ut sit parabola aliqua, quae ipsa sibimet respondeal —— qualis in (ransilione ad analogam
liguram conslantia se nobis superiore capite obtulit (pag. 21) —— nisi huc referas parabolas
ordinis 0, h. e. reclas alterutri axium parallelas y = == 1 vel x = a, quas ipsas sibimel

nosira quoque ex affinitate respondere supra vidimus.
A parabolis istis si ad aequaliones minoris simplicilalis transgredimur, prima se offert nobis
primi gradus aequatio: vidimus enim primilivae
au 4+ bv + ¢ = o respondere analogam auv + b 4 ev = o (77)

quod in orthogonalium coordinatarum sysiemale ila eril interpretandum: rectae cuilibet lineae

ax + by 4+ 1 = o sive D H (lig. 5) quae axem XX' in punclo secet A sivey = 0, x = — '/a,
axem aulem YY' in puncto B sive X = 0, y = — '/b, hyperbolam respondere aequilateram

XLB'KJHX, cui ipse axis XX' reclaque huic perpendicularis F'A'G' asymplotarum partes
praestent; ac eam quidem rectae parlem, quae supra axem XX' sila sit, h. e. AII, hyperbolac

(*) Parabolise. &. DOE, HOL, D' 0 E" (fig. 3), quas pro varia constantis & magnitudine universa indicat aequatio

= ax?, analogae respondent singulis singulae parabolee EDGF, THLEK, E'D'G'E’ (fig- 4), scqualione cunctae

¥
x* ¥ = /o indicatac.
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ramo respondere JII X', parlem contra rectae A D, iufra axem XX' sitam, alteri hyperbolae
ramo respondere KL X.

Ad secundi jam gradus aequaliones Iranseuntes, gencrali videmus secundi gradus aequationi

a -+ bu + ev ++ duv | ew® | fv* — o

analogam respondere quarli gradus aequalionem

c du o f
a -+ bu+ — 4 - +ew = =0
av? -F buv® + ev + duy + en* V' 1t = o

quae lamen, si cerla quadam coefficientes a, b, ¢, d, e, f cohaereant ratione, ad secundum

ipsa quoque gradum rveducilur, Apparel enim primilivis

a - bt 4+ ev + duv = 0 [ [ ¢ <+ du -+ av -+ bvu = o (77)
A respondere
a +ev +duv + IV =0 | | £+ ov

-

duv -+ av’ — o (78)

Quod ., si coordinatas u ac v orthogonales esse slatuimus, nos docet: Si primitiva fuerit seclio
aliqua conica, universe quidem lineam ei ex aflinitate nostra respondere gradus quarti, fieri
lamen interdum, ut analoga quoque sit sectio conica: primiliva enim si fuerit hyperbola aequi-
latera DBFGAE (lig. 6), cujus asymplolae D E et FG sint axibus XX' et YY' parallelae.
analogam ei relatio (77) monet respondere hyperbolam D"B"” A’ G"F"E", cujus asymptolis
D'E" et F" G" cadem contingat direclio (*); primitliva autem si fuerit hyperbola aliqua
FHX'XJG (fig. 9), eni axis XX' alterutrius asymplotae partes agal, analogam ei relatio
(78) docet respondere hyperbolam F'H'X'XJ'G', eodem axe XX' ipsam quoque asymptota
oandentem. Certa autem constantium a, b, ¢, d, f definilione prodit simpliciorum linearum analogia;

sit e. g. in relatione (78) ¢ = o: ulraque hyperbola, et primitiva et analoga, hactenus accu-

valius definitur, quod ejus asymplolam FCG vel F'C'G' punctum O f(ransgredi oporiet, punc-
tumeque adeo istud utrique hyperbolae esse centrum.

Quod jam ad reliquas allinet algebraicas, ¢quae sibi ex allinitale nostra respondent, inter coor-

(* Qua tamen in re attendendum, ob aequationum (36) ac (77) dissimilitudinem fore ut uni alicui primitivae, nisi
statias esse ¢ = d ac a = b, alia ¢ superioris, alia e nostri capitis aflfinitate respondeat hyperbola. Hyperbola

’

e. . DBEFGATE (fig. ¢) cum hyperbola D' B'EF'G'A'E' aequationibus cohacret xx’ = 1 yy' = 1, cum hyperbela

vero D B" A’ G"” F” E"” nequationibus x = x* yy' = L.
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dinatas u, v, u', v’ aequationes, lineae his in orthogonalium coordinatarum systemate designan-
tur haud ita simplices: ellipsi e. g. hyperbolaeve a*x® == b*y* — a’}®, cujus centrum ipsum
occupat coordinatarum initium O, cujus autem axes cum axibus XX' et YY' congruunt, linea
quarli gradus respondet nec satis usitata a®x*y* = b* = a’b*y®.  Quare universe tantum mo-
neamus. algebraicam inter coordinatas u ac v interve coordinatas u’ ac v' aequalionem algebraicae,
transcendentem transcendenti respondere inler analogas coordinatas aequalioni, siquidem fieri ne-

: o . 1 - S, "
queal, ut algebraica substilutione v' — — vel v — — circularis aliave transcendens funclio in
2 3 3

alterutram aequationem irrepat , si in allera non fuerit; h. e. si ad orthogonales transgre-
dimur coordinatas x et y —— ut in superiore capile, ita hic quoque fore ut, prout primitiva
vel ad algebraicas quas dicunt vel ad franscendentes pertinuerit lineas, idem sit de analoga
dicendum.

Inter algebraicas autem istas aequaliones erunt bene mullae, quae, si ad analogas iis ex al-
finitale nostra transeas aequaliones, nullam nisi mutati coefficientium ordinis subeant mutationem:
quas universa haec compleclitur aequatio

au"v "+ buv'+ cutv it duv Ul ele. ... =0 (79
cui aequatio respondet

m

au "v "4+ bu™y "+ cu Pv 714 du Pv & efc. . . .. — ]

In cujusmodi si incideris aequationem, coordinatam u in v, = u + g mulare licel, modo eandem

illam subeat analoga mutationem, h. e. si ad orthogonales transimus coordinatas —— pri-
mitivam licel qualibet ab axe YY' removere dislantia, modo forma ejus situsque inlacli ceteroquin
maneanl; nec aliam analoga, nisi similem ab axe YY' remolionem, subibit mutationem. Parabola
e.g. y — ax’ sive DOE (fig. 3) si sinistrorsum eousque movetur, donec aequatione indicetur

y — a(x + g, h e donec verlex ejus punctum axis XX' occupaverit P, cujus distantia ab O

sit @ = OP, parabola huic respondel y (x + g)* = '/a, ila orla, quod similem ab axe
YY' remolionem g — OP subiit parabola x*y — '/a sive EDGF (fig. 4). Similis vero ab

axe XX' remolio analogae formam plane subvertit.

Missis igitur algebraicis, de transcendenlibus videamus aequationibus. Qua in re attendendum.
non esse nosira in affinitate mutuam illam, quam superiore capile inler coordinatas u ac v vi-
dimus exstitisse symmetriam. Quare dislinguendum inter duo haecce transcendentium aequationum

genera:

u=1f [F(¥)s F(&); @ (¥)s =] (S0)
v — f{ [F (), F (), d@.....] 81
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(designante f algebraicam, F, F, ¢ conira iranscendentes quaslibet functiones).
Quod primum ad aequationem (80) attinet, nosirae affinitatis substitutione v/ — % diversis-
simam plerumeque nanciseitur illa formam, ut aequationes mos docent
u — a sin. v + b cos. v+
n=a e+b e'+....

quibus aequationes respondent, a primitivarum forma plane abhorrentes

u — a sin (-‘L) + b. cos. (—‘]d)-k il
7| L i

)

S P AT ST it s

Neque adeo nisi raro fit, ut primiliva, si aequationis (80) formam referat, nullam affinitate nostra
nisi mutati constantium ordinis subeat mutationem; quod tamen fieri interdum posse . aequationes

nos docent
u= (a—b)lg. v (82)

u = a. arce. tg. (v) + b. arc. cotg. (V) + c. arc. sin. (v) + d. arc. cosec. (v) + . ... (83)

quibus respondent aequaliones
u = (a—b) lg. (%) —0b—a)lg v

n = b. are. tg. (v) + a. arc. colg. (v) + d. arc. sin. (V) + ¢ arc. cosee. (v) + . . ..

Quod vero ad aequationem (81) allinet, si functionem f statuimus transcendentium fanctionum

additionem divisionemque significare formamque adeo praebere hancce

h4a F+b #Fu)-4+ec ) +....
V= ' - (84)

k+d F@+e P+ g ¢ +-...

nihil aliud ad analogam aequationem transitio offeret ei mutationis, nisi quod numeratorque divi-

sorque locum suum invicem mulent, analogaque igitur ei respondeat aequatio

k+d Fo) 4+ e Fa) + g ¢ + .

h 4 o F@u) 4+ b Fam)+ ¢ @+ ..

quae , si eaedem in divisore quae in numeratore occurrant functiones transcendentes F, F. @,
a primitiva nisi mutato coefficientiom a, b.....k ordine non discrepat.

Ad orthogonales jam si redimus coordinatas x et y, pullam videmus esse inter transcendentes

lineas usitatas, cui similis respondeat analoga, una tantummodo excepta logarithmica x a lo. v
sive X'BD (fig. 10), cui aliam respondere aequatio (82) nos docet logarithmicam x — — a. Jo. v

sive XBE, a primitiva non forma, sed situ tantum diversam. Logarithmicae contra v — a. lg. x
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linea respondet diversae formae y lg. x == %; sinussoidibus item x = sin. y vel y = sin. x
diversae ab his lineae respondent x = si (%) vel y = cosec. x.

Haec jam de transcendentibus lineis sufliciant. Unum tantummodo affinitalis nostrae addamus
exemplum: Primitivam enim n rectarum partibus interclusam esse statuamus: quarum cuigue quum
hyperbola respondeat, cui axis XX' reclaque huic perpendicularis sint asymplolae, (sicut relatio
(76) nos supra monuit), primitivo apparet n — gono n — gonum respondere ut ita dicam hy-
perbolicum seu figuram, n istiusmodi hyperbolarum partibus conflatam: quam si ipsam quoque
rectarum linearum partibus constare velis, primitivam rectarum alterufri axi parallelarum intersectione

orlam esse oportet.

Quae autem e generali capitis nostri affinitate ——— u = u', vv' — 1 —— nostra coordi-
natarum u et v definitione orta est affinilas x = x, yy = 1 —— potest illa quoque
(quod affinitatem xx' — 1 yy' = 1 pofuisse supra vidimus) aequationibus indicari inter analogas

utriusque figurae polares coordinatas r, @, r', ¢. Habemus enim:

X = X Y = /Y
etk
colg. @' = (r. cos. @) (r. sin. Q)
¢ = are. colg. (r*. sin. P cos. D).
/Gor )
/ -2 ) & T s .2 l_ L pu
l (\ TY) v (x+.‘__) y
l-’ =k V (1", ni“:- ?' '\“,”:-‘— ‘p_\’_L
r. 8in. @

quibus tamen aequationibus non eandem inesse simplicitatem apparet, atque illis, quibus affinita-

tem xx = 1 yy — 1 supra indicavimus. Neque igilur, quanam ralione ex affinitate
- - dr dd 5 do . . s y . .
nosira functiones T R M o analogis functionibus cohaereant, inquirere satis operac

pretium  foret.

Ad generalem capitis nostri redeamus affinitatem u — u' vv' — 1. A qua diversam esse
illam affinitatem patet, quae formulis indicatur u' — 1 v = v'. Posiremae tamen hujus affini-
tatis maturam ul inquiramus, non opus erit, ut omnia quae hocce capite invesligavimus denuo
refractemus : quum enim coordinatarum u et v naturam indefinitam reliquerimus nullaque adeo sit
caussa, cur altera coordinata alteri praestet, facile patet, mutua literarum u el v permutatione

omnia illa, quae de affinitate u = u' vv' = 1 hocce capile monuimus, in affinitatem posse

mi’ = 1 v — v transferri Esl aulem, quo ambae affinitates cohaereant.  Figura enim
6*




A4

si esl aliqua A sive f (u, V) = o, cui analogas quaerimus e fribus nosiris affinitatibus
liguras .,
' ] [ [ 1 1
an! =g ey fas ] ) t(?‘ T) = 0 (B)
. | respondet . :
ex offinitatibus | u = ' v — 1 i f(u, —_) — 0o (C)
? ei figura T
of = =y f(—q v) — 0o (D)
18
Figurae jam C quacramus quaenam ex affinitate wn' — 1 v' — V', figurae contra D
quaenam ex affinitate 1 — u’  vv' 1 respondeat figura: ufrique respondens prodif rursus

figura B. Transformatio igitur illa, quam figura aliqua subeat necesse est, ut in figuram sibi

e capitis primi affinitate congruam abeat, conjunclionem repraesentat fransformationum, quae ex

affinitatibus n = u" vv' = 1 ac w' 1 v = v' eidem offeruntur: neque refert hac in re,
quonam ordine iransformationes u — u' vv' = 1 ac wu' — 1 v — v' sibi successerint:

eadem semper prodit figura B; quamvis ipsas figuras C ac D a se diversas esse patet.

=l




CAPUT I

DE FIGURARUM AFFINITATE., QUAE INDICATUR AEQUATIONIBUS
o =@ rr 1.

])e qui superiore capite vidimus generali figurarum affinitate , aequationibus indicata u = u vv' =1,
de eadem rursus hocce capite agamus, sed coordinatis u et v alium atque supra induamus
significatum; non enim jam orthogonales, sed polares contra designent illae coordinatas. Coor-
dinata enim v longitudinem denotet r, quae puneli alicujus C (fig. 1) radio vectori O C contingit,
sive puncti cujuslibet C figurae propositae distantiam indicet O C a cerlo quodam puncto fixo
sive polo 0. Coordinala contra u magnitudinem ¢ designet anguli CO B, quem radius ille
vector O C cum recla quadam fixa O X facil; qua igitur a recta in angulo @ computando
exeamus , sive quae recs sil angulo @ inifialis.

Quibus positis , ommia illa quae de mutua elementorum de muluave coordinatarum funclionum
analogia superiore capite vidimus, intacta nostro Joco remanent, quod ad formulas attinet analy-
licas, sed alium induunt significalum; quare geometricac primilivae figurae proprietates alia ratione

e noslra, alia e superioris capitis affinitale, si ad analogam figuram (ranseas, commutantur. Quas

igitur superiore capite reperimus formulas analyticas ut possimus nostri e coordinatarum systemalis
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sensu interpretari, videamus, quidnam hoc loco sibi velint elementa eorumve series:

U= 0 ipsam rectam O X, angulo @ initialem.
Lra=a reclam quamlibet, polum O pervadentem.
2 | : . ; .
@ | = = melam , quo tendit recta, polum pervadens, innumerisque eum
=t | =
= = . o
= & | circumvolvens gyris.
g | z |
= ‘ v 0 <= | ipsum polum O.
= | v=>»b circulum finitae magnitudinis, cui polus est centrum.
V= ® cuncta puncta, quorum distantia est a polo infinita.

(designantibus a el b quanta quaelibet finita.)

Superioris igitur capitis si aequationes (44) et (45) attendimus, quamlibet videmus rectam.
quae polum transeat, ipsam sibi ex affinitale nosira esse analogam: quemlibet autem circulum.
cui in polo centrum sit, non ipsum quidem sibi, at alii tamen respondere circulo, cui ipsi quoque
polus centri vices agat: et ipsum quidem polum cunctis respondere punctis, quorum sit dislantia

a polo infinita: e circulis autem istis esse doos, r = + 1 acr — — 1 —— qui hoe loco

eundem occupant locum cireulosque indicant, quibus radius sit, unitatem longitudinis aequiparans
qui ipsi sihimet respondeant: horumque veram esse analogiam seu talem, qua quodlibet eorum
punctum ipsum sibi sit analogum: analogiam conira, qua recta polum fransiens ipsa sibimet
respondeat , ita esse intelligendam ., ut quodlibel ejus punctum, nisi forte in ecireulo r — =+ 1
jaceat, alii respondeat ejusdem rectae puncto.

Ex hac serierum analogia proprietates possumus affinilalis nostrae nonnullas enunciave, quae
ad figurarum situm perlinent: primitiva enim quoties rectam initialem O X aliamve quamdam, quae
polum transeat, offendit rectam, totics eandem rectam offendet analoga: primiliva quoties eirculum
r — =+ 1 offendit, toties eundem circulum offendel analoga et in iisdem quidem alque primiliva
punctis: primiliva quolies polum (ransit vel saltem infinile ei appropinquat, tolies altera a polo
infinite distabit.

Ad ipsorum elementorum significatum definiendum procedamus, ac primum quidem de elementis
videamus , quibus est u = oo. Cuojusmodi in elementis ita demum altera coordinata v definitum
aliquem nanciscetur valorem, ;si primiliva ad cerlas quasdam pertinuerit spiralium quae dicuntur
linearum , h.e. si primitiva hujusmodi indicetur aequatione » — f (Q), quae, angulo @ in infinitum

aucto, cerlam aliquam radio vectori praebeal magnitudinem r — f (o) = p; sin primitiva ad

vulgares sive algebraicas pertinuerit lineas, ejusque adeo aequatio fuerit ejusmodi, ut radius
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veclor circulari aliqua aliave periodica anguli ¢ functione indicetur, e. g. r. = sin. @, indefi-
nitus erit qui infinita anguli @ auctione radio veclori tribuendus erit valor r — sin. (o) intraque

cerlos quosdam limites fluctuabit. Superioris jam capilis aequationes (49) nos monent, primilivae

elemento, in quo sit u — o, v autem recte definitum, elementum respondere analogae, in quo
sit ' = @, v' rursus recte definitum; unde sequitur, ejusmodi contra primitivae elemento, in
quo sit u — @ , v indefinitus ac fluctuans, ambiguum item analogi elementi respondere valorem.

Nostram igitur ejusmodi esse affinitatem apparet, ut, prout primitiva vel ad spirales quas dicunt
vel ad algebraicas contra perlinuerit lineas, idem sit de analoga dicendum.

Quam jam aequationes (49) praebent mutuam elementorum. quibus est u = @ vel v' = w
analogiam , nullius esse in algebraicis lineis momenti apparet: non ilem in lineis spiralibus.

Quod enim

b respondeant \ =Rt ()

elementa @ =@ r = o

nos docet: si analogarum figurarum alterutri polus O fuerit punctum wut dicitur asymptotum, h. e,
si polum magis magisque figura nosira appropinquet, nec tamen ad eum nisi post innumeros pe-
raclos gyros pervenial, alleram contra figuram innumeris polum circumvolvi gyris ab eoque
magis magisque recedere. Quod autem elemento

@ = ® = b respondeat ¢' = ® 1 = '/b
nos docet: si eirculus aliquis » = b, cui polus centrum, fuerit primitivae circulus ut ita dicam
asymptotus , h. . si primitiva, innumeris polum gyris circumvolvens, circulum r = b magis magisque

appropinquare cum circuloque isto magis magisque coalescere studeat, idem fore de analoga in

analogum circulum #' = '/b sensim paullalinque abeunte dicendum (*).
Quod jam ad elementa attinet, quibus est v — o vel v' = o, in his dislinguendum, sitne

polus analogarum figurarum allerutri punctum ut dicitar asymplotum necne: si priore modo se res
habet ., nihil est, quo elemenlorum, quibus est v — o, significatus prae reliquorum elementorum
significatu praestet, siquidem elementum quoque v = o, u = o vel = a vel = ® primitivae
situm quidem definit, non vero definit direclionem: neque adeo muina elementorum, quibus est
v — o vel v = 0, analogia satis digna est, quam accuralius attendamus. Sin polus non

fuerit primitivae puncium asymptotum, h. e. si, coordinala r minimum quemvis nanciscente valorem

(*) Exemplum pracbent lineae sibi analogae »¢ + by <+ a = o0 ac ¢ -+ bre + 4r = o.
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r — w, altera coordinata @ — p mutationem subeat infinite parvam, —— angulus iste @.
quem elementi # — @, @ = p radius vector cum recta OX facit, ipsum eundem indicat angulum .
sub quo figura nosira rectam OX in polo secat; elementumque adeo, cui est »r — o vel sallem
infinite parvus, figurae non tantum situm, sed directionem quoque denotal. Punciis igitur in polo
agymptotis si analogas figuras carere statuas,

P =0 r =0 ] 06 r = @

elementorum cum elementis
| QO ="a f'=—9" |

6 B
=

analogia, aequationibus (49) indicala, nos certiores facit: prout analogarum figurarum alleruira
vel rectam inilialem XX' rectamve huic sallem parallelam asymptotam habuerit (*) vel conira
asymplotam habuerit, quae reciam XX' angulo magnitudinis @ ({) secarit, analogam vel rectam
XX' in polo tangere vel contra eandem reclam angulo @ in polo tramsire. Al vicissim, si
primiliva angulo quodam polum ftransierit, analogae fore asymptotam, primitivae directioni seu
rcclae tangentiali parallelam, ex aequationibus (49) efficere non licet, nisi antea analogae

: : 4 dy lg
divectionem h. e. functionum r asen - Rl

Qunod jam ad reliquas altinet aequationum (49), mutua nos elementorum

@ =1agri=rhndc @' = ann,=l/b

analogiam investigaverimus.

analogia cerliores facit: quolies primitiva finite a polo distarit, toties idem esse de analoga di-

cendum, ita quidem uf in eodem radio veclore analoga analogarum figurarum puncia sita sinl.
Hisce igitur de analogia monitis, qua elementa eorumque series in analogis cohaereant secum

figuris, de coordinatarum u et v affirmativo negativoque jam videamus signis. Coordinatis igitur

u et v valores quosdam tribuamus u = GOX, v — 0G (fig. 2): vidimus jam

|u + 60X v + 0G ‘punclum G, in ipso radio vectore OG situm.

|
</n=+G0X v 0G| » | —— K, in altera radii vectoris OG parte situm.
Slu=—GOX v— + 0G| & l —— L, in recla situm OL, quae angulum cum OX facif
S| z LOX — GOX, modo opposita directione in angulo

i computando procedas.

o GOX v-— —0G R 1 in rectae OL altera parte situm.

™y Litui e. g. sive spiralis #+*¢ = o asymptota OX ejusdem rectas tactioni vespondet, gua parabolica spiralis r* = ag

eam in polo tangit. Hyperbolicae autem spiralis vamus EF (fig. 12) respondet Archimedicae spiralis ramo DO (fig. 11),
rectam OX in polo tangenti.

(t) Exempla praecbent hyperbolae asymptotae DE et FG (fig. 14) rectave DE, quae ipsa sibimet est asymptota

(fig. 13), obliquis respondentes poli a lemmiscata (fig. 14) vel & circulo (fiz. 13) transitionibus.
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Quum tamen, ubi de polaribus coordinatis sermo est, illa tantum considerari soleant puncla,
quibus et 7 el @ sint posiliva, nos quoque brevitatis caussa et u et v positiva semper esse
hocce capite statuemus; unde, ob aequationes (10) capitum I ac II, eandem signorum defini-
tionem in analogis quoque obtinere coordinatis u' et v' sequitur. Quibus positis, aequationes (50)
nostro loco huc redeunt: Prout primiliva vel hac vel illa directione polum circumvehitur, h. e.
vel directione Y HCKG (figz. 1) vel conira GEKCHY' procedat, idem analogae contingere :
proul vero primitiva polum vel appropinquet vel ab eo recedat, analogam contra vel a polo
recedere vel eundem appropinguare.

Quod porro ad coordinalarum altinet productum atque quolientem , quorum mutuam analogiam
nos aequationes (43) docent, non inerit iis hoc loco aliquid satis memoratu dignum. Quare haec

jam mittamus et ad differentiales coordinatarum functiones franseamus. Quarum hic erit hoc loco

sigmificatus :
dv dar
subnormalem polarem —
B dun -o% dp
S | g 1 : o Nyt ) &Y.
= |y ii g lan.gentem‘rfl_rp anguli OCB (fig. 1) quem recta tangentialis AB cum radio vectore OC facit
E | av 'gj‘ 1 or
= | P -g g dip
v subtangentem polarem r* —
| v dr

N v .. e g o - . .

Functio aulem — ‘l_‘ aliaeve functiones, quarum analogia aequationibus (51—56) consideratur,
v dn =

. . “_le . v . ) : du

non sunt hoc loco magni momenti. Nostro igitur in coordinatarum systemate functionis v —

majorem quam reliquarum esse rationem hahendam apparet; quare primum videamus de aequatione (53):

quae nos docet, esse ex aflinilate nosira

dy y de’

dr Ll_‘l P

1

h. e. tangentem anguli., quem in primitiva radius vector cum recta tangentiali faciat, ab analogo
alterius figurae tangente non magnitudine, sed signo tantum discrepare, ipsosque adeo angulos
esse alterum allerius supplementum sive ulriusque semper summam 180 gradus conficere. Se-

quitur inde

| += o | ¢ 38
& =
si sil ‘ a5 fore iy’
i poo e = 0 i ,-' e i
dr | dr

de

H
8

0

h. e. si primitivae recta tangentialis cum radio vectore congruat vel saltem ei sit parallela, idem

esse de analoga slatuendum; sin primitivae recla tangentialis radio vectori fuerit perpendicu-
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laris (*), eandem perpendicularilatem in analoga inveniri figura. Apparet porro

e y g’ i dep
il Mgt 18 r —
E . dr dr Y . dr
si velimus esse | _ requiri ut sit
|||]n ¥ l{:p ||r;\ g
r A 1 [ = + 1 vel — 1
dr dr | dr

h. e. si primitivam velimus analogae esse in analogo punclo perpendicularem , requiri ut ejus ibi
radius veclor a recla tangentiali sub angulo + 45 vel — 45 graduum secetur (), sin primitivam
analogae parallelam procedere velimus, requiri ut utriusque recta tangentialis vel radio vectori sit
perpendicularis vel cum radio vectore congruat sive sit eidem parallela.

Haec jam si cum illis conferamus, quae supra nos mulua elementorum eorumve serierum analogia
docebat, sequi inde videmus: Primitiva quoties, finita a polo distantia, rectam angulo ¢ initialem 0 X
aliamve quamdam rectam, quae polum pervadal, tetigerit vel obliquo angulo « secaverit vel tandem
fuerit ei perpendicularis, analoga eandem rectam, prout horum unum alterumve obtinuerit, vel
tanget vel obliquo sub angulo secabit 180° — @ vel tandem erit ei perpendicularis. Primitiva si, ubi

certum aliquem valorem @ — « angulus @ nactus sit, polum pervadat, h. e. si fueritei r = 0, ¢ — a,

g ; i . dg’ e
5~ — 0, analogae figurae erit ' — @, @ = a, ' —- = 0, h. e. asymptota ei erit, rectam
imitialem angulo secans @, —— quod snpra (pag. 48) dubium relinquebatur —— ; polumne vero

transeat illa asymptota necne, dubium eliamnunc remanet, eritque hujus rei investigatio ad
functionum %;; et ﬂ%— analogiam, de qua infra agemus, remillenda. Primitiva jam polum
infinite quidem appropinquet, non famen ad ipsum nisi post innumeras peraclas circumvolutiones
accedat; analoga infinite quidem a polo recedet nec tamen polum circumvolvi desinet, ut supra

jam vidimus (pag. 47). Quae tamen, differentialium functionum analogiae ope, accuratius definire

do

licet. Primitivae enimsitr — o, r — @, h. e. polus ei ita sit punctum asymptotum, ut.

i

quo magis polum appropinquet, eo magis in poli circumvolutionem abeat ista ad polum appropin-

(uatio —— analogae erit r = @, r —— = @, h. e. innumeris illa gyris a polo infinile recedet ,

quibus tamen inesse a polo recessionem minus minusque fiet perspicuum (§). Primitivae contra

] B s . ; L : AR >
gitr = o, r -T:- finitum . h. e. ejusdem ad polum appropinquatio nec in poli circumvolutionem

(*) Exempla praehent hyperbolae vertices H et J (fig. 14), lemniscatae verticibus H' et J° respondentes, vel rectae
DE punctum F (fig. 13), circuli OGEK puncto K analogum.
(1) Lxempla praghent punctum circuli G punctumgue analogae rectae B (fg. 13).

(§) Exempla prachent poli ab hyperbolica spirali circumvolutiones (fig. 12), Archemedicaeque spivalis gyri, a polo

infinite distantes (fig. 11).
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nec in poli transitionem umquam abeal analogae ilem gyris numquam circumvolutionum

fore asymplolarumve fore umquam naluram patet, siquidem erit »' —% quoque finitum ().
ar

: d . s - -

Sit tandem v — o, @ — @ ,r —2  — o, h e primiliva post innumeros peraclos

dr

gyros polum {tandem transvadat; huic puncli asymptoti cum ejusdem puncti transilione

conjunclioni respondel similis in analoga figura asymplolarum nalurae cum innumeris gyris
conjunctio, h. e. erit ei * — @, ¢ = @, -'l:— = 0; eaque erit adeo meta, quo
tendant analogae figurae gyri, ut ramus fial tandem, asymptotam juxta in infinitum excurrens.

Ut jam ad differentialium functionum signa = lranseamus, superioris capilis aequaliones (62) ac

" ! . . av dv* oo :
(63) parva illa alliciamus mutatione, ut pro — ac [— — (quae minoris esse hoc loco momenti

.

3 % in i 3 . A
functiones subslituamus v .li ac v ';5\175 quac mutalio non obstabit, quominus

intactac subsistant aequationes (62) ac (63). Docet igitur nos aequatio (62):

videbamus -

K dg ] " dg’ "
) e 0 | r - < 0 |
. dr dr :
prout sit fore .
dp - | - de L
R l g ST
| dr | dr

h. e. si primitiva radium suum vectorem directione quadam secet ST (fiz. 1), oppositam fore
rationem , qua radium illum vectorem secel amaloga P R. Aequationes autem (63) nos monent:
si primitiva sinum confecerit, vel polum versus vel in alteram contra partem speclantem, fore
ul analogus contra analogae sinus vel a polo recedat vel polum spectet (*); sin primitivae
sinus cirenlum speclarit, radio suo veclori perpendicularem, similem fore analogi sinus situm.

Ad aequationem (51) jam transeamus: quae nos docet, esse hoc loco

e dr

dyp’ 72 g
il dr

: dg' T
polaremque adeo primitivae subnormalem, si cum polari analogae sublangente, vel primilivae
sublangentem, si cum analogae subnormali mulliplicetur , productum proferre, quod sit — — 1.
In his autem primitivae punciis, quae in circulo r + 1 sita sunt, quum unitatis per subnor-
malem quotientem aequiparel subtangens , siquidem est ibi * dl'” = (1) ‘(!i—f = Idr

)

logiam modo memoralam apparvet, ubi circulum » — =+ 1 analogae figurac offendant, ita

— =

(t) Exempla pragbent analogarum logarithmicarum spivalium innmumeri gyri, a polo infinitee magnitudinis vel
parvitatis distantia distantes.

(*) Exempla praebent hyperbolae sinus GHD et EJF (fig. 14) quibus analogi sipus lemniscatae H* et J* in con-

trarium partem spectant.
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posse enunciari, ut primitivae sublangens a subtangente analoga vel primitiva subnormalis ab
analoga analogae funclione non magnitudine sed signo tantum discrepet.

Ex aequatione autem (51) secutas olim esse vidimus aequaliones (57); quas si nonin —(— tantum,
sed in alteram quoque functionem v* —‘h— adhibeas atque e nostri deinde coordinatarum systematis
sensu inlerprelaris , apparet, nostram esse affinitatem ejusmodi, ut in punctis quae a polo finite distent,,
polaris analogae subtangens vel subnormalis sit vel infinilae vel finilae magnitudinis vel infinitae
tandem parvitatis, prout in primitivaec subtangente subnormalive res se habeat. Quam eandem
analogiam inde quoque efficere potuisses, quod, si primilivae tangens vel radium veclorem oc—
cupel vel sit eidem perpendicularis, idem de analogae langente esse ex affinitate nostra dicendum
supra vidimus. Ex eadem aequalione (51) secutas esse vidimus praeterea aequationes (58);
quas si simili ratione non in -:1\? tantum , sed in v* T?\““ quoque adhibuerimus e nostraque

deinde coordinatarum u et v definitione simus interpretali, sequitur inde hace inter analogas utriusque

figurae sublangentes analogasve inler subnormales relalio: Primilivae si in ipso polo subnor-
malis wntmnrat finitae infinitaeve Ill‘lﬂll.lll[d!ﬂ_l‘*, utroque casu infinita erit Suhn(n‘malis7 analogae in
analogo puncto infinile distanti contingentis, magnitudo: primitivac in ipso rursus polo si subtan—
gens sit finitae infinilaeve magnitudinis, analoga alterius figurae in analogo puncto sublangens

19 i

. dp Ade . 1 dip g
—_— il = — —— = — ( —) AN = - A @ ﬂde@que — ® . eadem-
dr dr dr .

r dr

que ralione palet, si in puncto a polo infinite distante subnormalis primilivae ejusdemve sub-
langens fuerit finilae infinitaeve parvilalis, infinitam fore parvilalem, quae analogae in ipso polo
subnormali vel subtangenti contingat. Aequaliones contra (59), si in ipso polo primitivae
sublangens fuerit subnormalisve — o, ambigua esse analogam analogae figurae subtangentem
subnormalemve nos monent magnitudine, nisi rem accuratius invesliges , eandemque esse
ambiguitalem, si in punclo a polo infinite distante infinita magnitudo contigerit primitivae subnormali
vel subtangentli.

In istiusmodi igitur punclis, ubi ambigua sil mutua analogarum subnormalium mutuave subtan—
gentium relatio, ad aequationem (51) erit redeundum; eritque e magnitudine, quae alterius figurae
subnormali vel subtangenti conlingal, analogae in altera figura sublangentis vel subnormalis
definienda magnitudo. Ex his apparet, quacstionem quae supra se nobis offerebat , si polum
primitiva lranseat, polumne transeat respondens huic poli tansilioni asymptota analoga necne.
aequationis (51) ope ita posse dirimi: prout polum transeunti primitivae polaris contingat sub-

normalis vel infinilae vel finilae contra magnitudinis vel tandem infinitae parvitatis, fore ut analogae

punclo analogo, a polo infinite distante, subtangens contingat vel infinite parva vel contra
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finita vel tandem infinila, h. e. ut analoga analogae figurac asymplota vel polum lranseat vel
conlra, ubi finita facta sit ejus a polo distantia, polum non amplius appropinquet. vel tandem
infinita semper a polo distet distantia. Sin polum quidem (ransire novimus primilivam, at
incognita nobis sit ejus natura ejusque adeo quoque subnormalis, analogae asymptolae a polo

distantiam ambiguam relinquit aequatio (51); neque prodest ibi, ut ad aequationes (58) el (59)

confugiamus: quum enim, si polum primitiva lransit, sii semper r —- — o coque magis

a dp ; 3 . . _ o g Qg :

*—— — o0, aequationes aulem (59), si hoc fiat, amhbiguam esse sublangentis r"* —7 Inagni-
ar d» =

tudinem doceant, facile apparet, nullum, si ita se res habeal, afferre adjumentum mutuam subtan-
genlium analogiam , aequationibus (58) et (59) indicalam, sed accuratiorem rei investigalionem
requiri.

Ad analogiam jam (ractandam procedamus, qua cohaerent ex affinitale nosira differentiales
coordinalarum functiones ordinis secundi. Superioris igilur capilis aequationes (65—71) si nosiri
e coordinalarum  syslemalis sensu interprelari velimus, nihil prodibit salis memoratu dignum.
siquidem non inest functioni %[L functionive [.]]—‘ significalus, unde geometricac profluant figura—

rum proprietates salis memorabiles. Aequationes igilur istas parva hacce alliciamus mutalione ,

‘ dn”
ut pro functione —-

= cujus minorem esse hocce capite rationem habendam supra vidimus ——

r il
| () |
f o ’ s du : v’/

—, neque adeo differentialem functionis o (uotientem — =" seu

v

y > = , du
funetionem substituamus v 1
av

l]ll‘

(1 \" —_—

av’ . v ' .
el Quod si fecerimus aequalio-

v

¥4
a‘u

x ) p A : :
-—, sed functionis contra v 'T’ mutationem consideremus
uv

dy

nemque (53) allenderimus, aequalionem (70) hanc induere formam apparel:

>

=

dre “l_(g = :

aequationemque adeo (71) hune in modum muiari:

:'( 'lu') . ( , dg
Hr — s B
s1osib — = 0, fore —"1—_ — 0, modo sit r finilum.,

‘; g ) (_ . dg i dp ~
d (? _-__rﬁ.-' ‘ d 7 —|t¢~ . tl ( r l_)
— — Tt

h. e si primitiva alicubi finite a polo distarit, angulusque , quem ejus recta tangenlialis ihi
cum radio vectore faciat, nullam ibi subierit mutationem, similem requiri in analogo angulo

constantiam. Unde lamen haud sequitur, si primitivae fuerit alicubi punctum inflexionis, analo-

gum requiri ejusdem singularitalis punclum in analoga. Hujusmodi enim non exstare hoc loco
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analogiam, facile apparet. si muftuam attenderimus radiorum osculi analogiam. Primitivae enim

3 dr N}
r+ ( dy )]
¢ dr N2 d2r
P 4 N R e S T i
= + - ( dop ) & dg*

analogus respondet huic radius osculi analogae

2 T e it

F O\ e &
ET 4 O A
dp dyp”* _i- e ( dr rade
ra : ;

radius osculi quum sit

g l.[lp dg

il
"+ l Shar: < - - [r :::,H;,ﬁ
( ——(") > sy o

12
r + a+y )
Mutua igitur differentialium secundi ordinis functionum analogia haud prodit hoc loco simplicem

deg*

aliguam analogarum ufriusque figurae proprietatum analogiam, Idem dicendum de coordinatarum
functionibus integralibus. Superficiei e. g. S; rd¢p sive O HC (fig. 1), sive sectori, quem
primitiva HC radiique vectoris OC rectaeque initialis OX ope includit, si analogam quaerimus
superficiem , integralis prodit functio STI: rdg’ — S )1"

Restat, ut in singularium punctorum ex affinitate nostra analogiam investigemus. Eadem jam

raliocinatio, qua in superiore capile usi sumus -

& dy 4 "
modo [JI'O fll]lGUUlle TR Jquam nunoris esse

vl LI ” i e /
hoc loco momenli vidimus, funclionem ubique v % sive r {L—‘ substituamus nos docet,

nostra quoque ex affinitate, si primitivae fuerit punctum mulliplex punctumve inlerstitionis vel
punctum a veliquis separatum duorumve ramorum tactio vel cuspis vel tandem mucro, ejusdem
requiri singularitatis punctum in analoga analogum, modo fimita ibi sit coordinatarum v et v’
magnitudo, h. e. modo puncia ista finita a polo dislarint distantia: sin non sit v = r finitum,
accuratiorem requiri rei investigationem: puncto e¢. g. a reliquis separato, quod ipsum occupet
polum, universam posse respondere finitae magnitudinis figuram, quae infinite a polo qualibet
recesseril directione. Funclionis aulem v dl—‘: pro functione % substitutione factum est, ut aceu—
ratior etiam e nostra affinitate oriatur punciormm sin Llarulm anleU‘I:l.. (uam in =uper:0rc capite
dv

v . b du i dun’ . " i dv
locum habuerit, siquidem functionum v — @ v' ;- arctior est quam functionum —— ac — -
= r dn

mutua relatio neque adeo valor coordinatae v

ul aequationes nos (51) ac (52) docent

infinitae parvitatis infinitaeve magnitudinis tollit funetionum v ac v #‘,— analogiam: quare, si

primitivac polus punctum fuerit asymptotum, mucrones, cuspidesve aliave puncta singularia in
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infinite parvis circum polum gyris similia requirant ex affinitale noslra puncta singularia, quae in
analogis poli circumvolutionibus a polo infinite distantibus reperiantur. Missis igilur singularibus
hisce punctis, quorum cum analogis singularitatibus analogiam non tollit infinite parva eorum a
polo distantia, de his tantum breviler videamus punctis singularibus, quibus ob infinite parvnm
coordinalae v — r valorem non respondent analoga alterius figurae puncta singularia, h. e. quae
ramorum polum ftranseuntium mutua intersectione oriuntur; quibus poli transitionibus asymplotas
respondere alterius figurae supra vidimus; quare quaenam puncla in polo singularia quibusnam
respondeant alterius figurae asymplolis, videamus.

Primitivac igitur sit una aliqua asymptota , quam ramus aliquis figurae vulgari persequatur ratione.,
h.e. a polo ramus ille magis magisque recedat, ab asymptota contra minus minusque distet, donec
landem, metam nactus » + @, ¢ = a, asymptotam secel in alterumque asymplolae terminum
r = — o,  =asiver = + @, = 180 °+ a transsiliat poloque deinde rursus
appropinquel : hujusmodi asymptotae respondebil alterius figurae punclum inflexionis, in ipso polo
situm. Sin primilivae ramus, ubi metam nactus sit ¥ — -+ @, ¢ = a, in allerum quidem
transsiliat asymptotae terminum, nec tamen asymplotam secel, sed a dextra semper a simistrave
semper asymptotac parte maneat, hujusmodi primilivae ramo ramus respondebit alterius, polum

transiens, punctis autem singularibus carens. Intermedia ratione si primivae ramus asymptotam

persequatur - quemadmodo in recta fit linea. quae ipsa sibimet est asymplola adeoque

nec a dexira nec a sinisira asymplolae parte procedit, sed cum ipsa congruit - analogus

allerius figurae ramus polum nulla (ransit singularitate (*). Primitivam jam statnamus ad metam
quidem pervenisse r — 4+ @, @ = a, at non posse eam franssilire, sed eodem rursus
ilinere , asymptota aut secta aut non secta, ad polum regredi; respondet allerius figurae cuspis
sive punctum flexus confrarii, et primi quidem aul secundi generis. Primitivae fandem sit ramus
in infinitum excurrens, nec ab allera asymptolae parte polum rursus appropinquans: respondel
punctum inlerstitionis. Primilivac jam ponamus esse duas asymptotas, diversa directione proce-
dentes , quas figura vulgari ratione persequatur: respondet alterius figurae punctum duplex (f):
sin primitivae tnus alterve ramus, ubi a polo infinite recesserit, in alterum transsilire asymptotae

terminum poloque rursus appropinquare negligat . analogo allerius figurae daplici puncto est puncli

(*) Exzemplum praebet circulus K OG (fig. 13), rectae D E respondens,

(t) Exempla praebet lemniscatae (fig. 14) centrnm O, analogae hyperbolae asymptotis D E et F G respondens.
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interstitionis singularitas addenda; quod si iteratur, punctum duplex in mucronem abit. Duas
rursus fingamus primilivae asymptotas, sed quae sint sibi invicem parallelae: vulgari eas ratione
si_primilivae Tami persequuniur. in altera figura tactionis erit singularitas; sin neuler primitivae
ramus in allerum suae asymptotae (ranssiliat terminum ., analoga in figura vel punclum [exus
contrarii respondet (*) vel vamus singularitate carens. Idemque, quod de duabus asymplotis sibi
parallelis monuimus, valebit ilem, si una aliqua sit primitivae duplex quae dicitur asymptota, h. e.
quae duobus primilivae ramis communis sit asymptola.

Nonnullis jam exemplis ea quae de affinitate nostra hucusque altulimus illustremus. Primae
se offerunt lineae, quarum mutuam analogiam nos superioris capilis aequalio (75) docet, sive
quae generali indicantur aequatione u = av": cujusmodi aequationem, si u et v orthogonales
designant coordinatas x el y, parabolas varii ordinis denotare supra vidimus; eadem vero, ubi
de polaribus coordinatis sermo est, spiralium quae dicuntur linearum maxime usitatas indicat.
Linearum igitur (75) analogiam si in nostrum locum transferimus, videmus cuilibet spirali

r — a@" respondere spiralem Q" — '/a

I

r$ — '/asive DEF (fig. 12) respondet. Sitn = < '/, . parabolicae spirali * — ag spiralis

Sit e.g.n = - 1 Archimedicae spirali »r — ad sive ODEF (fig. 11) hyperbolica spiralis

respondet, cui aequatio rQ = '/a, cui autem nomen est lituus.
Quod jam ad reliquas atlinet aequationes algebraicas, quarum mutuam analogiam superiore ca—

pite sumus perseculi, lineae iis e mostra coordinatarum u et v definitione indicantur haud usilatac.

Quare hoc unice moneamus: uod superiore capile vidimus primitivae alicujus coor—
dinatam u in u, = u 4 g licere mulari, modo analogam item alterius figurae coordinatam

- hoc loco, ubi de polaribus coordinatis sermo est, nos docel.

n'in u'y, = u + g mutemus
primilivam licere ita loco suo removeri, ut, puncto quod polum occupaverit ibidem remanente.
reliqua figura quotlibet graduum circumvolutione polum circumvehalur , modo totidem graduum
angulo analogam item liguram polum circumferamus. Archimedicam e. g. hyperbolicamque spi-
ralem (fig. 11 et 12) si angulo X0 X" — b polum circumferamus, sive —— quod eodem

redil

si rectam initiallem O X alia quadam directione O X" polum transire slatuamus.
(uae ita oriuntur spirales r = a (¢ + b) ac (¢ -+ b) r = '/a non minore secum quam

spirales antea consideratae r — a @ ac r @ = '/a conjunctae erunt aflinitate.

(*) Hujus item analogise bene multa occurrunt exempla e, g. in cissoidis civcularisve cardioidis vertice, parabolae

asymptotis parallelis respondente.
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De iranscendentibus igitur videamus inler coordinalas u el v aequationibus. Prima se offert
superioris capitis aequatio (82), qua in nostrum locum translata, cuilibet videmus spirali loga-
rithmicae @ = a lg. r aliam ex allinitale nostra respondere logarithmicam ¢ — — alg. r,
a primitiva non forma sua discrepantem, sed hoc tantum quod directione, primitivae directioni
opposita, procedat.

Superioris jam capilis aequationem (84) attendamus, et functiones quidem F, F, @ circulares
esse stalgamus. Quo facto, magnus se praebel nobis aequationum numerus, quoad coordinatas
quidem u et v [ranscendentium, algebraicas autem indicantium lineas.

Sit e. g. primiliva recta quacdam r — a, sec. (¢ — b) sive D E (fig. 13): circulus respondel
r — ('/a) cos.(» — b) sive O G K, polum fransiens; centrum circuli C in recta situm est O F.
quae a polo O in primitivam rectam D E perpendiculariter ducitur; recta autem primitiva., si
a = 1. circulo est recta langentialis; sin non a = 1, non ipsa quidem circulum tangit. at
est tamen parallela tangenti H K, quae in perpendicularem O F perpendiculariter erigitur. Unde
sequitur, si primiliva fuerit n-gonum seu mulua n rectarum inlersectione orla fuerit, fore ut
n circulorum polum iranseuntium conslet analoga singulorum singulis parlibus; nisi primitivi latera
statuas reclarum polum [ranseuntium [uisse partes: quo casu analogi item n-goni analoga latera
curvedinem suam amittent in rectasque abibuni.

ab

Primitiva jam sit hyperbola r — —5 = 57y — . sm vy » CUi centrum sit ipse polus: res-

. 1 ° a2 . 9 . ALy
pondet lemniscata r = (;)) V' (bh eos. ¢ — @' sin. Q) cujus ipsius quoque centrum polus

occupat. Similique ratione procedentes, ex mulua aequalionum

a

== (;—) Vv cos. 2 Q

VvV oc0s.2 @

ab | o 2wl
T TV Dcos. % + ot sin ! ro=(5)V O cos. 9 + 2 sin. °9)
bh? ? L = e
T AtV @ =) os @ =l ek Vet e fiaerl
1 .
P e r= (31 + cos. §)
’ 1 + cos @ (') (
_ 2 ab® cos. @ . a® sin. °¢ = b? cos. P
s a® sin. *@ = b cos. "5 2 ab’. cos. @)
L _pes O . (G)sn 9
- sin '@ | cos. @
3 1
r — a sec. CP + b { r — -n—m
ad ‘ _ sin. @
~ sin. @ ‘ T Tao

8
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analogia hanc sequi videmus mufuam linearum ex affinitate nostra analogiam: Hyperbolam, de
qua modo sermo eral, reddamus aequilateram: hyperbolae huic GHD EJF (fig. 14) analoga
lemniscata in illam abit lemniscatam H'OJ' (fig. 14), quae a Fagnani nomen habet sive cujus
punctum in polo duplex ramorum sibi invicem perpendicularium mutua intersectione oritur. Hyper-
bolam in ellipsin mutemus, eodem tamen loco centrum maneat: fizura respondet, ad lemniscatarum
genus ipsa quogque referenda, duplici tamen puncto carens. Primitiva rursus sit ellipsis hyperbo-
lave, at polum alteruter focorum occupet: cardiois respondet: ellipsin hyperbolamve in parabolam
mutemus : cardiois in eircularem ut vocant cardioidem abit. Primitiva rursus sit ellipsis hyper—
holave, alterutro vertice polum occupante: lineae respondent satis simplicis formae: sin parabola
fuerit primitiva, analoga in ecissoidem abit. Nec minus simplices erunt lineae, concheoidi vel Di-
nostrati quadratrici respondentes.

Quae autem e generali capitis Il affinilale u — u', vv' — 1 hacee nostri eapitis coordinatarum
u et v definitione orta est figurarum affinitas @ = @', rr' = 1, polest illa aequationibus quoque
inter orthegonales coordinatas indicari. Quibus tamen aequationibus omnium illarum proprietatum
analogia, de quibus hocce capile vidimus, h. e. quae ab ipsis polaribus coordinatis u et v
sive r et @ earumve a differentialibus functionibus pendent, minus fit simplex atque perspicua;
quare asymptotae, polumve transeuntes radiove veclori perpendiculaves reclae tangentiales, pune-
tave in polo asymplota, aliaeve istiusmodi primilivae proprietates quidnam in analoga figura requi-
rant sibi analogum, non potest nisi prolixis formulis magnoque labore investigari; al contra

harum proprielatum analogia, quae ad rectarum tangentialium cum recta initiali O X intersectionem

a ix . G- ' _—
spectant, e. g. d—i’ Y :T;" y "%{7 aliove modo ab orthogonalibus pendent coordinatis ——
quorum lamen minus simplex erit nosira ex affinitale relatio —— facilius pelerit novis de quibus

jam videbimus formulis investigari, Habemus igitur:

' ' | cos. @ r. COS @ X
X = r.cos @ e, T e (R
' ' - ' sin. ¢ r.8in, p ¥
y = r. s P = 2 - = T xiiyr
¥ x34y2) dy — 3. d (x*+3?) dy
oty = B e SR BT e
ay —— ATy . (%*+5%) i, = dx
ax’ X ph (x*4y2) dx — x, d (x243y*%) - = > A dy
¢ (x,ﬂ,) @y e DR
2 dy » - T P
quae aequatio, si sit —— = o vel @ vel = 1, in simpliciores hasce abit formas
dy' 2y vy’ _  yr—= dy' =—yiyexy
dx’ i X’fy_n dx’ Axy _(—1_\1' e yi—x2 '_.F 2xy
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Prolixiore hacce adhibila substitutione x' = ;E}—, Y= Fi‘T’ eadem jam quae supra pro-
dibit algebraicarum linearum, ex affinitate nostra sibi respondentiunﬁl., analogia, uf sequentes nos
docent aequaliones: Sectioni cuilibet conicae, cujus indefinitus est situs atque forma, h. e.
quae generali indicatur secundi gradus aequatione

ax *+ by*+ exy + dx +ey + f — o
linea quarti gradus respondet

(ax *+ by *+ exy) + (dx + ey) (x*+ V) + (x4 ¥ = o

= | #’x =+ Py = o b | a’x *+ by ’= '’ (x4 ¥

D] @Ry | 2 | (x— ex i oy) By (x4 v
B yr=pir—y E | Y=px—ax—q) 4+ V)

g N :—:(237 X) x & 2ab’x (x*+ y) — a’y*x bXx =0

T oy Vi=px (x4 ¥)

8%




C-APUT IV.

DE ILLA FIGURARUM AFFINITATE, QUAE IN ORTHOGONALIUM CQORDINA-
TARUM SYSTEMATE AEQUATIONIBUS INDICATUR

Etr =1, (= e

])e generali videamus hocce capite affinitate, de qua Capite I° sermo eral, aequationibus
u' — 1, vv' = 1 indicala; coordinalas aulem u ac v non jam orthogonales sive vulgares
designare statuamus coordinalas x et y, sed hune in modum definiamus: Due sint puncia fixa
A et B (fig. 15), quae polorum nomine donemus rectaque conjungamus X'A BX: punctum jam
quodlibet C definiatur duarum rectarum A C et B C interseclione, quarum altera polum A altera
polum B transeat, h. e. definiatur angulis CAB et CBA sive ¥ et x ., quos cum recta X'X
faciunt radii vectores AC et BC sive rectae, cum alterutro polo punctum C conjungentes.
Et affirmativa quidem sit angulo { directio LBNR, negativa RNBL (h. e. puncte C sit
¢ — -+ BAC, punclo autem L sit ¢ — — BAL), angulo contra x affirmaliva sit directio
LANS, negativa SNAL; recla astem X'X sit utrique angulo initialis sive unde in angulis
¢ el

% computandis exeamus. Coordinalas jam u ac v si ipsos designare staluimus angulos
¢ ac y, figurarum prodit affinitas haecce

W =1  xx' =1




quae tamen haud profert simplicem aliquam multarum proprietatum analogiam; quare praestal,
pro angulo ¢ et x eorundem langentes substituere. Cujuslibet igitur puncti C coordinata u sit
tg. ¢ sive tg. CAB, coordinata autem v sit tg. x sive tg. CBA. Affinitas ita oritur. de
qua hocce capile agamus,

(tg- ) (tg¥) =1 (g x) (e x) = 1.

Symmetrica jam illa coordinatarum u ac v mutua relatio, quam, quod ad analylicas formulas
allinet, inler generales istas exslare coordinalas monuimus capitis I initio —— quam eandem,
si u ac v orthogonales designant coordinalas, intactam subsistere, quod ad geomelricas altinet
proprietales, ex jis apparel, quae in reliqua capilis I parle occurrunt —— eadem illa symmeiria
hie quoque inler coordinatas reperiefur tg. ¢ ac tg. %, siquidem nulla est caussa, cur polorum
alleruter prae altero praestel. Quod hic quoque iterationum fugiendarum nobis copiam facit,
siquidem , quae de altero polo de allerave figurae cujusdem parte monuerimus, de allero allerave
quoque affirmare licebit.

Ut jam possimus ea, quae capile I reperimus, nostrum in locum transferre, videamus anlea,
quidnam hoc loco sibi velint elementa elementorumve series finitaeve coordinatarum u ac v functiones:

coordinatarum igitur quotiens % ex hacce noslri capilis coordinatarum definitione huc redit:

CM
- ) i Eop e
v 12y fg. CBA g . (ﬁg 15)

w  tg.w  tz. CAB (UM) = BM
AM

adeoque quotientem indical distantiaram AM ac BM, quibus a polis distal reclae polos conjun-—
gentis X'X cum perpendiculari CM intersectionis punctum M.

Ipsorum jam elementorum, quorum mutuam analogiam relationes (8) nos supra docuerunt. si
significatum quaerimus, e nostra coordinatarum definilione illis contingenlem, dubia quaedam se
nobis offerunt, quae ul accuratius de iis videamus requirunt. Primum enim, si elementum quod-
dam proponitar u = + b, v = — b, cujus coordinalae non magnitudine sed signo tantum
discrepent , erit nobis, e coordinatarum definitione supra allala, per ulrumdue polum recla quae-
dam ducenda, ila quidem, ut recta AC cum X'X angulum faciat CAB, cujus tangens b ab
alierius anguli CBA tangente non nisi signo discrepel, h. e. qui sit anguli CBA, quem cum
X'X altera recta BC facit, supplementum. Rectas igitur vides CA el CB fore sibi parallelas.
nec fore iis adeo ullum infersectionis punctum; unde sequi credas, ut hujusmodi elemento nullim

indicetur nostro capite punclum. Attendamus lamen, elementum u = -+ b, v = — b limilem

esse, (quo infinita quanti @ deminutione tendat elementum u = + b, v = — (b + w), h e
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reclarum, eadem fere directione procedentium, interseclionis esse punctum, a polis infinite distans:
facile jam apparel, elementum nosirum u = + b, v = — b terminum indicare, quo tendat
puncium, rectam AC aliamve huic parallelam finiteque ab hac distantem haud deserens, a polis
aulem infinite recedens. Quod si in elementum transfertr u — + ®©, v — — o . terminum
apparet indicari puncti, in recta RAT aliave in recla rectae X'X perpendiculari siti, a X'X
aulem infinite recedentis. Elemenltum igilur u = + w, v = — @ nostra e coordinatarum
definitione indefinitum esse vides, siquidem cunctaindicat puncta, quorum a reclis RAT vel SB
quaelibet finita sit vel etiam nulla distantia, modo a recta X'X infinita sit eorum dislantia. Nec tamen

nostro hoc coordinatarum systemati tribuendum : eadem enim ambiguitas, si vulgaribus utaris eoor-

dinalis u = x el v = Y, elemenlo nest u = + ® v = — o, quo quodlibet designatur
quarti quadrantis punctum, cujus infinita sit a reclis X'X et YY' distanlia, indefinito punchi situ;
quam situs ambiguitatem si tollere cupias, adjici oportet ‘T = L\ = tg. ® = b. Idem hoe
loco faciamus: ad elementum enim ceteroquin ambiguum u — + @, v — — o definiendum

adjiciamus , quinam sit coordinalarum quotienti tribuendus valor, h. e. quaenam sit distantiarum
AM et BM relatio: quo facto, determinatur punctum M, definiturque adeo, recitamne R AT an
vero SBU an vero neutram punctum nostrum occupet. FEadem ambiguitas elemento inest
u = 0,v = 0: quo indicatur intersectionis punctum rectarum, polos A et B ita transeuntium.
ut angulum cum recta X'X faciant nullum vel saltem infinite parvum: quas adeo rectas vel ipsam esse
rectam oportet X'X vel reclas sallem, quae, quamdiu a polis finite distent, cum recta X'X congruant .,
nec nisi infinifa a polis distantia finitam a recta X'X distantiam nanciscantur. Elemento igitur u — o y
v — o cuncta vides designari rectae X'X puncia cunclaque praeterea puncta, quorum finita a X'X,
infinita a polis sit distantia. Itaque hujus quoque elementi ambiguitas additione quotientis ;u - %
punctique adeo M definitione tollatur necesse est. Videndum tandem de elementis, quibus sit u — o,
v contra finitum ; quibus indicantur intersectionis puncta duarum rectarum, quarum altera rectam
X'X in polo B cerfo sub angulo transit, altera polum conitra A pervadit angulumque cum X'X
facit nullum adeoque cum X'X congruit . hanc autem rectam, nisi sit v item = o, non posse
a recla polum B pervadente in alio puncio nisi in ipso polo B secari manifestum est; unde
apparel , istiusmodi elementis ipsum significari polum B. Quae tamen ratiocinatio non amplius
valel, si figura polum B infinile quidem appropinquet nmec tamen transeat —— quemadmodum
fieri solet, si polus B figurae sit punctum ut dicitur asymplotum. Lineam enim fingamus quam-

dam f (u, v) = o, cujus coordinala v varios inde a b usque ad ¢ nanciscente valores

Iy, B F 0 s v ¢, altera conira coordinala u maneat semper = o ; cujusmodi linea, si vul-
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garibus utimur coordinatis w = x et v = y, lineam indicat FGHJ (fig. 16), cum axe YY
sive x = o per aliquod spalium congruentem; cujusmodi vero lineae e nosira coordinalarum
definitione hoc proprium est, ut polum B infinilae parvilatis gyro p p' p".... circumvolvatur.

Hujusmodi igitur lineae varia elementa

0 =0 V — b
a="0 v=1N
=10 v =D>"

non polum cuncla indicant, at varia potius indicant gyri istius puncta p, p', p"', ete. Sin polus
B non fuerit istiusmodi punctum asymptotum , sed a figurae contra rame KBMN transvadatur.
angulus % sive ABM, quem cum recta X'X facit radius vector BM puncti M a polo B
paullulum distantis, ipsum indicat angulum ABP, quo figurae ramus KBMN sive e¢jusdem
recta tangentialis B MP rectam X'X secat; quo casu elementis modo memoralis non varia, ul
supra, indicantur figurae puncta, loco definito, directione indefinita, at unum conira semper
indicatur punctum, ipse videlicet polus B, adjecta tamen directionis, qua figura eum fransit,

definitione. Eadem autem illa, mutatis mutandis, de elementis item valere

== a v = 0
U= a ¥ = 0
u—a Vv =0

monere vix opus est.
Haec jam allendentibus nebis facile erit elementorum definire nosiri e coordinatarum systemalis

sensu significalum. Qua in re brevilatis caussa statnamus, ad neutrum polorum A vel B, nisi
cosdem pervadat, infinite figuram nostram appropinquare , neulrumque adeo polum esse ei punc-

tum ut dicitur asymplotum , siquidem non occurrunt haecce puncta in illis figuris, quarum hocce

capite videbimus analogiam. Videmvs ilaque

U—0 V=20 —=0 rectae X'X tactio in polo A
u
—_— s = S e L
u
! s e W punctum rectae X'X, cujus finila sit a polis distantia.
- u &
2 wmT T :j = +1 :5_‘”} punctum O, inter polos A el B intermedium.
4] 7
— Y — 1|~ |punctum, eujus a X'X nulla vel finita, a polis infinita sit dislantia.
u
l=® V=0 ~ =0 terminus puncti, rectam RAT haud deserentis, a polis infinite receden-
0 .
(tis.

—_— t=w terminus ejusdem puncti, rectam SBU haud deserentis.
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rectac X'X intersectio in polo B sub angulo CBA = b

— A———— CAB = a [
’ ‘rectae SBU ftactio in polo B
| | — RAT ——— A
‘én‘ punctum rectae RAT, a polis finite distans.
£ | M)

punctum, cujus distantia a rectis X'X, RAT, SBU finita.

punctum, cujus distantia a rectis X'X, RAT, SBU infinita, ita tamen

|
i (ut nulla reliquas infinities superet.

|punctom rectae YOY'.
Altendentibus jam nobis, elementorum seriem u — o cuncla designare ista elementa
Ni=="O vV =20
Wi=v0r, Wa==d
M=o W=D
ua = 0 Y ¥ o)

quibus, varios nanciscenle coordinata v valores. sit semper u = o, idemque de reliquis valere

elementorum seriebus, perfacile jam erit, ex elementorum significatubus modo definitis , quid sibi

hoc loco variae velint elemenlorum series jam definire. Videmus enim

elementorum seriebus

0

=)

| rectam X'X, adjectis punctis, a X'X finite , a polis infinite distantibus.

designari

Asnsacy e

—— X'X, iisdem adjectis punctis.

—— polum A transeuntem, modo ne sit X'X vel RAT vel SBU

rectam RAT, adjeclis punctis, a RAT finite, a X'X infinite distantibus.

—— BBy o et 7 SR L e -

— rectae X'X perpendicularem.

S RAT
—— SBU

—— YOY', inter RAT ac SBU intermediam.

—— X = 4 @ seu ferminum rectae , rectac X'X perpendicularis .
(a polis infinite recedentis. '
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Quibus jam definitis, nostrum in locum transferamus quam Capite I reperimus mutuam elemen-
torum muluamve serierum elementorum analogiam. E relationibus (4—6) igitur apparet, fore
ut ex hac quoque nosiri capitis affinitale nomnullae sint reclae, quibus analogas facile invenire
possis. Docent enim relaliones (4), cuilibet rectae polum A transeunti aliam respondere rectam.
idem punctnm trauseuntem ; relationes (5) contra, cuilibet rectae polum B pervadenti aliam
analogam esse rectam monent, quae eundem polum permeet; relaliones (6) tandem, cuilibet
rectae, reclae X'X perpendiculari, aliam respondere docent alterius figurae rectam eidem X'X
perpendicularem. Ex his tamen rectis alterutrum polum transeuntibus excipiendam esse apparet
ipsam rectam X'X: serierum enim u — o ac W — Q0 serierumve v -— 0 ac v — @ si
mutuam quaerimus analogiam, attendendum erit, universarum serierwm hinc oriri mutuam analo-
giom, quod analoga utriusque seriei elementa sibi invicem respondeant: seriem ilaque u = o ita
respondere seriei u' = o, ub prioris seriei clementum u — o, v = o (h. e recta XX)
respondeal alterius seriei elemento u' — w®, v = ® (h e punctis a X'X infinite distantibus).
reliqua autem prioris seriei elementa u — o, v finitum vel infinitum (h. e. poli B variis sub
angulis transitio) reliquis respondeant alierius seriei elementis u' -~ @, v' finifum vel infinite
parvum (h. e. variis rectae RAT punctis).

[nter has autem rectas, e relationibus (4 —6) sibi invicem analogas, 6 esse vidimus Capite I2,

quae ipsae sibimet respondeant: reclas videlicet

u + 1
u |
v + 1
v = —1

recias nostro loco designantes ANS, ALU, BNR, BLT (lig. 15), rectam X'X in polis
sub angulo = 45 pgraduum secanles; reclam praeterea %— — + 1 sive YO Y'; rectamque
tandem — — 1 sen terminum X — = oo rectae ab YOY' infinite recedentis. Quam
tamen analogiam non ita intelligendam esse vidimus Capite I°, ut quodlibet earum punctum sive
elementum ipsum sibimet esset analogum: nam 4 tanlum esse elementa, quibus talis contingat in

trapsitione ad analogam figuram conslantia: elementa primum

g &= o dw + 1
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h. e. puncta N et L, in quibus rectae se invicem ANS ac BNR rectaeve se invicem ALU
ac BLT offendunt; elementa deinde

=14t w= —1

0 ==dwv= 441
h. e. puncta, quorum infinita a X'X, eadem tamen a RAT quoque vel a SBU infinita est
distantia, h. e. termini punecti, rectam A NS aliamve huic parallelam vel rectam contra AL U
aliamve huic parallelam haud deserenlis, a polis aulem infinite recedentis. Reliqua conira
elementa non fore sibimet ipsis ex affinitate nostra analoga, docent nos relaliones (8).

Quae autem e relationibus his (8) sequitur punctorum analogia mutuam quamdam nobis praebet

illarum utriusque figurae proprietatum analogiam, quae ab ipsis elementis pendet; siquidem, pri-
mitiva si punclum quoddam franseat, punclum puncto huic e relationibus (8) analogum analogae

esse figurae transeundum manifestum est. Quae tamen proprietatum mutua analogia hoe loco

non unice sicut Capite 1% fiehat ——— ad analogum spectabit utriusque figurae situm,

directionum analogiae nulla habita ratione, sed parlim situs, partim directionis respiciet analogiam.

Suppositione enim supra a nobis facta

non fore A vel B punclum asymptotum —
factum est, ut elementa hocce capile et locum denotent, quem occupet figura, et directionem
interdum , qua procedat.
Quod igitur e relationibus (8) elementa
u—a v=~>b a u =" v =">

sibi invicem respondeant, hoc loco nos docet: Prout primitiva a rectis XX, RAT, SBU aut

finite distarit aut non finite, idem esse de analoga dicendum. Quod autem

j =0 v b | i = W v = b
z | R e
= =3 v 0 2 1 fal =tz o
= S . . i
D u oo} == S= -glis=ui v = "b
=] % ]

bl =" & v @i v = Ya. v =e

nos docet: Quoties primitiva alterutrum polum, A vel B, obliquo sub angulo tramsierit, tolies
analogam certum quoddam transire punctum alterius alterum polum B vel A iranseuntis rectae
SBU vel RAT; cujus quidem puncti finitam a X'X distantiam certa quadam ratione pendere

a directione, qua polum A vel B primitiva transieril; indefinitum tamen esse, nisi differentiales

coordinatarum functiones attenderis vel accuratiorem sallem vei invesligalionem instilueris, qua-
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nam directione reclam illam SBU vel RAT offenderit analoga, rectamne illam teligerit an vero
secaril. Vicissim : quoties reclarum RAT vel SBU alterutram primitiva, qualibet directione,
at certa quadam finita a X'X distantia offenderit, foties analogam allerum transire polum B vel A,
et ea quidem directione, quae a situ pendeat puncli, quo rectam RAT vel SBU primiliva
offenderit (*). Mutua porro elementorum

m=0 V=20 a u =a® Vv =0

w =g a0 e=fle aeiduins == Do oWie=
analogia nos mwonet: rectarnm SBU vel RAT allerutram si primiliva in ipso teligerit reclae
illius cum recta X'X intersectionis puncto, h. e. in ipso polo B vel A, analogam requiri alterius
rectae RAT vel SBU in altero polo A vel B ab analoga figura tactionem (). Mutua tandem
elementorum

WoESig Lo WIES0 e b ubiE e niwines o

u — @ Y — @ ac n =90 V. = 0
analogia ob indefinitum horum elementorum significatum nullam quidem universe affert proprietatum
analogiam; sin elementa accuratius definimus, attendimusque, ex aequalione (3) esse % = —'

videmus

v = E v
u 0 v 0O — =0 = u = D vV = @& — = @®
< | 1
=
| =
: 5] v
=2 . —=® | 3 | ===
- " | :
= v g | ' | v
= M = 9O V= 0 =— ok 5 | 0 =0 ¥V =0 —_— == D
) = ‘ i
‘ 2 ‘
| y & v
| - — = D o — ) zema ]y
! u = | u’

h. e. quoties analogarum figurarum alterutri alterutra rectarum RAT vel SBU asymplotae parfes

praestarit, foties rectam X'X ab analoga figura in altero polo B vel A tangi (§); vicissim.

rectam X'X si in allerutro polo primitiva teligerit, analogae nullam ab altera rectarum RAT

#) Exeinpla pracbent rectae WK (fig. 24), parabolarumve (fig. 25), hyperbolarumve (fig. 26 et 27), circulorumye
fie, 28) intersectionis puncta K et K’ cum recta RAT, I’ et P* cum recta SBU, quibus respondent obliquae in

polis B et A rectae X'X ab analogis figuris transitiones.

(+) Exemplum praebet fig. 21: quum enim primitiva ellipsis HAJB rectam RAT in polo A tangst, analogam
videmus respondere alterins rectac SBU ab altera ellipsi H'AJ'B tactionem in polo B; vicissim primitivac HAJB
rectam SBU tangenti analogam H*AJ'D respondere videmns, rectam RAT tangentem.

(§) Exempla pracbent enalogae hyperbolae (fig. 22) amnalogaeve sibi cissoides (fig. 28), et rectam X'X in polo B
tangentes et recta RAT aspmptotas gaundentes: alterutrius enim per polum B transitioni ramus respondet alterius,

rectam RAT tanguam asymptotam persequens.

o*
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vel SBU, infinitam a X'X fore distantiam, adeoque, nisi analogae obstarit directio accuratins

investiganda, alteram illam rectam RAT vel SBU analogae fore asymptotam. Quod porro

elementis
v T s &)
i 0 Eye= g — ¢ il ol — — = /€
1 u
5 respondeant . , v
" = IRV s ph R S 0 =0 V =0 > e

nos docet : Quot alterufri figurae sint asymptotae , rectis RAT ac SBU parallelae finiteque ab illis
distantes, lolies rectam X'X ab analoga figura offendi (*); contrarium stalui non posse, nisi
directionum sinat analogia; plerumque igitur fieri (si ponamus ¢ — — 1), ut alterius figurae
ramus parabolicus sive cui recla X — == @ sit asymplola, alterius figurae ramo sit analogus.
qui recla X'X aliave huic parallela finiteque ab hac distante tamquam asymptota utatur; ad istius-
modi tamen asymptolarum analogiam requiri directionum praeterea mutuam analogiam, a differen—

tialibus coordinatarum functionibug repetendam. Quod landem elementa sibi invicem

u=—b v + b 8 uw=— (—1) ¥ = ik (L)

b b

respondeant, indicio nobis est: Primitivae si asymptola fuerit, rectae X'X nec parallela nec

perpendicularis, alieri quoque figurae ——— modo directionum sinat analogia asymptolam fore,
quae reclam X'X obliquo angulo secet (4); ac si angulus quidem ille fuerit + 45 vel — 45
graduum in primitiva, eandem fore angulo illi in analoga figura magnitudinem (§). Analogia
fandem, qua sex elementorum series (7) vel qua elementa

u L1 v 4 1

u=—1 v=—1
sihimet ipsa respondere supra vidimus, hanc affert proprietatum analogiam: Quoties rectarum
YOY'. ANS, ALU, BNR, BLT (fig. 15) unam alteramve primitiva oflenderit punctorumve
N vel L alterutrum transierit, foties analogam in analoga figura requiri ejusdem rectae offen-

sionem ejusdemve puncli fransitionem (*¥).

(*) Primitivae e. g. hyperbolne ssymptota D E (fig. 24 et 26) respondentem sibi habet reetae X'X transitionem ab
analoga recta W K in puneto V' (fig. 24) analogave ub hyperbols in puneto V© (fiz. 26.).

() Exempla prachent analogae anslogarum hyperbolarum asymptotae F G ac F' G’ (fig. 22 ac 26) vel DE, F G ac
D' B, F'G" (fiz. 27), respondentesve sibi invicem analogarum parabolarum asymptotac (fig. 25), vel recta tandem W K
(fig. 24), quae ipsa sibimet est asymptots respondentemgque sibi adeo habet analogae hyperbolae asymptotam F G (fig. 24).

(§) Exompla videmus in asymptotis hyperbolae V' A W' VB W (fig. 27), sibimet ipsius respondentis.

(**) Punctum e. g. L et a primitiva WK et ab analogn FAEDLBG transiri videmus (fig. 24); cirenlum autem

ANBL (fic, 21), ipsum sibimet vespondentem, utrumqgue videmus punctum transire, et L et N.
g s 1 1 I
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Ut jam capitis 1 relationes (10) ac (11) hue possimus fransferre, videamus quidnam hoc loco
affirmativa vel negativa sibi velint coordinatarum signa. Attendentibus igitur nobis, anguli alicujus
tangentem esse

> o vel contra < o
prout angulo isli magnitudo contingat
inter — 180° ac — 90°
—— + 0 ac 90°
—— + 180" ac -+ 270°
ele.

[ ; infer — 90 ac — O
| —— 4+ 90° ac <+ 180"
vel conira ‘ "
i i e e 270° ac. 4 360"
I I ele.
facile apparet, cuncta puncia, quibus u = tg. ¢ = tg. CAB (fig. 15) sit aflirmativum, in

quadrantium RABX vel X' AT alterutro esse sita; eademque ratione procedentes, puncta videmus,

quibus sil

u>o0 Vv>o0 in rectangulo SBAR
u< o0 v<o0 g:} TABU
d ey <o ] in alterutro reclangulorum SBX vel X'AT
i SR i Rhite. RAX' vel XBU

Docent nos igitur relationes (10): Primitiva si alicubi in hac illave e qualuor istis universi
spalii partibus versata sit, requiri, ut analogum quoque alterius figurae punctum in ecadem spafii
parte versetur (). Dubium itaque videri possit, si primitivae punclum consideramus in rectan—
gulo SBX situm, sitne in eodem reclangulo SBX an vero in X'AT analogum huic alterins
ligurae punctum quaerendum. Adilendamus tamen, puncta, quibus sil inter coordinalarum signa -+
vel — discordia,

u> v _ETEEE in XTAR vel X'AT

prout sit sita esse -

uwv in XBS vel XBU

modo eam intelligamus allerius coordinatae prae aliera praestantiam, quae ad magnitudinem

fantum, non ad signum spectal. Relationes (11) in memoriam jam revocantibus nobis apparel.

(f) Primitive igitar si non extra RAT ae SBU extenditur, neque facict avaloga (fig. 21 et 28); primiti

quatuor spatii partes memoratas tramsierit, in cunctis erit analogae item figurae pars aligue reperienda (fig.

reliquas  quidem primitiva transierit, unam tamen e, g. TABU trapsive neglexerit, ejusdem partis transitio ab analog

item omittetur (fig. 22 et 26), eote
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puncio primilivae, quod in SBX, UBX, RAX', TAX' silum sit, punctum conira respondere
alterius figurae, cujus in TAX', RAX', UBX, SBX locus reperiendus (*).

Vidimus porro Capite [2, unum uni semper respondere ex allinitale nosira elementum
elemento; nequaquam tamen inde, si u ac v orthogonales designent coordinalas, sequi, uf unum
uni quoque respondeat semper punctum puncto; excipienda enim esse puncla, in alterutro axium
XX' vel YY' sita; quorum unicuique infinitam respondere analogorum punctorum multitudinem.
Eadem exceptio hic quogue e nostra coordinatarum definitione obiinel, non tamen in punetis
rectae YY'

quorum unicuique aliud cjusdem rectae respondere supra vidimus punetum ——
sed in punctis confra alterius rectae X'X; quorum unicuique innumera respondent hic quoque
alterius figurae puncta, quibus eadem quidem est a rectis RAT ac SBU dislantia, variae
conira sint a reela X'X distantiae infinitac. Ex his tamen punctis rectae X'X ipsi excipiendi
poli A ac B; horum enim alleruter, si per se speclatur sive figurae enm lranseuntis non
ralione habita, cunclis respondet alterius rectarum RAT vel SBU punctis, sive finila sive
infinita sit illorum a X'X distantia; sin non ipsum polum, sed figurae polum iranseuntis istud
spectaveris punctum quod polum occupet, unum tantummodo puncto huic respondet alterins rec-
tarum R AT vel SBU punctum; nisi rectom X'X statuas in polorum alterutro tangi; quo casu
isind quoque figurae punctum, quod polum occupal, cum reliquis reclae X'X punctis hac in
re convenit, quod infinila ei respondel punctorum multitudo, alteram rectarum R AT vel SBU
occupantium, a recta aulem X'X infinite recedentium.

Ex his jom facile patet, capitis I relationes (12), in nostrum locum translaias, de duplicibus
punctis haec nos monere: primitivae si fuerit alicubi punctum duplex, ex hac quoque nosiri capitis
affinitale requiri, ut ejusdem singularitalis puncium in analoga item reperiatur: excipienda tamen
esse puncta duplicia, in recta X'X sila, quibus vel duplicia posse respondere allerius figurae
puncta vel duos contra ramos, qui, finila a se invicem distantia servala, a recla X'X infinite
recesserint; majore etiam jure excipienda esse puncta in allerulro polo duplicia; cujusmodi puncio
primitivae ——— misi ob ramorum parallelismum tactionis simul punctum fuerit —— non duplex

alterius figurae respondet punctum, at duplex contra respondet reclac RAT vel SBU alterum

(*) Haee nutem rectangulorum analogia facile nobis veddit, quinam primitivae rami quibusnam respondeant ramis analogae
investigare. Iyperbolarum ¢ g FBRTJG ac F BRTJ G (fig. 22) hanc videmus esse mutuam analogiam , ut
yamus. B B respondeat alterius ramo G'J" T respondeantque sibi deinceps invicem rami BR ac RB, TJG ac BE .

Rectae autem W K haec erit cum analoga hyperbols mutua ramorum analogia, ut respondeant sibi rami W P ac F A,

PV ac AE, VL a¢c DL, LK ac LB, extrema tandem rectag pars ramo hyperbolae B G
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polum transeuntis ab analoga figura offensio; nec infinita erit —— quod in ramis duplici
puncto respondentibus requiri modo videbamus —— ramorum illorum a recta X'X distaniia,

at qualibet ab bacce recta distare possunt distantia finita.

Eandem tandem quam Capite I* adhibentes ratiocinationem, nostra quoque videmus ex affinitate,
si primilivae fuerit alicubi punctum @ reliquis scparatum punctumve interstitionis , analogum
requiri in altera figura ejusdem singularitatis punctum , pisi coordinatarum u ac v allerulra
fuerit — o, h. e. nisi rectam X'X singularia ista puncta occuparin. Quo casu, si dirimi velimus
quaeslionem, sitne analogum analogae punctum singulare necne., primitivae nobis eril natura

accuratius investiganda. Primitivae e. g. si hujusmodi contigerit elementorum series

n=lpmw ¥r=1>0 T Vil —
; i ; i
u=—0 v =250 _ : | - Q V 5
) cui analoga alterius , X
=0 vie= b - ; i =0 ¥ il
series respondeat | :

ele. I ete. y
B O I clpeEd { ) == i0n V== —

erit primitivae punctum @ reliquis separatum , ipsum occupans polum B; cui tamen puncio non
analogum in allera figura punctum ejusdem singularitatis , at rectae contra RAT cerla quadam
pars respondebit.

Ad differentiales jam coordinalarum functiones anleaquam transeamus, de Capitis I aequationi-
bus (2) ac (3) breviter videamus. Quolientis igitur % significatum supra (pag. 61) definitum
si attendamus, aequationem (3) huc videmus redire: Duo si habeas analoga sibi analogarum
figurarum puncta C et C', e quorum ulroque in rectam X'X perpendicularem ducas CM vel
C'M'. harum jam perpendicularium cum recta X'X intersectionis puncta M et M’ distantiis a polis

A et B distabmt AM, AM', BM, BM', quas inter haec erit relatio :
‘AM AI\‘[‘ 1 L | LAY I
(W) -4 (ﬁ) — 1 sive AM: BM = BM' : AM
Aequalio (2) contra non est hoc loco satis magni momenti. Quare hanc pofius nostro capite ei

substituamus inter coordinatarum functiones relationem:

1 1 v+ u

P 1 ¥ nv u -+ v

et Fo 1 . ——] - U — uv
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< * ¥ n= v . by . wga
Est autem functio illa —I‘T— ex hacce nostri capitis coordinatarum definitione

p— LN

. —H‘;—Z—/ —ig. (& + %) = — tg. [180° — (¢ + x)] = — tg. ACB. (fig. 15).
Hanc igitur funclionem quum ex affinitate nostra, si ad analogam transeatur figuram. eandem vi-
deamus servare magnitudinem, at signum == mulare, sequitur fore ut angulus ACB, quem puncti
cujuslibet bini radii vectores AC et BC secum faciunt, si ad analogum iranseatur analogae figurae
punctum , in supplementum sui abeat (*).

it haec quidem sulliciant de proprietatum analogia, quae ex ipsarum coordinatarum sequilur
velatione.  Ad differentiales transeamus coordinatarum functiones, ac primum quidem ad functiones
ordinis primi. Quarum quinam sit hoc loco significatus , ila apparebit: Duo fingamus figurae
cujusdam 1CC'J (fig. 17) puncla C et C', quorum infinite parva sit distantia: utrumque jam
punctum si eum ufroque jungimus polo et A et B, alterius puncti C radii veclores CA et UB
dterius erunt puncti C' radiis vectoribus C'A et €'B, ob infinile parvam punctorum € ac C
distantiam , paralleli aut saltem infinite parvo direclionis discrimine procedentes; eademque erit
caussa, cur eadem fere in ulroque puncto sit lineae ICC'J recta tangentialis MCC'Q. In quam
ab utroque polo perpendicularem ducamus AG et BH; a punctisque praelerea C ac €' in alterius
puncli radios vectores C' A ac CB' perpendiculares ducamus CD ac C'D'. Attendentibus jam
nobis, si a puecto C ad punctum procedamus C'. augeri angulum CBA — 3, minui conira
angulum CAB — {, hisque adeo angulis in processu illo incrementa contingere CAC' = — d{.

CBC + dyx, hic jam prodibit differentialis coordinatarum quotientis significatus :

CD — AC. sin. CAC' —= AC. sin. (— dJ) = — AC X dg
¢'D' — BC. sin. CBC' = BC. sin. (-+ dx) — + BC > dx
Ch  CC. sin. AC'C sin. ACC  __ sin, ACG
GED a0 O dln. BOO- 4, - iy BO Q! sin. BC H
AG WP aity TATOGH SRS GRS, SOl e g AT — dw 2
B . B0 sh B0 e B sy RE T B e Ay
AU N\ — (ap COM. cosee. 9 \ 2 — dy : Sin: *o. dap
el = (s ) X TG = o =
BC J dy C M. cosee, 7 dx sin. *w, dy

€08, . §in, %y

f dy ) N eos, o sin. e
(vl"-JR.— oy

(*) Exemplum praebent analogi sibi cirenli (fig. 28), quorum in primitivo guum constans maneat iste binorum

radioram vectornm angulus, sequitur ut in altero item circubo similis occurrat analogi anguli constantia
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: kB e . du ’ — AG i .
Diflerentialis igitur quotiens —— hoc loco quotientem indical ——— (*) perpendicularium , ab
q
. - . - v
utroque polo in rectam tangentialem duclarum., modo slatnamus esse ibi i 1— he
. o ey s < s . du .
modo de istorum primilivac punctorum dilferentiali quotiente —— agalur, quae reclam YOY

occupant

v . -
vel esse — = — 1 —— h. e. modo ista considerentur figurae nosirae puncta.
u
quae asymptotas rectae X'X non perpendiculares persequantur aliave quadam ratione infinile a
rectis RAT ac SBU recedant inque terminali adeo recta x — = o sila sint. Sin non sit

. . v 2
4 1 vel = — 1. funclionem (——)
1]

apparet faciliore nos posse ac simpliciore

u—- dv

ralione hoc loco geomelrice inlerpretari, quam possimus funclionem —i} cujus rei confrarinm
obtinuit in Capite 12, ubi functionis % major eral quam functionis (%) 1—': ralio habenda.

Definito itaque differentialium harum functionum significatu, mutuas jam in memoriam revocemus
earum relationes, in Capile I olim reperlas (pag. 11):

T SN By R 1)

du’ du

RO dy* ___u dv 5
= mT AR 3 Tu" ([4)
Quarum posterior nos docet: Si perpendicularium, in {angentialem reclam ductarum, quoliens
‘a2 v i, o . : 7 AM o 5 ks
(.) 5 = 55 (ig. 17) cum coordinatarum quotienie — = 45 (fig. 15) multiplicetur .
. . u dy BH NS AM 1 I l g >
productum oriri —. —— = —— > o, quod, si ad analogum iranseas analogae [ligurac
punctum , nullam subeat nec signi nec magnitudinis mulationem. Sit e. g. productum istud — 1
“u\2 dv S BH BM s i .
adeoque (—). = el =iy e, figare ' $ X perpendi-
deoque ( \_) T Al —r» D e figura nostra vel sit rectae X'X perpendi

cularis habeatque adeo BH = BM ac AG = AM, vel rectam X'X in puncio aliquo K (fig. 18)

offendat [-quo casu punctum M (fig. 15) in ipso illo puncte K (fig. 18) erit situm, erilque adeo

gl , e BH BK BH BM : ]
ob trianpulornm KAG ac KBH similitudinem - — — he — = —|; in analoga jam
i Alx AlL Al AM =
; u’ dv’ .
figura analogum productum —-. —— erit = 1, adeoque analoga quoque figura vel rectam
g 2 ;

X'X secabil vel erit rectac huic perpendicularis : unde sequitur, si primiliva alicubi finite a
rectis X'X, RAT, SBU distarit fueritque ibidem rectae X'X perpendicularis, eandem requiri
in analoga alterius figurae parle perpendicularitatem (4).

Ad aequationem (13) jam transeamus. Quam supra vidimus (pag. 12) aliis ortum praebere

" = . o Al F A ! | T : . 5
(*) Vel, si maovis, — W; gicut e formulis modo allatis efficias, Quum fameu arbifraria plane sit ratio, qua

perpendicularibns AG ac BH affirmativam dicimus vel negativam contingere longitudinem , quotientis B hoe loco si-
gnun + non attendamus; de hoe enim infra agetur (pag. 79).

(f) Exempla prashent respondentia sibi analogorum circulorum puncta V ac W', W ac V' (fig. 28) analogave ans-
logarum parabolarnm puncta H et H’ (fig. 25).

10
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relationibus (18-20); quas tamen parva hacce afficiamus nosiro loco mutatione, ut pro functione
= dv . 5 , < u \2 dv g )

ibi occurrente - - functionem ubique substituamus ( T)' —» cujus majus est hoc loco quam
illius momentum ; quae non obstat mulalio, quominus integrae subsistant relationes (18-20).

Relationum igitur (18), quae mutatione nostra hanc induunt formam

T | e u)\2 dv - n \2 v
\ — finitum , (—) B g ('*7)- a—
1 e g du v du
si o sil ‘ - finitum fore — finitum

% - G e

varius in variis punetis erit sensus. Primum enim fieri polest, ut non quotiens tantum %, sed
ipsae quoque coordinatae u ac v sint fmitae : cujusmodi punclorum duo sunt genera, alterum
illorum quae a rectis X'X, RAT, SBU finite distant, allerum illorum, quibus a rectis illis
infinita est distantia, nulla tamen distantia reliquas infinities superante. Fieri deinde polest ut st

1‘1 quidem finitum, u ac v conlra = o, vel ut sit —;— finitum, u ac v = . In quaternis
hisce punctorum generibus relationes (18) adhibeamus.

Primum itaque istiusmodi fingamus primilivae punctum, quod a rectis X'X, RAT, SBU
finite distet. Cujusmodi in punclo fieri quidem posse patet, ul quae punctum illud lransit recla
tangentialis alterutrum praeterea polum pervadat perpendiculariumque adeo A G ac BH alterntram
ad nihil reducat, non vero fieri posse , ul ulrumque eodem simul tempore permeet recia
langentialis polum , neque adeo posse el AG et BIl simul evanescere; nec vero fieri posse
patet, ut sit in istiismodi puncto perpendicularivm A G ac BH allerutra infinita. Quoliens igitur
Ii_]‘f ub sit in istivsmodi punclo vel — o vel = o vel fimilum, requiri apparet, ub sit vel
BH — o, AG finilum, vel AG = o, BH finitum, vel tandem BH ac A G finita, h. e.
ut reeta tangentialis vel polum B vel polum contra A vel neulrum landem Iranseat polum.
Docet nos igilur relatio (18): Si primiliva alicubi finite a rectis X'X, RAT, SBU dislarit ejus—
demque ibi recta langentialis allerulrum neulrumve (ransierit polum, requiri ut analoga analogae
figurae recta tangentialis eundem, quem primitiva, neutrumve, si neulrum primiliva, {ranseal polum.

. - . * LT . . ¥ 3

Sit jam deinceps primitivae alicubi u — b,v — + b, — = — 1 silque adeo ana-
v P X

logae u' = — ', v = + '/, — = — 1, h e el primiiva el analoga a reclis

X'X, RAT, SBU infinite distet, ita tamen ut ne una e fribus reliquas infinilies superet

distantias, In istiusmodi jam punclo si contingat primitivae asymplota, rectae X'X nec parallela

nec perpendicularis eandemque reclam in alterutro polo vel finila sallem a polis dislantia
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spcans. —— ulraque perpendicularis, et AG et BH, recle definitae erit nec tamen ejusdem
gl - n \2 iv o 8

magnitudinis, earumque adeo quoque quoliens (T‘) . —;—;— recle erit definitum nec tamen = 1:

ac prout quidem asymptota vel polum A vel polum contra B vel neulrum tandem ftransit polum,

2 dv . . .
erit (ti) . — vel = o vel = o vel [nitum, Relatio (18) igitur

du

si allendimus .

- u \2 dv' Lo ¥ u dv - v \2 ol !
analogum  quolientem (T) o ST (‘ d“) X (u—). siquidem sit hoe loco
5 . u T . u\2 iv i T
~ — 1, non posse esse = 1, nisi primitivus quoque quoliens (‘) . _‘h} fuerit = (— 1) — 1:
u i
. . g 2 dv!
quod non fieri hoc loco posse, modo statuebamus nos docel, idem de quotientis G) —1‘—
2 au

du
fueril . rectae X'X nec parallela nec perpendicularis eandemque in alterutro polo finitave

—_— 2y — —_— . R ;
quod de quolientis (;) ~ magnitudine posse aflirmari: h. e. alterutri figurae si asymplota

saliem a polis distantia fransvadens, similem requiri in altera figura asymptolam , qnﬂd eundem .
alque primiliva, neulrumve, si neulrum primitiva, transeat polum. Quibus tollitr ambiguitas .
quac de mulua hujusmodi asymptolarum ex aflinitale nosira analogia se nobis supra (pag. 68)
offerchal.  Asymplota vero mnoslra si rectam X'X infinita a polis distantia permeet (¥) vel
< figura nosira infinite quidem a recis X'X. RAT, SBU recesserit, asymplola vero
ibidem careat (), ulraque perpendicularis, et AG et BH, erit infinita, earum autem dis—
crimen nullum vel finitum, earumque adeo quoliens i—j—l—l ad limilem tendet 1: hoc aulem si
fiat., analogum item quolientem (ii)q % fore — 1 modo videbamus; quod rursus fieri non
polest, nisi in analoga quoque figura infinita sit utriusque perpendicularis magnitudo. Docel nos
ivitur relalio (18): Primiliva si infinita a recis XX, RAT., SBU, nec ab harum una
alterave infinilies majore quam a reliquis recesseril distantia, vulgari tamen carueril asymplola.,
idem posse de analoga aflirmari.

[n tertio jam quarlogue e punctorum generibus modo allatis non magnopere nos adjuval re-
latio (18). Primilivae enim staluamus esse alicubi asymplolam aliquam, reclis RAT, YOY'.
SBU parallelam finiteque ab his distanlem: erit ibi u —= @, v = ®, ;— finitum, A G praeterea
ac BH finita a seque diversa, earumque adeo quotiens % sive (i—‘) ':;— finitus ac recle
definitus nec = 1; at, si primitiva finite quidem a rectis RAT ac SBU infiniteque a recla X'X
vecesserit, non vero habuerit ibi asymptolam, nisi forte lalem, quae rectam X'X infinila a

polis distantia secarit, erit AG — ® + a, BH = ® 4 b, earumque adeo quotiens

(*) Quemsdmodo binis contingit parabolue (fig. 25) asymptotis sibi parallelis, quas cjusdem fami in infinitum

excurrentes pereequuntur.

(#) Quemadmodum, si finitae magnitudinis figura infinite a polis recedat, fieri solet,

10%
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) dv w -+ h o 5 . i v ek
() S5 T —— ad limitem tendet 1. Unde patet, vulgarisne sit primitivae asymptota
\ du x + a
necne., non inde pendere, unde supra pendebat, h. e. utrum finitus an vero — o vel — @
" u 32 dyv Y . \2 Iv
essel quoliens (T) - sed hinc contra hoc loco pendere, sime (lTl) — — 1 necne:
an

Dubitalionem igitur de mutua asymplolarum analogia supra orlam haud posse relatione (18) tolli
vides, quae de hoc lantummodo agal, sinine ﬁumtinnes(—:-)‘z- % ac ( "L) :; finitae an  ve-
ro — o vel = ®@. Relatione (18) igitur omissa, ila potius ratiocinemur: Primativa si rectam
X'X finita a rectis RAT. SBU, YOY' distantia perpendiculariter vel oblique offenderit. erit

ibi u = 0, v — 0, — finitum, AG praelerea ac BH finila a seque diversa; earumque adeo
u

(quoliens {TIclf = (;)- ‘::{f finitum quoddam ac recte definitum quantum ¢ aequiparabit, nec

erit — 1 vidimus autem supra (pag. 73), esse ibi ; ::; B "' ‘:; = 1: erit itaque

(."‘ ) Jl:% — /¢ neque adeo = 1; unde sequitur, analogae fore asymplotam rectae X'X

perpendicularem. Vicissim, si fuerit primitivae hujusmodi asymptota, erit ei (;T “::_:f == Ye

ac —'\X_—- _;;‘ — 1 eritque adeo analogae (;) "‘::T = ¢ . cui conditioni satisfaciet rectae X'X
: BII

ab analoga figura sectio vel eliam tactio, modo ei quotiens sit —— = -

=
e
AG =

dens ¢. AL, si finile quidem a reclis RAT ac SBU primitiva infinileque a recta X'X recesseril,

— . ad limitem len-

2 \a

T - . o (e . B ‘a2 dv o0 b R
vulgari tamen carueril asymplola, erit ei quoliens - .- = (v B e ad limiten
tendens 1; neque adeo rectam X'X secabit analoga, sed ltanget, ila quidem, ul sit ei perpendicu-
L tiorg B 1 s
armm qllU 1S 7AG< ‘

u A\

y " 2 v ol . o - ¥ 7 - %
quotienlisque adeo (T) o limitem habuerit — — 1, ambiguitalem lore apparet directionis.

o

, ad limitem tendens 1. Rectam tandem X'X primiliva si tetigerit

qua analoga procedat figura, silne volgaris ei asymplola necne, siquidem hoe tanium requiritur.
gl e s u\e dv* iy x .o

ut sit ei quolienits (—) e valor, ad limilem tendens 1. Alleram igitur, quam de mulua
v o bl

asymplolarum analogia supra reperichamus ambiguitatem, parlim tolli vides, parlim ad differen—

tialiom quotientium secundi ordinis muluae analogiae investigationem remitti.

Quae de asymplolis superest cx ambiguitatibus supra allatis - si alterutri figurae reela X'X

reclave huic parallela finiteque ab hac dislans fuerit asymptota, silne alleri figurae ramus parabo-

licus sive quae recla x = o asymplola gaudeal neene —— momn tollitur haec relationibus (18).

Quae enim in primilivae asympiotam aliquam sive rectam tangentialem ducuntur perpendiculares

AG ac BH, ejusdem ambae erunt, si tangens illa sive asympiola reclae X'X parallela procedat.
v

. u 2 - 3 »
magniludinis quotienlemque adeo proferent (—\) — — 1. Ad alteram jam si Iranseamus ligu-

dn

vam, perpendicularium quoliens e relatione (18) oritur

(el el mln SO derkeRlet e om
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Huic autem conditioni quaecumque salisfaciet analogae rectac langenlialis directio , modo ne aller-
atrum  polum transeal finitave saltem a polis distantia reclam X'X secel: hoc enim si non fieri
slatnas nullumque adeo reclae langenliali eum recta X'X interseclionis esse punctum nisi quod

infinite a polis distet, erit utraque analogae perpendicularis = o , eritque finitun vel nullum
o A

e ad limi-
2 3

utriusque perpendicularis discrimen , lendetque adeo perpendicularium quoliens

tem 1; unde apparet, nullius ad directionum analogiam definiendam esse relationem (18) hoc

dy! u dy

loco momenti. Neque juvat, huc afferre aequationem (14) sive ii ot il e est enim
in istiusmodi punclo primitivae, ul supra videbamus (pag. 73), ; —:% — 1, requiriturque adeo. ut
sit quoque %— ::.‘1 — 1 huic autem conditioni quaelibet salislaciet analogae directio , modo
reclam X'X infinita a polis distantia secet: eril enim analogae semper AM = o , BM — .
AG = =, BH @ , adeoque semper % == T ;L— Istiusmodi igitur primilivae

ramis, quae asymptotas rectac X'X parallelas persequuntur, si analogas velimus reperire ana-
logorum ramorum directiones., ad differentiales coordinalarum funcliones ordinis secundi eril re-
fugiendum accuratiorve saltem rei invesligatio crit instiluenda.

Quae porro ex aequatione (13) sequebantur in Capite 1@ relationes (19) ac (20), nostri e
coordinalarum systematis sensu inlerprelalae, nos docent, primilivae alierutrum polum {ranseuntis
curvedo sive directionis mutalio quomodo cum alterins figurae rectam R AT rectamve SBU
offendenlis directione cohacreat, h. e. certa aliqua primitivac curvedo requiraine rectae R AT
reclaeve SBU ab analoga figura lactionem an vero sectionem. Quae lamen accuralius invesli-
gare vel reliquas quas Caput I proferebat inter differentiales coordinatarum functiones relaliones
(15—17, 21—22) accurate hoc loco persequi, minoris erit momenti. Quare unice de aequa-
tione (21) paucis videamus. Qua paullulum hunc in modum mutata, ul pro functione 3—1 , (uae

¥ . . o . _ . ny\e  dv o =
minoris est hoe Joco momenti, funelionem subslilnamus (T) i relalio ita prodens

¥
vel — = — 1

g uzd dv u \2 dve
F R R TR L S A loys | smmlyunl | o
ut sil (v ) i ( v ) du’ -3

.. . . "‘. ‘l\.
requiri ut sit E S (L‘), o S

oL . BH : . A _
nos docet : Perpendicularium quolientem —- si velimus in fransitione ad analogum analogae

figurae punctum intaclam suam servare magnitudinem, horum unum allerumve requiri: vel ut

allerutrum polum tangentialis primilivae recta pervaseril

quo casu primitivae altera eril
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§ P . ' . . 2 v
perpendicularis finita altera infinile parva, earumque adeo quoliens (Tu) T = 0 vel = o quod
si fial, alterins item figurae tangentiali rectae supra vidimus eundem esse polum (ranseundum.

perpendiculariumque adeo quolienlem eundem atque in primitiva nancisci infinilae parvilalis

. . » . ¥ . -
magniludinisve valorem vel ubisit — = 4 1 — h. e. ul langentiales reclae consi-
derentur istiusmodi primitivac punclornm quae in recta Y O Y' sita sint —— vel tandem ut sil

= «— 1 ——— h. e ut primiliva lerminalem rectam x — = a offendal sive a reclis

RAT ac SBU infinite recedat. Cujusmodi infinita recessio quum in istis fiat primitivae ramis.
qui asymplolas rectae X'X non perpendiculares persequuntur, e relatione (21) sequi videmus :
Primitlivae in asymptolam quamlibet, rectae X'X non perpendicularem, si ex ulroque polo per-
pendicularem ducamus A G ac BH, eundem harum fore perpendicularium quotientem, atque

illavum , quae in analogam analogae figurae asympiotam ducuntur. Ex eadem relatione (21)

sequitur quoque : Si primitiva alicubi reclae X'X fuerit parallela habuerilque adeo AG — BH
- 2 dy . - n T,
sive (#) % = 1, fieri non posse ul analoga allerius figurae pars eidem reclae X'X parallela

procedat, nisi vel rectam YOY' primilivaque analogaque perpendiculariter secarinl (*) vel
asymptotas reclae YOY' perpendiculares primitivaque analogaque habuerint.

Eadem jam qua supra (pag. 14) adhibila ratiocinatione, duorum videmus ramorum lactionem
cuspidemve mucronemve ., (uae primitivae conligerit, analogum poscere in allera figura punctum
ejusdem singularitatis , modo fuerint coordinalae u ac v finilae, h. e. modo punctum singulare
memoratum finite a rectis X'X, RAT, SBU distarit; sin minus, non semper singularilatum
illam esse analogiam, sed ita se rem habere: Duo primitivac rami si rectam X'X in eodem
ambae puncto tetigerint, analogos allerius figurae ramos et situ posse et directionc a se invicem
discrepare , h. e. vel taclionis posse respondere punctum vel punctom duplex vel ramos duos
parallelos vel ramos denique non parallelos. In allerutro autem polo B vel A si fuerit primi-
livae mutua duorum ramorum laclio, requiri, ut allerum polum firansiens recla RAT vel
SBU a duobus alterius figurae ramis in uno aliquo pancto offendatur, h. e. ut analogae figurae
sit in recta illa vel punctum duplex vel mutua duorum ramorum tactio. Nisi tactionis punctum
primitivae hinc originem ceperit, quod rectam X'X duo ejus rami in allerutro polo A vel B
tetigerint (fig. 23); quo casu requiri supra vidimus, ut allerum polum lransiens recta SBU vel
RAT sit analogae figurae asymplota. Recta igilur RAT vel SBU si alicubi a primitivae quodam

ramo his offenditur nec tamen (ranssecalur. h. e. si primitiva rectam illam langit in rectave illa

. . v . v - L
#  Quemadmodum in analogis fit analogarum ellipsium (fig. 21} punctis M ac H', J ac J-
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cuspidem habeal vel mueronem , cujus ulerque ramus ab eadem rectae illius parte maneat, ana-
logae videmus fore cuspidem, in altero polo B vel A sitam (¥).

Quod jan ad affirmativa vel negativa allinel signa, quae diflerentialibus contingant coordinata—

dy
. P ) dv d (g %) cos. *y d cos. w\2 :
rum functionibus, vidimus supra esse — — — —— — e R R ¢ (— = 7). Hujus
dn d (tg. W) cw dy C0s. ¥ L
cos. g

. €05, P )2 . . . 5
autem producti alter factor (——:;—[) , quum sit quadratum, erit semper aflirmativus , nisi de
CO8. :
. . : v 2 o : A
imaginario agatur figurae ramo. Quare universa functio T erit vel > o vel < o, prout sit

% el > o vel < 0, h e prout anguli ¢ et x in iransitione a puncto C vel C" ad

dw
contigmum ei punctum €' vel C* (fig. 18) vel augentur ambae ambaeve minuuniur vel contra
angetur alter, aller minuitur, h. e. prout vel in puncto aliquo K', polos A et B interjacente,
rectam X'X offendit figurae nostrae I' €' C"' J' recta tangentialis G'H' vel contra exira polos
in puncto aliquo K rectam X'X secat figurae 1CC'J recta tangentialis GH. Relalionem (24)
igitur Capitis T si ex hocee nosiri coordinatarnm systemalis sensu inlerprelamur, allinitatem
videmus nostram esse hujusmodi, ut, prout primitivae recta tangentialis rectam X'X vel inira (1)
vel extra (§) polos secarit, idem possil de analoga analogae figurae tangentiali recta affirmari.
Haec jam attendentibus nobis in memoriamque revocantibus, functionem (%) % [funcuo_
nemque adeo quoque —%}, modo sit % fulimm] esse vel = o vel = w , prout langentialis
recta vel polum B vel alterum transeat polum A, facile jam erit relationes (25) nostri ¢ coor-
dinatarum  systemalis sensu interpretari. Quas huc redive apparet: Prout in primitiva figura reclae
langentialis cum recla X'X inlersectionis punclum K vel intra polos antea fuerit polosque jam
deserat vel contra exira polos antea fuerit polisque se jam inlerponat, ac prout quidem punctum
K in transitione illa vel polum A vel alterum occupaverit polum B, idem esse de analogo alierius

figurac interseclionis punclo affirmandum: h. e. si primitiva sinum alicubi confecerit J'CH' vel

J'CH" (fig. 19), in alterutrum polum B vel A, non vero in alterum polum A vel B spectan—

) Parabola e. g sisit aliqua y = p + (¥ — ®)*, cujus vertex réctam SBU in puncto tangat P, a polo B distantia
B P = p distante, cujus autem diametrac sint rectne X'X parallelae, analogae figurae erit in polo A cuspis, parabolae
vertici respondens.
i (4) Rectae e. g. WK (fig. 24), quae ipse sibimet est recta tangentialis, quum rectam X'X in puncto secet V, cunctae
item respondentis hyperbolae FAEDL B G tangentiales reetae partem rectae X’X offendunt A B, polis interjacentern.

Primitivae autem lyperbolae (fig. 27) quum asymptotae contingant DE ac F G, rectam in puncto O transeuntes, analogae

item respondentis hyperbolae asymptotae D'E’ ac F'G’' rectam X'X intra polos secant.

(§) Excmplom pracbent analogae snalogarum hyperbolarnm asymptotae DE sc D'E', FG ac F' G’ (fig. 22 ac 26)

respondentesve sibi respondentium sibi parabolarum asymptotae (fig. 25).
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tem., vel sinum confecerit JCH vel J'C'H", ab utroque polo recedentem rectaeque X'X

terminum X' vel X respicientem, fore ut analoga analogum conficial sinum, ad idem atque

primitiva perlinens sinmum genus e quatuor generibus allalis. In puncto jam, quod a rectis

1]

X'X. RAT, SBU finile distet, primilivae functionem "%‘T vel (—V-‘—)L'. % statuamus ad valorem
(uidem pervenisse o vel o , nec tamen signi = ibi mutationem subire, sed hune huic functiont
maximum aliquem esse minimumve valorem: idem ut in analoga fiab functione, requiri manifestum
esl.  Quae nos docent: si primitiva alicubi a rectis X'X, RAT, SBU finite distarit, ejusdemque
ihi tangens alterutrum polum transierit, punctumque ibi fuerit inflexionis, ab hac illave tangentialis
reciae parle situm, idem quod de primiliva de analoga quoque esse staluendum.

Et haec quidem sufficiant de differentialibus coordinatarum functionibus ordinis primi. Ad dif-
ferentiales jam functiones ordinis secundi transeuntibus nobis, nec satis simplices mutuas earum
esse relationes ex aequationibus (27-31) apparet, nec signilicatum iis e nostri capitis coordina-
tacum definitione inesse salis memorabilem facile patel. Unde sequitur, affinitatem nostram ad
punctorum inflexionis vel radiorum osculi aliarumve ad proprietatum a curvedine pendentium
muluam analogiam invesligandam parum esse aptam. nisi proprielates illae cerla aliqua directione
progredienli certoque aliquo silu gaudenti primilivae continganl: qno casu fieri polest, ut singulari
ista directione vel situ illo singulari mulva proprietalum curvedinem spectantinm analogia aliqua-
tenus simplicior reddatur (*). Nee vero ab altera parte simplicem aliquam ac salis memorabilem
figurae, ex affinitate nostra sibi analogae , proferunt proprictatun analogiam, quae ab integralibus
coordinatarum funclionibus pendeat, h. e. quae superficierum magnitudinem respiciat. Elementares
quidem sectores ACC' ac BCC' (fig. 17), quas elementaris aliqua figurae proposilae pars CC',

radiorum vectorum ope ex wuiroque polo ei allatorum, includit, quotientem proferunt

W EGNe AiNile, GRELEOE o - onesaBui iy )
BCC =5 LBC % C'R t BCX O i
o .y va2  di . " —
quod supra (pag. 72) vidimns esse — (:) — adeoque simplici sane ratione cum analogo

allerius figurac quotiente cohaerebit. Sin ad universas transeas superficies A C X' ac B C X'
(fig. 20), quas figuraque proposila C C' C" C'" radiusque alteruter vector A C vel B C reclaque
tandem X'X intercludunt, nec allerutra superficies nec earundem quoliens aliave functio simplici

salis ratione, si ad analogam figuram transeas, commutabitur.

i : 1 : oo X e . T ;
(*) Quemadmodum mmtuam punctorum imflexionss analogiam , si sit — = o vel = o, simpliciorem fieri modo videbamus,
du

(+) Discriminis enim A C' — AC = C'D infinite parva est, guoad A C, magnitudo adeoque negligenda,
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Ut jam exemplis res hucusque allalas illustremus, de nomnullis specialim figuris videamus, ac
quaenam iis ex affinilate nosira analogae respondeant lineae quaeramus. Quibus igitur aequa-
tionibus inter coordinatas u ac v salis simplicibus (33-41) simplices item vidimus Capite I
respondere inter easdem coordinatas aequationes, easdem jam aequationes nostri e coordinatarum
systemalis sensu interpretemur. Quod igitur primum ad aequalionem attinet

a -+ bu 4+ cv + duv = o  (306)
a

unum , si ponimus u = o vel v = o, aliera coordinala realem nanciscitur valorem v = —

c

vel u = — Tl."’ unde apparet, lineam nostram rectam X'X in polo A sub angulo secare

are. ig. (— i—l) = 180° — are. tg. (—z—), in polo contra B sub angulo are. ig. (— .5‘_) =
= il a C

= 180° — are. tg. (—) Sin ponimus u = — v, aequatio nostra reducitur ad

a4+ b—cu—di*=o0
adeoque, pro varia coellicienlium a, b, ¢, d relatione vel nullum wvalorem vel duos contra
valores a se diversos vel duos tandem ejusdem magnitudinis valores nanciscitur coordinata u; quod
nos docet, lineae nostrae vel parallelas posse vel diversae directionis esse posse duas asymplolas
vel tandem posse illam asymplotis carere. Ponamus landem u —= o vel v = o ! unus
rursus allerius coordinatae prodit valor realis v — — % vel u = — -%-, unde videmus .

ulramque rectam el RAT et SBU semel a figura nosira offendi. Quae in Capite I sequilur

aequalio

bu + ev 4+ duv + eu *= o (37)
si ponimus v = o, valores prodit reales u = o0 ac u = — —I:- sin ponimus u = o0, unum
tantummodo admittit valorem v = o; quod nos docet, rectam X'X a figura nostra in polo A

sub angulo transiri arc. lg. (— —]:—) in alioque praelerea ab ea offendi puncio, nec tamen,
praeler haec duo, alia eliam habere cum ea puncta inlerseclionis, neque adeo polun B a figura
nostra ftransiri Ponamus jam v = ® . duo produnt alterius coordinalae valores u = ®
a u = — —Z-; sin ponimus u = @ , prodit tanlum v = @ ; unde reclam apparel SBU
semel a figura nosira offendi, non offendi alieram rectam RAT nisi in ipso polo A, figuraeque
nostrae esse praelerca asymplotam, rectac X'X perpendicularem. Ponamus tandem uw = — v !

b—e s = o .
duo produnt valores u = o ac u = —— ; quorum prior reclam X'X a ligura noslra secari

. . P LT b—c¢
docet, posterior conira, asymplotam ei esse, quac rectam X'X obliquo sub angulo arc. fg. (a- L.)

secet. Eademque ratione procedentes, eorum ope possumus , quae supra vidimus (pag. 63 ac 72)

de reliquis quoque agere Capitis I* aequationibus nonnullasque linearum ab. iis indicatarum pro-

prietates enunciare. Sin non unam alteramve velimus harum linearum proprietalem, sed universam
11
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potius earum investigare naturam, haud ita facile res procedef, nisi coordinalarum sysiematis
hocee capite adhibiti universam antea naluram accuratius investigaverimus. Quod quum nos a re
proposita abduceret, vulgaris potius coordinatarum systemalis ope linearum sibi ex affinitate nostra
analogarum naturam invesligemus, videamusque adeo, quomodo a nosiris possis hujus capitis
coordinatis ad vulgares sive orthogonales transive coordinatas.

Abscissas in recta X'X, applicatas in recla YOY' compulemus, sitque adeo coordinatarum
initium punctum O, medium inter utrumque polum occupans locum. E nonnullis jam figurae
enjusdam CC'C'C" (fig. 20) punctis C, €', C", C"" perpendiculares in rectam X'X ducamus
CF, C'F', C"F", C"F". Erit jam, si AO = OB slatuimus esse = =,

: = 1 ABC™M = [ [ g . =7 X
8. x = g (= A ) = — ¥ = — SoFor® t+(—x)  e—x
R o n . B .
lg. x = tg. (ABC") = I MaiSEs S = ey e e
, &y o y
o, = to. (A e
g X g (ABC) BE' BO —O0OF @ —x
CF CF v y
SR — 3}0 i —— A L M T P DL Ci W s A
lg. x, = tg.(ABC) =tg.(180° — CBF) — — tg.CBF = — == gy === R
fe. ¢ = lg (BACY) = By e O E . D i
= 5h AF A0 R0 ars

te. ¢ = tg. (BAC) = ete. . ...

Hinc jam apparet, formulas, quibus puncti cujuslibet coordinatas J et % in vulgares mutare

possimus coordinatas x et y, in universa figura proposita CC' C"C" fore hasce

u = g,y = ——
Mol gy e

Inter aequationes jam (83 —41), quarum muluam analogiam Capite I2 vidimus, simplicissima

prima prodit

u" v\ = a (83)
cui ejusdem formae aequationem respondere vidimus u” v* = '/a, una tantum constanie A
discrepantem a primitiva. Sit e. gz m = o vel n = o vel m 4 n = o: serierum |
vizagn =), 111— = ¢ cum seriehus v' = '/a, u' = '/b, ;— = /¢ mutna prodit analogia

supra (pag. 65) jam considerata, h. e. rectarum alterutrum polum transeuntium rectaeve X'X

. " . . . F \" of
perpendicularium.  Ac perpendicularium quidem — — ¢ ac —- = '/c, si ad orthogonales coor-




83

dinatas transgrediaris, hanc apparet esse mutuam analogiam, ut rectae

v

—— )
(V]
¥ @+ X
I -
n — X v
c + X
==
e — X
hEx = (e —C¢X

2 R LR 1 ¢ :m(l_—")_u%a(“—l) .
respondeat recta — — '/c sive X = & {|——— T =) i € ol
— +1

c
cuilibet perpendiculari , e. g. x = a, alia respondeal recta x — — a, ab altera axis YOY'

parte sita, sed eadem , alque primitiva, distantia ab illa dislans.

Sit jam in aequatione (33) n —= — 1, m conira quemlibet designet numerum, sive affir-
matiyvum sive negativum, sive integrum sive fractionalem. Mutua ita prodit analogia linearum

v=-— a v=au"(3)

&

quae, si ad orthogonales transimus coordinalas, formam induunt

O i) = »(-15)

: a@+ x)" (e —x)"" ac Y7 ="a(z + )" (¢ — x)!

sive y" ' =

vel, coordinatarum initio a puncto O in polum translato, hanc referunt formam

a x'™ x'm

B.m L]=2 ac Y1’n =

20 —K ¥ a2 e—Xx)

cujusmodi lineae universo nomine ellipswm vardi ordinis indicari solent. Unde, ob mutuam coor-
dinatarum u ac v symmetriam saepius jam consideratam, aliarum quogue, si m ponimus — — 1.

n indefinito relicto, sequitur linearum analogia

v

0= = ac u = av'
SiV(‘.‘- o L = a x'' ac Yn — %
- 2 e+ x 3 a (2 ¢ +x)

h. e. earundem atque supra varii ordinis ellipsium , sed quibus polus B poli A vices agil

Site.g.m — + 1, n = + 1: primitiva formam induit
13

Ty =
bl 5 =
‘_ft--T X g — X

¥y: =48 (a2 — %%)

¥ =F a XY = dr*a

-5 3 ==

o + «? i 1

11
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adeoque ellipsin indicat AHBJ (fig. 21), cui cenlrum est O, axes autem AB sive 2 z ac

HJ sive 2 2z V/ a, vertices tandem A et B; hujusmodi igilur ellipsi alia respondet ex affinitate

M 5 ay? R = ’ 2 _eva
nostra ellipsis uv = '/a sive = b A=) ive AH' BJ', cum primitiva congruens
weow ..» 3 4 ' 2 "
ellipsi, nisi quod aller axis HJ = 2 2y a in HJ' = 7 abiit.
Sit jam m = — 1, n = - 2: primilivae haecce conlingit aequatio
‘-'I
0= —
ik
T F s
« +x  \# —x _
Y (¢ — xP (& + x)
a(e — x) =7y (@ + x)
ax® — ZpaX N @8 — Xy — ay = 0
L (e — x)*
¥y = t + X

qua hyperbola indicamr FBRTJG (fig. 22), reclam X'X in polo B tangens; recta RAT ei
est asymplola, altera autem asympiota FG reclam X'X obliquo sub angulo secat arc. {g. a. Huic
igitar hyperbolae alia respondet ex affinitate nosira hyperbola F'BRTJ'G', rectam X'X ipsa
quoque in polo B tangens, recta R AT ipsa quoque asymptola gaudens; sed altera ejus asymp-
tota F' G’ rectam X'X sub angulo secal arc. cotg. a.

Sit jam m = — 1, n = <+ 3: primilivae aequalio u = ‘—l- formam in vulgari coordi-

natarum systemate induit hancce

2 = ()
Y - — (2 — xP (¢ + x)
a(e —xP =y (2 + x)

sive, coordinalarum initio a puncto O in polum B translato aique substilulione adeo facta

x — a = §&,
—a g = Y'z 2z + £)
y Sy 5 S
) I a I/ 2 «+ &
qua aequalione, si sit a = 1, cissois indicatur, sin non sit a = 1, linea indicatur , a cissoide

paullalum discrepans , iisdem tamen fere quibus cissois proprietalibus gaudens. Figurae enim
nostrae RHBJT (fig. 23) recla RA T est asymplota, punctum aulem flexus contrarii in polo B
duobusque constat figura nostra ramis RIB ac BJT, sui invicem similibus rectamque X'X
in polo B tangentibus, nec extra reclas RAT ac SBU extendilur. Huic igilur primitivae

9 . — & - '
analoga respondet figura u = av’ sive y = £ £y a)/ Tt sive RH' BJ' T, rec-

tam X'X in polo B ipsa quoque tangens, rectaque RAT ipsa quoque asymplola gandens , nec




aliter a primitiva diserepans, nisi quod hujus brachia BH ac BJ longius a recta X'X quam
brachia BH' ac BJ' recedant.

Harum autem linearum, quas universa compleclitur aequalio (33), si analogiam in identilatem

abive velis, requiri supra vidimus, ut st b = + 1 vel = — 1. Circulum igilur apparet
uwv — 1 sive ANBL (fig. 21) sibimel ipsum ex affinitaie nostra respondere: idemque in hy-
perbolas valere u = v*, v = uw’, u 4+ v* = 0, v + u’ = o, reclam X'X in alterutro polo

tangentibus, rectague RAT vel SBU asymplola gaudentibus, quarum autem altera asymptota
rectam X'X sub angulo + 45 vel — 45 graduum secat: idemque tandem affirmari posse de
cissoidibus u = v* ac v = u’
Missa jam aequalione (33), ad reliquas franseamus Capilis 1 aequationes (35-41). Prima se
offert primi gradus aequatio
au 4+ bv + 1 = o (35)

quae nostro in coordinalarum syslemate hanc indical lineam

o () b D ywebedia

ay (@ — x) + by (¢ + x) + (e *— X9 — 0
&+ ay (b.+ra)) +xy (b—a)— X E==10

w2 — x2

t 8 (@ — by x — & (u-+b)

h. e. hyperholam FAEDLBG (fig. 24), utrumque polum permeantem, cujus allera asymptota

. 4+ 1 3 ; 4 :
DE sive x — & == rectis RAT ac SBU est parallela, altera vero asymplola FG obliquo
sub angulo GVX = arc. cotg. (a — b) rectam X'X secat. Huic igitur lineae hanc Caput I
nos docet respondere lineam

bu 4+ av 4+ uv = o

by ay v ¥
oS- : s : —_ = 0
@ - x + “t — X (u-{—x) ((t——X

e
—
&

I
o
-

b(z—Xx) + a(e + x) + Yy =0

y'*—(h—a)x—a(brﬁ- a)

h. e. reclam WPVK (fig. 24), quae rectam X'X sub angulo WVX = arc. ig. (a — b) in

puncto secal V, quod a puncto O inler polos medio eadem distat distantia, qua distat ab eo
punctum, quo hyperbolae FAEDG perpendicularis asymplola DE rectam polos conjungentem

X'X secat; at hyperbolae hocee intersectionis punctum ab altera situm est rectae YOY' parte,

ab altera rectae intersectio V. Nosirum igitur quod hocce ecapite adhibuimus coordinatarum
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systema cum vulgari ila cohacrere vides systemate, ut generalis primi gradus aequatio

au + bv + 1 = 0, quae in hoc rectam quamlibet designal lineam, in illo lineam repraesentet, ‘
reclae isti e Capilis 1V. aflinitate analogam, aequatio contra bu + av + uv = o nosiro hujus

capitis sensu reclam quamlibet significet lineam, at in vulgari systemale lineam indicet, rectae

isti e Capitis IV affinitate analogam.

Ad secundi jam gradus aequationes transeuntibus nobis prima se offert aequatio (36)
a + bu + ev 4+ duov = o

; _L ‘-’-E'-‘\'- _[_ fiiyx + d (r.: —‘I‘- X) (r: ! \) = L
a (z'— x%) + h}-‘ (2 — x) + ¢y (2 + %) + dy *= o

dy *— ax*+ (c — b)) xy + (¢ +b) ey + 2% = o

qua aequatione vel ellipsis indicatur vel hyperbola vel parabola (*), utrumque polum permeans. ()
Ab eaque Caput I nos docet, non aequationis forma, sed coefficientium tanftum magnitudine
discrepare analogam

d + cu + bv 4+ auv = o
ay *— dx*+ (b—¢c) xy + (b + ¢) ay + 2 %a =0

o

Ac proul quidem primitiva fuerit vel parabola (§) vel ellipsis vel hyperbola, idem erit de analoga
L
=

dicendum; prout enim fuerit in primitiva (“ — o, in analoga item fore apparet

(;T + az v 0.
Nl T <
Quae sequitur in Capite 12 aequatio (37)

bu + ev 4+ duv -+ ew® = o

by ey ¥ ¥ ¥ "'__.
- X -+ w — X + d(u—!—.\) (u—_\;) + e(u%—_\;) 0

Y (¢ + x) (a2 — x)
b(z*—x) +c¢c(e+x)*+dy(e+x) +ey (&« —x) = o0

¢ — b x*+(d—e) xy+ 2aex+ (d+e)ay + (b +¢) 2a*=0
hyperbolam (**) indicat FVPADEJG (fig. 26), (1), quae polum A transeal (§§), asymp-

])
)2 + az

3 5 3 c— b \2 ails o . = . :
{*) Quanti enim ( - ) + ae, nisi coefficientes a, b, ¢ definiamus, arbifraria est magnitudo.

() Aequatio enim nostra, si ponimus y = o, reducitur ad a (¢* — x*) = a (¢ + %) (¢ — x) = 0.
(8) Quemadmodum contingit primitivae NKBHPAJ (fig. 25).
(** Quum sit ( 2 = 5 )=—~ o (ec— b) > o

(##) Ne justo majus spatium oceuparet figura 26, analogarum hyperbolarum alteri rami EJ G ac E<J'G’ omissi

sunt ; quas cogitatione suppleat lector benevolus.

(88) Factore enim « -+ = gandet quae hypothesi y = 0 ex acquatione nostra prodit acquatio b (e *— x%) +c(z +x)* = 0.
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lotaque gaudeat DE . recis RAT ac SBU parallela  (%). Respondetque el hyperbola
FVPADEJG sive

du ~ ev -+ buv 4+ ¢u*= o

e—d x*+(b—c)xy+2zex+ (b +c)ay+d+ea’=o0

polum A ipsa quoque permeans, asymptotamque habens D'E’, ipsam quoque rectis RAT ac
SBU parallelam. Quae in Capite I sequitur deinde relatio (38) eandem rursus profert earumdem
hyperbolarum analogiam , non tamen polum jam A, al alterum contra polum B transeuntium.
Varia autem conslantium a, b, ¢, d, e definitione varia oritur hinc simpliciorum linearum ana-
logia. Ponamus e. g. b = o: primitiva polum A vel B ita transit, ut rectam X'X ibi tangat:
analogae autem asympiota, rectae X'X perpendicularis, in ipsam abit rectam SBU vel RAT.

Ab aequationibus jam gradus secundi si ad tertii gradus transimus aliasve algebraicas inter

coordinatas u ac v aequationes, linearum sibi respondentium analogia prodibit haud ita simplicium ;

quare ad transcendentes potius transeamus aequationes. Quarum vidimus Capite L esse nonnullas
quas universa complectitur aequatio (40) —— quae, si ad analogas transcas aequationes, Vvix
ullam subeunt nisi mutati transcendentium funetionum ordinis mutalionem : eujusmodi aequationes,
si simplicior iis contigerit aequationis (41) forma, affinitate vidimus nosira eatenus tantummodo
mutari, quod alio atque antea ordine constantes sive coeflicientes sint dispositae. Quum tamen
aequatio (41), si nostri e coordinatarum systematis sensu coordinatas u ac v interpretamur,
lineam indicet haud ita usilalam, paullulum etiam simpliciorem eandem reddamus, primitivamque
slatuamus figuram alterutra harum indicari aequationum
arc. fg. u + arc. lg. v — ¢
arc. ig. 1 — arc. tg. v = ¢
quibus apparet respondere analogas
arc. colg. u -+ arc. colg. v — ¢
arc. colg. u — arc. colg. v — e
Qua ratione si aequationem (41) simplificamus , transcendens quidem illa remanel aequalio. al

polest tamen ad algehraicam reduci formam. Quum enim sit

. ; i n=v

arc. tg. u + are. tg. v — are. g, (ﬁ)
{ X W =¥

arc. tg. u — are. 1g. v = arc. ig. (*(—-Fi_\)

(*) Terminus enim, in quo secunda coordinatae y occurrat potestas, in aequatione nostea frustra guacritur.
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apparet , si primilivae contigerit aequatiouis forma

arc. fg. u + are. Ig. v = ¢
eandem aequatione quoque posse indicari

arc. 1 e 1
arc. 1o, = === >
B I — uv ) .
uw -+ v
— = {g. &
1 — uv =
u + v g. e (tg. ) uv

adeoque unam quamdam esse linearum, quarum mutuam analogiam nos relatio (36) supra docuit:

ac aequalionem quidem contingere ei, si ad orthogonales transeamus coordinatas; hancce

¥

¥ o = T i
w + x i rz—“—.\_'"_l‘g'b_(tg' e)(ffwi-x)(lr—x)
y (2 —x)+ y(e + x)=(ge) (2 — X) — (lg. e) y*
x* 4+ Y+ (2acog.e)y — & — o

qua circulus indicatur AJBP K (fig. 28), ulrumque polum pervadens, cujus cenirum punctum

quoddam rectae Y O Y' occupat C, ab O distantia distans 0 C = & cotg. e.  Analoga respondet

huic linea

arc. colg. u + arc. colg. v = are. colg. ml#; \,I) =l
v —cl
e colg. e
u +v = (lg.e) uv — tg. e
X* + y — (2 zcolg.e)y — & = 0

h. e circulus AJ BP'K', utrumque polum ipse quoque permeans, cui eadem alque primitivac

conlingit radii magnitudo AC' = A C; sed ab altera reclae X'X parte situm est primilivae
centrum Csive X — 0, Y = + . colg. e, ab allera centrum C' sive x — o0,y -
Primitiva contra si fuerit
n— v )
arc. tg. u — are. g, v = arc lg. (——"*) o £
i : S \1+ uv/
=
N a1
1 4 uy Bt
u— v = (lg.e) uv + ig. e
Y ¥ ¥ )
e — et —— r @ N, — e b
w4+ X = % (Lg i") (n - x) (rc —= :\) 1.‘5’. =
Y(e—X) — Y&+ x) = Y. 1g.e + (g ¢ & — X)
XX — Y —(2cotg. Xy — & =0

h. e. si primitiva fuerit hyperbola aequilatera DPBFGAKE (fig. 27), utrumque polum per-

means, cujus cenlrum punctum occupet O, cujus autem asymplotae FG ac DE rectam X'X
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angulis secent GOA = —;» ac DOA = 90° + 31 —— analoga quoque erit hyperbola
aequilatera D'BP'F'G'K'AE',

uv 4 1
arc. colg. u — are. colg. v = arc. colg. (;T:) R
v—u = (lg.euv + tg. ¢

X ¥ F @oig 6 xy — & — o

ulromque polum ipsa quoque pervadens., cujus centrum punclum rursus occupat (0, al cujus

e

asymplotae angulos cum recta X'X faciunt G'OA = 90° — — ac D'OA — 180" —

Primitivam autem si cum analoga congruere velis, abeat ulraque necesse esl in cireulum
x *4 y*= &' sive ANBL (fig. 21), quem sibimel ipsum respondere supra jam vidimus
(pag. 85), in hyperbolamve aequilaleram x *— y *— 2* sive VBWV' AW’ (fig. 27), cujus
vertices ipsos occupant polos, cujus aulem asymplolae angulos cum reeta X'X faciunt -+ 45
vel — A5 graduum.

Analogas aulem sibi lineas si statuas non quatuor illis, de quibus modo agebamus, sed aliis
indicari (ranscendentibus inler coordinalas u ac v aequationibus, linearum analogia prodibit minus
usitatarum.  Quare haec jam quidem millamus, hoc tantum unum addentes: Quum rectae cuilibel
hyperbola ex affinitale nostra respondeat, ulrumque polum pervadens (ut supra vidimus pag. 85),
fore ut n-gono seu primilivae, ex n rectarum intersectione ortae, n-gonum respondeat ul ila
dicam hyperbolicum seu n constans ramis, qui singuli singularum istiusmodi hyperbolarum sint
partes; quod ui in vulgare abeat n-gonum, requiri, ul primitivi latera parles fuerint rectarum
alterutrum polum franseuntium rectaeve X'X perpendicularium.

Aflinitatis autem mnostrae, aequationibus (tg. ) (tg. ¢') = 1, (ig. ) (lg. x') = 1 indi-
catae, quae e generali Capitis I’ affinilale un' — 1, vv' — 1 nosira hujus capilis coordinataram
u ac v definilione orta esl, ul magis eliam perspicua nobis sil nalura, aliis jam inter alias
coordinatas aequalionibus eandem indicemus. Ac primum quidem non angulorum ¢ ac yx langen-

tibus, sed ipsis hisce angulis in affinitale nosira definienda ulamur: Aequationes ita produnt

' = 900 — ¢ ac ' 90° —
¢ o= 90" — 4 6e gy 270" — x
P =200 — ¢ ac x = 90 — g
V=270 — ¢ ac oy = 200" - g

llaque quatuor credas una illa de qua hucusque egimus affinitale indicari affinitates inter se

diversas, h. e. cuilibet figurae quatuor ex affinitate nostra respondere figuras amalogas. Allen—
12
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danius vero, duarum rectarnm unum fanfum esse puncium intersectionis, e quatuorque adeo

ani alicui puncto ¢ — a, % — b respondentibus angulorum alterius figurae valoribus
] 90° — a * 90° — b
' = 90° — a % 270° — b
7 270° — a X = 90° — b
Jlii==12700 = a X 270° — b

ires esse, qui imaginaria, unum tantum, dqui reale indicet punctum. Affinitatem itaque {nostram.

(quae una eral langentium , unam guogue esse figurarum, quadruplicem contra esse patel angu-
lorum, ita tamen ut non cunctae simul, sed altera post alleram prodant quatuor istae angulorum

affinitates, h. e. ut, pro vario punclorum sibi analogorum situ , modo 90" meodo 270" conficiat

respondentium sibi angulorum summa U+ 4 vl y + x.

In aflinitate jam nogira enuncianda nec angulis utamur { et y nec horom tangentibus , sed
vulgaribus potius sive orthogonalibus coordinatis x et y. In memoriam igitar revoeantibus nobis.
quibusnam possis formnlis a nostris hujus capitis coordinatis ad wvulgares transire coordinatas.

aequationes se offerunt , affinilatis nostrae indicatrices :

N R R

Gt E+D W —(—DE ¥

L4+ xx —2ax+x)="+3xx + 22 (x + X)
0 =4z (x + x)
X =1 —— %
T (e 4= x) (e + x) (e He—x) ot — xT
}' = = — T —— = —_—_—

unde sequitur aequatio differentialis :

, (g* — x° — 2 xy dx — (e* — x*) dy
e
dy’ ( ¥ ( A7 2 x i s — x» dy

A d (— x) — 4= y ;i “ds

Aequationibus hisce constantem vides inesse arbifrariam «, quam in aequationibus fundamen-
talibus m' = 1 vv' = 1 frustra quaeras. Unde tamen cave ne efficias, posleriorem hancce
figurarum affinitatem, quam orthogonalibus coordinatis adhibitis oriri vides, minus esse definilam

ila, unde exiimus. Eadem enim arbilraria constans superiori quoque inest aflinitati v’ = 1.

yv' = 1, non tamen aequationibus inest sive mutuae analogarum coordinatarum relationi, sed ipsis
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inest eoordinalis u ac v sive ipsi polius coordinatarum syslemati hocce capite adhibito. Utriusque
enim poli situm si indefinitum relinquimus, neque erit mutua horum distantia definita, eritque
adeo arbitraria quoque distantiae hujus cum longitudinis unitate relatio .

Harum autem aequationum ope, quibus affinitas nostra, vulgari adhibito coordinatarum systemate.
indicatur, nonnullas potuisses ex affinitalis nostrae proprielatibus supra investigatis eidem qua

. e Ly " . e u dv = -
supra factum est facilitate invenire. Quod e. g, functionis T = transitione ad analogam

:

3 . u’ dv . : - . e v . .
functionem —-. ——- conslantia nos supra docuit (pag. 73) —— si primitiva finite alicubi o
1) aun

reclis XX, RAT, SBU distarit fueritque ibi rectae X'X perpendicularis, eandem requiri in

analoga figura perpendicularitatem —— idem e differentiali quoque aequalione modo allata facile
, . . . dy L dy’ X e 4+ X € — x

apparet. Sit enim alienbi — — @ erit analogae — — 2 (ﬁ) + (—— —) ( _‘,) (o)

dx i dx ¥y ¥ ¥ L

- dy’ b3 4+ x 0 — X " ’ o

eritlque adeo ——- quoque — w, modo s+ —— Imila esse statuas, h. e. modo primi-

tivae punctum de quo agatur finite a rectis X'X, RAT, SBU distarit. Quin possis safis

multa, quae relationem speciant, qua cum recta X'X rectave YOY' analogae sibi figurae

dy

. | : ! ' p dy’ : L
cohacrent ——— disfantias e. g. y — a Yy —xX —, quibus a puncto O distant

ax

analogarum tangentiom cum recia X'X puncta inlersectionis - Tacilivs ex aequationibus modo
allatis quam e fundamentalibus affinilalis nostrae aequationibus efficere. Sin illa spectas, quae
nostro coordinatarum systemati nosiraeque adeo quoque affinitali sunt propria, h. e. quae ab
uiroque polo pendent, non faciliorem orthogonalium coordinatarum usus, at multo contra diffi-
ciliorem reddet mutuae proprietalum analogiae investigationem. Quod e. g. perpendicularium
quotiens, ex utroque polo in asymplotam quamlibet ductarum, si ad analogas transeas perpen-
diculares, in analogam alterius figurae asymplotam duclas, intactam suam servel magnitudinem

(ut supra vidimus pag. 7S5), non potuisses, orthogonalibus coordinatis adhibitis, nissi prolixioribus

formulis reperiore.

* G e log e

12%







L.HEDE.N).

— g e

L.
Havre yoosi xai otdéy pépe.
HERACLITUS
iL.
Caussas rerum naturalium non plures admitti debere, quam quae et vera sint et earum
phaenomenis explicandis sufficiant.
NEWTON,

Hi.

Qaypaleroe Tov piy sare qulow ouufewoyrwy, Gowy AYVOLRTHL TO CITIOY

ARISTOTELES.
Iv.
Le principe de d’Alembert. ... ne revét la forme dun principe, que par un certain four

d'expression qu'on lui donne.

POINSOT.
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V.

Linearium coordinatarum systema, quo usus est Plickerus (Analytische Entwickelungen. Vol. i).
ad plerasque figurarum qualitates investigandas hand minus quam vulgare sive orthogonalium
coordinatarum systema valet.

VL

Si T'on avait primilivement donné le nom de force & la cause capable de faire tourner sur
an axe. on aurait em pour ces nouvelles forces une Statique toute semblable (4 la Statique
actuellement existante).

POINSOT
VIL

Die Eigenthiimlichkeit und die Stirke der analytischen Geometrie beruht in dem vollstindigsten
Parallelismus zwischen geometvischen und analytischen Formen oder, um mich bestimmier aus-
sudriicken . in dem Umstande, dass wir durch das Zusammenriicken , das Zusammenwachsen
oleichsam von Construction und analytischer Darstellung dahin gelangen , iiber die grossartigen
Betrachtungsweisen der Analysis gebieten zu konnen, ohne irgend einen der unerseizliche)
Vortheile, welche die unmittelbare Anschanung gewihrt, aufzugeben.

PLUCKER.
VI

I variis rationibus, quibus sonorum altilndinem cognoscere possimus, prae celeris praestal

instrumenti usus, Siren dicti, quod excogitavit Cagniard-de-la-Tour.
IX.

il semble quon pourrait produire des sons, qui seraient encore perceptibles, quoque resul-
tants d’un nombre de choes beaucoup plus grand que 24000 par seconde.

SAVYART.
X.

The various forms. under which the forces of matler are made manifest, have one commor
ovigin, or in other words, are so directly related and mutually dependent, that they are conver-
iible as it were one into another and possess equivalents of power in their action.

FARADAY.
X1

Tales sunt aquae, qualis terra per quam flmmt.

SENECA.




}

XIL
Rejicienda hypothesis, quae geologica phaenomena bene multa e motione explicat, quam iel-
luris subierit olim axis rotationis.
XI1IL
Lapides in patria nostra bic illic sparses e glaciei montanis molibus (Gletscher) originem re-
petiisse contendo, quae eam olim texerint.
XIV.

Botanica systematica non minus histologia alque embryologia, quam exierna nit debet plan-

tarum forma.
XV.
Le degré de confusion entre les orgames de la végelation et ceux de la propagation esl
la mesure du degré de la simplicité du végetal entier.
JUSSIEL.
X VI
Il nest pas vrai, comme on la dit, que les métamorphoses des animaux supcrieurs sonl
foujours une représentation successive des diverses classes inférieures.

CUVIER.
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