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??? 1.nbsp;Definitie van het begrip strook. Een strook Q van het ^-vlak (co??rdinaten a; en y) is eenenkelvoudig samenhangend gebied, dat aan de volgende voor-waarden voldoet: a)nbsp;in ?? ligt een kromme = z{t) = x{t) iy{t), O lt; ^ lt; 1,waarvoor geldt lim x{t) = â€” oo en lim x{t) = -f co. b)nbsp;op iedere rechte a; = const. is ieder lijnsegment van ?? begrensd. 2.nbsp;Het op elke rechte R(z) = x kiezen van een lijnsegment Bx. Het lijninterval in ?? gelegen op de rechte R(^r) = x, hetwelkdoor de kromme z = z{t), O lt;t lt; l bij toenemende t het eerstegetroffen wordt, noemen we De lengte van stellen we voor door 0{x). 3.nbsp;Conforme afbeelding van een strook op een andere. Bij conforme afbeelding van de strook Q op een strook T gelegenin het C-vlak (co??rdinaten | en t]), gaat het segment over ineen kromme y^. De onderste grens van f op zij de bovenste grenszij la- De schommeling van | op d^ is dan: m{x) =

i^i^) â€” 4.nbsp;Begrenzing naar beneden van ^iC^fj)â€”^aC-*^!)' conforme a afbeelding van Q op een strook T, waarvoor geldt | ??j | lt; â€”. Indien ?? conform wordt afgebeeld op een strook T a n en indien deze afbeelding zoodanig is, dat, de oneigenlijke puntenvan Q en T correspondeeren dan geldt, voor % lt; X2. â€” 4a, mdien voldaan is aan de X- dx Q{x) Q{x)gt; 2. 1). voorwaarde 1) De getallen zijn verwijzingen naar de gebruikte literatuur.



??? De ongelijkheid geldt in het bijzonder, indien: Afgâ€”% gt;nbsp;x^) is. Orni^iX^ is de bovenste grens van 0 in het interval {xy^, x^. 5. Begrenzing naar boven van ^2(^2) â€”nbsp;^ij conforme a afbeelding van 12 op een strook T, waarvoor geldt |*j| lt; â€”â€? Indien de strook ?? nog voldoet aan de volgende voorwaarden: a)nbsp;Q is symmetrisch t.o.v. de re??ele as, b)nbsp;op elke rechte R(x) = a; ligt slechts ?Š?Šn tot het gebied be-hoorend lijnsegment n.1. 0^ c)nbsp;de variatie van de functie d{x) is in elk eindig interval be-grensd d)nbsp;d{x) is begrensd voor â€” 00 lt; lt; 00. dan geldt, indien 6{x) L tot bovenste grens heeft: waarbij: a ~ V dx d{x) Qix-., xâ€ž) = 8a -f- IQal?--- X2) is het minimum van 0 in het interval (At^, X2)V(%, AJg) is de variatie van d{x)^ in het interval X2)- 6. Uitbreiding van de in no. 5 besproken stelling. ??' zij een gebied, dat een als in No. 5 gedefinieerd gebied ?œbevat. C (2) beelde het gebied Q' conform af op

de strook T ii{x) ennbsp;zijn respectievelijk de onderste en bovenste grens van R[C(2)] op het bij het gebied ?? behoorende lijnsegment d^.L,nbsp;X2) ennbsp;x^) hebben betrekking op het gebied Q. Nu geldt: dx i,{x2) - ^ Â? J ^ 4a Q(xâ€ž X2) 1).



??? 1. Definitie van â€žhoekafgeleidequot;. c == C{z) zij een holomorfe functie van 2 voor R(z) gt; O, z^ zij een punt van de imaginaire as. jcnbsp;31 Indien nu in elke hoek â€”--h ^ arg (z â€” ^q) ^ â€” â€” a (a gt; 0) 2 2 uniform: a)nbsp;lim C{z) = Uzo) b)nbsp;lim ^^-^^^ = T is, dan definieeren we r als hoekaf- geleide van C{z) in het punt z^. Is Zq = 00 en C(Zo) ^ 00, dan wordt, indien: lim z[Ii{z)â€”=Tis uniform voor â€”a^ argz^â€”oc, T als hoekafgeleide van in het punt oo gedefinieerd.Indien nu ook nog = ^ is, dan luidt de definitie: C{z) hm -= T. Â?â€”VOO ^ 2.nbsp;Indien limZ'{z) voor \arg{z â€” Zq) | ^ â€” â€” a, a gt; O, be- staat dan bezit C{z) in het punt Zq een hoekafgeleide, die gelijk is aanlim t,'{z). 3.nbsp;Indien in een hoek van het halfvlak, waarvoor geldt:arg z I ^ ^ â€”â–  Â?, Â?.gt; O, uniform lim ^^ = t is, t ^ O, dan geldt: lim C'{z) = T uniform in elke hoek, die voldoet aan: zâ€”gt;00 argz\nbsp;^



??? Bewijs: Bij elk positief getal e behoort een waarde q^, zoodanig,dat de functie (p{z) = ^z) â€” zr in het gebied bepaald door deongelijkheden: ^ Qs en arg^ voldoet aan de voorwaarde: (p{z) I lt; e . ^Q zij een punt van de hoek arg z Qe Verder zij: | gt; â€” . 1 â€” sin (a â€” a) Nu hgt de cirkel C^ met middelpunt en straal | Zq | sin (oc' â€” a) geheel in het gebied arg z ^--a. 2 Uit: volgt dan direct: \ smfoc â€”a)/ Hiermede is de stelhng bewezen. Â§ 3. Onderzoek naar noodige voorwaarden voor het bestaanvan een van O en oo verschillende hoekafgeleide op oneindigbij conforme afbeelding van het rechter ^-halfvlak doormiddel van de functie z(Q op een in het z-vlak gelegen gebiedG, zoodanig, dat het oneindig verre punt van de re??ele asvan het i^-vlak correspondeert met het oneindig verre puntvan de re??ele as van het z-vlak.



??? We onderstellen, dat de functie z(C) een van nul en oo ver-schillende hoekafgeleide bezit. Deze hoekafgeleide wordt re??elverondersteld. Dit is steeds te verwezenlijken door een draaiingvan het gebied G. Onderstel, dat het punt z = O een randpunt van G is. Dit is steedsdoor een translatie te bereiken. Transformeer de gebieden G enR(^) gt;0 met behulp van de transformaties s = x' iy' = logz r en cr = f' -(- iri' = log C in 2 strooken Q en T. n begrensd voor C voldoend log lt; Volgens het onderstelde blijft groot op de re??ele as van het ^-halfvlak. Dus bestaat er eeneindige constante M, zoodanig, dat op deze as voor | C | grooterdan een vast, positief getal: = â€” x'{a) lt; M is. Met de re????le as van het C-vlak correspondeert in het z-vlak eenkromme, die alle doorsneden van het gebied ?? snijdt. Dus is er op elke doorsnede, waarvoor % groot genoeg is,minstens een punt, waarvoor: |'(s) â€” x' lt; M is. Voeren we

de notatie van Â§ 1,3 in, dan kunnen we schrijven: lt;U.........(1) Volgens de stelling van Â§ 1,4 geldt, indien x gt; is; dx' (2) â–  4:Jl d{x') (2) en (1) geven samen: dx' â– a; = d{x')?? d.w.z. de integraal dx' lt; Mâ€”^^'(O) 471 7Z ^'n â€” e dx' blijft naar boven begrensd.



??? De interpretatie hiervan voor het z-vlak is de volgende:Indien Q{r) de openingshoek voorstelt van die op de cirkel= r gelegen boog, vi^elke correspondeert met de doorsnede^logr' dan is een noodzakelijke voorwaarde voor het bestaan vaneen eindige positieve hoekafgeleide, dat de integraal â– 7i â€” Q{r) ^ Hr)1 onder een eindige grens blijlt. We wenschen ook nog een tweede noodige voorwaarde te ver-krijgen. Dit is mogelijk met behulp van Â§ 1; 6. ?Ÿ zij een in Q ge-legen, t.o.v. de X'-as symmetrisch gebied, dat op elke rechteR(s) = x', waarvoor x' groot genoeg is, slechts ?Š?Šn doorsnedebevat, waarvan de lengte wordt voorgesteld door d[x').Verder onderstellen we nog, dat er een interval oo) bestaat,waarin de totale variatie van Q{x'Y eindig is. blijft begrensd voor | f | voldoende groot op de re??ele as van het C-halfvlak. Voor x' groot genoeg geldt: ?¨'{x')â€”x'gt;â€”M' (M' is een eindige constante).Dan geldt dus a fortiori

gt;-W,.........(1) waarbij ^'^{x') de bovenste grens van ^'(s) op d^ is. We onderstellen nu, dat liminf 9(a;') gt; O is en we kiezen in de stelling van Â§ 1; 6, zoodanig dat: x^ gt; x'^ -f 8jr is. De onge-lijkheid (1) geeft voor x' gt; x\ P' dx' - i'{x\) ^nj ^ Q{x\,x') In de restterm kan men L = 2n stellen en vindt, daar als onder-steld Y{xq, oo) eindig blijft en d^{x\ â€” Sjr, x') grooter dan eenpositief getal blijft, dat Q{xi,x') onder een van onafhankelijkeeindige grens ligt.



??? Dit geeft samen met (1) dat:dx' '71â€”6 {x') quot;WV dx' 6{x' naar onderen begrensd blijft. Hetzelfde resultaat geldt natuurlijk ook, indien lim inf 0 (%') = O is. Want, daar Q alle genoeg veraf gelegen punten van de hoek arg f I ^ ^ bevat, kan ?? door een ander gebied vervangen r_ 71 worden, waarvan de doorsneden gelijk zijn aan M ??{x'), - â€? Omdat de bij dit gebied behoorende integraal naar_onderenbegrensd blijft, geldt dit a fortiori voor de grootere bij Q behoo-rende integraal. Bij transformatie van het gevonden resultaat naar het z-vlakkrijgen we de volgende voorwaarde: G zij een willekeurig in G gelegen, ten opzichte van de re??eleas symmetrisch gebied, dat van elke cirkel \z\=r slechts ?Š?Šnboog bevat. De openingshoek van deze boog zij 0(r). Indien ereen interval (^o, oo) is, waarin de variatie van e{r)^ eindig is,dan is voor het bestaan van een van nul en oneindig verschillendehoekafgeleide noodig,

dat: 0(r) ^r ?–{r) quot;â– o voor elke r gt; Tg boven een eindige grens ligt. Hieruit volgt:Indien een van nul en oo verschillende hoekafgeleide bestaat,dan kan G geen hoek grooter dan n bevatten. Beschouw eenhoek, die symmetrisch is t.o.v. de re??ele as._ Indien we dezehoek als gebied D beschouwen, dan is de lim 6 (r) gt; 7t, waaruit volgt, dat de integraal negatief oneindig wordt.Noodige voorwaarden zijn dus: ^_^ â€” is naar boven begrensd. 0(r) f



??? â– quot;T.-??ir) dr .nbsp;^ K ^ â€”â€”. â€” IS voor elke r gt; r^ naar beneden begrensd.e(r) r 3) G kan geen hoek grooter, dan n bevatten. Â§ Stelling van Fatou. Indien f{z) voor z lt;l holomorf en begrensd is { f{z) lt; M), = l de grens- dan bestaan bij radiale nadering tot de randwaarden lim f{reif) = bijna overal {hoogstens met uitzondering van een (p-v er zamelingvan de maat nul). Bij het bewijs van de stelling maken we gebruik van eenstelling van Lebesgue. Deze zegt, dat een re??ele functie metbegrensde differentiequotienten bijna overal (hoogstens met uit-zondering van een verzameling van de maat nul) differentieer-baar is. Beschouw de functie F{z) gedefinieerd door: f{t)dt F{z) = Dan is:indien F(2)â€”F(z') ^M lt; e z â€” ze Mquot; Er bestaat dus een 2 dimensionale limiet van F (z) voor z | = 1 lt; 1. F(z) â€žwordtquot; dus continu voor F(z) op z 1 voldoet dus ook aan: lt; e F(z)-F(z') heeft op volle maat E een afgeleide, welke in

absolute M Dus geldt:dFie^'P)d(p



??? dtp. dtp waarde ^ M is Volgens Poisson is: t-in Bekend is: waarnbsp;een afgeleide heeft, daar is radiaal: r7)(p F'ire'^f) = i[r?Šf) â€” e-f^ dus: dtp Hiermede is de stelling bewezen. Uitbreiding van de stelling van Fatou. Een uitbreiding van de stelling van Fatou werd door de ge-broeders Riess gegeven en wel in de volgende vorm: De in devorige Â§ bedoelde limiet is slechts voor een ^j-verzameling vande maat nul gelijk aan a, indien a een willekeurig getal is. Een zeer eenvoudig bewijs is hiervan gegeven door Wolf f 2).Hierbij werd zonder aan de algemeenheid te kort te doen, aange-nomen, dat /(O) a is, ]J{z) was holomorf en begrensd voor Nu is voor O lt; r lt; 1 volgens Jenssen: lt; 2;rlg /(O)â€”a Ig f^re^ -a\dtp . . . [l) Zij O lt; Â? lt; 1 en zij Eâ€ž de intervalverzameling van de waar-den van tp, waarvoor geldt: lt; e Is jmEâ€ž de maat van Eâ€ž, dan volgt uit (1) en uit | / â€” a | lt; 2Mdat: c2n



??? 27?Žlg /(O)â€”a ^lg e 27r lg (2M) dus: /lt;Eâ€ž ^ â€”j-, Â?=1,2... C constant. Ig- e De waarden van cp, waarvoor lim /(re^'') = a is, behooren tot de limes inferior van Eâ€ž voor w ^ oo. Dus de maat van de verzameling dier waarden is hoogstens c â€”en daar e willekeurig tusschen O en 1 kan worden gekozen, Ig- e is deze maat nul. ^ 6. Indien de begrensde functie u(z) (| | lt; M) harmonisch is voorX gt; O en indien op de imaginaire as lim{u{ti)â€”â– %{â€”ti)] nul is, dan bestaat lim v{x), (v(z) is een geconjugeerde functie van u{z)) ?‡'^u{^ti)â€”u{ti) , -1 dt convergeert. indien: 1 Bewijs: 1 / 1 1 \ u{x) ivix) = â€” u{ti)\--1---\dt 4quot; constante. 7tJnbsp;â€” tt 1 ti! In de integraal is u{ti) de Fatou'sche ]ha.u{x ti).Neem de constante = 0. Zij e gt; O en vast en zij a; zoo groot, dat voor t gt; ex\ e2 is, dan is: ^ '\x-~ti u{ti)â€”u{â€”ti) lt; vrr {x \)dt {u(ti)â€”m(â€”ti)} [xâ€”ti) (1 -{-ti) t gt; EX {x l)dt I ( I gt; Â?X lt; = A. VY l gt; EX



??? Nu is: Vl gt; I i I = V^^ t^ cos V gt; V^^ t^ cos X = vrr {x l)(nnbsp;\ dus:A lt; Â?2 Vl e^ dt X^ t^ vT e2 Â? i gt; EX dus:nbsp;K lt;ns voor ^ voldoend groot.....(1) t{l â€” x^)u{ti)dt tdt. 1 â€” x 1 = .Â?X (1 __nbsp;-~u{â€” ti)} Nu is: 1 P, = -l dus rex u[â€”ti)â€”u{ti) tdt }



??? tdt = M log (1 Â?2) lt; MÂ?2 . . . (2) t^0 Uit (1) en (2) volgt nu: lim inf. a:â€”gt; 00 0 â– uiâ€”ti)â€”-uiti) \ ' 2nbsp;â€” Me2 ^ Um inf. v(x) ^ 1 ^ J ^2M lt; lim. sup V (x) lt; lim sup Xâ€”^nbsp;Xâ€”^ GO * 'u{â€”ti)â€”u [ti) TT^ tdt ne Mfi2. , dan is lim v {x) =?“-xÂ? 1. Convergeert 2. Bestaat lim?Ž!;(A;) = I, dan is ( ook volgt: .ex l â€” Tie â€” Me^ ^ lim inf. J ^ lim supnbsp;ns Me^ Onbsp;O Opmerking: Noodig en voldoende is ook de convergentie vanâ€” ti) â€”u{ti) dt, wegens t t 1 1 t i!(l t^)' Â§ V- Indien C{z) holomorf is voor R{z) gt; O en als bovendien geldt: I gt; O, dan nadert in iedere hoek \ arg z\ lt; â€” e lt; â€” het quotient 2 2 -, indien z tot oo nadert, uniform to een reeele eindige grens- = I, daar uit (1) en (2)



??? waarde ^ O, welke dezelfde is als de onderste grens van ^^ voor X X gt; O, m.a.w. er bestaat steeds een eindige hoekafgeleide op oneindigen deze is positief of nul. Bewijs: Zij a (re??ele deel a) een punt van het z-vlak en zij ot' hetspiegel-beeld van a t.o.v. de imaginaire as van het z-vlak. Zij verder /? (re??ele deel b) het door C{z) aan a toegevoegdepunt en zij /S' het spiegelbeeld van C t.o.v. de imaginaire as vanhet C-vlak, dan beelden de functies: en W = lt;p = de halfvlakken C-/S' a; gt; O en I gt; O af op de eenheidscirkels | 991 lt; 1 en | ^ | lt; 1.Nu is ip{(p) een holomorfe functie van cp voor | 95 | lt; 1.Verder is y(0) == = f{(p)'\. Aan de voorwaarden van het Schwarz' lemma is dus voldaanzoodat geldt: 2 â€” a Vgt;{lt;f) dus: lt; f-r Indien nu z tot a nadert, dan nadert: a' â€” a



??? I X Op elke rechte // de re??ele as van het z-vlak geldt dus: I j X dus - daalt monotoon op iedere zoodanige rechte X dz c- -?Ÿ C-?Ÿ' z - â€” OL z â€”a' dC lt; dz a quot; 2a geeft dan: Dus algemeen geldt overal: - ^ A ^ 0. Deze hmiet is op alle rechten // Ox gelijk Op de X-as geldt: - j A X Â?x' Op het lijnsegment x, wi)geldt derhalve: dy ^d^ X ^ ^ X Zij eerst A = 0: Voor X ^ ao volgt hieruit: ^^ O, dus - O angulair.



??? ^ d!: ^ dus ---^ O angulair. dz dz Eveneens â€” ^ Oz Beschouw nu het geval A gt; 0.We kijken dan naar C â€” ^z. Op de re??ele as geldt: -=---X | 0. oc % De hoekafgeleide van (C â€” Az) op oneindig is dus 0.Dus: hm ang.nbsp;=nbsp;quot;quot; lim ang. â€” ^ == O, dus hm ang. ^ = ^ hm ang. â€” = O, dus lim ang. ^ = Â§ 8. Uitbreiding van de stelling van Â§ 7. Gy zij een enkelvoudig samenhangend gebied dat alle voldoendverre punten der re??ele positieve as bevat. Gy zij gelegen in het halfvlak ^ gt; O en zij een functie, welkeG-y conform afbeeldt op het halfvlak R{zi) gt; O, zoodanig, dat hetoneindig verre punt van de re??ele as van het 1,-vlak correspondeertmet het oneindig verre punt van de re??ele as van het z-vlak. (i) Verder wordt ondersteld, dat ^^ voor | voldoend groot begrensd is. Dan bestaat voor elke in G^ holomorfe functie z{Z), welke eenpositief re??el gedeelte heeft, de limiet'.



??? Un, iÂŽ. C-gt;00 C indien: argl:\ ^ â€” a (a gt; 0) is. Deze limiet is re??el en eindig. Bewijs: zij de omkeeringsfunctie vanOmdat R[Ci(2)] gt; O is, bestaat de limiet: lim = gt; O, nniform in elke hoek, waarvoor geldt gt;-00 Z 71 axgz Ook de functie z[!;{z-^)'\, die in het rechter .z-halfvlak gedefinieerdis, bezit daar een positief re??el gedeelte: Dus: hm ^^^ ^^^ = m^^ lt; oo, uniform in elke tot het gebied 0â€”gt;00 Z behoorende hoek. Dus is in elke hoek, waarvoor geldt: arg z\ ^ - â€” a, uniform2 Daar m^ van nul en oneindig verschilt geldt: a) alle punten van de hoek | arg C| ^ - â€” e voor | C| gt; Pe 2 behooren tot het gebied G^.



??? b) hun beeldpunten in het z-vlak vallen binnen een iets grootere 31 , hoek arg z ?¨ - â€” eZ e' lt;e 7C Dus is in elke hoek arg C ^ - â€” e, uniform lim 2 yi^x C m-^Â§ 9. Onderzoek naar voldoende voorwaarden voor het bestaanvan een van O en oo verschillende hoekafgeleide op oneindigbij conforme afbeelding van het rechter ij-halfvlak door-middel van de functie z(^) op een in het z-vlak gelegen ge-bied G waarbij het oneindig verre punt van de re??ele asvan het ^-halfvlak correspondeert met het oneindig verrepunt van de re??ele as van het z-vlak. Transformeer de gebieden G en R(C) gt; O door de transformatiess = iy' = log z en (T = -f ir]' = log C in 2 strooken ?? en T. Beschouw de functie dx{x') definieeren we als de lengte van het grootste op gelegent.o.v. de X'-as symmetrische segment. We voeren nu in: Zij k een positieve constante en zij het maximum van a.{x')in het interval vk ^ x' ^ {v \)k, indien dit

maximum positief is. Is dit niet het geval, dan zij = 0. Voor het z-vlak wil dit zeggen: m^ in het grootste van de getallen O en max \\_n â€” (log r)] inhet interval Kquot; ^ r ^nbsp;waarbij K = is. We zullen bewijzen, dat voor het bestaan van een van nul en on-eindig verschillende hoekafgeleide op oneindig, voldoende is, dat: dr [0(r) â€” 7t] â€” convergeeren i). de reeks S m^ en de integraalv=o



??? Bewijs: Uit de convergentie van de reeks 2 volgt, dat vanaf v=o een zekere r-waarde (vq), m^ lt; ^ n is. Beschouw in het s-vlak het gebied ??^, dat bestaat uit de recht-hoeken vk lt;x' ^ {v l)k, I y Inbsp;voor v ^ v^. Dit gebied correspondeert in het z-vlak met een gebied Gigt;dat symmetrisch is t.o.v. de re??ele as en dat zoowel in het halfvlakR(z) gt; O als in het gebied G bevat is. We zullen nu bewijzen, dat het gebied Gj voldoet aan de eischen,die gesteld zijn in Â§ 8. Het ^ewijs leveren we door gebruikmaking van Â§ 1; 6. De bij hetgebied ??.^ behoorende functie d-^{x') is in het interval vklt;x'lt;{v steeds gelijk aan: n â€” Dus:r^quot; dx' 71 '' dx' ^ Tiknbsp;V Indien a(s) = |'(s) iri'{s) de functie is, die met behoud der ____jjr symmetrie het gebied ??^ op de strook \n' \ lt;â€” conform afbeeldt,dan geldt: -nbsp;-nbsp;ST^ 2m k 2mJi (1) n â€” Zm.,, In de restterm kan men L = 271 kiezen. Indien nu A een geheelgetal grooter dan ^ is, krijgen

we:



??? Vj A^ Stt S OTy. Wegens de convergentie van de reeks S m^ blijft dus: â€”4L, v=o yji _(_ 4L) van willekeurige v^ begrensd. Kiezen we v-^ zoo groot, 71 dat voor v gt; v^ â€” X, m^ lt; - is, dan is voor iedere v^ gt; v^ 7t â€” 4L, vJi 4'L)gt;-. Hieruit zien we, dat de restterm vji) voor elke v^ begrensd blijft.Dit geldt ook voor de in het rechterlid van (1) staande som,want de reeks: 2 konvergeert tegelijk met de reeks: v=o Uit (2) volgt nu, dat: l^ivk) â€” vk voor elke v begrensd blijft.Hetzelfde geldt dan ook voor:nbsp;â€”x', voor willekeurig want als (v â€” 1)^ lt;x' ^vk is, dan is: i^'ix') â€”nbsp;{'gt;'k)â€”vk k. Dit beteekent echter voor de functie C{z) = g^eoÂ?Â?)^ die op Nz) het halfvlak R(C) gt; O conform afbeeldt, dat - in G^ gelijk- matig begrensd blijft, d.w.z. G^ voldoet aan de voorwaarden vanÂ§ 1; 6. 71 Dus bestaat in elke hoek arg^nbsp;â€”a de eindige limiet: v^ X-1 j-^ A-i Jd lim C(^)



??? Nu moet nog aangetoond worden, dat deze limiet nietkan zijn. = O Hiervoor maken we gebruik van Â§ 1; 4. 71 Bij afbeelding van ?? op de strook \ rj' lt; - geldt: dx' â€” 471 indien x' gt; 4jr is.Nu is: {6 ~ 7i)dx' - dx' 71 sz O 71 (0 â€” 7l)dx'. gt;X' 71 O Hieruit volgt: â€” ^ â€” - r (?– â€” â€” 471 l2'(0) â€” (3) 71 O Volgens het onderstelde blijft: (0 â€” 7i)dx' begrensd. Uit (3) volgt dan, dat: fi' C(z) niet nul zijn. x') â€” x' voor elke x' boven een eindige grens hgt, d.w.z.blijft op de cirkelbogen 0,, die correspondeeren met dedoorsneden grooter dan een positief getal. Dus kan de hmiet lim Uit het bestaan en van nul en oneindig verschillen van deze



??? limiet concludeeren we dat de afbeelding op oneindig conform isen dat: lim ^^ gelijkmatig aanwezig is in elke hoek met C I arg C I ^ â€” â€” a en van nul en co verschilt.2 Â§ 10. Stelling van Caratheodory. G zij een gebied van het C-vlak, dat het oneindig verre puntvan de re??ele as van het C-vlak bevat. D zij het halfvlak R{z) gt; 0. C = beelde het halfvlak R(z) gt; O af op het gebied G zoo-danig, dat het oneindig verre punt van de re??ele as van het z-vlakcorrespondeert met het oneindig verre punt van de re??ele as vanhet ^vlak. Nu is door Carath?Šodory bewezen, dat voor het bestaan vaneen nul en oneindig verschillende hoekafgeleide in het punt z = oo,voldoende is, dat het gebied G een halfvlak bevat en zelf in eenhalfvlak bevat is. Het bewijs van deze stelling volgt makkelijk uit de vorige Â§. Want als G het halfvlak R(C) gt; ?? bevat en zelf bevat is in hethalfvlak R(C) gt; â€” ??, dan is: nij, are sm â€”K.

en \ d{r) â€” 7t\ ^2 are sin -.Hieruit volgt direct de convergentie van de reeks S Wy en van de integraal v=o



??? Uitbreiding van de stelling van Garatheodory. De in de vorige Â§ beschreven stelling is zeer te verfijnen.We beschouwen daartoe het rechter-halfvlak xgt;0, en beeldendit af op een gebied, dat gelegen is in dit halfvlak en waarvan de grens symmetrisch is t.o.v. de re??ele as. De vergelijking van degrenskromme zij: V hm â€” = 00,nbsp;monotoon toenemend. We onderstellen, dat met het oneindig verre punt van de re??eleas van het 2;-halfvlak het oneindig verre punt van de re??ele asvan het C-gebied correspondeert en vragen nu naar de vorm,die de rand van het C-gebied moet hebben, opdat het bestaan vaneen positieve hoekafgeleide voor z -gt; co verzekerd is. We zullen bewijzen, dat noodig en voldoende is het convergeerenvan: ^df] Voor het bewijs moeten we gebruik maken van een paar hulp-stellingen. Deze volgen nu eerst.



??? 23Â§ 12. Gegeven zijn: B is de strook | y | lt; 1 van het z-vlak {z = x iy). ^ l(^) _[_ beeldt de strook B conform af op een inB gelegen gebied D, dat de volgende eigenschappen bezit: a.nbsp;D wordt begrensd door 2 Jordan-krommen F^ en F^, dievan ic = â€” 00 tot = oo in B loopen en die voor:Â?; = oo respec-tievelijk de rechten y = 1 en y = â€” 1 tot asymptoten hebben. b.nbsp;er bestaan 2 getallen m en q, zoodanig, dat als P en Q 2 puntenvan F^ of F2 zijn, die dezelfde abscis u hebben, welke grooter isdan q, dat dan de schommehng van de abscis op de boog PQkleiner is dan m. cnbsp;00, indien x ^ co. Dan geldt: als a{a) de schommeling van f â€” z voorstelt of hetsegment Sâ€ž{x = a, | y | 1) van B. hm sup: a{a) ^ 2m. ÂŽ) aâ€”00 Indien in hypothese 2w vervangen kan worden door en m^respectievelijk op F^ en F^, dan heeft men voor elk getal 0 waar-voor geldt â€” 1lt;0lt;-|-1, de volgende ongelijkheden

voor deschommehngen a^ia) en a^ia) voor â€”z op de segmentenx = a, e^y^l en x = a, â€” l^y^d hm sup lt;Ti(Â?) ^ Wjlim sup a^ia) ^ Wg. Voor het bewijs, met behulp van de stelling van Â§ 16, zieÂŽ). Â§ 13. Beschouw de gebieden B en D als gedefinieerd in Â§ 12. Op de bovenrand gelde: y = 1, voor x ^ co : r] â€” y^O Op de onderrand gelde: y = â€” 1, voor xco : rjâ€” y ^ 0. Verder is r] â€” y harmonisch en begrensd in de strook. Dus f] â€” y voor ^ 00. Voor X co geldt:



??? Vv 1 C?“ 1 uniform voor l elt;ylt;l â€”, dus: â€” dz 1 uniform voor l elt;3/lt;l â€”â–  s. Â§ 14. Bewijs van de stelling van Â§ 11. Ondersteld was, dat C ^ oo voor z ^ ao. Beeld het rechter halve z-vlak en het f-gebied door de trans-formaties (p = t ix = log z en CO = u iv = log C af op onder-staande figuur. 712 Dan is voor t -s- oo; u ^ co.Volgens de stelling van Â§ 12 geldt dan:dm 1 voor T ^ 00, uniform voor % dep 1, uniform voor | % Hieruit volgt -(p Volgens Â§ 12 (geval m = 0) zijn de beelden van de verticalestreepen r = constant, voor voldoende groote t bijna recht enverticaal, d.w.z. de horizontale schommeling nadert tot nul voor T oo. Dit gecombineerd met (1) levert dadelijk - ^ 1 uniform lt;P voor Tnbsp;00. In de oorspronkelijke figuur beteekent dit:log C j--^ 1, uniform voor z co, dus log y oo log rj.nbsp;(2) lt;-~ 2 (1).



??? Ter verkrijging van een kenmerk voor liet bestaan van eenpositieve hoekafgeleide op oneindig maken we gebruik van Â§ 6. Daar werd nl. bewezen, dat, indien een functie u{z) begrensden harmonisch is voor a; gt; O en indien lim {u{ti) â€” u{â€”ti)} nul (^OO is, lim v{x) bestaat, als ' u{â€”ti) â€”u(ti) dt convergeert. X In dit geval nu definieeren we (zie blz. 22): m Dan is: V = log Voor het bestaan van lim v is nu noodig, dat: dt convergeert. --0 ' 2 t dt dy r ?¨dyig.--0 r-^ - en â€” =â€”, dus--moet conver- 2 rj t y - V y geren. We wenschen echter een kenmerk, waarbij we y als functievan 7] niet noodig hebben, want we wenschen aan de randkrommevan het C-gebied te zien of de hoekafgeleide (1) grooter dan nulis, zonder de afbeeldingsfunctie f(z) te gebruiken. De onbekende functie y{r]) is te elimineeren met behulp vanformule (2), blz. 24.A. Zij 1 gt; O, dan is: r I dy H^) 1f] y r/(n) rnnbsp;Â? logy d - lt; een constante M

lt; oo. Daar 7] i lt; O is, is ^ log Â? lt; M en â€” f log y i - lt; M.Tjnbsp;vin)nbsp;n



??? Wegens (2) is ook: (â€?nnbsp;^ log r] d â€” lt; constante lt; oo, dus:V ??/=i 1 _ â€?re V y =1 idrj ^2 i drj --lt; constante lt; oo, V n convergeert. log n â€” ri{n) v=i dus: (3) , dan bewijst men op dezelfde wijze, dat Idr^ B. Convergeert r^dy --convergeert, dat dus A gt; O is. De convergentie van n y r . â€”â€” IS dus noodig en voldoende voor A gt; 0. Â§ 15. Indien een halfvlak H{x gt; 0) een gebied G bevat en indien Geen gebied G' bevat, dan is indien hij de afbeelding van H op G',waarbij de oneindig verre punten correspondeeren, de hoekafgeleideop oneindig positief is, deze ook positief hij de afbeelding van H opG met correspondentie van de oneindig verre punten. 00 Noodig is aan te toonen de convergentie van de reeks 2 m^ en V â€” O dr van de integraal [d{r)â€”7i\â€” bij afbeelding van H op G. De convergentie van S m^ is verzekerd, daar de convergentie V-O van deze reeks gegeven is bij afbeelding van H op G', waarbij de

termen grooter zijn dan bij de afbeelding van H op G. 00 De reeks 21 m^ convergeert dus a fortiori. [6{r) â€” tt] â€” a fortiori V-O Eveneens is direct in te zien, dat



??? convergeert bij afbeelding van H op G, daar zij dit reeds doet bijafbeelding van H op G'. Â§ 16. Gegeven is een gebied G. oc zij een zoodanig randpunt van G,dat G een punt bevat, dat op een afstand grooter, dan een vastgetal h van a is gelegen. Beschouw nu de familie holomorfe eenwaardige functies, ??{z),waarvan de absolute waarde in G kleiner dan 1 is. C zij een cirkel met middelpunt Â?. en met straal q lt;h. a{Q) zijde verzameling van tot C behoorende bogen binnen G en A(^)zij de totale lengte van het door Q{z) verkregen beeld van a{Q). Dan zullen we bewijzen: Bij elk positief getal e behoort een getal ?? tusschen o en h zoodanigdat voor lt; p lt; ^ de lim. inf. jLi(d) van kleiner is dan e. ?? hangt noch van s noch van h af. Het bewijs van deze stelling is eenvoudig. Indien ^ en 9) de poolcoordinaten van een punt z van G t.o.v. azijn, dan geldt: Â? d?? V % dz qdq dep ' ' 71. Verder is = Â? d?? d?? 2 J dz

Qd(p ^ 271Q dz gdcp a[Q) Uit deze beide ongelijkheden volgt: {^(e)} â€” lt; indien 0lt;dlt;h, dlt;l dus: Dus is /i{d) lt; e indien d lt;e



??? 17. Hoektrouw in de buurt van een grenspunt bij conformeafbeelding van een gebied. G zij een enkelvoudig samenhangend gebied, zoodanig, datmet elk getal e tusschen O en â€” een getal R(e) correspondeertzoodanig, dat het deel van G, gelegen buiten de cirkel | z | = R(e)het gebied D(e) bevat, gedefinieerd door z gt; R(e), argz 71 en bevat is in het gebied D(Â?), gedefinieerd door | z | gt; R(e), ^rg z 1 lt; e. Nu is aan te toonen, dat elke in G holomorje functie w(z) =u iv, welke G op het halfvlak D{;u gt; 0) afbeeldt, zoodanig, dat inelk gebied D{e): limw{z) = oo is, de volgende eigenschap bezit: In elk gebied D{e) geldt: lim arg. â€” = 0. zâ€”^00nbsp;^ Opmerking: Over de grens van G is niet de onderstelling gemaakt,dat zij een Jordan-kromme is. Voor het bewijs van deze stelhng maken we gebruik van eendoor Caratheodory s) bewezen stelling. Deze luidt als volgt: Zij G een enkelvoudig samenhangend gebied, dat met

eenenkelvoudig samenhangend deel g een grensstuk AB = y ge-meen heeft. Men beeldt G en g op eenzelfde cirkelschijf E af, zoodanig daty beide keeren overgaat in eenzelfde boog y^ = ^^^B^ van degrens F van E. Zij (5i een in E gelegen cirkelboog A^B^, die /J en ?? tot beeldenin G en g heeft, dan ligt d binnen het gebied, dat door y en A begrensdwordt. Met behulp van deze stelhng bewijzen we nu de in de aanvangvan deze paragraaf vermelde stelling. Zij A een bereikbaar grenspunt van G. Bij de toepassing derhulpstelling zal B het punt oo zijn. Uit het onderstelde volgt het



??? bestaan van een kromme in G van A naar oo, waarop arg z ^ â€” voor z ^ 00. G wordt door x in twee gebieden verdeeld, waarvaner ?Š?Šn (g) alle voldoend verre punten van de positieve ree??leas bevat. Zij E het halfvlak u gt; O, dat op G en g conform wordt afgebeeld,zoodanig, dat het gemeenschappelijke grensstuk A oo telkenscorrespondeert met het grensstuk v van E. Zij een kromme 71 (O oo) in E, waarop arg. ze; -gt; â€” voor w oo. Daar k een Jordan- boog is, geldt op het beeld d van (5^ in g: arg z ^ â€” voor z oo.Uit de hulpstelling volgt nu, dat op het beeld A van in G geldt: 71 hm mf. arg. z^ â€”. gt;00 2 Op een dergelijke manier bewijst men, dat op A geldt: 71 lim sup. arg znbsp;bijgevolg: 7t argz â€” arg. ze'O als arg. ^â€” . . . . (1)Evenzoo bewijst men, dat (1) geldt als arg. ??Â? ^â€” ^ 2 18. De gebieden G en G^ hebben een gedeeltelijk gemeenschappelijkgrensstuk y. Het gebied G^ is binnengebied

van het gebied G.De gebieden G en G^ worden beide conform afgebeeld op eenzelfdecirkel, zoodanig, dat een tot de beide gebieden G en Gj^ behoorendinwendig punt bij de afbeelding overgaat in het middelpunt vande cirkel. Dan is de heeldlengte van y bij de afbeelding van kleiner danbij de afbeelding van G. Voor het bewijs is het voldoende aan te nemen, dat de gebiedenG en Gi respectievelijk zijn een cirkel en een willekeurig in deze



??? cirkel gelegen gebied, waarvan de rand voor een gedeelte gevormdwordt door de cirkelrand. We gaan nu het gebied G^ afbeelden op de cirkel G. Bij dezeafbeelding blijve het punt O invariant. De afbeeldingsfunctie, welke het gebied G^ conform afbeeldtop de cirkel G zij 2 = z{w). (Het gebied G^ wordt beschouwd te liggen in het w-vlak, hetgebied G wordt beschouwd te liggen in het vlak). tot boog AB, dan nadert: Nadert w De functie = z{w) is voortzetbaar over AB. dz Uit deze voortzetbaarheid volgt, dat â€” bestaat, continu is en dw ongelijk nul is op AB. Nu is: (boog ACB)o,Gi= (boog AiCBi)o, g. waarbij algemeenonder (boog y)o q verstaan wordt: de beeldlengte van y als G wordtafgebeeld op de eenheidscirkel, z???? dat met het punt O van Ghet middelpunt van de cirkel correspondeert. lt; 1. w(z) I lt; 1w{o) = O w(z) is holomorf voor Nu is volgens het Schwarz-lemma: w lt;



??? Kies het punt ^o' op de straal O^o. dan is: Wo' â€” Wq 2o â€” ^ 1. ^ 1 volgens Schvi'arz.dw Laat nu zJ naderen tot Zq, dan is: dz De gelijkheid is uit te schakelen, want in dat geval zou w = zzijn in alle punten van boog AB en dan zou w^ z zijn. Met deze mogelijkheid hoeven we geen rekening te houden.Dus is: gt; 1. dw dz (y)o G wordt kleiner, als G krimpt. in Â§ 19. Toepassing. Het gebied G van het z-vlak zij het rechter halve z-vlak metuitzondering van daarin liggende â€žfranjesquot; (Schlitze). Het gebied - fgt; G gaan we conform afbeelden op een halfvlak en we vragen nu naarde grenzen, waartusschen de afbeelding van â€žfranjequot; q komtte liggen.



??? Daartoe bedenken we, dat in verband met de stelling uit devorige paragraaf: (boog . gt; O min alle franjes ^ (boog gt; O min eenige franje g. We gaan nu kijken naar de beeldlengte van boog q bij afbeeldingvan het gebied {M,x gt; O min franje q) op een halfvlak.We passen op dit gebied toe de transformatie: W = Vz^ â€” Q^ We gaan na, wat er met boog q gebeurt. z = Q gaat over in : w = oM{z=e h) â€ž â€ž â€ž : w = V2Qh h^ We beschouwen nu het ze^-vlak {w = u iv). Q tglt;p = V2Qh h^' Voor kleine p: w co â€”h 4o (boog e)M . gt; O min alle franjes = V2Qh h^



??? We willen nu een schatting hebben naar de andere kant. Teekendaartoe in het z-vlak hoek POQ, Binnen POQ is ah?Š?Šn franje qgelegen. Nu is: (boog q)u,xgt; o, min alle franjes ^ (boOg Z.poq, min franje Q Pas toe de transformatie: w = z^^ op POQ min franje q.Het beeld in het teÂ?-vlak wordt dan als in onderstaande figuur isaangegeven. W (pih) Op de figuur in het w-vlak passen we nu toe de transformatie: O)



??? Nu is: (boog 0)m,ZPOQ min franje g = ^(boognbsp;= / lim inf eâ€”gt;0 4g We krijgen nu de volgende figuur: TC = 2y = 4T ^ 4 Samenvattende: :â€žtnbsp;gt; O min alle franjes ^ ji 71 (boognbsp;gt; O min alle franjes lt; Deze schatting vindt toepassing bij de verscherping van eenresultaat van AhlforsÂŽ).



??? STELLINGEN. 1.nbsp;Om een birationale afbeelding van de bollen van Rg op derechten van Rg te vinden, kan men eenvoudiger te werk gaandan SoPHUS Lie. 2.nbsp;Bij het oplossen van vierdegraadsvergelijkingen is een aan-zienlijke tijdsbesparing te verkrijgen door gebruik te makenvan nomogrammen. 3.nbsp;Het in de advertentiecampagne van een warenhuis ge??nvesteer-de kapitaal moet grootendeels als waardeloos worden be-schouwd. 4.nbsp;De methode van de directe waarneming is bij het doen vanvliegproeven in het algemeen verkieselijk boven de registratie-methode. Het is daarom door het Nationaal Luchtvaart-laboratorium te Amsterdam juist gezien voor het meten vande baanhelling van een vhegtuig een direct aanwijzend in-strument te gebruiken. 5.nbsp;Het is onjuist, dat de golfweerstand steeds het overheerschendedeel vormt van de totale weerstand van een lichaam, datzich met een

snelheid grooter dan de geluidssnelheid voort-beweegt door een compressibel medium. 6.nbsp;De vleugelbelasting van vliegtuigen zal in de toekomst blijventoenemen. In verband hiermede zal gebruik gemaakt moetenworden van bijzondere startmethoden. 7.nbsp;Het is gewenscht uit vhegproeven de polaire van het vliegtuigte berekenen en de aldus verkregen polaire te vergelijken metde tunnelpolaire.



??? v' â–  l 1 U ^ it- ' â€? f 'if ^ ' ^ , ^ ' ' Â?. ,nbsp;V â€?nbsp;-r â€”, ft 'â– hf i.* quot;V/.f



???



???



??? â€?y ' â– . f. itT' Fquot;' â– 



??? m ' I

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

http://www.tcpdf.org

