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INLEIDING.

Wij zullen in het volgende functies van z: w(z) = #(z) + 2v(2)
- beschouwen, welke holomorf zijn voor z = x |- 4y in het rechterhali-
vlak D (dus x > 0). Verder wordt ondersteld dat #(z) > 0 in elk punt z
van D. Aangetoond is dat de »® geitereerde z,(z; = w(2), 2, = w(z),

vvey 2n = w(2.-4)) als n tot oneindig nadert, convergeert tot een li-
miet « (eindig of oneindig).

Deze limiet is onafhankelijk van het beginpunt z en de convergentie
is uniform als z zich bevindt in een afgesloten en begrensd gedeelte
van D).

In het geval dat het limietpunt « eindig is en Rz > 0O, blijkt  een
wortel te zijn van de vergelijking w(z) = 2. Men heeft dan cen geval
van iteratie, behandeld o.a. door Kénigs (aantrekkend dek-
punt o).

Indien w(z) = z geen wortel heeft in D, blijkt de grens van D een
punt o te bevatten (dus Ra = 0 of x = o0), 26, dat z, »aalsn —oo.

Neemt men (zonder de algemeenheid te schaden) o = oo, dan is
te bewijzen dat voor een zodanige functie w(z) = u(z) + w(z), u(z) = x
(alleen in het geval: w(z) = z -+ b is u = x). Bij de iteratie heeft men
dus

Rz,4 = Rz,

Zie: J. Wolff, Comptes Rendus t. 182 p. 42, 200, 918.

Bij het onderzoek naar de eigenschappen van de iteratie (in het
geval dat « = oo), wordt veelvuldig gebruik gemaakt van de vol-
gende eigenschappen:

Gegeven: w(z) =u(z)-+w(@) is een holomorfe fumctic van
& =x + 4y, gedefinicerd in het halfvlak D(x > 0). u(z) > 0.

) Er zijn enige nitzonderingen, die samen te vatten zijn onder:

wiz) —a  z—a . (aiscen punt van D, @’ het spiegel-

= = =& : T
wiz) — a’ z—a beeld van a t.o.v. de imaginaire as)

T - - . . . ~ae
Voor w £ 0 is dit een niet-suclidische draaiing om a.
Voor @ = 0 is w(z) = 2
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dw

.
i = >y
dz

Eigenschappen: 1) <
45

u . - o ; i
2) —1s monotoon niet stijgend op elke rechte || x-as (dus — convergeert
x %

tot een limiet A >0 en < oco).
3) Dit getal . is zodanig, dat w(z) = rz + w(z), waarbij w(z) = #4(2) -
-+ w0y(z) een holomorfe functie van z is, voor z in D, met u, (2) =0, terwijl

w00y Z2—>c0 angulair, d.aw.z. binnen een hoek: |arg z | < 2 —= (% >e> O),

wy  do

ey © geliykmaliy tof nul naderen.
¥ dz 2
Daarnit volgt:
. 2w dw w . 1
4) Voor z— oo (angulair) naderen il — geltjkmatig tot ).
A heet de angulaive afgeleide van w(z) in het punt oneindig.
Zie o.a.: J. Wolflf; Comptes Rendus t. 183. p. 500. G. Vali-
ron, Bulletin des Sciences Math. 2e serie, t. 55, 1931 p. 4.
Voor de functies die bij bovengenoemde iteratie als limietpunt
% = oo hebben, geldt (omdat % >=x) : x = 1.
De gevallen waarbij 2 > 1 vertonen een geheel ander karakter dan
die waarbij » = 1.
In het eenvoudigste geval: 2 > 1, blijkt het argument van de
geitereerde z een limiet te hebben, als # tot oneindig nadert.
Deze limiet is een niet constante harmonische functie van z, gelegen
- 7 b
tussen — — en —.
2 2
Het geval » = 1 is meer ingewikkeld: arg z, kan convergeren tot een

limiet welke onafhankelijk is van z en welke ook -+ gkan zijn (dit

laatste gebeurt o.a. als x,, convergeert voor # — co en dus y, — - o0).
Ook zijn er gevallen bekend dat arg z, miet convergeert.
De eigenschappen van bovengenoemde iteratie vindt men in:
J. Wolff: Bulletin de la Société Math. t 57, 1929, p. 195.
G. Valiron: Bulletin des Sciences Math. t 55 Avril 1931.
J. Wolff: Proceedings, Kon. Akademie van Wetensch. Vol.
XXXV, no. 4, 1932,

In de Comptes Rendus van 23 Mei 1938 voert J. Wolf{ het be-
8rip continue ileratie in, voor w(z) = #(2) + 7 v(z), holomorfe functie-
van z, gedefinieerd in D(x > 0) terwijl «(z) > 0.
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Stel ¢ is een reéle veranderlijke (dus bijv. de reéle tijd), Af 0, z,
in D en

dus
Az,
= w(z,), als men z,,, — =z, = Az, stelt.
At
Laat men Af tot nul naderen, dan nadert de polygoon zy, 2y, 25. . . .
tot een kromme T(z,), die gedefinieerd wordt door:
dz
i w(z) voor ¢ > 0, met z = z;voor £ =0.
@

Om deze reden wordt de studie van de krommen 7'(z) ,continue
iteratie” genoemd.

Het is gebleken dat vele eigenschappen van de gewone iteratie,
uitgebreid kunnen worden tot die van de continue iteratie.

Bij de continue iteratie heeft men dat de gevallen, waarbij de af-
geleide op oneindig van w(z), groter is dan nul, alle een zelfde karakter
vertonen (te vergelijken met het geval A > 1 bij de gewone iteratie).
Het blijkt dat arg z, convergeert als ¢ — oo (2, is de plaats van het
punt z op het tijdstip #).

De limiet is een niet constante harmonische functie van z, die alle

T I
waarden tussen =1 en + 3 aanneemdt.

Het gevala = 0Ois te vergelijken met het geval 2 = 1 bij de ,,gewone”
iteratie,

Zie J. Wolff: Compositio Math. Vol. 6, fasc. 2 blz. 296).

De bedoeling van dit proefschrift is, de resultaten van J. Wolff
te completeren. Allereerst zullen enkele algemene eigenschappen wor-
den afgeleid.



HOOFDSTUK 1.
ENKELE ALGEMENE EIGENSCHAPPEN VAN DE CONTINUE ITERATIE.
§ 1. x; neemt toe met t.

Wij beschouwen w(z) = u(z) + #u(2) . (2) is een holomorfe functie
van z, voor z in het rechter halfvlak D(x > 0). Verder is ondersteld dat
#(z) > 0 in ieder punt z van D.

dz :
Door o w(z), met z =z, voort = 0, wordt z als functie van ¢ be-

paald. Onder z, = x, |- 4y, verstaat men de plaats van het punt, dat
op het tijdstip # = 0 de plaats z, — x, - 4y, inneemt.
Men heeft nu:

dz dx . dy

et = w(z) = u(z) + 7 0(2)
dus

ax

e u(z) > 0.

Dus x, neemt toe als t toemeemt. De meetkundige plaats van de
punten z, voor de verschillende waarden van ¢, zullen wij T(z) noemen.

§ 2. Twee krommen T(z) snijden elkaar niet.

Bjj iedere z, in D, zowel voor ¢ > 0 als voor ¢ <0, behoort één z
(dit in tegenstelling met de gewone iteratie in D, waar bij een bepaalde
zq, Mmeerdere waarden van z kunnen behoren). De kromme T(2) 75 dus
ondubbelzinnig bepaald door één punt.

Bewijs:

dz dx+,dy
dt  dt ZE_



ax
E:M ;
‘ dy o
e S
dy dx s f (% 9)
L
dat
o T
#H— — UV —
o oy o . . fwtlu|w|
f,,:T dus |fr | 4—.71;27_

Twee integraalkrommen kunnen elkaar dus niet snijden, omdat in
de omgeving van ieder punt |/, | begrensd is, zodat aan de Lip-
schitz-voorwaarde voldaan is.

d !
Opmerking: Uit n”_y Eies tg (arg w(z)) volgt nog, dat de
X U

richting van de raaklijn aan de kromme T(z), in een punt z van T(z),
gelijk is aan het argument van w/(z).

§ 3. z, is een holomorfe functie van z.

Zowel voor ¢ > 0 als voor ¢ < 0 is z, een holomorfe functie van z1).
Beschouw nl. de functie
; dz  (deintegratieweg mag willekeurig
w(2) genomen worden in D).

L) =

o/

-

b . .
¢(z) is een holomorfe functie van z.

dﬁ_ 1 _ﬁu—iv
dz w() ot

dat
Daar het reéle deel van ?3 groter is dan nul, is £ univalent (zie op-
merking blz. 6)

=t

4z :/ dz

1

5

) Wat het geval ¢ < 0 betreft, geldt dit alleen voor die waarden van ¢,
Waarvoor z in D. Het blijkt nl. (zie § 28) dat er punten z zijn waarbij z de

R i g5 s
;1 as bereikt voor ¢ — — s, maar ook punten waarbij dit gebeurt voor
B o) '



Uit % = w(z) volgt dat {, = ¢, L ¢ (1)

De krommen 7(z) worden dus door de functie Z(z) afgebeeld op
rechten [/ de reéle as van het ¥ vlak.

Met behulp van de functie Z(z) kan men bewijzen dat z, een holo-
morfe functie van z is.

Wegens de univalentie van Z(z) volgt uit Cle) = §(B), dat o =P
en uit L(a) — ¥ (§) volgt & — @, als & en £ in D liggen.

Kies 2 punten z en 2’ in D en fixeer £ Dan is volgens (1):

t = Cz,) — §(2) = Clzf) —¥(2)
dus
Lef) — &) = L) — &(a). (A)
Als 2" — z, 2’ £ z, geldt dus:
S =8z, 5 =2, 4 # 2.

Nuis voorz’ —z, (dus z; —z,) : {(z]) — Cz) o C'(z) - (3} —2) (B)
en ook:

L) — L) o T(a) (& —2). ©
Uit (A), (B) en (C) wvolgt:
q—zn U@ _w@) o dr w(z) "
e oo T i) dus i et z; holomorf in D.

Opmerking: Bij het bewijs van bovenstaande stelling is
gebruik gemaakt van de volgende mge-nschap

Indien [(z), holomorfe functic van z, in het convexe gebied G een af-
geleide functie heeft, waarvan het veéle deel in ieder punt z van G posilicf
1s, dan is f(z) univalent.

Om deze bewering te bewijzen, is voldoende om te bewijzen, dat
voor a # b, fla) # f(b).

1(0) — f(a) ff ()dz.

Neem (wat geoorloofd is, wegens het holomort zijn van f'(z) en het
convex zijn van () als integratieweg de rechte verbindingslijn van
a en b, dan is:

1

() —fla) = J(b—a) f'la + b —at)dt

1]



o) — e —flf(‘i*b—af)daf.

b—a D

Daar de integraal in het rechterlid een positief reéel deel heeft, is het
linkerlid niet gelijk aan nul, dus f(b)  j(a).

§4. Over | Wz | ——— ., arg w(z,) —10g x, | w(z,) | %, en arg w(z;){log x,.
X¢
Stelling (Wolff): wiz) e arg w(z,) — log x, nemen niet loe
Ty

als { toeneemt, terwijl x, | w(z) | en arg w (z,) - log x, wict afnemen bij
toenemende 1.
Bewijs (zie ook Compositio Math. Vol 6, fasc 2, bldz. 296).

dw(z dz ,
?{tt)— = w'(2,) d; w'(z,) w(zy).

Nu is (zie bldz. 2):

u(z 1 dx
/(e | < P . 2

x# x; df
d I dw(z)| 1 dx,
Us; e :
S TEJ(ZI.) dt Xy dl‘
dlogw(z)| _ dlogx,
dt dt
dus ook: | d log L;ﬁ'(zx) ! 1 = d l:);f;f Xy I
dargw(z) | _ dlog %,
I dt

d log x; < d log | w(z,) | - d log %,
dt di dt

dlogx, _dargw(z) _ dlogx,
dt = dt = dt

Hieruit volgt direct het gestelde.
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§ 5. Over de convergentie van z, voor t-> oo,

Men heeft voor elk beginpunt z: z, —> co als £ —> co.

Bewijs: Omdat , groeit bij toenemende £, heeft men voor £ —» oo!
% —>o00 of 2, >¢ (0 <¢ < oo0).

Als %, - oo dan z, — co.

Als x; - ¢ dan y, - -+ oo, dus 2, — oo.

Immers volgens §4 is:

—> Iy voor £ — o0 (0 </, < ©0)

| @(2g) | %, =1y voor ¢ — oo (I, > 0).

Wegens x; — ¢ volgt hieruit dat |w(z,) | convergeert tot een van nul
verschillende limiet. Ook arg w(z,) convergeert (dat volgt uit § 4) dus
w(z;) convergeert tot een van nul verschillende limiet: a(z) 4 ib(z2)

dx;
dus: T a(z) voor { —» co,

7
£ b(z) voor ¢ — oo,
dt
Omdat x, convergeert, is a(z) = 0 dus b(z) +# 0. Als b(z) > 0 heeft
men y; = +-o0 en als §(z) <O heeft men y, - — oo,

Opmerkingen: 1) Bovengenoemde functie a(z) + 2 b(z) is
een holomorfe functic van z (want de verzameling van holomorfe
functies van z : w(z) is normaal in den zin van Montel).

Omdat a(z) = 0 is b(z) constant.

2) Ook met de afbeclding genoemd in § 3 kan men bewijzen dat

"~ 2~ 00 VOOT { — oo:

[ dz

2y = — Cle) =tz i

) = | v B =T+
1

dus ¢(z)) —> oo als { > oo, wat alleen mogelijk is als z, nadert tot de

grens van het rechterhalivlak D. Omdat x, groeit met ¢, heeft men

dat z, - oo voor ¢ - co.



HOOFDSTUK IIT.

GEDRAG VAN 2, VOOR ¢ —> 00, IN HET GEVAL & > 0.

§ 6. arg z, convergeert voor t— - oo,

Stelling (Wolif): Als de afgeleide X van w(z), in het punt on-
emndig groter is dan nul, dan nadert op iedeve kromme T(z) het argu-
ment van z,, voor t—> - co,tol een limiet ©(z), welke een niet constante

S 7o
haymonische functie is van z en welke alle waarden tussen — 5 en

aanmueemt.

Bewijs: w(z) = u(z) + i v(2).

u

Men heeft “%) = (zie biz. 2)
X

dus:
L
% At 3
Ook geldt (§4): wf—t) begrensd voor £ > 0,
dus ook: z
@y, |
@l
X
= . fl}'s i Vi
Uit 1) en 2) volgt dat—abegrensd is dus ookz.

Daarom is (zie blz. 2):
Jw(z) |
| 2 |

w (zy) |

Xi

—>% als i—co;

’ [
Uit § 4 volgt dat - convergeert.

2
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Stel deze limiet = y(2), danis wegens (3) : u(z) = &, want | 2e| = =,

=

Xg A
Uit 3) en 4) volgt: —— - —— dus
[ Z | w (2)
IS A
cos (arg z) —>— — O s =—— <5,
w(z) u(z)

Omdat arg z, bovendien een continue functie van ¢ is, volgt hieruit
dat arg z, convergeert. Arg z, is voor iedere waarde van ¢ een har-
monische begrensde functie van z, zodat de grensfunctie o(z) harmo-
nisch is (w(z) ds niet constant, zie onderstaande opm. l).

Ook (z) — arg z is een begrensde harmonische functie van z. Deze
functie nadert op iedere kromme 7'(z) voor z —» oo, tot nul. Daaruit
volgt dat ¢(z) — arg z uniform tot nul nadert voor z — oo in iedere hoek

[arg z | <-;— —e < g (Zie opmerking 2). Omdat arg z iedere

K13 (M *
waarde lussen — e - = kan aannemen, neemt ¢(z) ook iedere zoda-

nige waarde aan.

Opmerking 1: Dat ¢(z) = lim arg z, niet constant is, kan men
als volgt bewijzen:

Stel dat ¢(z) constant is. Beschouw in D een punt « (vast) en een
punt z.

o

. v - g
lim arg o, = lim arg z,, dus lim arg ~- = 0.

i—ro0 t—=oa t—roc Oy

Ay

De functies — van z (holomorf in D) vormen een ,,normale” functierij

Pp
(want ze nemen geen negatieve waarden aan). Er is dus een ri] van

A 2
functies (z,,) te extraheren, zodat - convergeert voor £, — oo tot de
II[“

constante 1 (want het argument van de limietfunctie is nul, dus deze
functie is cen positieve constante; dat deze constante — 1, ziet men
als men z = o neemt). Men heeft dus nu:

Vztn

= — 1 voor ¢, = co, voor iedere z in D, (1)
%ty

dus oolk:

43 : :
M" — 1 voor £, — co, voor iedere z in ). (2)
iy
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Uit (1) en (2) volgt:

Verder is op T(2): w(z) o902z,
Stel 3 > 0 (8 is vast).

z"n-lﬁ
" dz
Volgens §3 is: —— =,
olgens §3 1s j ld

"

zf;z+8

( dz
Bijgevolg: I F)\z -8 voor £, —co,

Zgn

. Zens z o
waaruit: log Ziard 08 of 2t 58,

2ty zt’i

Het hierboven onder 3) vermelde resultaat is hiermede in strijd,
zodat dus ¢(z) niet constant is.
Opmerking 2: Dat ¢(z) —arg z =0 als z —> co, uniform voor

larg | <

N

—c (O <e < %) kan als volgt bewezen worden:

N

Triguur 1.

Beschouw (zie fig. 1) een gebied G, begrensd door 2 krommen 7'(x)
en T(B) (waarvan resp. OC en OD asymptotische richtingen zijn)
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en het ljnstuk AB. Volgens opm. 1) kunnen « en f zo gekozen
worden dat OC en OD niet samenvallen.

Beschouw in G, de harmonische begrensde functie: ((z) = ¢(z) +
— arg z. Deze neemt in het punt oneindig de randlimiet nul aan, als
z — oo over T («) en ook als z — co over T(B).

Definiéren we nu de waarde dezer harmonische functie in het punt
oneindig als nul, dan is de randwaardencollectie continu in het punt
oneindig dus ¢ — 0 voor z — oo in G, tweedimensionaal. Be-
schouw nu in het gebied G, (begrensd door de cirkels [z | = len |z |

=

= 2 en de rechten arg z = - [5 —g)) de rij van begrensde harmonische

functies: $,(2) = @(2"2) — arg (2"2).

In ieder punt van het gebied G, (begrensd door de cirkels | z | = 1 en
| z| = 2 en de rechten OC en OD) convergeert deze rij volgens het
bovenstaande tot nul, dus eok in bovengenoemd gebied G,.

De convergentie is gelijkmatig (wegens het begrensd zijn van ¢,(z)).

Men heeft dus dat o(z) —arg z — 0 als 2 — oo, uniform iniedere

i i T
hoek: |argz ézr—s(wo g <?2) QBT

Van de stelling op blz. 9 geven we nog een eenvoudig voorbeeld:

™
—
=~

l
2ol
—

De integraalkrommen 7'(z) zin halfrechten door de oorsprong.
§ 7. Functie van Koénigs.

2y

Beschouw de functies van z : voor ¢ =0, z en « beide in D,

| o |
« wvast.



13

Dit zijn holomorfe functies van z met argument = arg z,. Volgens
§ 6 convergeert arg z, tot een niet constante limiet, voor ¢ — oo,
4y

Omdat

niet — oo (zie op m. hieronder), is nu te bewijzen dat
%y

2y : )
woor t —» co, —— convergeert tot een miet constante holomorfe functie.
oy

De convergentie is uniform in teder ajgesioten, begrensd gebied van D.

. i Lt . : .
Immers: de verzameling der functies —— is normaal in den zin
(3 |

van Montel (het reéle deel > 0). Door extractie is een deelrij (¢,) te
verkrijgen welke tot een holomorfe functie F,(z) convergeert voor
by —>co.

Neemt men een andere deelrij £,, welke convergeert tot bijv. Fy(z),
dan hebben F(z) en F,(z) gelijk argument (#l. ¢(z) d.1. lim arg z,).

t—»co
Omdat F,(z) en F,(z) voor z = « beide de modulus 1 hebben, zijn

S

ze identick. Hieruit volgt dat derjj convergeert voor{ — co tot een

| % |
functie %(z), holomorf in D. De convergentie is, wegens het normaal

o " 2t " .
zijn van de verzamelmgﬁ, uniform in ieder afgesloten en begrensd
Oy

gebied van D.
k(z) heeft een positief reéel deel omdat arg k(z) = lim arg z, tussen

{—>c0

T w:l,
— e 1 s
2(311 -+ 5 gt

Opmerking: Dat niet — oo, is als volgt te bewijzen:

oy |

2t

is normaal. Indien men nu voor

De verzameling der functies
- |l

w S

¢én z had:

— oo, dan zou dat voor allz z gelden, dus ook voor .
%y

Yk i oLy ‘
Dit is onmogelijk want Tl = 1,
% ‘

Wij leiden nu nog enkele eigenschappen af van £(2):

2, . 3
1) k(z)=lim —— is univalent.
l—roa | Gy

Bewijs: ' is univalent (zie§ 2) dus ook k(z) volgens de stelling:
e
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Een uniform convergente rij van univalente juncties convergeert lot een
untvalente funclie.

2) k(2) voldoet aan de vergelijking k(z) = M k(z).

Bewijs: Op blz. 11 is afgeleid:

“t4y
—_— =

2y

Mals t — co.

Verder is: k(zg) = lim i , R(z) = lim —* dug k(z5) = € k(2)

t-»oo | %y I t—>oco | %y
of wel: k(z) = & k(2).
#(z) kan men een functie van K 6 nigs noemen behorende bij de

continue iteratie. k(z) is door lim —— bepaald op een constante factor

1—roa | oy |
na (want z is een willekeurig punt van D).

§ 8. Over de angulaire afgeleide van k(z) in het punt oneindig.

Het is bekend dat bij het klassieke geval van de iteratie, behandeld
o.a. door Konigs, waar het gaat over een aantrekkend dekpuntin
welks omgeving de functie holomort is, de afgeleide van de bijbehorende
functic van K 6 nigs wniet gelijk is aan nul in dat punt. Bij de door
ons in de inleiding vermelde iteratie in D kan de (angulaire) afgeleide
van k(z) in het punt oneindig, dat met zo'n dekpunt te vergelijken
is, gelijk zijn aan nul.

Dit is ook het geval bij de functie van Kénigs (waarvan de
waardevoorraad in D) welke voldoet aan A(z,) = e k(z) (dus beho-
rende bij de continue iteratie). _

Noemt men de afgeleide in het punt oneindig van een zodanige
functie &(z) : v, dan is

e LR

t—>o0 4§ t—>oa £4€

Hieruit volgt dat of z,¢ M convergeert of 2,6 — oo (want y = 0)

en verder dat het van lim z,e*, dus van lim |z, | ¢ ™ zal afhangen of
—>o0 t—»oa

= 0 iS, of dat "I’> 0.

Als lim |2, | e
t—rco

| ¢ |

Xy

= oo, dan is y= 0.

Omdat convergeert tot een eindige positieve limiet, hangt
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het al of niet nul zijn van v af van resp. de divergentie of convergentie
van x,¢ ™. Nu is:

dz
- W (2) = M + wlz).
Ruw .
Daar o) e =k 18 Ra(z) = w,(z) =0
X X
d d (log x, — W
dus =2t > 3%, of @ {bog %, — A >0,
dt dt

Dus x,¢ ™ neemt niet af, als ¢ toeneemt.

Omdat x,e ™, voor iedere waarde van ¢ = 0, een harmonische func-
tie van z is, convergeert x,e * als £ > co voor elke z in D, als dit
voor één waarde van z gebeurt (Theorema van Harnack). Anders

heeft men, dat voor iedere z in D: x,¢ M —> co. (1)
o dllogm—N) ()
Verder 1s: = — = .
dt A
" 2t4(20)

Dus lim x,e ™ is eindig of oneindig naar gelang f dt con-
o0 : Xy

vergeert of divergeert. Uit het bovenstaande volgt tevens dat

laatstgenoemde integraal in D &f overal convergeert 6f overal diver-

geert (zie (1)). Men heeft verder nog:

o0 oo oo
" (2 (2 © ulz) %
f 71( 1) at — / 1(22) fi’-%e:j 1{‘,) RN
%4 . dx, % u(z)
Xy W over T(2)

Omadat Mﬁ) — 2> 0 als z — oo over T(z), convergecrt of divergeert

o
[ e
laatstgenoemde integraal tegelijk met f 1(9 ) dx.
o x=
over 1'(z)

Vatten wij de resultaten van § 7 en § 8 samen, dan krijgen we:
Bij de continue iteratie, in het geval ) > O, lreedt een junctie k(z) op,

; : s ) 2y :
holowmorf in D, univalent en te definiéven door lim —— . Het reéle deel
i—>o0 | &y

van k(z) is groter dan nul. k(z) voldoet aan de verg. k(z) = M k(z) en
heeft een (angulaive) afgeleide in het punt oneindig welke positief is of

nul naar gelang de integraal / ul—(zt—)dt (af ’ “1(?- dx) convergeert
%y i

& over T(z)
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of diwergeert voor één punt z. Bovengenoemde integralen zijn overal in D
convergent of overal divergent.

Opmerkingen. 1) In het geval dat 2™ convergeert voor

: e k(z
t — oo, volgt uit de door ons afgeleide gelijkheid: y = — =) s
bl e
t—ros
: kB
dat lim zpe ™ = (v # 0).
f—co o
Lim z,¢ ™ is dus nu een holomorfe [unctie van z welke voldoet aan
[—oc

k(z) = e k(z). De angulaire afgeleide in het punt oneindig, van deze
functie, is gelijk aan 1.

2) Er zijn ook holomorfe functies van z die voldoen aan k(z,) =
— ¢M E(z), waarvan de waardevoorraad niet in D ligt. Voorbeeld:

. 2y
lim —.
t—o0 Oy
e k(z)
§ 9. Een voorbeeld waarbij lim —— =0,
z—>0C (ung) z

bt nz L | y A=10
dt - log (2 4-3)
i heeft als teken van het argument dat van arg (x —iy).
log (2

X L

—— behoort dus tot D. De (ang.) afgeleide, in het punt on-

log (z 4 3)

cindig, van

——, 1s gelyk aan nul.
gz +3’ ¢
1z y
Voor z reéel is td—f reéel, dus T(z) is hier de x-as.

-

o o) o9
”

' @6;1 T / dx
— dx over = —_— =
} x‘lm psx ) J wlog(x 4+ 3)
t‘"x—t-l‘) d log (x -+ 3)
= X 5
% log (x + 3)

S dlog (x - 3
Daar Z T enf —°{x )
"

ST — Jog log (x + 3
I Tl o+ 3 og log (x + 3)
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o0

; " ou .
divergeert, zal / —: dx ook divergeren, dus k(z) (— lim —~) heeft
Xt
over T'(z) l e ‘
de (ang.) afgeleide nul in het punt oneindig.

Ook op een andere wijze kan men tot dit resultaat komen:
dz Az z @
— =M — = (g
dt log (z - 3)

24 f 2t

-~

Eif R di =0, i djh 'y / dt— }

z log (2-+3) z

z(1/z)dz
w(z)log (2-3)

Hieruit volgt dat log z, — M — ¥ log log z, een eindige limiet heeft

-] ) z

: ] .

voor { — oo | want @ ——VOOI § — oo) Omdat log log z, — co, heelt
(2,

men Lim z,e ™

t—>ca

= oo zodat volgens blz. 14: v = 0.

‘§ 10. Over het verband tussen 2 functiés van Koénigs.

Stelling: Indien k(z) een functie (van Kinigs) is welke voldoet aan
k(z)) = e k(z), dan is elke zodanige functie K(z) gelijk aan een constante
X k(z).

Alle functies van Konigs die voldoen aan k(z) = € k(z) en hun
waardevoorraad in D hebben, kunnen slechts eem positieve constante
factor verschillen.

Bewijs:
K(z)= 7“1{ K(
il - &) voor iedere #.
ke ()] Bz k(2)
K(z) A :
% (ﬁ} is een holomorfe functie van z, welke constant is op 7'(z), dus in D.
K(z) 0 ) =
dus m — ¢ (p en O constant; p 0, dit zou geven K(z) = 0)
2

dus K() = pe® h(z).
z
Bewijs van het 2¢e gedeelte: Neem voor k(z) : lim —;—l
f—)oc g
(#(z) heeft haar waardevoorraad in D).

T W
arg k(z) = o(2) en daar ¢(z) alle waarden tussen — Sl aanneemt

(zie blz. 10) moet 0 = 0 zijn, aangezien K(z) haar waardevoorraad
in D heeft.
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24

Gevolg: Alle eigenschappen van lim gelden voor iedere

%t
functie van Konigs welke voldoet aan k(z,) = ¢™ k(2) en welke haar
waardevoorraad in D heeft. In het bijzonder geldt: Indien één zoda-
nige functie een (ang.) afgeleide heeft in hel punt oneindig, welke = 0,
dan is dat met elke funclie hel geval.

Opmerking: Een soortgelijke stelling als het 2e gedeelte van
de bovenstaande stelling treft men aan bij de ,gewone’ iteratie in D
(Zie: J. Wolff: Proceedings Kon. Akad. van Wetensch. vol. XXXV
No. 4 1932 blz.-504), met dit verschil echter dat het diaar nodig was om
te onderstellen, dat én functie £(z) (waarvan de waardevoorraad in D)
een angulaire afgeleide in het onecindige heeft, welke > 0.

§ 11. Een nodige en voldoende voorwaarde voor

lim ang. @> 0.

Z—»00

Wij zullen in het volgende een stelling afleiden, waardoor wij in het

bezit komen van een nodige en voldoende voorwaarde voor con-
&

formiteit op oneindig van £(2) (dus lim )

g—poa <
(ang)

= O), anders dan ver-

meld op blz. 15.
Iets dergelijks is voor de ,gewone” iteratie in D af te leiden uit de

theorema’s 3, 4 en 5 van de in § 10 vermelde publicatie van J. Wolff.

(o]
RS0 |

5 | |dz] (gelijkwaardig

| 2

Stelling: Uil de convergentie van ’

otnr T(2)

.- o i
5 w(z) | . oy
met h [ I%‘ dt) wolgt de convergentie van / — ax
: 2 Y, x

: e over T'(z)
oo

Cayle).

(:\3 A l M dt) en omgekeerd.
- Xy

Bewijs: Het eerste gedeelte van deze stelling is direct duidelijk

2 |

convergeert tot een eindige
Xy

want: | w(z) | = u,(z) en omdat

oo
-

; - w(z
limiet, besluit men dat als / |( tl)l dt convergeert wvoor één
J 2y

oo

waarde van z, /

()

g dt dit ook doet voor die z (dus voor iedere z).
t
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Bewijs van het omgekeerde: Gegeven is dus dat

oC

"y (2
, _1(1)7 dt convergeert.
o .'«\’-g
5
: . | ez
e bewijzen: dt convergeert.
J 4y
Uit het gegeven volgt dat de functie x,e * convergeert tot een
oo
L i ; : [ (24
eindige positieve limiet (zie blz. 15), zodat dus ook  d
e
convergeert.

Verder heeft men voor ¢ = 0:
|z| e = %, 6™ >« (want x,¢ ™ is niet afnemend als ¢ toeneemt,
zie blz. 15).
Daaruit volgt, dat het voldoende is om te bewijzen dat

oo

/ [_m(zt) |

i~ @t convergeert.
e

Men heeft nu:

2y
i

| '(2) | {‘_;i;l dus | o(z) — e(z)] < / ?;—1 | dz |

o‘ue;i“(z)

2 !
z) | dz
[y ot
| x J dt
2y 0 |
over T(z2) Y
| w(z) |
t
w(z z
— / 4(2y) (z) % l—i—' dt.
¢ Xy
0
o | 2z |

Nu convergeert voor ¢ —> co tot A en

is begrensd, dus

=
&

: Xy

t
ib)(zt)—am(zu)l <M [ uy(z,)dt (M onathankelifk van ¢)
0

|0lad | <] ofen) |+ 1 wfai

oG oo t

dus / I“:}#l dt < / loﬁf) S { e dt[ [ u(z,) fff’]-

o/

§)

[1o6],
) i ¢ convergeert en
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) t B )
[ N wle)ip|=— 2 [de | [ e |
0 : '
t oa]
— L / t(2,) d?”lm 5 / e uy(z) dt
| § | A
I II

De 2e integraal convergeert, terwijl
t
e ™ [ wuz,)dp> 0, zodat dus ook het gedeelte I < co.
0
Hiermede is de stelling bewezen,

Gevolg van bovenstaande stelling:

20
i 9z i " |2
Indien / 0(2) | dz | divergeert (a’us ook / olz) dt ), dan
z
mfe;f T(2) # a ¢
o %
u [ ("2 (2 :
divergeeri / —dw (dus ; 1 (=) dt) en omgekeerd.
over 1) : § f
Verder:
. A | i e '
’ 3}5 : | | dz | over T(z) (dus / ‘ olz) d‘t) is voor iedere z in D
o ~ o) 1 zg /

convergent of voor iedeve z im D divergent.

Met indirecte bewijzen en, wat de laatste stelling betreft, met behulp

oo ca
o~

van de stelling dat l u_: dx (of / e di ) voor iedere z in D of
24 o

o - X ¢
over T'(2)

convergeert of divergeert, zijn deze stellingen eenvoudig te bewijzen.

dz
Opmerking: Omdat op T(z) : | < ‘d—y‘ <M < oo mag in
%
C | efz)
het bovenstaande / — | | @2 | vervangen worden door
m:e;" T'(z) %
=2
g
/ wl2) ax.
z'Z

over ()
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Als 2e nodige en voldoende voorwaarde voor conformiteit op oneindig
van k(z) hebben we dus gevonden:

o= ol °3°| :
De convergentie van “(2) dx (of / ’ﬂ dit )
over T(z) ' 3 - =
2 | 1 1-+e
Opmerking: Indien o oo { , waarin = > 0,
| log | 2 |

is met bovenstaand criterium de conformiteit op oneindig van k(z) te
bewijzen:
(o =1 >

/' ” z—t) dt oo /r‘

W 24

ﬁrﬁg | zs_ﬁl 2
Nuis: |z |e ™ >%e ™ >z (ze blz. 19)
| z,| = xeM (x = constant > 0).

log | z, | = constante 4 A

o
&
{ lOg ] 2y i }1 o (C L M)l 5 e
co
' 1
.,/ {log |z, | P 7° df convergeert.

§ 12. Enkele toepassingen van de functie van Kinigs.

Door een functie k(z) (waarvan de waardevoorraad in D) wordt het
rechterhalfvlak D afgebeeld op een deelgebied van D.

Uit k(z,) = ™ k(z) volgt, dat z, een beeld heeft, dat uit het beeld
van z verkregen wordt door vermenigvuldiging met eM t.o.v. de oor-
sprong van het % vlak. De afbeelding van een kromme T'(z) is dus
een halfrechte in het % vlak: arg k = constant, | & | > m(z), waarbij
“m(z) positief is of nul, als z, de grens van D(x = o) bereikt resp. voor
> — oo of voor { = — co.

Afgeleid is door ons (zie blz. 17) dat een functie k(z), welke haar
waardevoorraad in D heeft, op een positieve constante factor na

voorgesteld kan worden door lim ——— . k(z) heeft dus het argument
{—rco | %

_’;9(2) d.w.z. van de richting waarin z, over T'(z) naar het oneindige gaat.

Het beeld van 7'(z) in het & vlak van 7'(z) is dus gelegen op de hali-

rechte arg k = o(2).
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k(2) k(z)

Indien lim —— =y > 0, heeft men arg-
z—»00 & Zg

-0 voor ¢ — co,
k (ang)
2
want —(i) —=iNe S 0
24
Dit geldt ook in het geval dat v = 0, want:
k(z,

2y

arg k(z) = o(2) en arg z; — o(z) voor ¢ — oo, dus arg -0 voor

t — co.

Ock in het geval dat v = 0 is dus de afbeelding van D door k(z),
hoewel niet conform in het oneindige, toch hoektrouw in het grens-
punt z = co, want uit het bovenstaande volgt dat 2 koorden &, en k,
in het k-vlak, die elkaar in # = oo snijden onder een hoek b, de beel-
den zijn van 2 krommen 7, en T}, die elkaar onder dezelide hoek 0§ in
Z = oo snijden.

Tenslotte kan men nog dit opmerken:

Beweegt z zich naar het oneindige z6, dat arg z = o = constant

(— g <E < -2:), dan nadert arg k(z) tot «.



HOOFDSTUK III.

GEDRAG VAN Z, VOOR ¢ — co IN HET GEVAL X = 0.
§ 13. Hoofdstelling.

Gegeven: w(z) = u(z) + 1w(2) is een holomorfe functie van z in D.

dz
w(z) > 0 in elk punt z van D, lim m =0, — = (2.
ol )2 d
(any)

Bewering: Als voor één punt z,, arg z, een limiet o heeft voor
t — oo, dan heeft voor elk ander punt z, arg z, dezelfde limiel.

4 ™ L B .
Bewijs: Onderstel eerst o < 1 Dan is =— voor elke z in D be-
Xt
grensd. Immers indien dit niet zo was voor een punt z;, dan zou er
een deelrij ¢, zijn, 20, dat arg (z;),, = + > bijvoorbeeld, voor ¢, — co.

Daar arg z,, een harmonische functie van z is, en wel een begrensde,
bevat de rij (1) een deelrij (p), zodat arg z,, convergeert tot een har-

monische functie van z.
Daar deze voor z = z; haar maximum bereikt is zij voor elke z in D

" T T e i
gelijk aan EX dus ook voor z = z,, wat wegens = <§ onmogelijk is,

De onderstelling voert dus tot een ongerijmdheid, dus It i begrensd

Xy
voor ¢ — oo, bij vaste z.  Men heeft nu:
% — ()
— = W2
dt ‘
dlogz, w(z,)
dt &
d log z, S w(2,) dus d log z; _u (2
dz Zt dz w(z)z,
w(2,) : ; :
— 0 wvoor t-—>oco (want — is begrensd)

10(z)2; Xy
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De convergentie is uniform in elk begrensd en gesloten gebied van D
0 - s X W(Zg) .
(want de verzameling van holomorfe functies van z: ——— is nor-

maal in den zin van Montel).
Neemt men nu 2, # z,, dan is:

23 2

log _(_31)»3 = /d log z, T /'" w(zy) i
Ge ) ds w (i)
Voor ¢ —> co heeft men dus log (z1)s —0 dus (z)e =]l
Zo)e (Za) e

arg (2,); — arg (29), — 0.

Omdat arg (z,), — ¢, convergeert arg z, voor elke z in D ook tot .

We nemen nu aan dat 5 = ;c bijvoorbeeld, dus arg (z,), -

s = m
Dan is voor clke z'in D: arg z, — |- 5 voor t — oo.

Immers, indien dit niet zo was voor een punt z = z,, zou er een
deelrij #, zijn, zodat arg (z,), —a—m(:x = 5) voor t, — co.

Daar arg z,, een harmonische functie van z is, en wél een begrensde,
bevat de rij (#) een deelrij (p), zodat arg Zy, convergeert tot een har-

: . b !

monische functie van z. Daar deze voor z = z, haar max = 5 bereikt,

o2 s ™ T o

is zij overalE, dus ook voor z = z,, wat wegens « == 2 onmogelijk is.
T

Men heeft dus arg z, — 5 veor t — oo.

Gevolg van bovenstaande stelling: Bljjt, bij
A= 0, voor één punt z in D, arg z, schommelen, dan is dit het geval voor
clke zin D..

Voor alle beginpunten is het gedrag van arg z, voor { — oo helzeljde.

§ 14. Het geval x, — ¢(z) < ce.

az dx . dy dx,
— = _— + e 4 ‘_f -_— = Z
- 0(z), ot o w(z) 4 1u(z), w(z) > 0,

dus x; neemt toe met £,



25

Er zijn dus 2 gevallen mogelijk:
%, = ¢(z) <ocovoor t >oco of
X, —> 00 VOOr ¢ — oo.

Eerste geval: x, —+¢(zg) <oo voor ¢ -—>oco dus y, — + oo
(of — oo) want 2z, — oo.

dav
Afgeleid is (§5) dat %t— — b voor { — oo, b onathankelijk van z en
(i

b0, dus y, >+ o0 als 5> 0, y; »—o0 als b <0.

%, is voor iedere waarde van ¢ een harmonische functie van z, welke
toeneemt als ¢ toeneemt, zodat x, voor elke z in D convergeert (tot een
harmonische functie ¢(z)) als dat voor één punt z gebeurt. Elke kromme
T(z) heeft dus een asymptoot aan de rechterkant, als dat bij één het
geval is. De harmonische functie van z : ¢(z) — #,, nadert tot nul voor
{ — oo, dus ¢(z) — & — 0 voor z — oo op iedere kromme T'(z). Daaruit
volgt, dat als bovengenoemd getal b > 0 : ¢(z) —x —0woory — 4 oo,

, 1
uniform tn iedere strook Ble) : 0 <e < x é .

Bewijs: (zie fig. 2).

1 I

1 |
Yl i I

' Tl T

|

i [

& G

y -

i //’ i

A [

i l
T |«

| |

| i

1l x=c¢ : x=d

X=£ X=é

Fig. 2.

Beschouw een gebied G, begrensd door 2 krommen 7(x) en T'(f)
(die resp. de asymptoten x = ¢ en ¥ = d hebben) en het lijnstuk AB.
Beschouw in G, de harmonische functie ¢(z) — . Deze functie (welke
begrensd is in G,, want ¢ < ¢(z) <d en 0 < x < d) neemt in het punt
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oneindig de randlimiet nul aan, als z — co over 7'(«) en ook als z — co
over T'(£). De harmonische functie van z : ¢(z) — x, nadert dus tot nul
als z — oo, tweedimensionaal in G,.

Om te bewijzen, dat de convergentie van ¢(z) —x tot nul, voor y —oo,
uniform is in elke strook B(z), beschouwen we in het gebied G, begrensd

1
doorde rechten y =0,y =1, x = ¢, x = = de rij van begrensde har-

=

monische functies van z : ¢(z — i) — x (# is een natuurlijk getal).

s < =
In ieder punt van het gebied G, (mdlen bijv. e > cen d> —, is G,
=

1
begrensd door y =1, y =0, x — ¢, ¥ = ) convergeert deze rij vol-

gens het bovenstaande tot nul, dus ook in bovengenoemd gebied G,.
De convergentie is gelijkmatig (wegens het begrensd zijn van
¢(z + im) —x). Men heeft dus ¢(z) —x —0 als y — oo uniform in B(g).

Gevolg van bovenstaande stelling: c(z) kan wille-
keurig dicht bij tedere positieve waarde komen, dus wegens de continuiteit
ook elke positieve waarde aannemen.

Opmerking: Als z—+o0 over T(x) dan: w(z) —7b, evenals
in het geval dat z — co over 7(8) (zie §5). Op dezelfde wijze als bij
bovenstaande stelling kan men dus bewijzen: Als b > 0 dan w(z) — 7b
woor y — co, wniform in elke strook Bz).

§ 15. Een nodige en voldoende voorwaarde voor con-
vergentie van x,.

Een nodige voorwaarde voor convergentie van x, is allereerst:
. w(2) . ;
A= lim —" =0, omdat voor A > 0, zoals bewezen is, X¥; — 00 VOOI't — oo,
z—>00 &
(eng)
Wij nemen nu aan dat de krommen T(z) een verticale asymptoot

aan de rechterkant hebben en dat bijv. & > 0, dus ¥, — -+ co voor
t — oo.
Men kan nu bewijzen dat:

oQ (=]
S udy convergeert en tengevolge daarvan ook [u dy over elke verticale
oter T'(z)

rechte in D: x = constant.
Immers: Stel ¥ = ¢ is de asymptoot behorende bij 7'(z). Dan is:

oc e [

' '" dy ‘ o' o
/ wdy = /‘2&——(?.‘6: ;va’.x want 2 —
o J o dx dx u
oner T(z) over 1'(z) over 1'(z)
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Omdat v — b als 2 — oo over 1(2) en ¢ < oo, convergeert laatst-

o0
genoemde integraal, dus: fudy < oco.
over T'(z)

Volgens blz. 2 is voor 4> 0O:
%(2) w(z - h)
X % L+ h
Toegepast op het bovenstaande geeft dit voor d > ¢:
(%, -+ 1)) w(d + 1y,
=
Xy d

(want x, <d)

d
dus w(d + 2y,) <—u(x, + 1y,).
Xo
Hieruit leidt men af dat [ #(d + 7y)dy convergeert voor d = c.
Daar dit geldig is voor elke positieve waarde van ¢ (zie Gevolg op

blz. 26) is f # dy convergent op elke verticale rechte in D.
Neemt men omgekeerd aan dat voor een functie w(z) = w#(2) - dv(z),

(v =]

holomorf in D met %> 0, [ # (¢ + 2v)dy (c > 0) convergeert (waar-

uit, volgens bovenstaande ongelijkheid (I), de convergentie van

J w(d - 1y)dy voor d > ¢ en volgens opm. 1 op blz. 30 ook voor
0 <d < ¢ volgt), dan kan men bewijzen:

1) w(z) — b (b constant) als y — oo.

2) Als b= 0, dan hebben de krommen 1(2) een verlicale asymploot aan
de rechterkant.

Bewijs: Beschouw op een rechte x = d twee punten d + $7 en
d+qi(0<p <g).

Dan is: v i
) _ , . ‘ [a(d -+ yi)
(wd + g) —wld + pi) | =| [wytd+yi ay | </ e
’J)‘. T;
: w(d - vi)
want | w'(d + ) | < = (zie blz. 2).
[

-

Omdat f u(d + yi) dy convergeert, convergeert w (dus ook #) op
de rechte v = d tot een eindige limiet, als y — co.

>0
Uit de convergentie van [ u(d + yi)dy volgt dat lim u = o, zodat
Y=
bovengenoemde Zim w(z) zuiver imaginair is, stel ¢b. Deze limiet is
Y—coopr=4d

constant op alle verticale rechten in D volgens de stelling:
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Een functic w = f(z), holomorf en begrensd in een gebied G, en op
de rand T, links continu en rechts continm in een punt z,, kan langs T,
in 2 wverschillende richtingen naar z, geen twee verschillende limieten
hebben 1),

Deze stelling geldt ook voor functies die begrensd zijn ,in ruimere
zin” (dus o.a. voor w(z), waarbij %(z) > 0), omdat men deze gevallen
door een passende transformatie tot het genoemde kan terugvoeren.
Voor (-, nemen wij in ons geval het gebied begrensd door 2 verticale
rechten in D en een lijnstuk dat een punt op de ene verbindt met
een punt op de andere; z, is hier het punt oneindig. Dat de CONnvergen-
tie w(z) — #b voor ¥ — co uniform is in iedere strook B(z) kan bewezen
worden als op blz. 26; maar ook voor de rechten x =d, d >¢ = 0
(¢ vast) is de convergentie uniform, omdat volgens de ongelijkheid (IT)
op blz. 27:

o0

"uld + iy Cau(c | 4
bi—wld o+ pi)| < [T gy o [HED)
; ¢
en f u(c + 1y) dy convergeert,
4 ; Y |
Stel nu b > 0, dan volgt uit de ge- i
lijkmatige convergentie: w(z) = II
= u(z) - 1v(2z) —1b voor y —co(x =¢), '_E:_;i};."_ c;+"i§; .

dat er een getal P z0 te bepalen is,

s y 1 - 3 ‘Jx>c x[=c+iy
dd.tz>._!blnhetgebled(:ly:/)P Lo == e S ~y=P

Voor elk punt van G heeflt men dus I
Y¢ = -t co. Beschouw een beginpunt o ! 7

z=c¢-+1y, 9> P. Stel z, = ¢, + 1y,

de plaats van dat punt op het tijd-
stip Z en T'(z) de meetk. plaats van de
punten z,. Voor > 0 liggen de pun-
ten van 1'(z) in G (want voor 2 =c¢ - dyisu> Oen o> 3 b).

Fig. 3.

') Zie c.a. J. H. Wansink: Enige randproblemen der conforme afbeelding
Proefschrift 1931 blz. 69.
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Men heeft (zie fig. 3):
ule, -+ iy _ wle £ 194

(o c

ule + iy) = wles + i)

t

¢
> —ulc, + iy, als T = 1.
¢

Men heeft dus voor == 0:

Yr &7

I wdy > ' , w(z) dy

C T

v z
over T =0 over 1'(z)
dus
Ur a7
A i o
fudj>—/ (z) S = /z'dx
. 2 dx c.p
U
over © =g m‘cr' '1‘(::) over 'I( )
dus
Uz
/ 7 ¢
;udy> — X $b(c.—e)=3be 14—).
o Cr Cor
v
over «=¢

Als men aanneemt dat ¢, - - co voor T — o0 dan is

fudy =>4 be

ﬂ'l!‘?'.l.' ¢

Daar v zo groot gekozen kan worden als men wil, is de laatste on-

(==
gelijkheid in strijd met de convergentie van [ # dy. Dus c_ conver-
auer =
geert voor = — oo, dus iedere kromme 7'(2) heelt een verticale asymp-
toot aan de rechterkant.

Als %, convergeert voor { — oo en als b < 0, dan is te bewijzen dat

[ udy op elke verticale rechte in D convergent is en ook omgekeerd:
—ca

Als [ s dy over één verticale rechte convergent is en als bovendien

op die rechte w(z) — b met & < 0, voor ¥ —— oo, dan wordt op de-

zelfde wijze als hierboven bewezen dat x, convergeert.
Samenvattende krijgt men de volgende stelling (van J. Wollf):
Een nodige en voldoende voorwaarde opdat de hrommen 1'(z) een verticale
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asymptoot aan de vechlerkant hebben, is de convergentie van [ udy (of

van [ u dy) over één verticale rechie in D (waaruit de convergentie op alle
—a
verticale rechten in D volgl) en verder dat de limiet b van v(z) voor x > 0

eny —oo (of in het geval dat [ u dy convergeert, voor Y = —oo0), waarvan
—oQ o0
het bestaan door bovenstaande convergentie van f u dy (resp. [ dy) ver-
—00
zekerd 1s, positief (vesp. negatief) is.
Voor b= O heejt men v, — oo, als t — + co.
Vaor b < O heejt men v, > — co, als  —» + co.

Opmerking. 1. Op blz. 27 wordt beweerd dat uit de con-
=o]

vergentie van [ # dy op één verticale rechte in D, de convergentie op
elke verticale rechte in D volgt. Voor de rechten x — d, d > ¢ was dit
duidelijk. Wij zullen bewijzen, dat ook opderechtenx = d,0 <d <,
oc

J udy convergeert.

oo
Zij dus fu (c - yi)dy <ocoen 0 <d <ec. (1)
% 2u I
|#'(z) | <— dus |— 44 ——‘ <—
5 ox ox %
ou | U o 1%
~ | =T, A g
ox % ex x
dlogw  dlogx
dus - Sk
4y ox ox

Dus #x neemt niet af bij constante ¥ en toenemende x, waaruit:
c :
#(d + yi) <Eu(c 4 1),
oo
J #(d4 yi) dy < co (volgens (1)).

Opmerking 2: Bij de stelling op bl. 29 is niet als voorwaarde
w(z)

vermeld: Zim = 0. Dit is ook niet nodig, omdat dit uit de andere
>0
(ang)

voorwaarden af te leiden is: op x — ¢ heeft men w(z) — 10, dus
w(z)

™

e

w(z) | .
—0Qals z—>coopx=c.- L 1s een holomorfe functie van z, welke
z
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geen negatieve waarden aanneemt, dus is begrensd, ,,in ruimere zin",

w(z
zodat volgens de stelling op blz. 28 ook lim &) = 0.
=
(eeaesy)

Het volgende voorbeeld illustreert bovenstaande stelling:

dz 1 . et
E— ; —+ 2 = 'Z-fr(.a) e 3(,(2)
x
t(z) = =
e e
Stel ¢ > 0.
o0
T

’ud-y:rm: tg —|
3

aver ¥ =c

dus [ u dy convergeert.
over & —¢
lim w(x 4+ iy) = dus b= 1 dus x, convergeert volgens genoemde

i—>co
stelling.
Dit is ook af te leiden als volgt:
dz 1 zdz
— = i — — di.
dt 2 s 1+ 2z
[ 1dz
Op T'(z) is . | ——— constant.
p I'(z)1s mj P ons
-4 2 d
[ z2d t idz
I'm.( : Z, :Im.l(—idzl-- — )
J 1 -2z J 14122

= I'm. {— iz + log (1 4 22)}

1 4 4z =4z —1i). Stel dusz — 7 = o't

Op T(z) is dus:
Im. {— iz + log (ip ¢®)} = Constant, —x 4 6 =C. (1)

Omdat || < . ,is op T(z) x begrensd, dus 7'(z) heeft een verticale
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asymptoot aan de rechterkant. Bij toenemende ¢ groeit x dus volgens 1)

™ T
ook 0, dus ﬁ_»+é,etrgzi—y+—2 voor f —-co,

I IIHI 1v
Y

e ——————— e = — = ===

S

Wij onderzoeken het gedrag van de krommen 1'(z) nader (zie fig 4).

™

Uit 1) volgt 4) op T(z) is ]x+C[<2 (2)
b) voor iedere T(z) is C <~;: (3)
¢) de verg. der baankrommen is:

—x -+ arcig y—— =
dus
y=1+xtg(x+ C). (4)

Voor het snijpunt van 7(z) met de rechte #=:1 iss

xtg(x + C) = 0 dus #g(x  C) = 0 (want x> 0). In verband met (2)
isdus x -+ C=0, x = —C.
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Alleen die krommen 7(z) snijden dus de lijn ¥y = 1, voor x > 0,
waarvoor C < 0.

Wij beschouwen nu de krommen 7(z) voor de verschillende waarden
van C.

Il 7_—°:>C>O.
)2

1) Geen snijpunt met y = 1 voor x > Q.
2) ¥ —>0,v> 0 dan y — 1. De krommen komen dus uit het in
punt (0,1).
3) ¥ — g—C, % <g — C dan ¥ — - co. De rechte =g——C
is asymptoot van T(z).
T 1y
Voor C = 0 vinden we: de asymptoot x = I—, st tex -+
2" dx c0s* X
voor  —> 0, ¥ > 0. De kromme (C = 0) raakt in (0,1) aan de lijn y = 1.

-0

)0 Ce

) 0=>C> 5

1) Snijpunt mety =1 voor ¥ > 0: ¥ = —C.
2) x>0, x>0dany -1en 0 —=C.

—_

3) x ﬁ-;iﬁ#(? % <g—(,‘dany —,»oo,dusasymptoot:xz‘%—C.

-

II) C =——.
2

1) Snijpunt met y =1 voor x> 0: x = 5

an
2) ¥—=0,x>0 y—=0en a‘i —0. De kromme raakt in O aan de
b

x-as,
3) asymptoot: & = m.

Wy e,
v 2
1) Snijpunt met y =1 voor x > 0: s = —C.

P —

2) xﬁ_;_C, x>4;2_"_(3, dan y - —oco. De rechte

X = E — C is asymptoot aan de linkerkant.

: ™
3) asymptoot aan de rechterkant: x = E_C'
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§ 16. Een 2e nodige en voldoende voorwaarde voor convergentie
van x,.

Stelling: Een nodige en voldoende voorwaarde voor convergentie
van %y, terwijl y, — - oo, s, dat er een getal d > 1 aan fte wijzen 1is

d+yi
: . : 1z
zodat lim n(d + yi) < 0, waarbij #(d + i) = I'm. 2 i
Y= oo Wiz

1
Bewijs:

@) Nodig: Beschouw 7(1), d.i. de kromme bepaald door:

o |

zi—=lvoort—\0,

Op T(1) is: u(z) = Im. / ;:%) = 0 (zie § 3).
1

I(1) verdeelt D(x > 0) in 2 gebieden, in het ene is:
7(2) > 0, in het andere: 7(z) <0.

Wij noemen nu het gebied, waarin de punten liggen op de rechte:
¥ = constant, dic grotere y hebben dan het punt van (1) op die
rechte: ,boven T'(1)” en het andere gebied: ,beneden LT,

Men heeft:

@

@& w
[ dz " wdx " udy
; = I'm, = :
) i , w(z) ] w? - g2 +./ u* -y
1 1 0
aver r—as

over x=const,
v

-
j :c . is groeiend met y, dus ook 7(z), dus:
#? |- 22
over a? =canst.
7(z) <O beneden I°(1) en 7(z) > 0 boven JERLS

Stel nu dat 7°(1) een verticale asymptoot heelt aan de rechterkant,
x=c¢(c>1),daty, > -Locoend >ec.

Dan ligt 4 in het gebied beneden 7(1) dus

7@ + 4y) <O.
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Omdat 7(d + 7y) toeneemt met y, heeft men %(d + 7y) — limiet
< 0, voor y —» oo, dus n{d + coi) < 0.
b) Voldoende:
Stel dus dat er een getal d > 1 is met y(d + oof) < 0.
Dus op ¥ = d is 7(z) < 0. Bijgevolg heeft de baan T(1), waarop
7 = 0, geen punt met de rechte ¥ = d gemeen.
T(1) heeft dus een verticale asymptoot aan de rechterkant.
Daar n(z) beneden 7°(1) negatief is, ligt de rechte x = d in het ge-
bied beneden 7(1), hetgeen alleen mogelijk is als op 7(1
voor ¢ —co. Op elke kromme 7'(z) heeft men dus
V¢—> - co voor {— oo (zie § 14). Q.E.D.
Voorbeeld: Wijzullen bovenstaand criterium toepassen op het
voorbeeld van § 15.

) £ 9> + 00
D B> ofz) < oo,

dz 1 ] X — 1y .
— e ——— ,)—I—z
a2 X% - y?
%
=— vt=1— ‘,y :
% +:v sl A
"'d :
. dx =x— 1 —arcigx + arcig 1
u“ w
xl

r u dy xdy
= to —
J w0 j [y —1)2 + 42 + i g

0
Gver @ = condl.

Wij zien direct dat er een getal d > 1 te bepalen is, zodat

7(d + cot) <0, dus x; convergeert en ¥y, — - co.

Opmerking: Op gelijke wijze als hierboven bewijst men:
Een nodige en voldoende voorwaarde voor convergentie van x, terwijl
Vi —>—o0, is, dat er een getal d > 1 aan te wijzen is, zodat 1(d —oot) = 0.

§ 17. Een 3e nodige en voldoende voorwaarde voor con-
vergentie van x.

Stellin g: Een nodige en woldoende woorieaarde voor convergentie
van x, terwijl v, — + oo, voor { — -+ oo, is:
dat er 2 waarden van x zijn, ¢ en d (0 <c¢ < d), zodat
bim g{c + yi) > bim o(d + yi).

y—=+oe y—=+oo
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Bewijs:

Nodig: Stel dat een kromme T'(z) een asymptoot x = d heeit,
aan de rechterkant, en dat ¢ 4 7y, cen punt is van dic kromme.
Dan is (zie § 16):

7(e + yy) = u(2) voor z op x = d,
dus n(e 4 iyy) = n(d + oo i),
waaruit (e + ooi) = y(d + coi).

Voldoende: Stel 0 <¢ <d en (e + o0 ) > #(d + oo ).

Volgens deze onderstelling is het dus mogelijk op de rechte ¥ = ¢
een punt z te vinden z6, dat y(z) > n(d + oo ).

De rechte x == d bevindt zich dus in het gebied beneden T'(z),
waarmede bewezen is dat 7(z) een verticale asymptoot aan de rechter-
kant heeft en dat op 7(2), %, -» - oo voor ¢ - -+ co. Dit gebeurt
volgens § 14 voor elk beginpunt .

Gevolg:

Als voor 2 waarden van x, ¢ en d, 0 <c¢ <d, voldaan is aan de
voorwaarde: (e + oo i) = n(d + co i), dan is (% - cot) een af-
nemende functie van x.

Dit volgt onmiddellijk uit het bovenstaande, als men bedenkt, dat
in dit geval iedere verticale rechte in D asymptoot van een kromme
T(z) is (zie § 14).

Opmerking 1: Op gelijke wijze als hierboven kan men de
volgende stelling afleiden:

Een nodige en voldoende voorwaarde voor convergeniie van x,, terwijl
Vi —— o0, is, dat er 2 waarden van x zin, cen d (0 <c¢ <d) zodat
(¢ — o0 i) < 9(d — oo ).

Opmerking 2: Bij het voorbeeld van § 15 (zie blz. 31) is
(¥ + 004) = - ¥ + constante, dus inderdaad afriemend bij toe-
nemende x.

§ 18. Enkele voorbeelden voor het geval . — 0.
dz :
Iste voorbeeld: i Qe Fib iy,
@

|arg v/z| < ; dus 2 ¢ 4/7 is een functie van de door ons beschouwde

klasse, met 7 = 0.

dz : '
——= Qg

V2
V=i 5 o = constant = 4/z, als 2,
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het beginpunt is.
z= (™t a -+ bi)? (als 2= a + bi)
2= + 2a + bi) '™t + a®— 2 - 2abi
2z =1t - (& + b)) (A/2 + 14/2)¢ + a® — b2 -+ 2abi.
x = (a\/2 — bry/2)f + a®— b
y = 2 | (ba/2 + ar/2)t + 2ab

Y

T(2)

O/ X

Fig. 5.

T'(z) is dus een parabool (fig. 5) met als as: de y-as en als top:
10, — 1 (av/2 — b4/2)%.
Als ¥ — 4 oo dan y — 4+ oo. Voor elk beginpunt z convergeert

S T, :
arg z, voor ¢ —»oco tot dezellde limiet #l. 2 in overeenstemming met de

stelling in § 13.

b ] /~
2e voor t.t‘](l. .

Men kan dit op gelijke wijze als het vorige voorbeeld behandelen.
Men vindt voor T'(z) dan parabolen met as: de ¥ — as, terwijl de top op
het negatieve gedeelte daarvan ligt (zie fig. 6).

Dus: arg z, — 0 voor ¢ — co.

Eenvoudiger vindt men het laatste resultaat als volgt: Neem een

y 1z B e .
bEgmpunt z op de x-as, :E = «/Z, 4/71s re€el, zodat T'(z) de x-as is,
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dus arg 2, — 0 voor ¢ — co voor ieder beginpunt z in D, in verband met

de stelling in § 13.
T(a)
a

7\%)

Fig. 6.

t/12

d
3e voorbeeld: d—j:c vz (= w(2)).
Dit behandelen we op soortgelijke wijze als het 2de voorbeeld.
T
arg w(z) = 3 |- & arg 2.
Wij bepalen nu een punt z waarvoor arg z = arg w(z),
dus arg z = 1—112 +%argz

™
largz = % dus argz=

v

i

Neem dus een beginpunt z op de rechte: argz = g Omdat ook

arg w(z) = —z, blijft het punt z, voor £ > 0, op de rechte arg z = i

dus T'(z) is de rechte arg z = % Voor ieder beginpunt z heeft men dus
i3

(L’l‘g Sy = ':1— a

Wij zien dat op deze manier andere voorbeelden te construeren zijn
ety =, ; . T T
waarbij lim arg z, gelijk aan een willekeurige waarde tussen — 5 en —f—-2—

kan zijn. Wij komen dan tot een resultaat dat in § 19 afgeleid zal
worden.



39
§ 19. Uitbreiding van de voorbeelden behandeld in § 18.

Beschouw de functie w(z) = p ¢*2” (holomorf in D), waarvoor

— 0 (dus P = 1).

w(z)

lim
t—»o0 &
(ang)

p is een positieve constante.
Het reéle deel van w(z) > 0 dus |a| <(1—|[2]) E.

Uit de laatste ongelijkheid volgt dat | | < 1 moet zijn. Wij sluiten
o 7
verder de gevallen uit waarvoor i —?5 = 5"

4 . 5 &%
Bewering: arg z, convergeert voor elk beginpunt z, tot ——-.

Bewijs: Beschouw een punt z waarvoor argz = arg w(z) dus:

argz =o+ p X argz,
L o
1 —p ] =

. o
De kromme T(z) van zo'n punt is de rechte arg z= T—5" zodat

arg z = (volgens onderstelling is <—, dus z in D).

MH

men dus voor ieder beginpunt z heeft:

y

o
arg &z, —> T VOor ¢ —»co.

Opmerkingen: 1) De stelling is juist voor p =0 en
| & | <§ w(z) is dan een constante.

2) In het geval p = — 1 moet, volgens onderstelling, « = 0 zijn,

iz
zodat voor [f_f = geldt: arg z, = 0.
s oz
Men kan dit direct controleren, maar het volgt ook uit een meer
algemene stelling, welke in § 20 behandeld zal worden en welke geldt

voor functies, holomorf in D, die zich in het oneindige angulair ge-

1
dragen als —.
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§ 20. Over functies, holomorf in D, met positief reéel deel,

. 1
die zich in het oneindige angulair gedragen als-— .
¥

i, w(z) = w(z) - v(2), u(z) > 0, lim i 0.

dt z—»co £
(ang)
1 ] i
De functie —( ) (holomorf in D) heeft een positief regel deel, dus:
w(z
_ 1

i - =1 (0 <2 < oo).

s zw(z g

{etneg,

Daaruit volgt:

lim zw(z) =g, o> 0 of p = oo,
g—>oa
(rexr)

De convergentie is uniform voor z -> oo in iedere hoek:
|orgz] <Z—2 Z>e>0
arg z ——z, —=>e> 0
= 2 2
Als ¢ < oo bestaat de volgende stelling (van J. Wolf{, iets uit-
gebreid).
Als de angulaire afgeleide van w(z), in het punt oneindig, gelijk is aan

nul en als bovendien de-angulaive limiet van zw(z) voor z — oo eindig is,
dan convergeert, voor elk beginpuni z, arg z, tot mul als ¢ — co.

Bewijs: Wij bewijzen allereerst dat 2 begrensd is.
Xy

T
Als z — ooz, dat |argz| <o, 0<a <5 dan:

zw(z) = p > 0 (uniform),
arg 2 + arg w(z) - 0 (uniform).
Er is dus cen positief getal P te vinden z0, dat
| arg z -+ arg w(z) | < 1 «, 1)
voor alle punten in het gebied:

W= P

larg 2| < o | 21 118 7: £ AOB voor x> P.

Beschouw een beginpunt z in dat gebied. T(z) zal voor { >0 in
/. AOB liggen,
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Trek nl CO en DO (/ COX = / DOX = }z). Wanneer het be-

ginpunt z, of een punt z, voor £ > 0in / AOC zou liggen (dus het arg.
> 1) dan volgt uit de ongelijkheid 1):

argw < 0 in dat punt,
dz
dus arg — <0.
Y

i

Fig. 7.

Wanneer het beginpunt z, of een punt z, voor £ > 0, in / BOD zou
‘ : dz :
liggen (dus het arg. < —32) dan 1s arg 7 > 0 in dat punt,

In beide gevallen nadert z, bij toenemende # dus de x-as. Hieruit

volgt dat voor het beschouwde punt -&begrensd is voor ¢ > Q.
Xy

Dus: z w(z) —-p voor [ —oco
dz,
z;—— —p dus z2o02pt.
v P t g

Hieruit volgt: arg z, - 0 voor { — oo.
Dit gebeurt nu (volgens § 13) voor ieder beginpunt z. Q.E.D.

De bovenstaande stelling is ontstaan door uitbreiding van het

d
voorbeeld: S
dt  z
Ook de voorbeelden behandeld in § 19 kunnen op deze wijze wor-
den nitgebreid. Men komt dan tot een stelling welke behandeld zal

Worden in § 21.
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§ 21. Over functies, holomorf in D, met positief reéel deel,
die zich in het oneindige gedragen als pei% v,

Stelling: Indien voor de functie w(z), holomorf in D, met positief
reéel deel geldt:

w(z : . % =
(p) —p€™® voor z — oo in een hoek arrs:—ﬁ < B, waarbi
z ——

: . w(z) :
(tn verband met lim —= =0 en lim zw(z) =k, k> 0 of k= oo)p
=00 & 2—>00
(ang) (eeteg) ) )
voldoet aan de voorwaarde: — 1 <p < 1, verder o een zodanig reéel
. | o T
getal s, dat | —— | < —,
T—p| 2

aw . o ™
B een positief getal is, zodat 1——) + B < e > 0, dan convergeert

voor ieder beginpunt z, arg z, tot de constanie

—, als £ - co.

x=pP
Tig 8.
Bewiis 2@ e .
W ij s: agp P> 0 voor z -»oco geljkmatig in de hoek
.mf Z e ¢}
g T <&
Dus:

pargz —0 \;oor Z — oo Uniform in / AOB (Zie fig. 8,

£ -en / AOE = / BOE = B).

arg w(z) — o

OE is de rechte arg z = l
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Men kan dus een positief getal P vinden, zodat voor alle punten in
het gebied:

< |<s)
l—pi e
X1
geldt:
| arg w(z) —a—pargz| <3(1 —p)3 (1)

(want 1 —p > Oen > 0O).

Beschouw een beginpunt z in dat gebied. De kromme 7(z) zal voor
t >0in / AOB liggen.

Trek nl. CO en DO (/. COE = /£ DOE = }p).

Wanneer een punt van T(z) voor ¢t >0 in / AOC ligt, dan is in
zo'n punt:

o
- 1
arg 2 > 1_},)“‘2@

(l—p)argz> o+ 3B(1—p) (want 1 —p>0)
—pargz—a> —argz+ 1B (1 —p) (2
Uit de ongelijkheid 1) volgt:
arg w(z) —a—pargz <ip (1 —p).
In verband met 2) is dus

dz
arg w(z) < arg z dus arg 8 <arg 2.

Bij toenemende ¢ zal z; dus de lijn OE naderen.
Neemt men aan dat een punt van T(z) voor ¢ = 0 in / BOD ligt,
dan is in zo'n punt:

re ’ 10
a o n.__‘ i E vl
—?
—pargz—uo <——mfgz#-;ﬂ(1—7b). (3)
Uit 1) volgt: argw(z) —e—pargz> — 4 (1 —p) p dus in ver-
band met 3): arg w(?) > arg z, zodat ook hier z, bij toenemende ¢ de
lijn OE nadert.

In beide gevallen is z, voor ¢ = 0 dus gelegen in de hoek:

s

—p

arg s —

<e
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Dus: “{zf1 — g e voor ¢ — oo
(2:)"
1 4 :
: tﬁ‘ —p it
(z) dt
d (z)'

(1) et
(2" 7o (1 —p) p s

(1—p) arg 2, > .- i

1—p°
Volgens de stelling in § 13 gebeurt dit voor elk beginpunt z, Q.E.D,
Toepassingen van bovenstaande stelling zijn voldoende te
bijv.:

. arg zy —

vinden

== V& + 2+
w(2)

Vo — 1 voor z - oo (dus z = 0, P

T
= 2)
dus arg z, — 0 voor £ - oo.

§ 22. Over functies die zich niet in het oneindige gedragen
als een zekere macht van z.

In de stelling van § 21 worden functies beschouwd die zich in het
oneindige gedragen als g ¢™® 7 met een cxponent p, zodat — 1 <p < 1.
Bij de niet hieronder te rangschikken functies komen gevallen voor
waarbij arg z, convergeert, maar ook gevallen, waarbij arg z, blijft
schommelen. We geven van beide gevallen een voorbeeld:
Iste voorbeeld: argz convergeert.

az 2 a
—- = w(z) =

= > 1.
at ) log (z + a

log (z + @) is holomorf in D en @(z) (ook holomorf) heeft een positief
reéel deel (want z+-a en -

hebben argumenten die tegensteld
log (z-}-a)

van teken zijn).

w(z) 1s miet te rangschikken onder de functies genoemd in § 21.

dz I
dt — log (2 + a)
d log (2 + a) I

_ of P log ( + a) 2
dt  log (z - a) dit
{log (2 +

Sa)}*=2t+ a4 bi (aen b constant).



Stel (z + a) = pe
{logg+ 102 =2t+a+ b
logp — 0+ 20logp =2l +a+ b
26 log ¢ = b = constant.

Omdat g — oo voor ¢ — co, heeft men 6 — 0 dus arg z, — 0.
Opmerking: Ookop de volgende wijze ziet men in dat arg z, =0
VOor ¢ —> co:

. dz .
Voor z op de x-as is —E:Treéel, dus T(z) is de x-as.
I

Hieruit volgt arg z, — 0 voor £ — oo, voor elk beginpunt z.
2de voorbeeld: argz, blyft schommelen.

dz ' % 3
== w(z) = 2* + 2¢™* waarbij (als z=re'?)
2= e (cos logr + i sinlogv). pr|<i.

2

2t 4 2072 heeft dus een positief reéel deel, terwijl de angulaire af-
geleide in het oneindige gelijk is aan nul.

dx .
d7=8“‘Pcoslogr+2e“*- (1)
o S -
—— A o
T ¢ P sinlogr. (2)
; i daz =
Omdat | 2| <e™2, is —— < arg — < —.
at | 2*| 15 5 arg g = z (3)

Daaruit volgt dat de mogelijke limiet van arg z, in ieder geval in

; T =
absolute waarde niet groter dangkan zijn.

/

Stel nu dat arg 2, — o voor { —=-oco _—:6: Lo ég-) Stel e > 0,

dan is voor ¢ voldoende groot:

| arg 2, —a | <c (bi) vaste z).

T
Omdat < 2 is er dus een waarde van £ te bepalen (f = 1),

dz
arg =

zodat voor het aangenomen punt z, 7, (= |z|) toeneemt met ¢
voor £ > 7.
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Wij beschouwen nu de punten z, van T'(z) voor £ > <. Daarvoor is

dr
— > 0, maar ook:
dt
dr ' dr dz
= = 3T (Want | e ) dus:
dt di | dt
1 / dr 1
— > 4
[ dF Beml2 “)
t
Uit (2) volgt dat ;’“;, telkens van teken verandert als # — oo:
dy

c?/a' >0 voor e <y < DT (y is een natuurlijk getal).
Als wij nu kunnen bewijzen dat de hoek, waaronder wij het stuk

I oy 2% =
AB van T(z) (waaridz—; = 0 (zie fig. 9)) van O uit zien, groter blijft

dan een vast positief bedrag, dan is bewezen dat arg z, onmogelijk kan
convergeren.

Voldoende is om te bewijzen dat

3’3_—'_354> 8 (vast) > 0
¥a
c@n+1)m
Ve — Y 1 j‘ dy 1/dr 5
A SN S — X [—d /i
> " = 5 dr (over T'(z))
= . 2N
el2n+1)r
1 ; 1/d
= e Psinlogy X il
¥y [ dt

::Zr::r
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szt lym
"t e Psinlogr 1
= / -*W X ;d?’,

.
£2nT

] 1 _
want — > — voor z op AB, en verder volgens (4).
7

¥y
elzn L)
— 1 i _
dus Y=V - e Psinlogy dlogy
P 3 g..fz o
A anw
2n+-1)m
Vi — Y 1 1 , g
Yp—Ya > o —— / sin wdw, want ¢ ? > ¢ ™
¥ Feles S gls
= oanm
Y5 —9 2
=L = = S = 4
) 3¢’

Hiermede is het bewijs geleverd.

§ 23. Een nodige voorwaarde voor Hm inf arg z, > 0.
l—oc

Stelling: Een nodige voorwaarde, opdat lim inf arg z, > 0, wvoor
elk begimpunt z in D, 1s:
".:O

ey
(%
e BTl — ) oo
’ e - ot e = '

1
over de x—us

Bewijs: Zij die liminf =o> 0. Stel / Z0X =3, a> 3> 0.
(zie fig. 10).

o
obZtE_
1 X X3 X3

Fig. 10.

Voor lim inf arg z, — « > 0, voor elk beginpunt z in 1), is nodig,
t—» 00
dat de rechte 0Z door alle krommen 7°(z), waarvan het beginpunt z op

de x-as gelegen is, gesneden wordt voor ¢ > 0.
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Stel (x4, 9,) 18 een snijpunt van T (1) met OZ (x; > 1), (#,, ¥s) van
T (%) met OZ (x> %] enz.

= =
. - dx [ wdy — vdx
Op iedere kromme 1'(z) is fm. = 5 — — constant
o w(z) u® + v*
1 1
(zie § 3). Bijgevolg is:
{f. . .T‘J'l
i ! [ 2
T
J w4 Jiu 4t
1 0
over de r—as over &=
3 ¥ : 1
2 d f U ; (L)
———— i = | ———— Y
u? - o2 J =Y
& 0
over de x—ius over & =Ty
enz.
- i a0 1 - Wos
Nu is ———— het reéle deel van . Omdat ——— =#"> 0,
22 -+ o2 w(z u® 4+ o2
St ’
. G o .
heeft men: —— | < — (zic blz. 2),
gy | %
dus voor y > 0: w' (%,9) =u' (£,0) e V= (2)
Zij (x, ¥) een punt van de rechte OZ, x > lenfg % = m.
Y £
Uit (2) volgt: fi dy = / w'dy = me ™ xu'(x, 0)
AR - i J - s
0
over & =constant over @ = consltant

Omdat x %" (x, 0) niet afneemt bij toenemende x (zie blz, 30), is voor
{x,¥) op OZ-(x > 1):

i
i o
/ —————dy> M > 0 (M onathankelijk van x).
J w4 P
0
over & =constant
T
; v ,
Uit (1) volgt dus: ——dx> nM,
SR
1
over de T—as
T
v 1
dus —————d% — 00 VOOT % —%0O. 3)
J w? -+ v?

1
over de T—us
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Uit lim inf arg z, = o> 0 volgt, dat voor x voldoende groot de
t—> toc
x-as in het gebied beneden 7'(x,) is gelegen. Daar op iedere verticale
Z

™
e

dz
rechte %(z) = Im. , —(5 toenemend is met vy (zie § 16) en daar verder
J w(z

1
op T(%,), n(z) constant is (= — lﬁz dx), is voor x voldoende gréot :
Jut4-v
1
'9',‘
].' vdx =5
u? 4 v )

T

In verband met (3) volgt hieruit:
Y o -
Jwra ¥ = + oo. Q.ED.

1
over de r—uas

Opmerking: De genoemde voorwaarde is niet voldoende voor
lim inf arg 7, > 0, getuige het voorbeeld:

l— 00
dz .
—_— = Z 1.
di VET
=] o9
([ vdx " dx .
j =/ — oo, zodat dus aan de genoemde wvoor-
v a1
1 1

over de 2—as

waarde voldaan is. Toch heeft men niet: lim inf arg z, > 0, want
{—= +co
Z4+1

arg 2, — Q0voort - 4 oo (imme-rs—/— +» 1 voor z — oo, zodat in
V'

verband met § 21, arg 2, = 0).

Opmerking 2: Op gelijke wijze als bij bovenstaande stelling,
komt men tot het volgende: ‘
Een nodige voorwaarde, opdat lim sup. arg z, < 0 voor teder beginpunt
{—r +o00
2 an D, 4s:
»
S
| = dv=—oc0.
J w4 v?

1
over de x—as
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Wij zullen nu in § 24 een nodige en voldoende voorwaarde afleiden
voor lim inf. arg z; > % > 0en daarbij gebruik maken van bovenstaan-
de nodige voorwaarde.

§ 24, Een nodige en voldoende voorwaarde voor
Iim inf arg z, > o« > 0.

Stelling: Een nodige en voldoende voorwaarde, opdat
lim inf arg 2, = o> 0 voor ieder beginpunt z in D, is: 7(2) = — oo,

i—> oo

oy T
door 2 — oo i elke hoek — 5 <argr<u—e <z

Bewijs:

Nodig: Wij zullen cerst bewijzen dat bij icder positief getal P
cen getal @ aan te wijzen is 26, dat voor de punten z op de rechte
arg z = o.—eg, waarvoor |z| > (J, voldaan is .aan: 7(z) < — P. Dan
1s dus bewezen dat 4(2) > — covoorz — oo op de rechte arg z — o —-=.

2
Kies daartoe op de x-as cen punt x z6, dat I +— = x> P, dns
J o2
1 ' N
7lx) <-— P (dit is mogelijk volgens § 23). Indien nu lim nf arg 2 > =,
{—> +ca

dan is voor voldoend grote |z|, de lijn arg z = 2 — = gelegen in het ge-
bied beneden 7'(x), dus 7(z) < — P voor die punten. Men heeft dus
1(2) ~>— 00 VOOT 2 =00, arg z == «
Dat ook geldt: #(z) —-— oo, voor z -+ co in elke hoek

i
1%
rechte in D) afneemt, als y afneemt.

Voldoende: Beschouw een punt z, in D. Op T(z) is q(2) = C
(constant). Omdat op de rechte argz = o e, n(z) - — oo voor
% — 09, is voor de punten z van die rechte waarvoor (zl voldoende groot
is: 4(2) < C, zodat dus die rechte, voor 2| voldoende groot, in het ge-
bied beneden 7T'(z,) gelegen is, Daaruit volgt:

m

<argz < a—-z < g, volgt uit het feit dat 4(z) op elke verticale

lim inf arg 2, = 0 — <. (1)
—> +oo

Het getal = voldoet aan de voorwaarde: 0 « <i2_“, - %, maar is
overigens willekeurig. Uit (1) volgt dus:

lim inf arg z, = o,
—too



o1

Opmerking: Op gelijke wijze als hierboven komt men tot de
velgende stelling: :
Een nodige en voldoende voorwaarde opdat lim sup argz, < o <0
t—= +oa
voor teder beginpunt z in D, is: n(z) — + oo, voor z — oo in elke hoek

§> @rgz za+s> %

§ 25. Een nodige en voldoende voorwaarde voor

: g
arg z; — — , X; — ca,

2
Als bijzonder geval van de stelling in § 24 vinden we de volgende
; . m
nodige en voldoende voorwaarde voor lim arg 2, =—:
1—>+oc0 i 2
. T ;
Voor lim arg 2, = — is nodig en voldoende:
i—>-+oo 2
. Cudy — vdx :
lim —— = — oo, m.a.w.; limn(z) = — oo.

2 | o2
2—>C0 (anu.)l-” v z—rco (ang.)
Bij deze stelling kan lim x, zowel cindig als co zijn.
t—> oo

In § 15, § 16 en § 17 hebben wij nodige en voldoende voorwaarden

T -
gegeven voor arg z; —+ 57 terwijl &, convergeert voor / — -+ oo, Wij
’ - ™
zullen nu een nodige en voldoende voorwaarde afleiden voor arg 2, i
terwijl 4, — -} co, voor t — -+ oo.
5 ; ; ™ ; .
Stelling: Voor limargz, — — en x, —> - oo, is nodig en voldoende:
2 ; 2
Limy (2] = — oo, (1)
z—roo (ang.)
terwryl verder: lim r(x + yi) > 0 (voor x> 1). (2)

y—>r + oo, &=conslh

Bewijs: Voor lLmargz = — is, zoals bewezen is, nodig en
I— +o0 2
voldoende: lim 7(z) = — oco.
z—>=0a (ang.)
Beschouw nu de kromme 7°(1).

z

Op T(1) is q(z) = Tm. 1 e

1

— 0; in het gebied boven T(1) isn(z)> 0.

w(z)
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Neemt men nu aan, dat op 7°(1): x, — co voor ¢ — oo, dan ligt iedere
verticale rechte, voor y voldoende groot en x > 1, in het gebied boven
(1)

Op iederc verticale rechte is 7(z) toenemend met y. Bijgevolg is aan
de voorwaarde (2) voldaan. ‘

Is omgekeerd aan de voorwaarde (2) voldaan, dan is, mede in verband
met (1), te bewijzen, dat x, — + oo. Uit (2) volgt nl. dat iedere verticale
rechte: x¥ = constant, ¥ > 1, voor y voldoende groot in het gebied

boven 7°(1) gelegen is. Omdat arg z, — % volgt hieruit dat op 7'(1) (dus

op iedere T(2)) x, — + oo als £ — - eo.

Opmerking: Inbovenstaande stelling mogen wij de voorwaarde
(2) vervangen door:

lim ) (x - yi) is niel afnemend met x.
y—>o0, ¥ =constant.

Het bewijs hiervan volgt uit § 17: ,Gevolg”.

Voorbeeld: Wij beschouwen nogmaals het voorbeeld door ons in
§ 18 behandeld:

dz 2wt |y
Et-‘: e b -

. 7
Gebleken is reeds, dat arg z, - ) en x, -4 oo als t - 1+ co.

Dit is ook af te leiden met bovenstaand criterium:

z
" dz
iz} = Im. l

o

7l o U :
] ~ I'm. L:‘Ti_— \/g sin (5—%), als z=pe®,

w(z

. ™
Dus 7(z) - — oo als z - oo (angulair), dus arg z, — =
Als z — oo over cen verticale rechte z6, dat y — + oo, dan heeft
men:

TE‘

: o (6 1
7(2) = v/p sin (E —g) + 3 V2 -+ 1 4/2 (want p sin? (E ——) =

4 r
0] i
X sin? (— )
2 4

= — T —0), dus x, — -} oo, zowel volgens bovenstaande
cos

stelling, als volgens de voorwaarde genoemd in bovenstaande op-
merking.
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Wij merken nog op dat bij dit voorbeeld ook #(z) - — oo als
2 —» oo over een verticale rechte z, dat y — — co. Dit is in overeen-
stemming met het feit dat iedere kromme 7'(z) een eindpunt op de y-as
heeft (zie fig. 5), zodat iedere verticale rechte voor y <0 en | v | groot
genoeg, in het gebied beneden T'(z) ligt. Dit is niet het geval met het
voorbeeld van § 15 (zie fig. 4). Men heeft daar: 7(¥ — o0 1) = — % -+
constante > — oo.

. . b
Ovpmerking: Voor limarg 2, = — — , %, — -+ oo, kan men, o
i t ] , Op
i— oo 2
gelijke wijze als hierboven, de volgende nodige en voldoende voorwaar-
de afleiden:
: ™ . ’
Vaor lim arg z, = — 5 en x, — -+ oo is nodig en voldoende:

{—> +co

limq(z) = + o0 (1)

z—>00 (ang.)

terwijl verder: lim n(x + yi) <O (voor x> 1). (2)

Y—>—00, & =constant

De voorwaarde (2) mag vervangen worden door:

Lim n(x + yi) is niet toenemend mel . (3)
y——o0, &=Cconstani
Als voorbeeld van dit geval kan dienst doen: ?; = 2¢ T /2
We krijgen dan iets dergelijks als bij het vorige geval.

Wij geven nog een ander voorbeeld:

dz 11—z

dt N
Binnen een hoek: |a,rg 7| é% —zg O<e< % 152

. dz q / z :
/ a ) . j V& o~ — 2 —ix—y, dus aan voorwaarde (I)
i

! w(z 1 —iy/z
1 1
wordt voldaan.

vz . 1
T—iva | wEi

. Op een verticale rechte is

Verder is:

1
het reéle deel v , voor y —»— oo, gelijkwaardig met
et reéle dee van“/z_’_ﬁ_ ¥ gely 8 V—2y
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zodat lim n(z) = — co. Aan voorwaarde (2) (en ook aan (3)) is dus
Y—=>—o0., x=constant,
volddan, zodat men heeft:

- i
lmargzy, = —— en x, > oy
f— o0 2

Dit resultaat is ook als volgt af te leiden:

w(z) = w(z) + wz) e o

/ : | ' :
j udy ~ / P dy = 4 oo, zodat in verband met de stelling
5 .\’ -— -I‘P
—og —c0
over & —=const.

op blz. 30, x, > + coals { — + oco. Verder heeft men voor x > 0, dat

arg w(z) - — 5 uniform, als y ——oco. Daaruit kan men direct

w

afleiden, dat op iedere kromme T(z), arg 2, i (zie Opmerking

in § 2).



HOOFDSTUK IV.
GEDRAG VAN Z, VOOR ¢ < 0.

§ 26. Het geval x,— c(z) > 0, voor t —+ — ==,

Reeds in § 15 is ons gebleken, dat de krommen 7'(2) op verschillende
wijze tegen de y-as kunnen ,stoten”. Bij het aldaar behandelde voor-

a

az 1 .
beeld : =y -+ 7, komen ook krommen voor, welke de y-as niet
Z

bereiken (zie fig. 4). Op deze krommen heeft men: y, -+ — oo, voor
{ - —oc.

1 z - :

Bij het geval: s zullen op gelijke wijze krommen ge-
vonden worden, die de y-as niet bereiken en waarop: v, = -+ oo voor
t ——60.

Heeft men dat op één kromme 7'(2): %, = ¢ > 0, ¥, = + co voor
t - — oo, dan volgt daaruit dat er cen gebied is in D, bestaande uit
zulke krommen 7'(z). Immers we zien direct dat de krommen behorende
bij punten in het gebied boven eerstgenoemde T'(z), de y-as niet kun-
nen bereiken. Het is duidelijk dat deze krommen een asymptoot heb-
ben aan de linkerkant.

J. Wollf heeft de volgende nodige en voldoende voorwaarde voor
het optreden van deze gevallen gegeven 1):

Een nodige en voldoende voorwaarde, opdat een kromme T(z) een verti-
cale asymptoot aan de linkerkant heeft (x = ¢ > Q) (waaruit hel bestaan

oo
van een gebied /\ van zulke krommen volgt), is de convergentie van [ udy
(of wvan [ udv) over één verticale vechie in D (waariut de convergentie op

—00
alle verticale vechten in D volgt) en verder, dat de limiet b van v(2), voor
x> 0 en v — -+ oo (resp. voor y —— oo), waarvan het bestaan door

(o=}
hovenstaande convergentie van [ udy (resp. [ udy) verzekerd is. negatief
—0a
(vesp. positief) is.

') Comp. Math. Vol. 6 fasc. 2 blz. 303.
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In A heeft men dan, als t > — oco:
Vi —=—ooals b> 0,
Yy =+ oo als b <0, _
Het bewijs van deze stelling is nagenoeg gelijk aan dat van de
soortgelijke stelling, behandeld in § 15.

Een 2de nodige en voldoende voorwaarde voor &> > 0 als

: : dz
t = — oo, i3 af te leiden met behulp van de functie n(z) = Im. / @
J wl(z
1

Een nodige en voldoende voorwaarde opdat x, —> C(z) > 0, 3, —+ + oo,
als t — — oo, voor één punt z in D (waaruit het bestaan van een gebied A\
van zulke punten volgt), is:

dat er 2 waarden van x zijn, ¢ en d (0 <<e¢ <d)
zodat: lim nfe + yi) < lim=(d + V). (1)

y—> oo #—> 400

Het bewijs van deze stelling is gelijk aan dat van de stelling in § 17
{met verandering van enige ongelijkheidstekens).

. dz 1

Voor het in het begin van deze § genoemde voorbeeld: — = = — 4

P

~
is (% 4 cof) = x + constante, zodat aan de voorwaarde (1) voldaan is.
In aansliiting op bovenstaande 2de nodige en voldoende voor-
waarde, behandelen we 2 stellingen : :
Stelling 1: Als voor 2 waarden van x: ¢ end (0 < ¢ <d), vol-
daan is aan de voorwaarde:
ne + ooi) < n(d + ooi), (1)
dan is 4(x -+ ooi) een loenemende Junctie van x,
Bewijs: Uit het gegeven (1) volgt:
oo
e dus i 'de
n(e -+ oot) << oo, Ll'lbj ot
0

over @ =2

< e

1] 1
Daar ——— het reéle deel van — is, volgt hieruit:
u® - o2 w(z)

o9

vd : ;
- 2 < oo over ledere verticale rechte (zie blz. 30 Opm. 1),
u® - p2 }

0
dus 7% + ool) < oo, voor x> 0, (2)
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Stel nu: 0 < x, < x,, dan zijn er 3 mogelijkheden:
I n(x; + oof) > n(x, + ooi),
I 7, + ooi) — 7, + oo,
I 7%, + ocoi) << 9(x, + oci).
I wvervalt wegens § 17 ,,Gevolg''; dit laatste is nl. in strijd met het
gegeven (1),
=0

¥
Il vervalt eveneens. Immers in elk gebied 0ty o

| —

is, volgens (2), 7(z) begrensd, zodat uit II zou volgen: »(x b cop) =
constant, voor x > 0, hetgeen in strijd is met (1).
Rest dus: TTT. Q.E.D.

Stelling 2: Als op één kromme T(2): v, —c¢> 0, ¥, = -+ oo,
voor [ —— oo, dan is elke verticale rechte in D asymptoot aan de lin-
kerkant van een zodanige kromme T'(z).

Bewijs: Stel 8> 0 en 7(8 4 ooi) = .

Uit het gegeven volgt, in verband met bovenstaande stelling 1, dat
7(x + oot) toenemend is met ¥ en dat p < co.

Bijgevolg is het dus mogelijk in het gebied x > 3, een punt z te vin-
den, zodat 5(z) = p.

De bijbehorende kromme T'(z), waarop 7(z) = p, heeft de rechte
¥ = 8 tot asymptoot. Immers op de rechte x = § is »(3 4+ iv) afne-
mend als y afneemt, dus #(3 -+ éy) < p. De lijn x = § ligt dus in het ge-
bied beneden 7'(z), zodat noodzakelijk op T(z): y, — + oo als
{ = — o0,

Stel nu dat op T'(z) : limx; = > 3§ en dat G het gebied is be-

{——co

grensd door x = 8, 7'(z) en ecn rechte welke 2 punten van die lijnen ver-
bindt.

Omdat v(z) begrensd is in G, heeft men nu:

n(z) = p, als 2 — o0 in G.

Dit is in strijd met het toenemen van 7(x¥ - oof) als x toeneemt.
Daaruit volgt dus dat de rechte x = & asymptoot is van T'(z), waar-
mede de stelling bewezen is,

Opmerking: Op gelijke wijze als hierboven, komt men tot deze
nodige en voldoende voorwaarde voor x, >¢> 0, ¥, >—oo als
{——o0: .
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Een nodige en voldoende voorwaarde opdat x, — C(z) > 0, Vi — — o0,
als t — — oo, voor één punt z in D (waaruit het bestaan van een gebied
van zulke punlen volgt), is:

dat er 2 waarden van x zijn, ¢ en d (0 <c¢ < d) zodat

lim (e + vi) > lim n(d + yi).

y—>—oo Y—r—co
) de. . - o - :
Voor het voorbeeld e + 1 (zic fig. 4) is (¥ —ooi) = — x L+
( z

constante, zodat aan bovenstaande voorwaarde voldaan is.
Wij kunnen, zoals duidelijk is, gelijk hierboven, stellingen | en 2
afleiden. Wij komen dan tot dergelijke resultaten.

§ 27. Over de functie 7(z).

Voor het onderzock naar de andere manieren waarop de krommen
T'(z) tegen de v-as kunnen ,,stoten”, is het noodzakelijk dat wij de functic

dz /";rdj,v — vdx

z

7(z) = Im.j ) =] T

1 1

nader beschouwen.

Deze functie heeft ons in het voorgaande reeds vele diensten bewe-
zen. Wij herinneren aan 2 daarvan en leiden daarnit enkele gevolg-
trekkingen af:

Op elke T'(z) heeft men :

Xy —>61(8) < oo, ¥y > + oo

I = 7(x + coi) is afnemend
‘ als x toeneemt. (§ 17).

voor t — - oco.
Op elke T'(z), van een deelge-
bied f van D, heeft men: <= 7(x + ooi) s toenemend als

X —>6y(2) > 0, ¥y —+ -+ oo x toeneemt (§ 26).
voor I — — oo,
Gevolg 1 Indien voor géén z in D:
Xe > <00, ¥y >+ o0, t -+ L oo

of Yp=>6> 0, ¥ — -+ oo, { > — oo,

dan 1s n(x + oot) onafhankelijk van X, en omgekeerd.
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dz -y T%
YVoorbeeld: ﬁr z, By -+ ooi) = 5

Gevolg 2: Hetis ommogelijh dat op een kromme T'(z):
X >0y <og, ¥ —> -+ 00, f—+-+co
en Xy >e3> 0, v, > -+ oo, t > —o0.
of ook:

Het 15 onmogelijk dat bij een zelfde functie (van de door ons beschowwde
klasse) kromumen voorkomen waarop: x, — ¢, < oo, V, = -+ oo, als
t >+ oo en krommen waarop x, > c,> 0, v, — + o0, als { - — oo.
Tot het gevolg 2, kunnen we ook op andere wijze komen. Wij vinden
dan nog een iets algemener resultaat:

Het is onmogelijk dat op een kromme 1'(z)

Xy =€) << 00, ¥y — | oo, als { -+ oo

en Xy =€y =0, ¥, > 1 oo, als t +— oo,

Bewijs: Stel dat op een kromme T'(z):
Xy >0y <00, V>4 00, als £ > -+ oo .
en >0y = 0, ¥, >l oo, als { = —co.
Beschouw in het gebied G boven 7'(z), de harmonische functie

vanz : lim xy.
> oo
Deze is begrensd in G (nl. < ¢,) en op 7'(2) gelijk aan ¢,. Bijgevolg is de
functie constant in G, hetgeen in strijd is met het gevondene in §15.
O pm.: Het is duidelijk dat ook de andere redactie van Gevolg 2
(iets uitgebreid) geldig is. We zullen daarvan gebruik maken in § 23.

Wij vermelden nu nog enkele eigenschappen van de harmonische
functie 7(z).

L. Voor iedere reéle waarde van y bestaat lim w(x - iv) 1).

&—>0
o —=constant

De limietfunctie zullen we ¢ (v) noemen.

II. o(y) is een monotoon niet ajnemende functie van y.
Dit is duidelijk, want 4(x 4 dy) is toenemend met y op icdere vertica-
le rechte in D.

) Zie J. Wolfif Nieuw Archief voor Wiskunde. Deel XVIII, 2e stuk,
blz. 20.
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+ oo
b T

ITL. o(y) is 2odanig dat de Stieltjes integraal / 21
o M

convergeert 1).

)

IV. De functie kan worden voorgesteld door de formule:

w(z
+00 |
1 1 1 I
— = ; do(y) + A2 4+,
@) _L/ l‘z-—i}' T +1._;V|€ 2 (V) i. i

waarbij de integraal te nemen is (n den zin van Stieltjes en (y) de
functie 1s, ingevoerd onder 1. 1, en y zijn constanten, waarbij i, de an-

gularve afgeleide van _(5 18, i het punt oneindig ).

Bovenstaande eigenschappen zullen in § 28 en § 29 toegepast worden.

" dz

De functie £(z) = R.d. ] -U 1s van belang voor het bepalen van
w(z

2
de tijd waarop de krommen 7'(z) de y-as bereiken. Tmmers voor de

functie

Cz) = E(2) + ix(z). geldt op T(2):
) = Clao) + ¢ (zie §3)
dus £(2)) = E(2o) + £

Op T(z) is #(z) constant. Door de univalente functie {(z) (zie § 3)
wordt dus het gebied D afgebeeld op een gebied H, zodanig dat de
krommen 7'(z) tot beeld hebben rechten of halfrechten 4 — const., naar
gelang z, de grens van D bereikt op een oneindige of eindige negatieve
tijd.

§ 28. De gevallen z, — iy, |y | < cc.
De monotoon niet afnemende functie o(y), gedefinieerd op de y-as
(zie § 27) is van belang voor het onderzoek naar de manieren waarop de

krommen 7'(z) op de y-as kunnen uitmonden.
J. Wolff is tot de volgende resultaten gekomen

Geval A: pis een discontinuileitspunt van o(y).

') Zie J. Wolff en F. de Kok. Bull. de la Soc. math. de France,
60, III—1V, 1932, p. 225.
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D bevat een gebied A, bestaande unit krommen die in #p uitmonden
voor { — — co. Op elke kromme nadert het argument van z — p tot
een limiet, welke op de verschillende krommen van A, varieert van

-—% tot - % Voor zin /\, heeft men: w(z,) - 0 als { > — oo.

Het gebied H waarop D door de functie Z(z) wordt afgebeeld, (zie
§ 27) bevat een strook van rechten: »(z) = constant, ¢(p —0) < 9 <
e(p +0), —oco <E < | oo, welke de beelden zijn van de krommen
1'(z) die in 7p uitmonden.

Geval B: gis een continuileitspunt van o(y), dat niet het witeinde
is van, of gelegen is in een interval waar ¢(y) constant is.

In 7g mondt één kromme T'(z) uit, voor ¢ = — co of voor £ eindig ne-
gatief, naar gelang de integraal:
|
| ulx + ig)
J |wle +4q) |2
1]

divergeert of convergeert.

Geval C. Er is een eindig interval 1 op de y-as, waarvan im
en in de uiteinden zijn, zodat o(v) constant is voor m <y < n.

1
Uit het feit dat T(z) over £ kan worden voortgezet (dus ook —U)
w(z

is af te leiden:

Als een kromme 7'(z) haar eindpunt heeft in cen inwendig punt i
van [/, dan is #r enkelvoudige pool van w(z) en omgekeerd. w(z) kan
hoogstens één pool hebben op I. De raaklijn aan 7'(2) in ¢ heeft de hori-
zontale richting en ¢» wordt bereikt op een tijdstip, dat negatief eindig is.

Verder is af te leiden: Isin m (of #) o(v) continu, dan is 7m (resp. in)
cindpunt van een kromme 1'(2) als #(z) op Z, in de omgeving van im
(resp. i), negatief (vesp. positief) is. w(z) heeft dan geen pool op I. Zijn
i en n beide continuiteitspunten van ¢(y), dan mondt op het segment [
(m < y < m) steeds één en niet meer dan één kromme uit, steeds op een
eindig negatief tijdstip.

Het geval dat m en (of) # discontinuiteitspunten zijn, is vermeld on-
der A.

Voor de bewijzen: zie Compositio Math. Vol. 6, fasc. 2 blz. 301—302).

Wij volstaan met het geven van enige voorbeelden. Wij construeren
allereerst cen voorbeeld behorende bij cen geval genoemd onder C.
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We beginnen met g(y) aan te nemen op de y-as.

& (y)' monotoon toenemend,

o (v) VG <Yy / dp(y) convergent (zie I1I § 27),
V) y— 1, voor y> 1 _} == il
o(y) =y -+ 1, voor yr—liieee

2(v) constant op — 1 < y< 1
en continu in de um.md(n.

Wij trachten een functie ) te vinden met positief regel deel,
Wiz
Z

dz 5
zodat Im. / ()— de goede randwaarden heeft. Wij merken op dat
Jow(z

. 1 ; :
meerdere oplossingen voor T gevonden kunnen worden (inen ziet
w(z

bijvoorbeeld onmiddellijk dat de oplossingen, die in de cofactor van de
term 2, z verschillen (zie IV § 27) toch aanleiding geven tot dezelfde

=

1
). Wij zocken een oplossing voor _T)
w(z

dz
randwaarden van [m. [ :
J w3
1

waarbi] a; = 0.
Wij beschouwen eerst het gedeelte zonder z, in de formule:
+eo . .

1 T I .
w(z) :;j (a—i:ﬁ T+ w) gk

—o0

+ca oo

L S e Tl g
;—f—kﬁ.—‘ l.l == ok : -ldy—é-

Iy = iy I —ay
—00 1
—I—_oc:
Wij nemen d 1 1/ ] dop(y) +
i e i aus: = — 2 !
] wi) =) z — iy Py *1
—oc z
f |
I 1 [J ]
—— - _JF' 73
w(z) w lz—|—1y Z '.'.yl e
1
7 z—1
—P‘s——_] g
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Bepaling van p, :

D) = [ = waz ] + = {ls + i) dog (2 + i) — (— i) log s — )}
w(z) 1 = 1

% Z41 ¥, . : ,

'q{z)—,xy--{—l@x—awl»:iag = ——farg (s + 1) —arg (z—1)} +
arg (z + 1) + arg (z —1)
Voor —1<y<1is gy =ay—B—1=0 I
Voor y>1lis o) =ay—B—1l=y—1 ¢ dusz=1,8=0.
Voor y<—1is gy)=ay—8+1=v+1 l
d e (1)
us: —=1——10
w(z) - & z -+
) L1 y— 1

— arg (z-F i)+ - —— arg (z—1). (2)

iv v

X
nz) =y + —log

-7

Op de x-as is %(z) = 0, dus de x-as is cen T(z) welke uitmondt in het
o
e
w

punt 0. O is een enkelvoudig nulpunt van — — (zie (1),

3 :.;ié O »
w(z) az )

z2=0
dus O is ecen enkelvoudige pool van w(z), in overeenstemming met het
vermelde onder geval C. Er is geen andere kromme welke uitmondt op
de y-as in een punt van het segment I (waarop — 1 < y < 1), Immers
op de krommen in het gebied boven de x-as is 5(z) > 0, op die daar
beneden is y(z) < 0, zodat geen van die krommen kan uitmonden op de
y-as, in een punt van /, ook nict in 7 of — 7. Dit laatste is in overcen-
stemming met het feit dat op /, in de omgeving van 7, v(z) negatief is,
in de omgeving van — 7, #(z) positief is, Dit is af te leiden uit:

) 1 Z—1
I'm. = =g _
N At ]

In fig. 11 zijn enige krommen getekend.

Voor punten met dezelfde x en tegengestelde v, is 7(z) tegengesteld
{zie (2)). Het halfvlak D wordt dus door de x-as verdeeld in 2 delen z6,
dat bij spiegeling t.o.v. de x-as van krommen T(z) in het ene deel,
krommen in het andere deel verkregen worden. Van de functie w(z) is
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de ang. afgeleide in het punt oneindig, gelijk aan nul, zodat op alle
krommen, arg z, tot dezelfde limiet (nul) convergeert als ¢ > - oo

Y
i/

X=T(O)

LAY

Figuur 11.

De hoek 0 (zic fig. 11), waaronder de krommen de y-as snijden, wordt
bepaald met:

| z2—1
——log -I- 1 y
! T 2 7 =
tg(mgw(z)):i:——r———— —>—log} yalsx =0, y> 1.
b | —I——mr z%_i i y41
gz—{—z

o I )— 1T
dus voor y > | is: {g 6 = —log 2
’ ™ Y41

B >0, als y - + co.

0*—_%'-1%3 e e B

Opmerking: Bovenstaand voorbeeld illustreert ook het geval
B : ¢(v) is continu en niet constant voor y > 1 en y < — 1. In ieder
punt van de y-as (waarvoor y > | of ¥ < — 1) mondt één kromme
Iz

2) uit. Alle krommen bereiken de y-as op een tijdstip dat negatief
eindig is:
"1
© oy i ) z—1
/ i g [ 1 —_m'cr— dx (convergent).
J Jwlx + dg) | | PR
0
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dz Lot 1
2e voorbeeld: ﬁ:—_{-—-.
dt 2+ z

-z
U(=z) ="/ Bz?-_: T dz =} 22 4 L log (322 + 1) + constante.
1

n(z) =% xy + f{arg (z + 3 i/3) + arg (2 — % 14/3)} + const. (1)

202y = § (0 —®) + £ log | 32 + 1 | + const.

P(y) = ng %, VOOr y > 1 4/3
o)) = O+ a voor —}4/3 <y <3 4/3 ® = const.
T :
e0) =— + = voor y < —14/3
3z 4 1
Polen van de functie w(z) = = :z op de y-as: ¢, 0 en — 4.

De 3 krommen die uitmonden in resp. 4, 0 en — 4, zijn de enige
krommen die vitmonden op de y-as in ecen punt waarvoor ¥ s - 14/3,
De raaklijnen aan die krommen, in de eindpunten, lopen horizontaal.
De x-as is de in O uitkomende kromme.

Alsz — 4, dang(z) = —%} + Llog2 4
Alsz -0, dani(z) —» Br |[B]| <o

Als 2z > —i, dan &(z) - —§ + 4 log2+8

Bovengenoemde krommen bereiken dus de y-as op eindig negatief
tijdstip.

o(y) heeft 2 discontinuiteitspunten: 1 i4/3 en — 1 44/3. Er is dus
een verzameling van krommen, die hun eindpunt hebben in 1 i4/3 of
—414/3. (zie geval A). Alsz — + 1 iv/3of 7> — ¥ 14/3, heeft men:
&(z) - — co. De krommen die in - T 14/3 of — }iy/3 uitmonden,

bereiken die punten voor § = — oo,
7l ¥ d ok Ge \
Men heeft verder: i o= want : — E S g y
gy |w? dz ¢x ey
: —3y* 4 1
Op de y-as is v:——g—‘i_— :
y—y

B
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Dus op de y-as is £ toenemend met y op de intervallen:
y<—1L —348<y<0iy3<y<li
en atnemend voor:
— 1<y <—348,0<y <$43 y> 1.
Wij kunnen nu met het bovenstaande gemakkelijk afleiden hoe de
afbeelding is van D, door de functie &(2). (Zie fig. 12)

Teg —————
T} =-.9-+(I —— 4 A B
[
_)] =0 r
Il
17=‘%+ﬂ — TR
v N
Figuur 12,

De halfrechten AB, CD en EF zijn de beelden van de krommen die
uitmonden resp. in 7, 0 en — 4.

De rechten 4 = constant in T en II zijn de beelden van de krommen
die uitmonden in resp. } /4/3 en — % 14/3, voor £ = — co,

i

i
%Il*3\
-5i})3
_i-—'-""/‘f"”‘/

Figuur 13,

De rechten 7 = constant in III en TV zijn de beelden van krommen
welke de y-as niet bereiken. De krommen behorende bij III liggen in het
gebied boven T'(i), zodat op die krommen voor £ —» — oo- Ve —> —+ oo,
In verband met (1) volgt hieruit dat x, — 0.
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De krommen in het gebied boven T'() (en evenzo die in het gebied
beneden T'(— 7)) hebben de y-as tot asymptoot aan de linkerkant.

In fig. 13 zijn enige krommen getekend.

Daar de angulaire afgeleide van w(z), in het punt oneindig, gelijk is
aan nul, en de x-as een kromme 7'(2) is, heeft men op elke T'(z): arg 2,0
alsf -~ -+ oo. Ook hier is de fignur symmetrisch t.o.v. de x-as,

§ 29. Het geval x;— 0, yy— oo voor t— — co.

Bij het 2e voorbeeld van § 28 komen krommen voor welke de y-as
als asymptoot aan de linkerkant hebben. De volgende stelling geeft
een nodige en voldoende voorwaarde voor het optreden van dit geval:

Stelling (Wolff): Een nodige en voldoende voorwaarde opdat
2 krommen T(2), waarop y; — + oo (of — oo) voor § — — oo, de asymp-
toot x == Q hebben (waarwit hel bestaan van een gebied A van zulke krom-
men volgt) is, dat de functie 4(y) op de v-as (zie I § 27), begrensd is naar
boven (resp. naar beneden) en dat

lim 7 (x + 1y) = + oo (resp. lim n (x + 1y) = — o0),

y—> o0, x=const y—>—09, m=const.

voor x> Q. Men heeft dan in /A voor ¢ —— oo:

Y, —> -+ co (resp. — o).

Bewijs: Stel dat op de krommen T'(z) en T(8): x, —+ 0, 3, - +o0
voor { —— oo, en stel dat 3 (dus 7(£)) gelegen is in het gebied A boven

T (x). Beschouw in A de harmonische functie van z; lim x,. Deze functie
l——oc
1s >0i1in A,
Voor z = § (in A) is de functie nul, dus voor z in A is lim x, = O,
t—>r—co
Elke kromme in A heeft dus de y-as tot asymptoot.

Nodig voor het optreden van dit geval is:
a) o(v) is begrensd naar boven.
Immers beneden T'(«) is n < 7(x), dus ¢(y) = limv (¥ -+ yi) < n(«).

a—0

b) (% 4 coi) = co woor x> 0.

Immers volgens § 27: Gevolg 2 (uitgebreid) en § 17 kan y(x--oot)
niet afnemend zijn bij toenemende ¥, en omdat het gebied boven T(a)
bestaat uit krommen waarop %, — 0, y, — -+ oo voor { - — oo, kan
volgens § 26, n{x 4 oot) ook niet toenemend zijii. Gevolg: 5(x -+ oot) =
C (constant), x = 0.
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Stel € < oo, dan heeft men wegens de begrensdheid van 7(z):
n{x) = n(B), wat onmogelijk is.

Dus 7(% 4 ooi) = 4+ oco. Q.E.D.

Voldoende: Stel g(y) op de y-as begrensd naar boven en
7(% + oof) = oo, 4> 0.

Volgens dit is het dus mogelijk cen punt 2 in D aan te nemen

z0, dat w(z) = lim o(y). De kromme 1'(2) zal dus de y-as niet bereiken.
Y>>+

Daar T'(z) gelegen is in het gebied boven cen kromme welke op de y-as
uitmondt, heeft men op T(2) : vy = -+ oo.

Dat x; -+ 0voor? - — oo, volgt uit het feit dat 4(x 4+ coi) = const.,
voor x> 0, zodat nict mogelijk is: %, >¢> 0, V: > -+ oo voor
L —— oo (zie§ 26).

Opmerking 1. Alsop de y-as voor Y= y1:9(y) = C (const.) en
als op één kromme T'(B): x, — 0, ¥t — -~ 00 Voor ¢t > — oo dan is te
bewijzen dat er een gebied A is, bestaande uit dergelijke krommen.
Tmmers op T'(8) is 7(z) > C. Beschouwt men een punt « zd, dat
C <wn(x) <=(8),dan zict men direct dat ook opI'(a): 4, —0,y, >+o0
Voor ¢ — — oo, zodat men dan in het geval van bovenstaande stelling
is,

Opmerking 2: Als men op één kromme T(z) heeft: z, -0,
Yt = - oo voor { - — oo, dan kan men niet de gevolgtrekking maken
dat er dan een gebied A is, bestaande uit dergelijke krommen. Het vol-
gende voorbeeld toont dit aan:

Beschouw op x = 0de monotone functie: p(y) =—1, —co <y < |
1
en o(y) =—;, 1 <y <oo.
Volgens de formule in IV § 27, is
o0
1 1 {7 dt
—— = L ) t» Neem 3y =0.
w(z) —'/ 2z — 1) LR B e
1
M ind 1 11 ®o 8 p wirs
€n vindt —Hz_j ’—‘_; ;— 2.0 = =1 2—2 og {z_!) T e
g
“dz I i : i I
£lg) = ;(;5 =ulz—1) +§(§—— l) —ﬁglug{zﬁz.) -+ -'_Tlog(]—*—'.l) -
1
. I! z—i
—lo :
™ gl—z'



69

Stel u=a 4 if.
P e e b
)= (a8 (o ) — (e + B + 5

_?(2-—‘1'1") o 2 I - S 1 — ] e ek Z
g }'2){ log[x%+ (y—1)2] +iarg (2——1) | + 1 log2 = |-

1 : : i = |
e T 1y 2 e gt ol
| Tclzl%p: + (v — )] + 4 arg (z — ) 250g2—}.:4l (1)
y  xlg[+{y—1)%
(2 + y7) (v

: e I 1
S ng—}——urg(Z—f)-F%- (2)

b+

Bz) =oy +-pr—p— 3

(2 4 ¥7) T on i
log2 1 1
Alsx >0, 9> ldan g(y) = ay —8 + 3 + o8 - S
Zm y y
L e log 2
Hieruit volgt: 2 =0, § = £ -
25
- log 2
Contrdle: als ¥ — 0, y << 1, dan g(y) = ay — B+ = $——1,
T

Uit (2) volgt: n(x + ooi) = Bx. Omdat 8> 0 is 7(x + ocof) toene-
mend met . Volgens § 26 is er dus ecn gebied van krommen waarop
X —>¢(2) > 0 wvoor £ —»— oo, ‘rem’ijl Y — =+ oo, 1lec + ocot) = fe
(¢ > 0). De kromme 7'(z) waarop 7(z) = fc heeft de rechte x — ¢ tot
asymptoot (zie het bewijs van Stelling 2 in § 26). De kromme 71 i
waarop %(z) = 0, heelt dus geen asymptoot x = ¢ > 0, maar kan ook
de y-as niet bereiken omdat g(y) < 0. Omdat T(1) gelegen is boven alle
T waarop #(z) < 0 welke hun eindpunten op de y-as hebben (daarvan
zijn er oneindig veel, want o(v) is continu en niet constant voor g 1),
~ is de y-as asymptoot van T(1) z6, dat op T(1): Vv, — + oo voor
t - — oo, Zowel uit het bovenstaande als uit de in het begin van deze
paragr. behandelde stelling, volgt dat er maar één kromme van deze
soort is, -

Men heeft verder: n{x —oot) = 4 — 1, dus evencens tocnemend
met x. Volgens § 17 hebben alle T(z) een asymptoot x = ¢(z) 26, dat
op T'(z): y, -+ — oo voor t — L oo,

De krommen boven 7°(1) hebben dus een asymptoot aan de linker-
kant en één aan de rechterkant. Zijn deze voor een dergelijke kromme
T(z)resp.:x = xen x = x,, danis: B, = B, — |

1

dus: Xy — %) = —.
o
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Voor al die krommen 7'(z) hebben de 2 asymptoten dezelfde afstand

1 47
L. —— = 1.2,
- B 7+ 2log 2

Wij vragen ons tenslotte nog af, of ¢ het eindpunt van een kromme
T'(z) is. Op deze kromme is dan n(z) = — 1. Uit 7(x — coi) = xr — |
volgt, dat de y-as asymptoot aan de rechterkant zou mocten zijn. Bij-
gevolg is er geen kromme 7'(2) in D, waarvan het punt 7 eindpunt is, in

o ”
overeenstemming met het feit dat 6— <0 op de y-as voor y < 1, in de
!

2 ! .. 0% 1
buurt van y = | (dat is af te leiden uit —= = — I, ‘_) :
: cy w(z)
——-beeldvan T(1) oo __ 7=0

Figuur 14,

Wij zien dit ook duidelijk als wij de afbeelding van D door de functie
(%) in het € vlak, beschouwen. Uit de uitdrukking voor {(z) (zie (1)) is
af te leiden:

(v — 1) log |y —1]

E(iy) = — By + = +const., voor ¥ #£0, ys£1.

E(#) = — B 4 const.
§M0) = - 2l + censt,
T
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Hieruit volgt dat £(/v) cen continue functie van y is.

&t o0) = — oo, want § > 0.
E(—i 00) = + oo.
B, vhlegly—1]

oy g 2

Men heeft dus op de y-as:

Voor —oo <y < I iq(iy) = — 1, E(dy) afnemend van + oo tot
= 3 == const.
; 1 :
Voor 1 <y <ooiyty) = — —, E(#y) alnemend van — § + const.
3!
tot — oo.

In figuur 14 is getekend:
1) het beeld van D in het £ vlak.
2) enige krommen 7'(2) in D.

Opmerking 3. naar aanleiding van Opm. 2.

Het is bij O pm. 2 gebleken dat de aard van de krommen in D
bepaald wordt door het teken van het getal g.

Neemt voor de functie op de y-as:

1
ply) =C——, 1<y <00
¥ C = constante,
¢ =C—1 —c0o <y <1

dan blijkt £ de volgende functie van C te zijn:

log 2
Eir=— : == C.
-
. log2 . ! 3 :
Voor C <% + 1s > 0. Men vindt dan een figuur als fig. 14.
1
log 2 '

Voor C = # + 5_ 18 5 = 0. Zie fig, 15a.

log 2

e
it

Voor € > £ + is B < 0. Bij dit geval vindt men :

7(¥ + oot) = Bx, dus afnemend bij toenemende x, evenals 7(% — oot)
= pv — 1. Alle krommen hebben een asymptoot aan de rechterkant
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(s = + oo voor £ —> 4 co). Er is.een gebied van krommen met een
asymptoot aan de linkerkant (v, - — oo voor £ —» — co), géén krom-
me welke de y-as tot asymptoot heeft.

Om te onderzoeken of 7 het eindpunt is van ecen kromme T'(z) diene
het volgende:

&(i) = — [ + const.

(y— 1) log|y—1]
Ty

—+ const.

) ==—gy +

Omdat § < 01is er altijd een waarde voor v te vinden, y < 1, zodat
E(zy) > E(7). Immers daarvoor is nodig:

D=t o

— By + s — B, y <1
v— Didog (1 —
— &y —1) + 0 ) bog | "}>O, y <1

e

log (1 —
ELF”<m y <1,

Wij zien dircet dat een zodanige y te vinden is.
Bijgevolg heeft géén kromme het eindpunt in 4, en is er steeds een
kromme welke nitmondt op de y-as in een punt waarvoor geldt:y < 1.

Noemt men dit punt 7%, dan is iz noodzakelijk cen nulpunt van

w(z)

= e ; . .
Yoor f= o 8 dit punt de oorsprong (zie de uitdrukking voor
T

1
W onder Opm. 2.). De raaklijn aan de kromme in zo'n eindpunt
w
loopt evenwijdig aan de x-as. De afbeelding van D door de functie L(z)
vindt men gemakkelijk door nog gebruik te maken van de volgende
gegevens:

g(ico) = + oo

_§:Hﬁ+y+mmy*H_
oy 2

In fig. 155 treft men dic afbeelding aan, Tevens zijn enige krommen
in D getekend.
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s . . 1 : :
Neemt men bij de uitdrukking voor @ een term 2y 2z (A, > 0) op
w(z

(dit heeft geen invloed op de randwaarden van 4(2)), dan komt bij de
uitdrukking voor {(z) nog de term: 12, (22— 1) = & »; (32 — 42— 1)+
+ ?’)‘.1 Xy

Men vindt dus: (¥ + ooi) = + oo,
(& —— ooi) = — oo.
C,/"_—?_ onst
&(i)=0+c Evlak (i) {-‘(:aj £ylak

No e
W,

E(T) E(ia)

7

-

tig15¢

Er is dus cen gebied van krommen die de y-as tot asymptoot hebben
(¢ + oo voor { - — oo, en een gebied van krommen die eveneens
de y-as tot asymptoot hebben, maar op deze krommen heeft men:
V¢ =+ — 0 voor L - — oo. Voor elke waarde van C is er één kromme
welke uitmondt in een punt 72 26, dat & < 1. De plaats van dat punt
hangt af van de grootte van C en 2. In fig 15¢c is & < 1. Het punt iz
is dus een pool van w(z).
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STELLINGEN
I

Het bewijs van de stelling van Valiron-Wolff (Proceedings
Kon. Akad. v. Wetensch. Vol. XXXV, No. 4, 1932, p. 504) is te
vereenvoudigen.

IT

De stelling van Jung, dat er bij een cindig aantal punten, ge-
legen in een plat vlak, één kleinste cirkel aan te wijzen is met straal
o= %(a’ is de maximum afstand van 2 punten), waarbinnen of
waarop alle punten gelegen zijn (zie o.a. Rademacher-Toeplitz: Von
Zahlen und Figuren, 2e druk, p. 83), is ook geldig voor elke vlakke

d
v’
als de puntverzameling een drietal punten bevat, die de hoekpunten
zijn van een gelijkzijdige driehoek met zijde 4.

puntverzameling met diameter 4. Din en alleen din is O =

11T

Bezit de functie f(x) voor 4 < x < 4,

a=ux — li_[f(-’?)_—a% ) b=x;+ l f(xT_ﬁ_—aJﬁJ’ 0<<a<l,
differentiequotienten die in absolute waarde < a zijn, dan is de
algorithme xq.y = f(xn) steeds uitvoerbaar en x, — x voor # —> 00,
a < x < b, waarbij X de enige wortel is, in het interval 2 < x < 5,
van de vergelijking f(x) = x.

v
Het theorema III van J. Wolff kan beter behandeld worden

na theorema V.
Proceedings Kon. Akad. v. W. Vol. XXXV No. 4, 1932, p. 504—506.

v. Kuik



x V

In de door Pasch gegeven en o.a. bij Hilbert voorkomende
formulering van het ,,Axioma van Pasch”, dient het gedeelte ,,dan
snijdt a ook 6f de zijde AC 6f de zijde BC”, vervangen te worden
door: dan snijdt # ook minstens één van de zijden AC en BC,

Pasch-Dehn, Vorlesungen iiber neuere Geometrie § 2.

Hilbert, Grundlagen der Geometrie, 1930, § 3.

Vi

In een verhundeling van R. Weitzenbock over affiene inva-
rianten bij kegelsneden, worden invarianten P en Q berekend. De
afleiding van de onder (30), (31), (32) vootkomende resultaten kan
zeer vereenvoudigd worden.

R. Weitzenbock: Ueber affine Invarianten bei Kegelschnitten.

Proceedings Kon. Akad. v. W. Vol. XLIII, No. I, II, 1940, p- 166.

VII

E.Feldheim geeft een nodige en voldoende voorwaarde
opdat de oppervlakte van een parallelogram middenevenredig is
tussen de oppervlakte van een omgeschreven en een ingeschreven
parallelogram, waarvan de zijden twee aan twee evenwijdig lopen.

De bewering van E. Feldheim, dat aan deze voorwaarde
alleen voldaan is in het geval dat de parallelogrammen vierkanten
zijn, is onjuist. !

E.Feldheim, Problémes sur les triangles inscrits dans un
triangle donné.

L'Enseignement Mathém. 37me année, 1938, p. 335.

VIII

Het bewijs dat O. Bottema geeft van de (bijzondere) stelling
van Desargues, is onvolledig,

O. Bottema, De clementaire meetkunde van het platte vlak,
1938, p. 7.

X
De opmerking van Bedeau, dat de formule van Schottky

niet geldt, wanneer er weinig electronen worden geémitteerd, is onjuist.
F. Bedeau. Théorie et technique du bruit de fond, 1937, p- 10.
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