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PRAEFATIO

Detcctis legibus motus planetarum hepleri ingenio mnon defue-
runt subsidia ad singulorum planetarum elementa ex obsernationi-
bus eruenda. 'T'ycho Brahe, a quo astronomia practica ad fasti-
gium antea ignotum euecta erat, cunctos planetas per longam an-
norum seriem summa cura tantaque perseuer;mlia obseruauerat, vt
heplero talis thesauri dignissimo heredi seligendi tantummeodo cura
restaret, quae ad scopum quemuis propositum facere viderentur.
Nec mediocriter subleuabant hunc laborem motus planetarum me-
dii summa iamdudum praecisione per obseruationes antiquissimas
determinati. :

Astronomi, qui post Keplerum conati sunt planetarum or-
bitas adiumento obseruationum recentiorum vel perfectiorum adhuc
accuratius dimetiri, iisdem wvel adhuc maioribus subsidiis adiuti
sunt. Neque enim amplius de elementis plane incognitis elicien-
dis agebatur, sed nota leuiter tantum corrigenda arctioribusque L-
mitibus circumseribenda erant.

Principium grauitationis vniuersalis a summo Newton dete-
ctum campum plane nouum aperuit, legibusque iisdem, quibus

quingue planetas regi Kepler expertus fuerat, leui tantum muta-
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v PRAEFATIO

tione faclta omunia corpora coclestia necessario obsequi debere edo-
cuit, quorum quidem motus a vi Solis tantum moderentur. Seili-
cet obseruationum testimonio fretus Repler cuiusuis planctae orbi.
tam ellipsem esse pronunciaverat, in qua areae circa Solem, focun
alterum ellipsis occupantem,  vniformiter describantur, et quidem
ita, vt tempora reuolutionum in ellipsibus diuersis sint in ratione
sesquialtera semiaxium maiorum. Contra N cwlon, principio gra-
vitationis vaiuersalis posito, a priori demonstrauit, corpora omnia
a Solis vi attractiua gubernata in sectionibus conicis moueri debere,
quarum quidem speciem vnam, cllipses puta, Planetac-mohis ex-
hibeant, dum species reliquae, parabolac et hyperbolae, pro aeque
possibilibus haberi debeant, modo adsint corpora Solis vi velocitate
debita occurrentia; Solem semper focum alterum sectionis conicae
lenere; areas, quas corpus idem temporibus diuersis circa Solem
describat, his temporibus proportionales, areas denique a corpo-
ribus diuersis, temporibus aequalibus, ‘circa Solem descriptas, essc
in ratione subduplicata semiparamel‘i'orum_01'bi'tarum: postrema ha-
rum legam, in motu elliptico cum vltima Kepleri lege identica,
ad wmotum parabolicum hyperbolicumque patet; ad quos haecce ap-
plicari mequit, reuolutionibus deficientibus. = Tam filum repertum,
quo ducente lah'_yriuthum motuum cometarum antea inaccessuim in.
gredi Licuit. Quod tam feliciler successit, vt ommnium cometarum
motibus, qui quidem accurate obseruati essent, cxplicandi:_; suffi-
ceret vnica hypothesis, orbitas parabolas esse.  Ita systema graui.
tationis vniuersalis nouos analysi triumphos eosque splendidissimos
parauerat; cometaeque vsque ad illum diem semp'cl: indomiti, vel

st deweti ‘videbantur mox seditiosi et rebelles, frena ‘sibi iniici
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passi, alque ex hostibus hospites redditi, iter suum in ‘tramiti-

bus a calculo delineatis prosequuti sunt, nisdem quibus planetae le-

gibus aeternis religiose obtemperantes.

lam in determinandis comctarum orbilis parabolicis ex ob-
seruationibus difficultates suboricbantur longe maiores, quam in de-
terminandis orbitis ellipticis planetarum, inde potissimum, quod
cometae per breuius temporis interuallum visi délectum obserua-
tionum ad haec vel illa imprimis commodarum non concedebant,
sed 1is vl geometram cogebant, quas fors obtulerat, ita vt metho-
dos speciales in caleulis planetaruim adhibitas vix vmquam in vsumn
vocare licuerit. Magnus ipse Newton, primus saeculi sui geome-
tra, problematis difficultatem haud dissimulauit, attamen, ceu ex-

speclari poterat, ex hoc quoque certamine victor euasit. - Mults

post Newtonum geometrae eidem problemati operam suam nauaue-

runt, varia vtique fortuna, ita tamen, vt nostris temporibus pa-

tum desiderandum relictuun sil.

Verum enim vero non est practermittendum, in hoc quogque

problemate peropportune difficultatem diminui per cognitionem
ynius elementi sectionis conicae, guum per ipsam suppositionem
orbitae parabolicae, axis maior infinite magnus statuatur. Quippe
omues parabolae, siquidem situs negligatur, per solam maiorem mi-
noremue distantiam verticis a foco inter se differunt, dum secliones
conicac generaliter spectatae varielatem infinities maiorem admit-
tant, Haud equidem aderat ratio sufficiens, cur cometarum traie-
ctoriae absoluta praecisione parabolicae praesuwmerentur: quin potius
nfinile parum probabile censeri debet, rermn naturam Viguam

tali SL]PPOSIUOlli annuisse. Attamen quumn censtaret, phaenomena

e S
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VI PRAEFATIO

‘corporis coelestis in ellipsi vel hyperbola incedentis, cuius axis maior

permagnus sit ratione parametri, prope perihielium perparum discre-
pare a motu in parabola, cui eadem verticis a foco distantia, dif-
ferentiamque eo leuiorem euadere, quo maior fuerit illa ratio axis
ad parametrium; porro quum experientia docuisset, inter motum
obseruatum motumque in orhila parabolica computatum vix wvm-
quam maiores differentias remanere, quam quae ipsis obseruatio-
num erroribus (hic plerumque satis notabilibus ) tuto tribui
poterant: astronomi apuc.l parabolam subsistendum esse rati
sunt, Recte sane, quum  ommno deessent subsidia; e quibus,
num vllae quantaeue differentiae a parabola adsint, satis certo colli-
gi potuisset. - Excipere oportet cometam celebrem Halleyanum, qui
ellipsem valde oblongam describens in reditu ad perihelium plu-
ries obseruatus tempus periodicum nobis patefecit: tunc autem
axi maiori inde cognito computus reliquorum elementorum wvix
pro difficiliori habendus est, quam - determinatio orbitae paraboli-
cae.  Silentio quidem praeterire non possumus, astronomos ctiam
in nonnullis aliis cometis per tempus aliquuanto lougius—obsorna
tis determinationem aberrationis a parabola ‘tentauisse: attamen
omues methodi ad hunc finem propositae . vel adhibitae, innitun-
tur suppositioni, discrepantiam a parabola haud considerabilem es-
se, quo pacto in illis tentaminibus ipsa parabola antea iam compu-
tata cognitionein approximatam singulorum elementormmn ( praeter
axem maiorem vel tempus reuolutionis inde pendens) iam submi.
nistrauit, leuibus tantum mutationibus corrigendam. Praeterea fa-
tendum est, ommnia ista tentamina vix vaquam aliquid certi deci-

dere valuisse, si forte cometam anni 1770 excipias ’
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Quamprimum motum planetae noui anno 1781 detecli cum
hypothesi parabolica conciliari non posse cognitum est, astronomi
orbitam circularem illi adaptare inchoauerunt, quod negotium per
calculum pexfacilem” ac simplicem absoluitur. Fausta quadam fortu-
na orbita huius planetac mediocriter tantum excentrica erat, quo
pacto elementa per suppositionem illam eruta saltem approximatio-
nem qualemcunque suppeditabant, cui dein determinationem ele-
mentorum ellipticorum superstruere licuit. Accedebant plura alia
peropportuna.  Quippe tardus planetae motus, perparuaque orbilae
ad planum eclipticae inclinatio non solum calculos longe sumplicio-
res reddebant, methodosque speciales aliis casibus haud accommo-
dandas in vsum vocare concedebant, sed metum quoque dissipa-
bant, ne planeta radiis Solis immersus postea quaeritantium curas
eluderet, (qui metus alias, praesertim si insuper lumen minus vi-
uidum fuisset, vtique animos turbare potuisset), quo pacto accura-
tior orbitae determinatio tuto differri polerat, donec ex ohseruatio-
nibus frequentioribus magisque remotlis eligere liceret, quae ad
propositum maxime commodae viderentur.

In omnibus itaque casibus, vbi corporum coelestium orbitas

ex obseruationibus deducere oportuit, commoda aderaat quaedam

haud spernenda, methodorum specialium applicationem suadentia

vel saltem permittentia, quorum commodorum polissimum id erat,
quod per suppositiones hypotheticas cognilionem approximatam quo-
rundam elementorum iamiam acquirere licuerat, antequam calculus
elementorum cellipticorum susciperetur. Nihilominus satis mirum
videtur, problema generale

Determinare orbitam corpovis coelestis, absque omni suppositione
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hypothetica, ex obseruationibus tempus haud magnum complectentibus ne-
que adeo delectum, pro applicatione methodorum specialium, patientibus
vsque ad initium huius saeculi penitus propemodum neglectum esse,
vel saltem a nemine serio ac digne tractatum, quum certe theore-
ticis propter difficultatem atque elegantiam sese¢ commendare po-
tuisset, etiamsi apud practicos de summa eius vtilitate nondum
constaret. Scilicet inualuerat apud ommnes opinio, impossibilem esse
talem determinationem completam ex obseruationibus breuniori tem-
poris internallo inclusis, male sane fundata, quum nune quidem
certissimo iam ewictum sil. orbitam conporis-eoelestis ex obserua-
tionibus bonis paucos tantummodo dies complectentibus absque vlla
suppositione hypothetica satis approximate iam determinari posse.
Incideram in quasdam ideas, quae ad solutionem problema-
tis magni de quo dixi facere videbantur, mense Septembri a. 1801,
tune in labore plane diuerso occupatus. Haud raro in tali casu,
ne nimis a grala inuestigatione distrahamur, neglectas interire si-
nimus idearum associationes, quae altentius examinatae vberrimos
fructus ferre potuissent. . Forsan et illis sdenlic eadem fortuna in-
stabat, misi peropportune ncidissent in tempus, quo nullum sane
faustius ad illas conseruandas atque fouendas eligi potuisset. Scili-
cet eodem circiter tempore rumor de plancta nouo Ian. 1 istius anni
in specula Panormitana detecto per omnium ora volitabat, moxque
ipsae obseruationes inde ab epocha illa vsque ad 11 Febr. ab astro-
nomo praestantissimo Piazzi institutae ad notitiam publicam per-
uenerunt. Nullibi sane in annalibus astronomiae occasionem tam
grauem reperimus, vixque grauior excogitari posset, ad dignitatem

istius problematis luculentissime ostendendam, quam tunc in tanto
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discrimine vrgenteque necessitate, vbi omnis spes, atomum plane.
tariam post annum fere elapsum in coelis inter innumeras stellulas
reinueniendi, vnice pendebat ab orbitae cognitione satis approxi-
mata, solis illis pauculis obseruationibus superstruenda. Vmgquamne
opportunius 'experiri potuissem, ecquid valeant ideolae meae ad
vsum practicam, quam si tunc istis ad determinationem orbitae Ce.
reris vterer, qui planeta inter 41 illos dies geocentrice arcum trium
tantummeodo gradumwm descripserat, et post annum elapsum in coeli
plaga longissime illinc remota indagari debebat? Prima haecce me.
thodi applicatio facta est mense Oct. 1801, primaque nox serena,
vbi planeta ad normam numerorum inde deductorum quaesitus ést*);
transfugam obseruationibus reddidit. T'res alii planetae noui inde
ab illo tempore detecti, occasiones nouas suppeditauerunt, metho-
di efficaciam ac generalitatem examinandi et comprobandi.
Optabant plures astronomi, statim post remucntionem Cere-
r1s, vt methodos ad istos caleulos adhibitas publici iuris facerem;
verum obstabant plura, quominus amicis hisce sollicitationibus tunc
morem gererem: negotia alia, desiderium rem aliquando copiosius
pertractandi, imprimisque expectatio, continuatam in hac disquisi-
tione occﬁpationem varias solutionis partes ad maius generalitatis,
sumplicitatis et elegantiae fastigium euecturam esse. Quae spes quum
me haud fefellerit, non esse arbitror, eur me huins morae poeni-
teat. Methodi enim ab initio adhibitac identidem tot tantasque
mulationes passae sunt, vt inter modum, quo olim orbita Cereris

calculata est, mstitutionemque i hoc opere traditam vix vilum

*) Dec. 7, 1801 a clar. de Zach.

=~
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similitadinis vestigium vemanserit. Quamquam vero a proposito
meo alienum esset, de cunctis his disquisitionibus paullatim magis
ﬂmgisque perfectis narrationem completam perseribere, tamen in
plartbus occasionibus, pracserlim quoties de problemate quodam
grauwiori agebatur, methodos anteriores quoque haud omnino sup-
primendas esse censui. Quin potius praeter problematum principa-
lium solutiones plurima, quac in occupatione satis longa circa mo-
tus corporum coeleslium in sectionibus conicis vel propter eclegan.
liam analyticam vel imprimis propter vsum practicum attentione
digniora se mihi obtulerunt, in hoc opere exsequutus sum. Sem-
per tamen vel rebus vel methodis mihi propriis maiorem curam
dicaui, mota leumiter tantum, quatenusque rerum nexus postulare
videbatur, attingens.

Totum itaque opus in duas partes diuiditur. In Libro pri-
mo euoluuntur relationes inter quantitates, a quibus motus corporum
coelestium circa Solem secundum Repleri leges pendet, et quidem
in duabus primis Sectionibus relationes eae, vbi vnicus tantum lo-
eus per se consideratur, in Sectione terlia et quarta vero eae, vbi
plures loci inter se conferuntur. Illae continent exposilionem me-
thodoram tum vulgo vsitatarum, tum potissimum aliarum illis ni
fallor ad vsum practicum longe praeferendarum, per quas ab ele-
mentis cognitis ad phaenomena descenditur; hae problemata multa
grauissima tractant, quae viam ad operaliones inuersas sternunt.
Scilicet quum ipsa phaenomena ex arlificiosa intricataque quadam
comp]jca‘tioue elementorum componantur, hanc texturae rationem

penttius perspexisse oportet, antequam filorum explicationem ope-

risque in elementa sua resolutionem cum spe successus suscipere li-
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ceat. Cmnpﬁrﬁnhlr itaque 1 Libro primo instrumenta atque sub-
sidia, per quae dein i Libro altero arduum hoc negotium ipsum
perficitur: maxima laboris pars tunc lam in eo consistit, vt illa sub-
sidhia rite c:o].ligau-tﬁr, ordine apto disponantur et in scopum pro-
posilum dirigantur.

Problemata grauiora ad maximam partem per exemlﬂﬂ ido-
nea illustrata sunt, semper quoties quidem licuit ab obhsernationi-
bus non fictis desumta. Ita non solum methodorum efficaciae ma-
ior fiducia conciliabitur, wvsusque clarius ob oculos ponetur, sed 1d
quoque cautum iri spero, vt nec minus exercitati a studio harum
rerum deterreantur, quae procul dubio partem foecundisstmam et

pulcherrimmn astronomiae theoricae constituunt.

Scripsi Gottingae d. 28 Marti 180g.
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LIBER PRIMVS

RELATIONES GENERALES INTER QVANTITATES PER
QVAS CORPORVM COELESTIVM MOTVS CIRCA SOLEM
DEFINIVNTYVR.

SECTIO PRIMA

Relationes ad locum simplicern in orbita spectantes.

I

Corporum coelestium motus in hoe opere eatenus tantum considerabimus, qua-=
tenus a Solis vi attractina gubernantur.  Excluduntur itaque ab instituto nostro
omnes planctae sccundarii, excluduntur perturbationes, quas primarii in se inui-

cem exercent, excludilur omnis motus votatorius. Corpora mola ipsa vi puncla

mathematica spectamus, mofusque omnes ad normam legum sequentium fieri sup~
ponimus, quae igitur pro basi omnium disquisitionum in hoc opere sunt habendae.

L Motus cuiusuis corporis coelestis perpetuo fit in codem plano, in quo si-
mul centrum Solis est situm.

IL. T'raiectoria a corpore descripta est scctio conica focum in ceniro Solis
habens.

II. Motus in ista traiccloria fit ita; vt arcae spatiornm in diuersis tempo-
rum interuallis circa Solem descriptorum hisce interuallis ipsis sint proportionales.
Temporibus igitur et spatils per numeros expressis, spatium quoduis per tempus
ttra quod describitur dinisum quotientem inuariabilem suppeditat.

IV. Pro corporibus diuersis circa Solem se mouentibus horam quotientium
quadrata sy in ratione i
g{LLOI‘U-m massae

tuersa parameirorum orbilis respondentium, alque aggre-
Solis cum massis corporum motorum.
Designando itague per ep parametrum orbitac, in qua corpus incedit, per u

quantitalem materiae huius corporis (posita massa Solis =1 ), per g arcam quam

1
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lempore ¢ circa Sole eseribit, erit 2
temp € em describit, erit R

Gtn) numerus pro omnibus cor-
poribus coelestibus constans. Quum igitur nihil infersit, quonam corpore ad valo-
rem huius numeri determinandam viamur, e moin terrae enm depromemus, cuius
distantiam mediam a Sole pro vnilate distantiaram adoptabimus: vnitas temporum
semper nobis crit dies medius solaris. Denotando porro per z ralionem circumle~
rentiae circuli ad diametrum, arvea ellipsis integrae a terra descriptae manifesto

erit #y/p, quae igitur poni debet —ZXg, si pro ¢ accipitur annus sideralis, quo

2w & : :

pacto constans nestra fit = — ——. Ad valorem numericum huius constan-
tyV (14u)

tis, in sequentibus per & denotandae, explorandum, statuemus, secundum nouissi-

mam determinationem , annum sideralem sine £ = 3656,2565855, massam terraec siue
1

e — = 0,00000281g2, ynde prodit

ab4710
RO W vos s navatntsnvom sy .. 0,7981708684
Compl. log#.......cevvvvinnn. oo 7543740218562

Compl. log v/ (142) .........9,999999587 8

O R s, Salmrblnte: 8,2555814414
== o,0172020G895
2,

Leges modo expositae ab iis, guas Keplerus noster detexir, aliter non dif-
ferunt, nisi quod in forma ad omnia sectionum conicarum genera patente exhibitas
sunt, actionisque corporis moti in Solem, a qua pendet factor V (14 u), vatio est
habita. Si has leges tamgnam phaenomena ex innumeris algue indubiis obseruatio—
nibus depromta consideramus, geometria docebit, gualis actio in corpora circa So—
lem mota ab hoc exerceri debeat , vt ista phaenomena perpetuc producantur, FHoe
modo inuenitur, Solis actionem in corpora ambicntia perinde se exerere, ac si
vis attractiva, cuius iulensitas quadrato distantiae reciproce proportionalis = esset,
corpora versus cenfrum Sclis propellerct. Quodsi vero viee versa a suppositione
talis vis attractivae tamquam principio proficiscimur, phaenomena illa vt consequen—
tiae neccssarize inde deriuantur. Hie leges tantum enarrauisse sulficiat, quarum
nexui cum principio grauitationis hoc loco eo minus opus erit immeorari, quum post

summum Newton auctores plures hoc argumentum tractauerint, interque eos ill,
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RELATIONES AD LOCVM SIMPLICEM IN ORBITA SPECTANTES. B3]

Laplace in oﬂe..l}erf*ctissimo, Mecanique Celeste, fali modo, vt nilul amplivs

desiderandum reliquerit. A

rr

3.
Disquisitiones circa motus corporum coelestivm, gquatenus fiunt in sectio-
nibus conicis, theoriam completam huius curnarum generis neutiquam postulant :
quin adeo vnica aequatio generalis nobis sufficiet, cui ommia superstruanfur. Fi
quidem maxime ¢ re esse videtur, eam ipsam eligere, ad quam tamquam aequa-
tonem characteristicam deferimur, dum curnam sccundum atiractionis legem de-—
scriplam innestigamus. Determinando scilicet quemuis corporis locum in orbila sua
per distantias &, y a duabus rectis in plano orbitae duclis atque in centro Solis
i. e. in altero curnae foco sub angulis rectis se secantibus, et denotando msuper
corporis distantiam a Sole (positiue semper accipiendam) per r, habebimus inter r
x, y sequationem linearem r4 o:a*-}-ﬁy:y, in qua &, B, ¥ quantitates constantes
expriment, el quidem y quantitatem natura sua semper positivam. Mutando recta—
rum, ad quas distantiae x, y referuntur, situm per se arbitrarinm, si modo sub
angulis rectis se intersecare perseuerent, manifesto forma aequationis valorque ipsius
¥ mon mutabuniur, e et @ autem alios aliosque valores nanciscentur, patetque, si-
tum illum ita determinari posse, vt 2 emadat = o; & autem saltem non negatina.
Hoc modo scribendo pro e, y resp. e,p, aequaiio nostra induit formam r+ex =p.
Recta, ad quam tunc distantiae y referuntur, linea apsidwm vocatur, p semipa-
rameter, e exceniricitas; sectio confeagdenique ellipsis, parabolae vel hyperbolae
nomine dislinguitur, prout e ynitate minor vnitati aequalis, vel vnitate maior est.
Ceterum facile intelligitur, situm Iiueat; apsidum per conditiones traditas plene
determinatum esse, ynico casu excepto, vhi tum ¢ tom  iam per se erant =o; in
hoc casu semper fit r=p, ad quascunque rectas distantiae x, ¥ referantur. Quo-
niam itaque habetur e = 0, ‘curna (quae erit circulus) secundum definitionem no-
stram ellipsium generi annumeranda est, id vero singulare habet, quod apsidum
positio prorsus arbilraria manet, ¢iquidem istam notionem ad hunc quogue casum
extenderc placet. ;

4.
Pro distantia » jam angulum ¢ introducamus, qui imter lineam apsidum et

rectam a Sole ad corporis locum ductam ( radium vectorem) conli.nc‘tur, et quidem

hic angulus ab ea Ineac apsidum parte vhi distantiae x sunt positinae incipiat, ver-
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susque cam regionem, quorsum  molus . COYpPoris dirigitur, cresce! ‘supponatur.

Hoc modo -ﬂt &

=rcosv, adecoque formula nostra r—=—__ , vade protinus de-
_ 14ecosy
rivantur conclusiones sequentes:

I Pro v=o valor radii vectoris r fit minimum, puta =—L__: hoe pun-—

1+e

clum perihelium dicitur,
II. Valoribus oppesitis ipsins ¢ respondent valores aequales ipsius r; quo-
circa linea apsidum sectionem conicam in duas partes aequales dirimit.
HI In ellipsi r inde a y=o0 continuo crescit, donee valorem maximun
p

1=¢e

assequatur in aphelio pro v=180°: post aphelium eodem modo rursus de-
q ] 5 1 P

crescil, quo anic increuerat, Quree pro v=666" perihchum denug attigerit. Li-

neae apsidum pars perihelio hinc aphelio illine terminata axis maior dicitur; hine

semiaxis maior, qu eliam distantic media vocatur, fit =_:L_; distantia puncl
1-¢e

. : ; i o R - ep

in medio axe iacentis (ceniri ellipsis) a foco erit — 2

= ea, denotando per @ se-
1—¢e

miaxem maiorem.

IV. Contra in parabola propric non datur aphelium, sed r vlira omnes li-
mites augetur, quo propius ¢ ad +180° vel —180° accedit. Pro ¢=-=+180" valor
ipsius r {it infinitus, quod indicat, curuam a linea apsidum a parte perihelia op=-
posita non secari. Quare proprie quidem logwendo de axi maiore vel eentro cur—
vaec sermo esse nequit, sed sccundum analyscos vsum consuetum per ampliationem
formularum in ellipsi inuentarum axi maiori valor infinitus tribuitar,

centrumque
curnae in distantia infinita a foco collocatur.

V. In Ayperbola denique v inter Limites adhuc arctiores coéreetur, scilicet
inter = —(180"-y) et v= +(180°~y), denotando per w angulum, cuius co-
sius =-——. Dum enim # ad hosce limites appropinquat, r in infinitum crescik;

e ¢
§1 V€ro pro ¢ alter horum limitum ipse acciperetur, valor ipsius r infinitus prodi-

ret, quod indicat, hyperbolam a recta ad lineam apsidam angulo 180°
vel infra inclinata omnino non sceari.

= supra
Pro valoribus hoc modo exclusis, puta a
180° - vsque ad 180°+1;;, formula nostra ipsi r valorem negatiuum assignat ; re-
cla scilicet sub tali angulo contra lineam apsidum inclinata ipsa quidem hyperho~

lam non seeat, sivero retro producitur in alteram hyperbolae partem incidit, quam
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a prima parh‘.&nmino separatam versusque enm focum quem Sol occupatl comuexam
csse constat. Sed in disquisitione nosira, quae vt iam monuimus suppesitionl inni-
titur, 7 sumi positine, ad lLanec alteram hyperbolae partem non respiciemus, in
qua corpus coeleste tale tantummodo incedere posset, in quod Sol vim non atira-
ctinam sed secundum easdem leges repulsiuam exereerct. — Proprie itaque loquen-
do etiam in hyperbola non datur aphelium; pro aphelii analogo id partis aucrsac

o . = - . s ke S
punctum quod in linea apsidum iacet, et quod respondel valoribus v=180", r =

—

7 : 3 e A T ot ) ot
P__ | haberi poterit.  Quodsi ad instar ellipsis valorem expressionis =k cliam
e—1 X=ge

11{‘3: vhi negalinus euadit, semiaxem maiorem hyperbolac dicere lLubet, hace quan—

titas puncii modo commemorali distantiam a perihelio simulque situm ei gui in el-

lipsi locum habet oppositum indicat. Perinde ———, i e. distanbia puncli inler
1=€e

hace duo puncta medii (centri hyperbolac) a foco, hic gbtinet valorem negatinum

propler siltum oppositum,

5.

Angulum v, qui pro parabola intra terminos — 180 et 4 180°, pro hyper-
bola intra —(180°-) et +(180°~) cotreetur, pro ellipsi vero circulum inte-
grum periodis perpetuo renouatis percurrit, corporis moti anomaliam veram mun—
cupamus. Iaclenus quidem' omnes fere astronomi anomaliam veram in ellipsi non
a perihelio sed ab aphelio inchoare solebant, contra analogiam parabolae et hyper-
bolae, vbi aphelium non datur adeoque a perihelio incipere oportuit: nos analo-
giam inter omnia sectionum conicarum genera restituere eo minus dubitanimus, quod

astronomi gallici recentissimi exemplo suo iam praeiuerunt.

Ceterum expressionis r = L____ formam sacpius aliquantulum mutare
14 ecosy
conuenit; imprimis notentur formae sequentes:
14e—2esing 1—e-t2ecosiy®
r= /4 -
(1 4 e)cost V"“—i—( t—e¢)siniey?
In Parahbola itague habemus r=— P eius’ D hyperbola expressio sequens
2008 £
imprimis est commoda r= . L5

2¢o8% (v4)cost (-y-—-—-a,.j;) ;
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-
s 6, ’
ﬂ Progredimur iam ad comparationem motus cum fempore. Statuendo vt in
lL art. 1. spatium tempore # circa Solem descriptum ==3g, massam corporis moti

= g, posita massa Solis =1, habemus g=#%tVp.v/ (14 ). Differentiale spatii
autem fit =z2rrde, wnde prodit k1y/p.v/ (14 ) = firde, hoc integrali ita sumio,
vt pro ¢ =o euanescat. Iaec iniegratio pro diuersis sectionum conicarnm generi-

bus diuerso modo tractari debef, quamobrem singula iam seorsim considerabimus,
initinmque ab ELLIPSI faciemus.

Quum 7 ex ¢ per fractionem determinelur, cuius denominator e duabus

partibus constat, ante omnia hoc incommodum per introductionem quantitatis no-

A oD

1—e
vae pro ¢ auferemus. Ad hunc finem statuemus tangfvy — —tang: E, quo
=] e o ?

" pacto formula vltima art. pracc. pro r praebet

} cost E* cos+ E* sinf B*

| pamet P = p 44— =—2L _ [1—¢cosE).

i (14e)coszv 14e 1—e 1—ee

d & d v 1— :

Porro fit — = — °, adeogue dy= gl ; hinc

o cosz E COs £ ¥ 14e ry (1—ee)

b nd E o7 .

' rrdwes SR ot AR —— (1—ecosE) dE, atque integrando

'} Vv (1—ee) (1—ee)?

' ktyp v/ (14u) 2—311_— (B—esinE}) 4 Const.
§ (1—ee)?

i Quodsi itaque tempus a transitu per perihelium inchoamus, vhi v=o0, E=0 adeo-
i — habebimus ropler Sl 3

. f que Const. =o, , prop i

4 et kit . i

b E—esinll = __\/_(]u'i-_,ﬂl_

1 a*

i In hac aequatione angulus auxiliaris £, qui anomalia excentrica dicitur , in pay—
It q O b ) 1 3 P

tibus radii exprimi debet. Manifesto autem hunc angulum in gradibus ete. retinere

' PRSREp ——— ki 14+ : ,

1 licet, si modo etiam esin E alque v $+' ) eodem modo exprimantur; in mi-
\.'- ) a

i nutis secundis hae quantilates exprimentur, si per numerum 20626467 multipli-
*i cantur. Multiplicatione quantitatis posterioris supersedere possumus, si statim quan-
“}. . titatem £ in secundis expressam adhibemus, adeoque, loco valoris supra dati, sta-
e

tuimus £ = 5548”7, 18761, culus logarithmus =35, 5500065746, — Hoe modo ex—

3 ki 1 g : . . !
pressa quantitas v ( a"’ﬂ) anomalia medic vocatur, guaedgitur in ratione tem~
3
it | a

0
i
N
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By (1)
a”
nus dicitur. Apomaliam mediam per M denotabimus.

poris crescit, et quidem quotidie augmento , quod motus medius diur-

7

In perihelio itagque anomalia vera, anomalia excentrica, el anomalia media
sunt =o; crescente dein vera, cliam excentrica et media augentur, ita tamen, vt
€xcenlrica minor maneat quam vera, mediague minor quam excenlrica, vsque ad

aphelium, vhi omnes tres simul fiunt =—180°;

; hinc vero vsque ad perihelinm’ ex—

cenirica perpetuo est maior quam vera, mediaque maior guam excenlrica, donec
in perihelio omnes tres fiant == 360°, siue, quod codem redit, omnes iterum ==o.
Generaliler vero patet, si anomaliae verae ¢ respondeat excentrica B mediaque M,
verae 560°—wv respondere excentricam 360°— E atque mediam 360"~ 4. Difleren-
tia inter anomaliam veram et mediam v - M aequatio centri appellatur, quae itaque
a perihelio ad aphelium positiua, ab aphelio ad perihelinm negatiua est, in peri-
helio ipso autem et aphelio cuanescit. Quum igitur v et M circulum integrum a
© vsque ad 560" eodem tempore percurrant, tempus reuolutionis vnius, quod et
tempus periodicum dicitur, in dicbus expressum inuenitur, dividende 560° per mo-
tum divrnum _‘{‘_f{?ﬂ , vnde patef, pro corporibus diuersis circa Solem re-

3
a
voluentibus guadrata temporwm periodicornm cubis distantiarum mediarum propor-

tionalia esse, qualenus ipsorum massas, aul potius massarnm inaequalitatem ne-

gligere liceat.

8.

Eas iam inter anomalias alque radium vectorem relationes, quae imprimis
attentione dignae sunt, colligamus, quarum deductio nemini in analysi trigonome-

trica vel mediocriter versato difficultates obiicere poterit. Pluribus harum formula-

Tum concimnitas maior conciliatur, introducte pro e angulo cuius sinus est = e
) ; - Y A N

Quo per @ designato, habemus /(1-ee)=cosp, V/(1+4e)=cos(45-29)V 2,
- e 1—e i {1 —p )=

\/(1 ) cos (45 +%‘f'>\/2:' \/'—ITZTHHE(LIJO"%?’)’ \/(1+e)+v(l L\l_

L
2cosig, V(1+e)— V(1-¢)=2asinig Ecee iam relationes praecipuas inter a,
Psry e, @, v, B, M.




8 Ligr. 1. Sgcr. L
I p=acosg®

e
v 1+ecos v

. r=a(a —ecos E)

% cosy-l¢e . cosBF—g¢
IV. cos 8= _— : 5 Siue cosp=— ——_
. 1 ecosy 1—ecos BB
. - . J g . r(1—e¢
-V-, S]H.%E: ‘/%(I_COSE} :SJH}_;V PV el S.iﬂ'%i)\/ L3 ) [
i =g casy P
sin rey/

S
(L(l-{—e)

. X E B
VL COS{-EI\/%(l-f-casftrjzcos%-pvr._? re :eos;;fi\/ r‘(l-[—c)_ —
Ldecosp - P
cosivy/ Sl
a(l———e)

VII. tangi £ =tangly tang (450_%¢)
VI sin = -5_51_[5 Yeosp _ rsine
P @cos ¢

IX. recosv=a(cos E—¢) = 2“COS("}E'F%r}?+*i5°)cos(%E—,}(p-=’i-5°)

o s ; 7 - -
X. sing(v-B)=sinfgsingy L — sinf psinE y/ £
P r

XI. sing(¢v+ E) = cosggsinpy L — cosfpsinEy £
+

Xl M = FE—¢sinE

g.

Si perpendiculum @ puncto quocunque ellipsis in lincam apsidum demissum

vsquedum circulo e centro ellipsis radio @ deseriplo occurrat,
qui puncto inlersectionis respondet, contra lineam apsidum
(simili modo intellecta vi sipra pro anomalia vera) anomaliae excentricae

erit, vt nullo negotio ex aequ. IX. art. praecc. deducitur. P
distantiany eniusque puncti ellipsis

relro producitur,

inclinatio eius radii,

aequalis
orro patet, r sm¢ esse
2 linea apsidum; quae quum per aequ. VIII. fiat
=acos @ sin B, maxima erit pro E == go°, i e in centro ellipsis. Haecee di~
e o ) o 7 O L 3

stantia. maxima, quae fit = acos P =—C-£—-S?g =V ap, semiaxis minor appellatur. In

0°, distantia ista manifesto fit = p, siue semiparame- -

foco ellipsis, i. e, pro v =g
tro aequalis.
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10.
Aequationes art. 8. omnia continent, quae ad computum anomaliae excen-
tricae et mediae e vera, vel excentricac et verac e media requiruntur. Pro dedu-
cenda excentrica e vera vulgo formula VII. adhibetur; plerumque tamen praestat
ad hunc finem aequ. X. vii, praesertim quolies excentricitas non nimis magna est,
in quo casu £ per X. maiori praecisione computari potest, quam per VIL. Prae-
terea adhibita aequatione X, logarithmus sinus £, qui in XIL requiritur, protinus
Per aequationem VIIL habetur, quem adhibita VII. e tabulis arcessere oporteret;
si igitur in illa methodo hic logarithmus etiam e tabulis desumitur, simul calculi
Tecte instiluti confirmatio hine obtinetur. Huiusmodi calculi examina et comproba~
tiones magni semper sunt aestimanda, quibus igitur consulere in ommnibus metho-
dis in hoc opere tradendis, vhi quidem commode fieri polest, assiduae nobis vhi-
que curae erit. — Ad maiorem illustrationem exemplum complete calculatum ad-
iungimus.

Data sint p=3510"55" 29" 64, g =14" 12"1" 87, logr=0,3507640; quae-
runtur p, a, E et M.

logsing.......... e 0,3897262
logcosyp.............0,8162877

al - - ! =g AN -
g,2060159 vnde ecos y=0,16006993

log(14ecosy)..... 0,0647197

108 7 ...covciivamneniins 0,3307 640
lag P v 0,5954857
logcos @®......cc0nvunnn 9,9750448
loga i rened .0,4224589
logae. ioiiieeen 9:8782740 n*)
I ? - -
]og\/% ............... 0,0325598.5
9,84569141.5n
logsini g.............. 9,0920395
log sin (¢v—E) :8,0579536.5 n hinc £(v-E) =-4"58"22"94; v~-E=

O A u o i
— 9 56'45"88; = 520°52"15"52

—_—

* : > ~amith S - .
) Litera n logarithmo affixa indicat, mumerum cui respondet negatinum esse,
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Porro fit

log-e,....,......,...9,5897262 Calculus pro log sin E per formulam VI

log 206264,7... 5,5144251 IOgT:‘ sin v......9,8135543 n

loge in sec:....4,7041513 logcosp....... -0 9,0865224

log sin E..........9,8000767 12 log sin B£............ 9,8000767 72

4,6042278n hinc esin E in secundis =351952"14=28"53"12"14

atque M=>529 44’27 66. — Per formulam VII calculus pro E ila se haberet:

2p=—155"27 44" 82 ; log tang £ v.cevivvvisnnnis 9,6594579 n

45 —% @ =357 53 59" 065 log lang (45 —% ¢)...0,8g12427

]_og tang £ E......... .....9,550;00672,

vide £ E=160"26"7" 76 atque F=35320"52"15"52 vt supra.

11.

Problema inuersum, celebre sub nomine problematis Kepleri, scilicet ex
anomalia media imuenire’ veram alque radium vectorem, longe frequentioris vsus
est. Astronomi aequationem eentri per seriem infinilamn secundum sinus angulorum
M, 2 M, 5M cte. progredientem exhibere solent, quorum sinunm coéfficientes sin-
guli et ipsi sunt scries sccundum potestates excentricitatis in infinitum excurrentes.
Huic formulae pre aequatione centri, gquam plures auclores enoluerunt, hic fmamo-
rari eo minus neeessarinm duximus, quod, nostro quidem iudicio, ad ysum pra-~
clicumy, praesertim si excenlricitas perparua non fuerit, longe minus idonea est,
quam methodus indirecta, quam itaque in ea forma, quae maxime commoda no-
bis videtur, aliquanio fusius explicabimus.

Aequatio XII, £=A7+4esin £, quae ad ftranscendentium genus referenda
est solutionemque per operationes finitas direclas non admittit, tentando soluenda
est, incipiendo a valore quodam approximato ipsins £, qui per methodos idoneas
tolies repetilas corrigitur, vsque dum illi aequationi exacte satisfaciat, i. e. vel omni
quam tabulae sinuum permitiunt praecisione, vel ea saltem, quae ad scopum pro-
positum sufficit. Quodsi hae correctiones haud femere sed per normam tulam atque
certam instituuntur, vix vllum discrimen essentiale infer methodum talem indireciam
atque solutionem per series adest, nisi quod in illa valor primus incognitae aliqua-
tenus est arbitrarius, quod potius pro lucro habendum, qumm valor apte eleclus

correctiones insignifer accclerare permittat. Supponamus, & esse valorem approxi-

matum ipstus &, atque x correctionem illi adhuc ‘adiiciendam (in secundis expres—
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sam ), ita vt valor = g4u aequationi, nostrae exacte satisfaciat.  Compuleinr
esing in secundis per logarithmos, quod dum perficitur, simul e tabulis notetur
variatio ipsius log sine pro 1’ variatione ipsius &, atque variatio log esineg pro va-
riatione vnius vnitatis in namero esing; sint hae varialiones sine respectu signo—
ram resp. 4, #, vbi vix opus est monere, virumque logarithmum per acque mul-
tas figuras decimales expressum supponi, Quodsi iam ¢ ad verum ipsius Z valo-
rem tam prope iam accedit, vt variationes logarithmi sinus ab & vsque ad e4-x,
variatioucsque logarithmi numeri ab esineg vsque ad esin(g4x) pro vniformibus

Ax

habere liceat, manifesto statui poterit esin (e x)=esine + —er'5 SIpHO  SUPCIIOTI

pro quadrante primo et quarto, inferiori pro secundo et tertio valente. Quare

- l ;
uum sit g4x = M4esin (s4x), fit 1= —v M4esing—¢g), valorque ve-
? ’ e+ A 1

rus ipsins E sive et x = My-esing + M4yesng—e), signis ea qua

4

=T ;LTFR (
diximus ratione determinatis. Ceferum facile perspicitur, esse sine respectu signi
M:d=1:ecose, adeoque semper u> ), wnde concluditur, in quadrante primo et
vitimo A4 esing iacere inter ¢ atque g4-x, in secundo ac tertio vero &4 x inter &
atque M 4esine, quae regula altentionem ad signa subleuare polest.  8i valor sup-
posilus & mnimis adhuc a vero aberrauerat, quam vi suppositionem supra traditam
pro satis exacta habere liceret, certe per hanc methodum inuenietur valor mulio
propior, quo eadem operatio iterum adhuc, pluriesue si opus videtur, repetenda
erit. . Nullo vero negotio patet, si differentia valoris primi ¢ a vero famquam quan-
litas ordinis primi spectetur, errorem valoris noui ad ordinem secundum referen—
dam fore, et per operationem iteratam ad ordinem gquartwm, octauum efe. deprimi.
Quo minor imsuper fuerit excentricilas, eo velocius correcliones successiuae con-
vergent, ” :

12,

Valor approximatus ipsius I, a quo calculus incipi possit, plerumque sa-
s obuius erit, praesertim vhi problema pro pluribus valoribus ipsius M soluendum

¢ quibus quidam iam absoluti sunt. Deficientibus omnibus aliis subsidiis id
saltem constat,

est,

quod E inter limites M et M~ e iacere debet (excentricitate e in
secundis expressa,

Signoque superiori in quadrante primo et secundo, inferiori in
lertio et quarfn nccvpin); (uocirca pro valore initiali ipsius E vo M vel v

alor se—




{
|
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cundum aestimationem qualemcunque auctus seu deminutus adoptari poterit.  Vix
opus est monere, calculum primum, quoties a valore parum accurato inchoetur,
anxia praecisione haud indigere, tabulasque minores quales cel. Lalande curauit,
abunde sufficere. Praecterea, vt calculi commoditati consulatur, tales semper valo-
res pro ¢ cligentur, quorum sinus e tabulis ipsis absque interpolatione excerpere li-
cet; puta in minutis seu secundorum denariis completis, prout tabulae per singula
minuta seu per singulos secundorum denarios progredientes adhihentur.  Ceterum
modificationes, quas haec praccepta patiuntur, si anguli secindum dinisionem no-
vam decimalem exprimantur, quisque sponte euoluere polerit.

Xa,

Exemplum. Sit excentricitas eadem quae in exemplo art. 10. M= 532°28'54 7.
Hic igitur est log e in secundis 4,7041513, adcoque ¢==50600"=14°3"20", Quare
quuam hic E minor esse debeat quam M, statuemus ad calculum primum =326,
vnde per tabulas minores fit

log sin &....,,9,7»’1756 n,‘ mutatio pro 1'....019, vode A=o,3z

loge in scc...4,70415

445171 1

(] ’ ]

: m &g——298205 =—~°51"55
hinc e s &= 2829‘) = SR Mutatio logarithmi pro. vnitale tabulae, qnae hic 10 se=
M4 @51 €,1urveisirererresensnery 324 37 20 cundis aequinalet, ... 16; vode p==1,6
0,52

Differt abspcshsarmShnimns 1 22 40=4960". Hinc

b ll__ "
1,38 > 4960 = 1240

= 20'40". Quare valor correctus ipsins E fit =524°37 20" — 20" 40" = 524° 16’ 4o"
cum quo calculum secundum tabulas maiores repetemus.

log sine.........9,7665058 n A == 20,90
Q0L G o w4,7041513
44704571 1 M=147
esin & ==—29545",18 — - 812" 23"18
Mtesing. ..o 324 16 51,59
Differt ab &...coooviviiiiiiniin8, 41, Multiplicata hac differentia per
Ans - 29,95

——, prodit 2°0g, vwnde valor denuo correctus ipsius £ —

m—A " 119,95

L » . s -
524716 51759 — 2" 09 =524° 16' 29" 50, inlra 0" o1 exactus.
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14.
Pro derivatione anomaliae verae radiique vectoris ex anomalia excentrica

aequationes art. 8. plures methodes suppeditant, e quibus praestantissimas explica~
bimus.

I. Secundum methodum ynlgarem v per aequationem VII, atque tune r per
acquationem 1l determinantur; hoc modo cxemplum art. praec. ita se habet, reti-
nendo pro p valorem in art. 10. traditam:

3 E—=162° § 14"75. | e veees. 9,38g7262
Tog tang 3 B, .00 ciess 9,6082198 n log cos ¢eunnnn.... 9,8496597
log tang (45°— % ¢)...9,8g12427 9,2595859
log tang v -...........9,6169771 » £cosy = 0,1735345
1v = 157°50 41" 50 T AT c2.0,30548357
v = 315 1 23,00 : Jog (14e cose)..0,0694959
108 7ocivvrinirniones ...0,3250878

II. Breuior est methodus sequens, siquidem plures loci calculandi sunt, pro
quibus logarithmos constantes quantitatum y/a(14e), ya(1—e) semel tantum
computare oportet. Ex aequationibus V et VI habetur
simivyr = sin L Eya (14e)
cosgvyr = cosi Eya(1—e)

vnde fv atque logy/r expedite determinantur. Generaliter nimirum, queties habe-

: A
tur PsinQ =4, PcosQ =258, inuenitur Q per formulam tang Q =" » alque tunc
A B

P per hanc P:—m, vel per P::-?U—S(—Z-—: priorem adhibere praestat, quande

.

sin@Q est maior quam cos Q; posteriorem, guando cos Q maior est quam sin Q.
Plerumque problemata, in quibus ad tales aequationcs peruenitur (qualia in hoc
opere frequentissime occurrent), conditionem implicant, quod P esse debet quanti-
tas positiua; tunc dubium, virum Q inter o et 180° an inter 180° et 560° accipere
porteat, sponte hinc tollitur. Si vero talis conditio non adest, haec determinatio
arbitrie nostro relinquitur.

In exemplo nostra habemus ¢=0,2453162,
log s Bic=t 9,4867652 Iog e E B e, 9,0785434 n
logy/ a(1+4¢)....0,2588593 logy/a(1—e¢)....0,1501020




i
|
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Hine

’

| vnde log tangfiv=—g,6169771 n
log cosZey/7...0,1286454n )

i oy >
Fv=157"30"41" 50
log costv.......0,96566515 n v=516 1.25,00
logy/r..cccve.e.0,1620939

logr.oveve i 0,3259878

IIi. His methodis tertiam adiicimus, quae aeque fere expedita est ac se-
cunda, sed praccisione, si vltima desidcrétur, isti plermmque praeferenda. Scilicet
primo determinatur r per acquationem III, ac dein v per X. Ecce exemplum no-
strum hoc modo {ractatum:

108 €vovvvansvviveeie. 95897262 log sinE..............9,7663366 7
logies Buwcivmivns 0,000946357 log v/ (1 —ecosE)---0,0017744

: 9,2991899 9,8145622 n
ecos ] = 0,1991544 logsinf@.............9,0920595
B line s varlenen- g 0,4224389 logsing (¢v—F)......8,9066017 r
log(1—ecosE)...9,0055488 i (v—E) =—4"3755"24
1087 1. evverennenannn0,3250877 v—E —-—g 15 6,48

¢ =510 .4 23,02
Ad caleulum confirmandam formula VIII vel IX percommoda est, praeser—

tim, si v ctr per methodum tfertiam determinatac sunt. Ecce caleulum:

a g . e e
lugTsmE....g,SGQ-;SyS n log smE\/—; e 9,8145622 n
T 0OS@ . e.r.0,0865204 log cosZgpue.......9.,0066506

log cosg 9,9 8 A 9,9966567
8499102 n 8112189 n
Hyo=h 95
log sin ¢.......9,8493102 n log sinf(v+E)...9,8112189 n
15,

Quum anomalia media M, vt vidimus, per ¢ et @ complete determinata
sit, sicuti v per M et ¢, patet, si omnes ires quantitates simul vt variabiles spe—
ctentur, inter ipsarum variationes differentiales aequationem conditionalem locum
habere debere, cuius inuestigatio haud superflua erit. Differentiando primo acquatio-

dE dv deg

T i —— = — = “—: differentic i equatio-
nem VII art. 8, prodit i e cosg ) ando perinde aequatio

nem XII, fit dM=(1—ecosE)dE—sinLcosgdp. Eliminando ex his aequationi-
bus differentialibus d E, ohtinemus
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, sinE(1—ecos E) g sin E(1—ecosE)
dM = sin v dy — | sinE cosp + s dg
siue substituendo pro sin E, 1—e cos EZ valores suos ex aequatt. VILI, III
dM — iy - e r(r+p) 51;10 2y
o os : aa cos @

sine denique, exprimendo virumque cocfficientem per ¢ et ¢ tantum,
cos ¢’ (2+ecosv) smycosp®
F 2 § = d (ﬂ i
(14 ecosv) (1+ecosv) |
Vice versa considerando » tamquam functionem quantitatum M, ¢, aequatio hancce
formam obtinet:

dM =

dy —

(24ecosv)sine

CcOs (]) QJ

aa cos ;
dop=—22P 414
rr ]
sive introducendo £ pro v
aa co

dp=—0P qpr4

FoA r

Clee

(2=—ecosE—ce)sinEdg

16.
Radius vector r per ¢ et ¢ vel per M et ¢ plene nondum determinatus est,
sed insuper a p vel a pendet; constabit igitur eius differentiale tribus memntbris.
Per differentiationem aequationis IL. art. 8. naneciscimur

dr dp esing COS @ COS ¢
R s p— —L—— g ,
7 P 14ecosv 1 4-ecosy 4
: 7 dp dea . 3 R
Statuendo hie =~———atangpdyp (quod sequitur e differentiatione acqu. I),
exprimendoque secundum art. prace. dv per dM et dg, prodit post debitas redu-
cliones
dr da @ = a
= R A PR Rt . 1 5 .
y — a5 tangpsmydM— - cosg cosvdg, siue.

r =
dr :—;d a4 atangp sinpd M — a cosgpcosydg

Ceterum hae formulae, sicut eae quas in art. pracc. euoluimus, suppositioni
mmnituntur, v, ¢ et M siue potius dy, dg, et dAH in partibus radii exprimi. Quodsi
igitur variationes angulorum ¢, ¢, M in secundis exprimere placet: vel eas for—
mularam partes quae dv, dg aut d/H implicant, per 206264,7 diuidere oportet,
vel €as, quae continent d r, dp aut da, per eundem numerum multiplicare, TFor-

mulae igilur art. praec, quae hoe respectu sunt homogeneae, mulatione Opus non

habebunt.
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17.

De_indagatione aequalionis centri maximae pauca adiecisse haud poenitebit,
Primo sponte obuium est, differentiam inter anomaliam excentricam et mediam
maximumn esse pro F=go’, vbi fit = e (in gradibus ete. exprimenda); radius ve-
ctor i hoc puncto est = a, vnde ¢ = 90°+4 ¢, adcogue aequatio ceniri tota
= @+e, quae tamen hic non est maximuit, quoniam differentia inter ¢ et E ad-
huc vitra ¢ crescere potest. Haecce diflerentia fit maximum pro d(¢v—E) =o
sine pro dv =4dZ%, vhi excentricitas manifesto vt constans spectanda est. Qua

dv dE

suppositione guum genecraliter fiat = % patet, in eo puncto vhi diffe-

inv
rentia inler ¢ el B maximum est, esse debere sin ¢y =sinF; vnde erit, per ae-
quatt. VIIL, III, r=acos¢, ecos &l =1 —cosg, siue cos B =+ tangi¢p. Perinde
inuenitur cosy =-—tang L ¢, quapropter erit ¥) p=—=go’tave. sintangl gy, E=go"—
arc. sintang% ¢; hine porro sin E=y/(1—tangt¢®) = Jg(%%
centri tota in hoc puncto fial =2 avc sintangi ¢ +2sinj ¢@y/cosg, parte secunda in
gradibus ete. expressa. — In eo denigue puncto, vbi tota aequatio centri ipsa
maximum est, fieri debet' d = d 3 , adeoque secundum art. 15, r=ay/cos @3 hinc

']
1-cosg”

, ita vt aequatio

fit cosp —=— P e O e

1—y/ cosg 1 — COS tang : ¢
e e(14veosg) — 1ty cosgp ’
per quam formulam E' vlima praccisione determinare licet.  Inuenta E, erit per

<

Dt ; s . _singgsinh . s
aequ. X, XIT aequatio centri ='g arc sin = ——+4esin E.  Expressioni ae-
V cos g
quationis centri maximae per seriem secundum potestates excentricitalis progredien~
tem, quanm plures auctores tradiderunt, hic non immoramur. Vt exemplum habea-

tur, conspectum ifrium maxibmorum, quae hic contemplai sumus, pro Iunone ad-

nmgimus, vbi excentricitas secundum elementa nouissima =o0,2554996 supposita est.

Maximum E E—M v-— I - v — M

)
E — M |go° o o| 14°58 20" 57 | 14° 48 11" 48 | 29° 26’ 32" 05
v—L |82 32 g | 14 3o 54,01 | 14 55 41,79 | 29 26 353, 8o
v—M |86 14 40| 14 36 27,39 | 14 55 49,57 | 29 50 16, g6

) Ad ea maxima, quae inter aphelium et perihelium iacent, non opus est respicere, quum

manifesto ab iis, quae inter perihelium et apliclium sita sunt, in signis tantam diflerant,
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18.
In PARABOLA anomalia exscentrica, anomalia media atgue mofus me-
dius fierent =o; hic igilur istac notiones comparationi motus cum lempore inser-

vire nequeunt. Attamen in parabola angunlo auxiliart ad integrandum rrd¢ ommmno

pp dwv ppdtangsv
opus non habemus; fit enim rrd = P = gcosLte®

$pp(14tangie®)diangZe, adeoque frrdv = Ipp(lang fv+tstlangzv )+ Const. Si
tempus a transitu per perihelium incipere supponitur, Constans fit =o; habetur

ilurlue

2tk (14 u)

S

per quam formulam ¢ ex v, aique ¢ ex ¢ deriuare licet, simulac p el @ sunt co-

tang 3 v+ X lang £ ¥ =

gnitae, Pro p inter elementa parabolica radius vector in perihelio qui est $p ex-
hiberi, massaque @ omnino negligi solet. Vix certe vmquam possibile erit, massam
corporis talis cuius orbita tamquam parabola computatur, determinare, reueraque
omnes cometae per oplimas recentissimasque obseruationes densitatem atque mas-

sam tam exiguam habere videntur, vt hacc insensibilis censeri tutoque negligi possit.

19.

Solutio problematis, ex anomalia vera deducere tempus, multoque adhue

magis solutio problematis inuyersi, magnopere abbreuiari potesi per tabulam auxilia~
rem, qualis in_pluribus libris asfronomicis reperitur. Longe vero commodissima
est tabula Barkeriana, quae etiam operi egregio cel. Olbers (Abhandlung iiber die
leichteste und bequemste Methade die Bahn eines Cometen zu berechnen, Wei-
mar 1797.) annexa est. Continet ea pro ommnibus anomaliis veris a o vsque ad
180" per singula 5 minuta valorem expressionis 75 tang ¥ v+ 2btang 1+ sub nomine

motus medii. Si itaque tempus desideratur anomaliae verae ¢ respondens, diuidere

1Ho0k

ﬂporteblt motum medium e fabula argumenio ¢ excerptum per — 3 —, quae qual-—
: P
Glas motus medius diurnus dicitur; contra si e tempore anomalia vera computan-—
da est, illud a4 150k s ; medius prod.

» #lad i diebus expressum per —% multiplicabitur, vt motus m s prod-

2 ; P T ;

eat, quo anomaliam respondentem. e tabula sumere licebil. Ceterum manifesto

valori negatino 1psius ¢ motus medius tempusque idem sed negative sumlum respon-

det: eadem igitur tabula anomaliis negatiuis et positiuis perinde inserunit. Si pro p

bed

J
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distantia in perihelio £p =¢ vii malumus, motus medius diurnus exprimitur per
ky/ 28125 : 4o :
—— 3§~ Vhi factor constans &y/2812,5 fit ==0,912279061, ipsiusque logarith~
q

mus 9,960127706g. — Inuenta anomalia ¢- radius vector determinabitur “per for-

mulam jam supra traditam 7 —=— e ;
Cos v

20.
Per differentiationem aequationis tang ¢ 4- X tang1o'=2atkp~%,

quantitates v, #, p ceu variabiles tractantur, prodit

s1  omnes

dy 3 5. :
2cos & p* =akp dt—3¢kp zdp, siue
kY p 5tk
dy = d¢ — S
rr 2rr \/p

Si variationes anomaliae ¢ in secundis expressae desiderantur, etiam ambae partes

ipsius dv hoc modo cxprimendae sunt, i e. pro & valorem in art. 6. traditum

3548"188 accipere oportet. Quodsi insuper pro p introducatur ip =q, formula
ita se habebit

l‘\/:»g 3 i 3
dy=
rr

di — T\/“g
vbi logarithmi constantes adhibendi sunt Iogl\/ 2 = J,7005215724, logiiy/i =
5,8766128315.

Porro differentiatio aequationis r=—
dr d p

Seos it suppeditat

angzvdv, sine exprimendo dy per d# et d P

tlr 5i‘ftanggv Z;\/pta_ng%v
53 2rr \/ d.p + - d ¢
P ri
Coefﬁcwns- ‘Psms dP > substituendo pro # valorem suum per ¢ transit in
- P p
= g-p tﬂn .p f:‘lnu' v? 1 2 T R X g T2 2
e 4::' T arr Ty \Ftitangie®~dsinio®~Lsinivttang 1
L S ksing :
= —, ;5 coéfliciens ipsius d¢ autem fit ) Hinc prodit dr=4%cosvdp
ksin p

—W—dt, siue introducendo q pro p,
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d p Lsiny #e
r=rcosvrdqg + Vg

Logarithmus constans hic adhibendus est log£y/% = 8,0850664436.

21.

In HYPERBOLA ¢ atque E quantitates imaginaviae ficrent, quales si
auersamur, illarum loco aliae quantitates auxiliares sunt introducendae. Angulum

. r B ; . ’
cuius cosmus.:-é- 1am supra per designauimus, radiumque vectorem

P :
2 & cos é(-u——‘g&) cos ¥ (¢4 1)
fractionis, cosi(v—) et cosz(v+ ), aequales fiunt pro v=o, secundus euane-

inuenimus. Factores in denominatore huius

scit pro valore maximo positiuo ipsius v, primus vero pro valore maximo negativo.

Statuendo igitar Tt e
cos 1 (v W)

dum ¢ ad limitem suum 180° - appropinquat; confra decrescet in infinitum, dum

=u, erit # =o in perihelio; crescet in infinitum,

v ad hnutem_ allerum —(180°-—~1;;) regredi supponitur: quod fiet ita, vt valoribus
Oppositis ipsius ¢ valores reciproci ipsius z, vel quod idem est valores tales quo-
rum logarithmi oppositi sunt, respondeant.

Hic quotiens # percommode in hyperbola vt quantitas auxiliaris adhibetur;
aequali fere concinnitate istius vice fungi potest angulus cuius {fangens —

By £

tang L ey/ o1 2 quem vi analogiam cum ellipsi sequamur, per £ F denotabimus.
Hoc modo facile sequentes relationes inter quantitates v, r, v, I colliguntur, vhi

@ =-—>0 statuimus, ita vt b euadat quantitas positiua.

L b= pcotangy?
7 P pcosiy

p— e

L14ecos¢ — 2cos§(v—y) cosE(v+w)

: ] e—1 s
I, tang L F — tang{rv\/-—-é—_-[h]—: tang 3 viangky __—_-._Ii._..l_

w41
IV. a2 (—y)° . 14tangiF o
cosf (pdy) — 1—tang L = tang (45°+4+ 3 F")
e 14 cos s cosv o e-tcosv

= 3 (u—
cos ' S eme

2 cos : (¢—1y) cos 1 (v4w) ~— 14 ecosv
Subtrahendo ab aequ. V. virimque 1, prodit
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. s 8. ; (e4-1)0
V1. sinZ I’-_\/" — 5l F\/ (o~ f; cos M =sing F'y/ cos £
(e l)b
= t— v = sy A
Simili modo addendo virimque 1 fit
T s G Ll I) 5 l)b
VII. cosivy/r =cosiF Vv (et 1)_(;)—.;}‘7 ==t zf‘\/ cosF
1)5

I (ut I)VW = z(u-i-l)\/
Dinidendo VI per VII ad II reueniremus; mulnphcatio producit
VIII. rsiny = pcotangy tang &' = b tangw tang F

=%ip cota.nﬂ;/(u——““) =z btang?//(u—‘;;')

E combinatione aequatt. II, V porro facile deducitur

. ’ 1 a5 1!

IX. rcos L'-—-ZJU?‘—W) =3b(2e—u— u)
e 1

T J(_t;osl*'"_l) e lb(e(u+;_}—-sz)

22,

Per differentiationem formulae IV prodit (spectando W vt quantitatem con-

e rtangayy
stautem) ——— = E(Lang-;_(u+1p) —tang 3 (v — y.f)) dpig B LS d¢; hine
r '
rrdy :—} du, sine substituendo pro r valorem ex X,
wtang
1
r = bbt: i4+——) ——idu
rrdy bb tangw (59( < o ) 3

Integrando deinde ita, vt integrale in perihelio euanescat, fit

Jrrde = bbtangy (_;.g(u—%)—-—logu.) =ktyp.vV (1 +‘u)=l'itang1?y\/b,\/(1+ﬂ)‘

Logarithmus hic est hyperbolicus; quodsi logarithmos e systemate Briggico vel ge-

neraliter e systemate cuius modulus = 2 adhibere placet, massaque g (quam pro

corpore in hyperbola incedente haud determinabilem esse supponere possumus ) ne-
gligitur, aequatio hancce formam induit:

uit—1 Akt
XL £2e

===t logu = i
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sine infroducendo F

Akt
Aetang F' — logtang (464 : I) = 2
» e » » - . - ¥ —_— 43 ’F
Si logarithmos Briggicos adhiberi supponimus, habemus log 2 = 9,6577845119,
log ik = 7,8755657527 ,- sed praecisionem aliquantulum maiorem attingere licet, sl

logarithmi hyperbolici immediate applicantur. Tangentium logarithmi hy perbolici in
pluribus tabularum collectionibus reperiuntur, e. g. in iis guas Schulze curauit, ma-
iorique adhuc extensione in Beni. Ursini Magno Canone Triangulorum logarithmico,
Colon. 1624. vhi per singula 10’ progrediuntur. — Celerum formula XI ostendit,
valoribus reciprocis ipsius #, siue valoribus oppositis ipsius I et ¢ respondere  ya-
lores oppesilos ipsius £, quapropter partes hyperbolae aequales a peri.hel:ioque
virimque aequidistantes temporibus aequalibus describentur.

23.

Si pro inucniendo tempore ex anomalia vera quantitate auxiliari z vti pla-
cuerit, huius valor commodissime per aequ. IV determinatur; formula dein II abs-

que nouo calculo statim dat p per r, vel r per p. Inuenta » formula XI dabit
; ARt ; e s .0

quantifatem --E%——-, quac analoga est anomaliae mediae in ellipsi et per N denota-

bitur, vnde demanabit tempus post iransitum per perihelium elapsum. Quum pars

e (uw—1)
21U

per formulam VIII fiat :M calculus du~
bsmwp ?

prior ipsius N puta
plex huius quantitatis ipsius praecisioni examinandae inseruire, aut si mauis, N
absque % ita exhiberi potest
XIL N— Atangy sin v 1eg 008 i(v—w)
2cos (v +4w)cos 3 (v—) ® cosi(vty).
Exemplum. Sit e =-1,2618820 siue v = 57°35 0", v=18°51"0", logr

=0,0533585. Tum calculus pro #, p, b, N, ¢ ita se habet:

log cos £ (v —)......9,9941706 | hine log u...... 0,0491129
log cos £ (v +)......9,9450577 | uw= 1,1197289
(127 1 o T +0:0,0335585 uu=— 1,2537928
]—OM ..................... 0,4020488
o ...0,3746366
E&M'Pl .......... «0,2974944

Jog Biis. rvreitaitineg 0,6020600
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- e Culculus alter

Sy e QUSISRRE._lpitient e o sinas
log sinv.,....... srsssreanes 9,6093258 Compl. log......9,9508871
g a i lmel e 9,6377843 ogdallivadaqi; 9,6577843
Compl. log sinw............ 0,2147509 logZe......ii......9,7099888
8,7931595 8,7951395

Pars prima ipsius N = 0,062106g

log u = 0,0491129
N == 0,012994%0 log N.......0co0ne.8,1137429

TV RSy 78753658 ] . ;
3108 bucsriiininririinnenrens 10,9030900 f Differentia.......... 6,9702758
logt....cooiviiires. 1,1434671
= 13,1448
24,

Si calculum per logarithmos hyperbolicos exsequi constitutum est, quantitate
auxiliari /' v praestat, quae per aequ. III deterininabitur, atque inde N per XI;
semiparameter e radio vectore, vel vicissim hic ex illo per formulam VI compu-
tabitur; pars secunda ipsius N duplici si Iubet modo erui potest, scilicet per for-
mulam log hyp tang (45°+ £ F'), et per hanc log hyp cos z(v—w)~log hyp cos £ (»+ ).
Ceterum patet, quantitatem N hic vbi A=1 in ratione 1:] maiorem eunadere,

quam si logarithmi Briggici adhibeantur. FEcce exemplum nostrum hoc modo tra-
clatum : -

log tang F...covvvrvviennnnnss 9,0318179
logfang s ¢ 5. cicsnaeepmas 9,2201009
Yog tang &Pt ra 8,7519188 $F= 53"1558"12
FOR ¢ cwriiioinsseronispmipia 0,1010188
T ang I, .. o cooveuviiseniapens 9,0543566

0,1553554 C.log hyp cos 5 (v—1) = 0,01542266
etang F = 0,145006358 C. log hyp cos % (¢4w) = 0,12650930
log hyp tang 45°+ 5 F'— 0,11508666  Differ. = 0,11508664
N == 0,02091972 dog I bt mamiatoueerovos = 8,4759575
log k... L e 8’25‘?5814 l INEr. i boosniinssseviiinnn o o0 B 24000
L TR L LR B e — 1,1454661

A 13,91445
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20,
Ad solutionem problematis inuersi , © lempore anomaliam veram radiumgque

vectorem determinare, primo ex N :Rbb-gt per aequationem XI elicienda est
quantitas auxiliaris % vel F, Solutio huius aequationis transscendentis tentando per-
ficienda erit, et per artificia iis quae in art. 11 exposuimus analoga abbreniari pot-
erit. MHaec autem fusius explicare supersedemus: neque enim operae pretium esse
videtur, praccepta pro motu hyperbolico in coelis vix vmquam fortasse se oblaturo
acque anxie expolire ac pro motu elliptico, praetereaque ommes casus qui forte oc-
currere possent per methodum aliam infra tradendam absoluere licebit. Postquam ]
£ vel »# inuenta erit, v inde per formulam III, ac dein r vel per II vel per VIII
determinabitur; commodius adhuc per formulas VI et VII ¢ et r simul eruentur ;
¢ formulis reliquis yna alteraue pro confirmatione calculi, si lubet, in vsum vocari
poterit.

26.

Exemplum. Manentibus e et b vt in exemplo praecedente, sit ¢= 65,41256:

logt...... . 1,8156598
log Akb7% .. 6,9702758 ¥
lopiN. s 8,78569556, vnde N =—0,06108514. Hine aequationi N=— ‘

Ae tang F'— log tang (45°+ 3 F') satisfieri inuenitur per F'=25°24' 27" 66, wnde fit
per formulam III

log tang £ F......9,55301 20

log tang £ ......9,63181 79 “ ;

fogtang$v.....9,821194 adegque 30==33"51"29"8g atque #=07"2"59"'58. Hinc
porro habetur

C.logcos (v +9)....0,2137476 l
C.log cos £ (v —w)...0,01451 97 §

differentia......... e 0,1G92270
log tang (456°4- 3 F')....0,1gg2280

P
log T2 terennien..0,0725868
log r..........................0,20085411

an,
Si aequatio IV ita differentiatur, vt #, 5 w simul vt variabiles tractentur,

prodit
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d __sinydedsinedy riangy i rsin v
—— — ¢

= W
T 2 c08 ¥ (v—a) cos % (v p) P peosy /
Differentiando perinde aequationem XI, infer yvariationes differentiales quan-

titatom %, ¥, N emergit relatio
dN 1 (ree—1) sinay y
—_— —)——) du ——dy, siue
A ( (1 % 737 173 ) L 2 W cosW ¥
dN 78N ¢

e T

i

Mine eliminando dz adiumento aequationis praecedentis obtnemus

(]. 1\1 \ rr d P i Sjll ) d . )
A~ bbtangw ¢ 3 1+-', bcos W, swe
v:l’l’%ﬂ_ N-_(ﬂ_ b\ sin r)tang_L_d‘U

cos Y
bb tang sin ¢
- 2 dN—{1 + b dw
Arr r /) siny
28.
Differentiando aequationem X, ommibus r, b, €, # pro variabilibus habitis,
; sin 1y i . S
substituendo de = _c___oswpz dpy, eliminandoque du adiumento aequationis inter d ¥,
du, dy in art. praec. traditae, prodit
r bbe(uu—1)
o il N
or b ik s 2dur d
L | 1 e
wd—) sinay — (w— —) sing ¢ d
- 2 cosy® ]( + u) MR z&) J v
e 7 3 3 bsinv L —_—
Coéfliciens ipsius dN per acqu. V I transit in -T-—E;(;—; coefficiens ipsins dy au-

I . . -
tem, substituendo per aequ.IV, u (siny—sin ¢) ==sin (p—+)s 3 (siny+sinv) =

bsiny cosv peosv .
in (w nutatur i P = £ ita vt habeatur
5111_\5)+0), mutator in Do sny Z
r bsinv peosy
dr b + Asiny sin s
1
Quatenus porro N vt functio ipsarum b et ¢ spectatur, fit AN=—-di— - 4o,

quo valore substituto, dr, ac perinde in art. praec. dy, per di, db, dy expres-

sae habebuntur. Ceterum quod supra monwimus ctiam hic repetendum est, scilicet
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si angulorum v et ¥ variationes non in parlibus radii sed in secundis expressae
concipiantur, vel omnes terminos qui dv¢, di continent per 206264,7 diuidi, vel

omnes reliquos per hunc numerum multiplicari debere.

29,

Quum quantitates auxiliares in ellipsi adhibitae ¢, £, M, in hyperbola va-

lores imaginarios obtineant, haud abs re erit, horum nexum cum quantitatibus rea-

libus, quibus hic ysi sumus, inuestigare: apponimus itaque relationes praecipuas,
vbi quantitatem imaginariam y/ — 1 per ¢ denotamus.

: |
Cos 1[]

$in = ¢ =

: i & -y

146 =iy e41

tang @ = % cotang (45" — ¢) — L tang(45°—ig) = —

boj

tang (15" — % g)=v/ = itang

i
sin
cosg =itangy
@ =90°+ilog(sin g 4icosp) = go’—ilogtang (45°+%w)

, , i(u—1)
tahgf £ —itang 2 F =——
o Z 53 -1
L T T . .
B — scotang i E + ;tang 3 B = —icotang F' siue

2 : (et —1
sinE = itang F = _—(Tza_l_

i
cot B = Icotang i £ — ttangt F — ———— sine
= S 2 g2 sin &
i(uw—1)
uit-1

1 w41
cos i =—— —
cos ' 21

tang B = isin F =

i3 = log (cos E+isin ) =log— siue

E =ilognu — ilog(fkfiu-l-%F)

M=E —ecsinE =ilogza——-—z-£u,_—l)—=-——z—-jj—
2 A

Logarithmi in his formulis sgnt hyperbolici.
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So.

Quum omnes quos e tabulis logarithmicis et trigonometricis depromimus nu—
meri praecisionem absolatam non admiltanl, sed ad certum tantmmmodo gradum
sinl approximali, ex ommibus caleulis illarum adiumento perfectis proxime tantum
vera resullare possunt. In plorisque quidem casibus tabulae vulgares acd septimam
figuram decimalem vsque exactac, i e. vltra dimidiam vnitatem in figura septima
excessu scu delectu numquam aberrantes a vero, praecisionem plus guam sufficien—
tem suppeditant, ita vl errores ineunitahiles nuollius plane sint momenti: nihilomi-
nus vtique fieri potest, vt errores tabularum in casibus specialibus effectum sunm
exserant augmentatione tanta, vt methodum alias optimam plane abdicare aliamque
ei subslituere cogamur. Huiusmodi casus in iis quoque calculis, quos hactenus ex-
plicauimus, occurrere potest; quamobrem ab instituto nostro haud alienum erit,
disquisitiones quasdam ecirca gradum praecisionis, quam tabulae vulgares in illis
permittunt, hic instituere. Etsi vero ad hoc argumentum calculalori practico gra-
Vissinum exhauriendum hic non sit locus, inuestigationem eo perducemus, vi ad
propositum nostrum sufliciat, et a quolibet, cuius interest, vlterius expoliri et ad
quasuis alias operationes extendi possit.

31.

Quilibet logarithmus, sinus, tangens ete. (aut generaliter quaelibet quanti-
tas irrationalis e tabulis excerpta) errori obnoxius est, qui ad dimidiam vnitatem
in figura vllima ascendere potest: designabimus hunc erroris limitem per , qui
itaque in tabulis vulgaribus fil = o,00000005. Quodsi logarithmus cte. e tabulis
immediate desumi non potuit, sed per interpolationem erui debuit, error duplici
caussa aliquantulum adhuc maior esse potest. Primo enim pro parte proportionali,
quoties (figuram vliimam tamquam vnitatem spectando) non est integer, adoptari
solet integer proxime maior vel minor: hac ratione errorem tantum non vsque ad
duplum augeri posse facile perspicitur.  Ad hane vero erroris augmentationem omnino
hic non respicimus, guum nihil obstet , quominus vnam alteramne fignram decima—
leni parti illi proportionali afigamus, nullogue negotio pateat, logarithmum interpo-
latum, st pars proportionalis absolute exacta esset, errori maiori obnoxium non
esse quam logarithmos in tabulis immediate expressos, quatenus quidem horum va-
riationes tamquam vuniformes considerare liceat.  Kirroris augmentatio @fera inde

nascitur , quod suppesitio ista ommni rigore non est vera: sed hanc quoque negligi~




RELATIONES AD LOCVM SIMPLICEM IN ORBITA SPECTANTLS. an

mus, quoniam effectus differentiarnm seccundarum aliorumque in ommibus prope-
modum casibus nullins plane momenti est (pracsertim si pro quantitatibus {rigono-
metricis tabulae excellentissimae quas Taylor curauit adhibentur ), facilique negolio
ipsius ratio haberi possit, vbi forte paullo maior eunaderet.  Staiuemus ilague pro
omuibus casibus tabularum errorcm maximum inenitabilem = o, siquidem argumen-—
tum (i. e. numerus cuius logarithmus, seu angulus cuius sinus etc. quaeritur) prae-
cisione absolula habetur. Si vero argumentum ipswm proxime tantum imnotuit, er—
rorique maximo, cui obnoxium esse pofest, respondere supponitur logarithmi ete;
Yariatio & (quam per rationem differentialium delinire licet ), error maximus loga-
rithmi per tabulas computati vsque ad o+ @  ascendere potest.

Vice versa, si adiumento tabularum argumentum logarithmo dalo respon-
dens compufatur, error maximus ei eius varviationi aequalis est, quae respondet va-
rialioni © in logarithmo, si hic exacte datur, vel quac respondel vavialioni loga-
vithmi @+, si logarithmus ipse vsque ad @ erroneus esse potest. Vix opus erit
monere, @ et ® eodem signo aflici debere.

Si plures quantitates intra certos tantum limites exactae adduntur, aggregali
error maximus aequalis erit aggregato singulorum errorum maximorum, iisdem si-
guis aflictornm; quare etiam in subtraclione quantitafum proxime exactarum difle-
rentiae error maximus swmmae erroruin singulorum maximorum aequalis erit. In
multiplicatione vel diunisione quantitatis non absolute exactae error maximus in ea—
dem ralione augetur vel diminuitur vi quantitas ipsa.

92,

Progredimur iam ad applicationem horum principiorum ad viilissimas ope-
rationum supra explicatarum.

I. Adhibendo ad computum anomaliae verae ex anomalia excentrica in moli

elliptico formulam VII art. 8, s1 @ et B exacte haberi supponuntur, in log tang (45°-3¢)

et log tang L £ commiili polest error @, ﬂdcuqne in differentia = logtang £ ¢ error

T o
20 SwdLwe

Crror maximus itaque in delerminatione anguli v erit
3 &sinp

22 > designante 2 modulum logarithmorum ad hunc calculum adhibitorum.

dlogtangf ¢ ~—

Error itaque, oui
3 6) sinLp AL 3
——— 2003065 =0aorss

A

anomalia vera ¢ obnoxia est, in secundis expressus fit —

sin v, si logarithmi Briggici ad scptem figuras decimales ad-

-
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hibentur, ita vt semper intra 0’07 de valore ipsius ¢ certi esse possimus: si tabulae mi-
nores ad quinque tantum figuras adhibentur, error vsque ad 7'12 ascendere posset.
II. Si ecosZ adiumento logarithmorum computatur, error committi potest

Swecos B ; : : : ; : :
vsque ad 3 ; eidem itaque errori obnoxia erit quantitas 1—ecosE siue

r L - .

= In computando ergo logarithmo huius quantitatis error vsque ad (14d)w
7 3ecos "

I —ecos 7 DPositiue sumtam: ad

eundem limitem (14 d)@ ascendit error in log r possibilis, siquidem log a exacte

ascendere potest, designando per d quantitatem

datus supponitur. Quoties exceniricitas parua est, quantitas ¢ arctis semper limiti-

bus coércetur: quando vero e parum differt ab 1, 1 —ecos X perparna manet, quam-

din E parua est; tunc igitur d ad magnitudinem haud contemnendam increscere

potest, quocirca in hoc casn formula III art. 8. minus idonea esset. Quantitas ¢

3(a—r) Ze(cosvte)
= L~——ge

ita etiam exprimi potest , quae formula adhuc clarius

ostendit, quando errorem (14 Jd)® contemnere liceat.
11I. Adhibendo formulam X art. 8. ad computum anomaliae verae ex ex—

- a o . : - ; ’ a
centrica, logy/ — obnoxius erit errori (£+ 1d)@, adeoque log sinl ¢ sinEy/ —
huic (4% 0)®; hinc error maximus in determinatione anguli v—E vel » possibi~

: ; @) . 4 ; "
lis eruitur = e (740) tang £ (¢v—E), siue in secundis expressus, si septem figu~

rae decimales adhibentur, = (0"166+ 0’024 d) tang L (v—E). Quoties excentricitas
modica est, d et tang § (¢v— ) quantitates paruae erunt, quapropler haec metho-
dus praccisionem maiorem permittet, quam ea quam in I contemplati sumus: haecce
conira methodus tunc praeferenda erit, quando excentricitas valde magna est pro-
peque ad vnitatemn accedit, vbi 0 et tangi(v— %) valores valde considerabiles
nancisci possunt. Per formulas nostras, vira methodus alteri praeferenda sit, fa-
cile semper decidi poterit.

IV. In determinatione anomaliaec mediae ex excentrica per formulam XTI
art. 8. error quantitatis esin J#, adiumento logarithmorum computatae, adeoque eHam

- 5 r'.] e SiDE . . . -
ipsins anomaliae M, vsque ad —— 7 —— ascendere potest, qui erroris limes si

m secundis expressus desideratur per 206265" est multiplicandus. Hine facile con-
cluditur, in problemate inuerso, vhi E ex /M tentando determinatur, £ quantitate
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S3wesin dFE 266265 3@ easm SCBIGAT -
3 = sd Al e s gt »200205° erroneam esse posse,

aequationi fl—e sin E = omni quam tabulae permittunt praecisione satisfactum
fuerit.

Anomalia vera itaque e media computata duabus rationibus erronea esse
potest, siquidem mediam tamquam exacte datam consideramus, primo propter er—
rorem in computo ipsius ¢ ex E commissum, qui vt vidimus lenis semper momenti
est, secundo ideo quod valor anomaliae excenlricae ipse iam erromeus esse potuit.
Lffectus rationis posterioris definietur per productum erroris in F commissi per

dv 3wesin de dw eq s ¥

4E? quod productum fit = 2 NI 2002657 == rye

.206265"

esiny+Leesin2y s X } .

— . 00712, si septem figurae adhibentur. Hic €rror, pro va-
loribus paruis ipsius e semper modicus, permagnus euadere potest, quoties e ab
vnilate parum differt, vti tabella sequens ostendit, quae pro quibusdam valoribus

ipsius ¢ valorem maximum illius expressionis exhibet.

e erroy maximus e error maximus e error maximug
0,90 o' 42 0,94 073 0,98 2”28
0,91 0, 48 0,95 0,89 0,99 4,59,
0,92 0,54 0,96 1,12 0,999 46,23
0,95 | o,b2 0,97 1,50

V. In motu hyperbolico, si ¢ per formulam III art. 21 ex F et W exacte
: y 36 siny <
notis determinatur, error vsque ad 7 -206265" ascendere potest; si yvero per

£ x (n—1)tang Ly 3
ormulam tangy = a1 computatur, x et 1 exacte mnotis, erroris

Ii 11‘- - . 5 4‘ G Sinp H o - -
mes iriente maior erit, puta == 7+ 206265" =o’ogsiny pro septem figuris.

VL Si per formulam XI art. 22 quantitas

= = N adiumento logarithmo—

rum Briggicornm computatury, e et u vel ¢ et /7 tamquam exacte notas supponen-
5(uu—1)ew
2 2

Ae(u—1) (u+1) 3 (uzt1)ewm

y vel errori

do, pars prima obnoxia erit errori si computata est in forma

o 51 P 53 co:nputata est i]l forma Lileuw
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Ae R
 Tau ’ vel errori 5emtang F', si computata est in forma Aetang F¥, siquidem er-
rorem in’ logﬁ vel log% 4 commissum contemnimus. In casu primo_error ctiam per

Jem

e g exprinu polest, wvnde patet, in casu tertio er—

bewtang ', in secundo per
rorem ompiwm semper minimum esse, in primo autem vel secundo maior erit,
1
: : : o i S _ Eak &
prout aut i >2 vel <2, sine prout = F > 56°52" yel {06°02'. —  Pars se~

cunda ipsius N autem semper obnoxia erit errori e.

VIL Vice versa patet, si « vel I" ex N fentando eruatur, - % obnoxiam fore

. du Sewm du .
errori (1 * 5ewtang F7) N vel huic (14 —c;s—F) ~d > Pprout membrum pri-

mum in valore ipsius N vel in factores vel in partes resolutum adhibeatur; # au-

é dF ] s
tem errori huic (1+35ewtangF) AN Signa superiora post perihelium , inferiora
iheli ' i bi 42 vel S astbHtgty
anfe perihelium valent. Quodsi hic pro g Vel pro —zp— substituitur ———-,
emerget effectus huius erroris in determinationem ipsius ¢, qui igitur erit
bbtangwy (g + 6 etang F') o bbtangw (14 5esec ) o : : s
e aut T , si quantitas auxiliaris

w adhibita est; contra, si adhibita est F, ille eflectus fit =
bbtangy(1+5etangle @ | (1+ecosw)’ 5esinv(14ecose) )
Arr ALY D tamg Y = tang -~ 2

Adiicere oporiet factorem 206265, si error in secundis exprimendus est. Manife-
sto hic error tune tantum considerabilis euadere polest, gqnando w esi angulus par—
vus, siue 2 paullo maior quam 1; ecce valores maximos huius fertiae .expressionis

pro quibusdam valoribus ipsius e, si septem figurae decimales adhibentur:

e EXrOr maximus
1,3 0'54
1,2 0,54 .
1,1 s G
1,05 5,03
1,01 3,41
1,001 10064,65
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Huic errori ex erronco valore ipsius ' vel u orto adiicere oportet errorem in V
~determinatum, vt incertitudo totalis ipsius v habeatur.

VIIL Si aequatio XI art. 22. adiumento logarithmorum hyperbolicornm sol-
vitur, #' pro quantitate auxiliari adhibita, cffectus erroris in hac operatione possi-

bilis in determinationem ipsius » per similia ratiocima inuenitur =

(14ecosev)w Sesinv(1+ecos)w
tang v/* RS Alang w*

Vvhi per @' incertitudinem maximam in tabulis logarithmornm hyperholicorum desi-
gnamus. Pars secunda huins expressionis identica est cum parte secunda expres—
sionis in VI traditae, prima vero in ratione Jo':e minor quam prima in illa ex~
pressione, i e. in ratione 1:25, st tabulam Vrsini ad octo -Vbj(lue ﬁgm.as exactam
site & =0,000000005 supponere liccret.

T

ad.

In iis igitur sectionibus conicis, quartan excentricitas ab vnitate parum dif-
fert, i e in cllipsibus et hyperbolis, quae ad parabolam proxime accedunt, me-
thodi supra expositae tum pro determinatione anomaliae verac e tempore, tum pro
determinatione temporis ex anomalia vera *), omnem quae desiderari posset pracci-
sionem non patinntur: quin adeo errores ineuitabiles, crescentes dum orbita magis
ad parabolae similitudinem vergit, tandem ommes limites egrederentur.  Tabulae
maiores ad plures quam septem figuras constructae hanc incertitudinem diminuerent
quidem, sed non tollerent, nec impedirent, quominus omnes limites superaret ; si-
mulac orbita ad parabolam nimis prope accederet. Praeterea methodi sapra fradi-
tae in hocce casu salis molestae fiunt, quoniam pars earum indirecta tentamina sae—
pius repetita requirit: cuins incommodi taedium vel grauius est, si tabulis maiori-
bus operamur. Haud sane igitur superfluum erit, methodum peculiarem excolere,
per quam in hoc casu incertitudinem illam enitare, soloque tabularum vulgaritm
adwminiculo praecisionem sufficientem assequi liceat.

* A ; - ] g Pl L . .
) Quoniam tem us imrplicat factorem &2 vel 2, error in M vel IV commissus ¢o maris an.-
P P aclor s -

P i

T—ae ¥

getur, quo maior fuerit a— vel b= T

1
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34.

Methodus vulgaris, per quam istis incommodis remedium afferti solet, se—
quentibus principiis innititur. Respondeat in ellipsi vel hyperbola, cuius excentri-
citas e, semiparameter p adeoque distantia in perihelio :——1—{—!";—— =g, tempori post
perihelium # anomalia vera #; respondeat porro eidem tempori in parabola, cnins
semiparameter = 2¢, siue distantia in perihelio — ¢, anomalia vera w, massa L
vel virimque neglecta vel virimque aequali supposita, Tunc patet haberi

ppdv 3 "i:(jq dw
f(l-l-fzcosu)z f (1 4 cos w)* = Vp:V2g

integralibus a v==0 el w=o0 incipientibus, siue

f (1+e)"‘dv 5 2dw
4 (L4ecos )iy T (1 4 cos w)*
1=

: PSS I 1 1 1 Har —
Designando — 2 el tang i v per @, integrale prius inuenitur =

V(14 a). (8+%63 (1—2a)—:80(2a—3Fan) + 10" (Baa—iba®) — etc.)
posterius = tangzw + ftangf o’ Ex hac aequatione facile est determinare w per
o et v, atque v per e et w, adiumento serierum infinitarum: pro e si magis pla—

2o
140
fiat y=w, hae series sequentem formam habebunt:
we=yp+ 5+ + "'+ etc.
v =w4dw' 40w '+ 9% w +etc.
vbi ¢, ¢', +" ete. erunt functiones ipsius ¢, atque ', ', w" etc. functiones ipsius .
Quoties d est quantitas perparua, hae series celeriter conuergent, paucique termini
sufficient ad determinandum w ex ¢, vel v ex w. Ex w inuenitur #, vel w ex ¢

cel infroduci potest 1—e = =d. Quum manifesto pro ea=o0 vel =0

eo quem supra pro motu parabolico explicauimus modo.

35.

Expressiones analyticas trium coéflicientium primorum seriei secundae ', w’, w

"

Bessel noster euoluit, simulque pro valoribus numericis duorum primorum w', w
tabulam ad singulos argumenti w gradus constructam addidit (Von Zach Monatliche
Correspondenz, vol. XIL p. 197.). Pro coéfficiente primo #' tabula iam ante ha-
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bebatur a Simpson computata, quae operi clar. Olbers supra laudalo annexa est.
In plerisque casibus hacce methodo adiumento tabulae Besselianae anomaliam ve—
ram ¢ tempore praecisione sufficienle determinare licet: quod adhue desiderandum
relinquitur, ad haecce fere momenta reducitur:

I In problemate inuerso, temporis puta ex anomalia vera determinatione
ad methodum guasi indirectam confugere alque w ex v tentando deriuare oporiet.
Cui incommodo vt obueniretur, series prior eodem modo tractata esse decberet ac
secunda: ei quum facile perspiciatur, —¢' esse eandem functionem ipsius v, qua-
lis ' est ipsius =, ita vi tabula prow signo tantum mutato pro ¢ inseruire Pos—
sit, nihil iam requireretur nisi tabula pro ¢", quo virumgque problema aequali prae-
cisione soluere liceat.

II. Interdum vlique occurrerc possunt casus, vhi excentricitas ab vnitate
parum quidem differt, ita vt methodi generales supra expositae praccisionem haud
sullicientem dare videantur, nimis tamen etiamnum, quam vt in methodo peculiari
modo adumbrata effectum potestatis tertiae ipsius ¢ altiorumque tuto contemmere li-
ceat. In motu imprimis hyperbolico eiusmodi casus sunt possibiles » Vbi, siue illas
methodis adoptes sine hanc, errorem plurium secundorum ecuitare non possis, si-
quidem tabulis vulgaribus tantum ad septem figuras constructis vtaris. Etiamsi vero
hutusmodi casus in praxi raro occurrant, aliquid certe decsse videri posset, si in

. - T - " : 4 - .
omnibus casibus anomaliam veram intra 0”1 aut saltem o2 determinare non Liceret,

nisi tabulac maiores consulerentur, quas lamen ad libros rariores referendas esse

constat. Haud igitur prorsus superfluam visum iri speramus exposilionem methodj
peculiaris, qua iamdudum vsi sumus, quacque co ellam nomine se commendabit,
quod ad excentricitates ab vnitate parum dinersas haud Limitala est, sed hocce sal-

tem respecin applicationem generalem patitur.

36.

AnLequmn hane methodum exponere aggrediamur, obseruare conueniet , -
certitudinem methodorum ge

neralium supra {raditarum in orbitis ad parabolae simi-
Btudinenm

ergentibus sponte desinere, simulac Z vel &' ad magnitudinem conside~
bilem 55 . ; . . : =
4 mereuerint, quod quidem in magnis demum a Sole distantiis fiet. Quod

vi ostendamus, eppqp

Cm maximum in ellipsi possibilem, quem in art. 52, IV {p-
Smey (1—ee).sin B SN
201 —CL‘US_L')Z . 206265 , ynde

J 6 easin p
o Al ] =
re -206265" jia exhibemus

yenimus

5
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sponie patet, errorem arctis semper limitibus circumscriptum esse, simulac F va-

lorem considerabilem acquisiverit, siue simulac cos B ab vnitale magis Trecesserit,

guantumuis magna sit excentricitas.

Quod adhue luculentius apparebit per tabulam
sequentem, in qua valorem numericum maximum istius formulae pro quibusdam

valoribus determinatis computanimus (pro septem figuris decimalibus):

F —10° | error maximus

ety
— J 0%

0,76
0,94
0,19
0,12

0,08

Simili modo ves se habet in hyperbola, vt statim apparet, si expressio in arfl. 32.

VII eruta sub hanc formam ponitur

@ cos F(cos F'+3esin F')\/ (ee—1)

7 (e__ Gos Py 2006265,

Valores maximos huius expressionis pro quibusdam valoribus determinatis ipsius F

tabula sequens exhibet:

123

SITor maximus

. e
10° 1,192
20 1,428
50 1,732
40 2,14%
50 2,747
6o 3,752
70 5,671

0,700
0,077
0,466
0,564
0,268

0,176

0,839

8°66
1,38
0,47
0,22
()Jl 1
0,06

0,02

Quoties itaque E vel F vltra 40° vel 50° egredilur (qui tamen casus in orbitis a

parahola parum discrepantibus haud facile occurret, quum corpora coelestia in ta-
libus orbitis incedentia in tantis a Sole distantiis oculis nosiris plerumque se subdu-

cant), nulla aderit ratio, cur methodum generalem deseramus. Ceterum in tali

casu efiam series de quibus in art. 54. egimus nimis lente conuergerent: neutiguam

igitur pro defectu methodi nune explicandae haberi potest, quod iis imprimis casi-

bus adaptata est, vbi E vel F vltra valores modicos nondum exereuit.
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Lred
a7.

Resumamus in motu elliptico aequationem inter anomaliam excentricam el tempus
E—esinE = -——-———-h\/(i +)
a*

vhi E in partibus radii expressam supponimus. Tactorem /(1 4-2) abhine omitte-
mus; si vimquam casus occurreret, vbi eius rationem habere in potestate operae-—
que pretium esset, signum # non tempus ipswm post perihelivm, sed hoc tempus
per v/ (1 4+ ) multiplicatum exprimere deberet, Designamus porro per ¢ distantiam
n perihelio, et pro £ et sin Eintroducimus quantitates fi— sin Bet E— %, (E—sin ) =
% i+ sinl: rationem cur has potissimum eligamus lector attentus ex sequenti-

bus sponte deprehendet. Hoc modo aequatio nostra formam sequentem induil:

,\ 3
(1—e) (L E4osinE) +(&+%¢) (E—sin E) =}t l—qt—)

Quatenus E vt quantitas parua ordinis primi spectatur, evit % Efisinf =E—

w5 £+ 135 B°— ete. quantitas ordinis primi, contra F—sin B — LB — i B 4
to30L7— ele. quantitas ordinis tertii. Statuendo itaque
6 (E—sinFE) o5 B 4+ Fxsin B
+% E - 25 sin LF ? 2 v A =5
E

- / Al . - - .
erit 4 A= FE*— 2, E%—_+ . E— efc. quantitas ordinis secundi, atque B =

= 4.4

14 2555 E%— ete. ab vnitate quantitate guarti ordinis diuersa. Aequalio nosira
autem hinc fit

e
x 3 Ii===g z
. »\ 42 2 N S g 2 F
Bl2(1—e) A*+ 2 (149e) 4* ) = it ” SCRTT T S | §
j G O R e T 4. , . 2 Gt
Per tabulas vulgares trigonometricas 2 B+ X sin B quidem praecisione sufficiente
calculari polest, non tamen E— sin ¥,

quolies £ est angulus paruus: hacce igitur
via quantitates o/ et B salis exacte determinare non liceret. Huic autem difficultati
remedium aflerret tabula peculiaris, ex qua cum argumento & aut ipsum B aut lo-
garithmum ipsins B excerpere possemus: subsidia ad constructionem talis tabulae
Necessaria cuique in analysi vel mediocriter versato facile se offerent, Adiumen—
to aequationis
9L Lsm
CmoB  =V4

ctiam V/4, atque hine g per formulam [1] omni quae desiderari potest praecisione

determinare liceret.

—_
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L4 ]
[«

Ecce specimen talis tabulae, gquod saltem lentam augmeu-tationem ipsius
log B manifestabit: superfluum esset, hanc tabulam maiori extensione elaborare,

infra enim tabulas formae multo commodioris descripturi samus:

E log B E log B £ log B
o° | o,0000000 | 25° | 0,0000168 | 50° |0,0002675
b 00 Jo 0549 55 5910

10 o4 | 35 o645 | Go 5526

15 29 40 1099

20 69 £5 1758

38.
Haud inutile erit, ea quae in art. praec. suni tradifa exemplo illustrare.
Proposita sit anomalia vera ==100°, excentricilas —0,96764567, log g=9,7656500.
Eece iam caleulum pro E, B, A et i:

log tang & #...ccoovvvenins 0,0761865
1—e
"}fT r
ay/ e i .9,1079927
log tang % S R 0,1821792, vnde £ E =8"41"19 32, alque B = 17° 22" 38" 6.

Huic valori ipsius £ respnndct log B ==0,0000040; porro inuenitur in partibus ra—

dii £ = 0,5052928, sin E = 0,2986645, vnde 25 H+4'% sinE =o0,1514150, cuius

e

logarithmus = 9,180168g, adcoque log 4% =g,1801649. Hine deducitur per for—

mulam [1] art. praec.

2 K
2 Bq“ = 2 B(14ge) q z -2
log L\/(l——e 2,4589614  log \5F kg 3,760105
1 s R 9,1801649 ]ogzi’% ........................... A 7,0404947
log 43,565806 = 1,6391263 log 19,9801 4 ' = 1:5005985
19, 0801 !

() )7.1 afioo =

Weactando idem exemplum secundum methodum vulgarem, inuenitur e sin £ in se—

cundis ;==.59610"79 = 16 35'30" 79, vnde anomalia media =497’ "85 = agh7" 85.
5 :

; f1—e \* s ; AT ;
Hine et ex log & (—‘1——) — 1,6664502 derivatur ¢ ='63,54410. Differentia,
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quae hic tantum est 5% pars vnius diei, conspirantibus errotibus facile triplo
vel quadruplo maior euadere potuisset.

: Celerum patet, solo adiumenlo talis tabulae pro log B etiam problema in-
versum omni praecisione solui posse, determinando £ per tentamina repetita, ita
vt valor ipsius ¢ inde calculatus cum proposito congruat. Sed haec operatio satis
molesta foret: quamobrem iam oslendemus, quomodo tabulam auxiliarem multo
commodius adornare, tentamina vaga omnino euitare, tolumque calculum ad algo-
rithmum maxime concinnum atque expeditum reducere liceat, qui nihil desideran—
dum relinquere videtur.

3g9.

Dimidiam fere partem laboris quem illa lenfamina requirerent abscindi posse
statim obuium est, si tabula ita adornata habeatur, ex qua log B immediate argu-
mento A deswmere liceal. 'T'res tunc superessent operationes; prima indirecta,
puta determinatio ipsius .4, vt aequationi [t] art. 57 satisfiat; secunda, determina-
tio ipsius E ex A4 et B, quae fit directe vel per aequationem E =2 B (A% 4 1 4 %),
vel per hanc sin E—=2 B (A%—§A%)5 tertia, determinatio ipsius ¥ ex # per aequ.
VIL. art. 8. Operationem primam ad algorithmum expeditum et a tentaminibus va—
‘gis liberum reducemns; sccundam et fertiam vero in vnicam contrahemus, tabulae
nostrae guantitatem nouam C inserendo, quo pacto ipsa & omnino opus non habe-
bimus, simulque pro radio vectore formulam elegantem el commodam nanciscemur.
Quae singula ordine suo iam persequemur.

Primo acquationem [_1_} ila transformabimus, vt tabulam Barkerianam ad

= g
. . ' . : T J=——0&
eius solutionem adhibere liceat. Slatuemus ad hunc finem 4% —tangLwy/ S
1+49e
7 kty (L 4+3%e) ol
> ~ i L]
vade fit 75tangf w+25 tang L w' = =3 =
2 B g¢*
: 76 by (24 2e)
- . 7 3 Gy : poe
deugmmdo constantem (; per a. Si itague B esset cognila, w illico

¢ tabula Barkeriana desumi posset, vbi est anomalia vera, cui respondet motus

s G
medius B 5 X w derinabitur A per formulam 4= ftangiw?, designando con-

h—5e

s E i« £ iy le i 3 T 1l 1. ol pr - 0t s
stantem ¥ g0 per 8. Tam etsi B demum ex .4 per tabulam nostram auxilia—
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rem innotescat, tamen propter perparnam ipsius ab vnitate differentiam praeuidere
licet, w et A leui tantum errore aflectas prouenive posse, si ab initio diuisor B
oinmino negligatur. Determinabimus itaque primo, leui tantum calamo, w et A,
statuendo B =13 cum valore approximato ipsius 4 e tabula nostra auxiliari inue-
niemus ipsam B, cum qua eundem calculum exactius repe{emus; plerumque re-
spondebit valori sic correcto ipsius A prorsus idem valor ipsius B, qui ex approxi-
mato inuentus eral, ila vt noua operationis repetitio superflua sit, talibus casibus
exceplis, vbi valor ipsius £/ ijam valde considerabilis fuerit. Ceternm vix opus erit
monere, si forte iam ab inilio valor ipsius B quomodocunque approximatus aliunde
inmotuerit (quod semper fiet, quoties e pluribus locis haud multum ab inuicem di-
stantibus computandis, vnus aut aller iam sunt absoluii) praestare, hoc sta'im in
prima approximatione vli: hoc modo calculator scitus saepissime ne vna quidem
caleuli repetiione opus habebit. Hane celerrimam approximationem inde assecuti su—
mus, quod B ab 1 differentia ordinis quarti tanium distat, in coéfficientem per-
paruum numericum insuper mulliplicata, quod commodum praeparatum essec iam
perspicielur per introductionem quantitatum E—sin B, % E++%sin £ loco ipsarnm
B, sin B.

40.

Quum ad operationem tertiam, puta determinationem anomaliae verae, angulus
¥ ipse non requiratur, sed tantum tang % E siue polius log tang £+ £, operatio illa cum
sccunda commode iungi posset, si labula nostra immediate suppeditaret logarith-

N x &
mum quantitatis ﬁ?fj—}:, quae ab 1 quantifate ordinis sccundi differt. Maluimus
tamen tabulam nostram modo aliquantulum diverso adornare, quo extensione mi-
nuta nihilominus interpolationem multo commodiorem assecuti sumus. Scribendo
: ey . s : . ) 15(E—sin )
breuitatis gratia 7' pro tang £ £*, valor ipsius 4 in art. 57 traditus ——5—7 7 —
g Litsin b

facile transmutatur in

T—$T?4+ 3T —=22T4 12 T5— efe.

6 7' 7 qv2___ 8 f3 =
1—5 1475 L4 2. Tr—elc,

A=

vhi lex progressionis obuia est. e deducitur per conuersionem sericrum

A
=g ==1 —4d 418

2 13 29 14 5 Ep
A5ty A4 530055 A+ 1 28 A A T 0

5
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A ; .
Statuendo igitur -—T—-zl——.‘;.j-{- C, erit C quanlitas ordinis quarti, qua in tabu-

lam mostram recepta, ab .4 protinus transire possumus ad ¢ per formulam
3 I

1tle A yltang L w

tangfv =y/ Y bl Y W - V(i—3440C)

(54 5e)

designando per » constantem \/ Hoc modo simul lucramur calculum per—

(1+9¢)
commodum pro radio vectore. Fit enim (art. 8, VI)
g cos + E* q e (1—244C)q
cosiv®  (1+2)cosiv® ~ (14144 C)cosivt
4.1.

Nihil iam superest, nisi vi eliam problema nuersum, puta determinationem
temporis ex anomalia vera, ad algorithmum expeditiorem reducamus: ad hune

finem tabulae nostrac colummam nouam pro 1" adiecimus. Computabitur itague

3 1—e .
primo 7" ex ¢ per formulam 7T'= —]—:l_—e—tang{,-v"; dein ex tabula nostra argu-
mento 7' desumetur A et log B, siue (quod exaclius, imo etiam commodius est)

GiOT

tur ¢ per formulam [1] art. 57. Quodsi hic quoque tabulam Barkerianam in vsum

C et log B, atque hine 4 per formulam = ; tandem ex ./ et B erne-
vocare placet, quod tamen in hoc problemate inuerso caleulum minus sublenat,
non opus est ad A respicere, sed statim habetur

=
yG+3 1)
atque hine tempus ¢, mulliplicando motum medium anomaliae verac w in tabula

B

Barkeriana respondentem per -;&--

tang 3 w=—tang 1 !f\/

49,

Tabulam, qualem hactenus descripsimns, extensione idonea construximus,
operique huic adiecimus (Tab. I.). Ad ellipsin sola pars prior spectat; partem al-
teram, quae motum hyperbolicum complectitur, infra explicabimus. Argumentum

tabulae, quod est quantitas o, per singulas partes millesimas a 0 vsque ad 0,300

progreditur; sequuntur log B et €, quas quantitales in partibus 10000000™is, siue
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ad septem figuras decimales expressas subintelligere oportet “cifrae enim primae,

figuris signilicatiuis praeeuntes, suppressae sunt;, columna denique quarta exhibet
- quantitatem 7" primo ad 5 dein ad 6 figuras computatam, quae praecisio abunde
sufficit, quum haec columna ad ewm tanfummodo vsum requiratur, vt argumento
7 valores respondentes ipsius log B et C habeantur, quoties ad normam art. praec.
¢ ex ¢ determinare lubet. Quum problema inuersum, quod longe frequentioris
vsus est, puta delerminatio ipsius ¢ el r ex ¢, ommino absque quantitatis 7' sub-
sidio absoluatur, quantitatem «/ pro argumento tabulae mnostrac eligere maluimus
quam 7', quae alioquin argumentum aeque fere idoneum fuisset, imo tabulae con-
structionem aliquantulum facilitauisset. Haud superfloum erit monere, omnes ta-
bulae numeros ad decem figuras ab origine calculatos fuisse, septemque adeo figuris,
| quas hic damus, vhbique tuto confidere licere; methodis autem analyticis ad hunc
| laborem in vsum vocatis hoc loco immorari non possuinus, quarum explicatione
‘ : copiosa nimium ab instituto nostro distraheremur. Ceterum tabulae extensio omni-

bus casibus, vbi methodum hactenus expositam sequi prodest, abunde sufficit, quum

vltra limitem 4=0,3, cui respondet 7'= 0,592574 siue E= 64", methodis artifi-
i cialibus commode vt supra ostensum est abstinere liceat. :

|

{ 43.

|

) Ad maiorem disquisitionum ' praecedentium illustrationem exemplum ealculi

completi pro anomalia vera ct radio vectore ex tempore adiicimus, ad quem finem

numeros art. 58. resumemus. Statuimus itaque e=0,967645667, logg=— 9,7656500, :
- t = 65,54400, vnde primo deducimus constantes loge=0,5052557, Iug_p’: 8,2217564,

— ol
‘ log y =0,0028755.

w Hinc fit logeet =2,1083102, cui respondet in tabula Barkeri valor approxi-
| R " " 0,02292 6
matus ipsius w =¢9°6’, ynde derinatur A4 = o,38e%6; et ex labula nostra log L=

0,00000%40. Hinc argumentum correctum quo tabulam Barkeri intrare oporiet fit =
{ (xﬂ

—_——
log R

,1085062 , cui respondet w=gg°6'15"14; dein calculus vlierior ila se habet:

-
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logtang 3 w*......0,1585954 + 'logtzmg%w................,_,.,_ ..0,0692067
Togi. - -cainsieas .8,2217564 log #.... s a0 87755
logA.............8,3603298 x Comp log 1—32 A.|_(' .0,0040143
2 2 0,02292608 = logtangEe.....oiiineninninn 0,0761865
hinc log B perinde vt ante; g = 50° o o
C = 0,0000.242 y = 100 0 ©
1—2A44C = 0,9816835 108 G civvrnvieemsncanpssassssinenss +:9,7656500
L4+ 5 A4 C = 1,004609% 9 Comp.logcos £ #....crvenne... 0,5858650
log1—244C........... veenne40,0019714%
C.logi4+244C...........0,0980028
R AL s ..0,150948g2

Si in hoc calculo factor B omnino esset neglecius, amomalia vera errorusculo o'1

tantum (in excessu) prodiisset affecta.

4%,

Motum Ayperbolicum eo breuius absoluere licebit, quoniam methodo ei quain
hactenus pro motu elliptico exposunimus prorsus analoga tractandus est. Aequatio-

nem inter tempus ¢ atque quantitatem auxiliarem z forma sequente exhibemus:

(e—1) ﬁ(z,—uw>+xalogu)+(n+ e>( (4— ) —logu ) = kt (e;])

vbi logarithmi sunt hyperbolici, atque 5% (z— —)-{—Yologu quantitas ordinis primi,

7

1 - .
(= -”—)-—logu quantitas ordinis tertii, simulac logz tamguam quantitas parua

ol

ordinis primi spectatur. Statuendo itaque

6 (,} (u-——i—)—logu) i -——(H—-——')-I- s logu o
=4, =g 5]

2 \/x.l

1
e (u— _u.—) +logu

erit 4 quantitas ordinis secundi, B auiem ab vnitate diflerentia orduns quarti dis—

crepabit. Aequatio nostra tunc formam sequentem induet:

B(Q (e-—-l)d%+fa-;(1+9e),4%):l—i(e:j)z., ...... S [2]

K -1 \*
quae aequationi [1] art. 57 provsus apaloga est. Statuendo porro (T—-—-) =T




. e e ——— —— == . - -
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erit 7" ordinis secundi, et pér methodum serierum infinitarwm inuenietur

A ;
‘ T —* +4 A48 AP — 58 AP 1385 A — 2B A ete. . Quamobrem
| (+C)T

A - oy A
poncndo—,[,— =14244C, erit C quantitas ordinis quarti, atque 4= i
. < ' . =
Denique pro radio vectore ex aequ. VII art. 21 facile sequitur

g = (1+244C)q
(1—7T)coszv® — (—35d+C)cosiv*’

! o=

45. :
Pars posterior tabulae primae operi huic annexae ad motum hyperboli- '
cum spectat, vt iam supra monuimus, et pro argumenio 4 (virique tabulae parti
A communi ) logarithmum ipsius B atque quantitatem € ad septem figuras decimales
! { cifris praecedentibus omissis) , quantitatem 7 vero ad quingue dein ad sex figuras
sistit. Extensa est haec pars, perinde vt prior, vsque ad 4 =0,500, cui respon-
det T'= o,241207, u= 2,950 vel = 0,341, F =+ 52"19'; vlterior extensio su- .
perflua fuisset (art. 56.)
R ¢ Ecce jam ordinem calculi tum pro determinatione temporis ex anomalia vera .

tum pro determinatione anomaliae verae ex tempore. In problemate priori habe-
' : e—1

b v i amy To=,
|| ; bitur 7' per formulam o
{
| L OT - | T
| vnde erit 4 = -(~1—~—-—4,1.—; hinc tandem per formulam [2] art. praee. innenietur £.
In problemate posteriori computabuntur primo logarithmi constantium

| i 75k (EF+2e)

tang£+*; ex T tabula nostra dabit log B et C,

jo— E) r:
l ggi
‘ he—>5
Jﬁ g = t4ge
J Get 5
3 7. =V5tge

! Tunc determinabitar 4 ex ¢ prorsus eodem modo vt in motu elliptico, iila scilicet
ot . 3

vt motui medio —g tabula Barkeri vespondeat anomalia vera w aique fiat 4=

Btangiw’; eruetur scilicet primo valor approximatus ipsins 4 neglecto vel si sub-

sidia adsunt aestimato factore B3 hinc tabula nostra suppeditabit valorem approxi-

matum ipsius 2, cum quo operalio repetetur; valor nouus ipsius B hoc modo pro-

e

diens vix vmquam correctionem sensibilem passus, neque adeo noua caleuli itera-
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tio necessaria erit. Correcto valore ipsius 4 ¢ tabula desumetur C , quo facto ha-
hebitur

A gt (:+24+0)g

ST VOH34+C) T a—5 A+ CJeos i

Patet hinc, inter formulas pro motu elliptico et hyperbolico nullam omuino diffe~

tan

rentiam reperiri, si modo f, & et T in motu hyperbolico tamquam quantitates nega-
tivas tractemus.

46,
Motum hyperbolicum quoque aliquot exemplis illustrauisse haud inutile erit,
ad quem ‘finem numeros arit. 23, 26 resumemus.

I Data sunt e = 1,2618820, logg = 0,0201657, v =18°51"0": quaeritur 7.

Habemus
2 logtang%y......8,4402018 logT..oconiiiiinin7,5038595
e—1 e lomuaed) cnaiss. ..0,0000002
log——— ......9,0636357 8 e ¢
et 1 G . C.logr—47.... 0,0011099
T 4 il 5
log &' crivovyitinss 7,0058573 logd...... Saseerueh 7,0049476
17" = 0,00319034%
log B — 0,0000001
C = o,0000005
3 - , 3
Q_qu‘ = ik QB(I—{—(:)(.J) q Z
log v (e—1) veen - 2,0866444 log 16k e -0 2,8845582
T s 2
logA=......... veneerens 837524758 o 20 L et ot .6,257401 4
log13,77584 = 1,1591182 log 0,138600 = 9,1417796
0,15861
13,91445 =t

Il. Manentibus e et ¢ vt ante, datur ¢ = 65,41256, quacroniur v et 7.
Inuenimus logarithmos constantinm
logee = 9,9758545
log f = g,0251649
logy = 9,9807646,
Porro prodit logeet = 1,7914945, wvnde per tabulam Barkeri valor approximatus

sl — 9 - ’ . 5% . : ] z s
PSS = 70°531'44", alque hinc A4 = 6,052983. Huic 4 in tabula nostra re-

ot

spondet log B = 0,0000207%; vnde fog - = 1,7914756, valor correctys ipsius

A e onddl] + 1 A . . . .
w=70"5136"86. Calculi operationes reliquae ita se habent:




i
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2Jogtang $w......9,6989598
BOE B ..o vicieenss 9,0251649
dog A A h .8,7241047

A = 0,05297911 .

log B vt ante

| SR —— 0,0001252
1+244C = 1,0425085
1—1A44+C = o0,9895294

logtang L o, ....oocoeiiie s ,84g4699
T e 9,9807646
3C.log142 44 C.....9,9909602
logtang $v.................. 9,8211947
v 35’51’ 50" 02

—— 3 4 %
= .07 F=ojok

ST R 0,0201657
2C.logcostv.............0,1580378
logi4444C....... 00180796
C.logr—1 44C.... .0,0045713
L P L S 0,200854%

Quae supra (art. 26.) inueneramus v ==67"2"59"78, log r =o0,2008541, minus ex-
acta sunt, proprieque euadere debuisset v = 67°5'0"00, quo valore supposito valor
ipsius f per tabulas maiores fuerat compulatus.
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SECTIO SECVNDA

Relationes ad locum simplicem in spatio spectantes.

47. .
In sectione prima de motu corporum coelestium in orbitis suis actum est, !
nulla situs, quem hae orbitae in spatio occupant, ratione habita. ~Ad hunc situm
determinandum, quo relationem locorum corporis coelestis ad quaeunis alia spatii
puncta assignare liceat, manifesio requiritur tum situs plani in quo orbita iacet re- ]
spectu cuinsdam plani cogniti (e. g. plani orbitae telluris, eclipticae), tum situs apsi-
dum'in‘_ illo. plano. Quae quum commodissime ad trigonometriam sphaericam re- i
ferantur, superficiem sphaericam radio arbitrario circa Solem vt centrnm descri-
ptam fingimus, in qua quoduis planum per Solem transiens circulum maximum,
quacuis autem recta e Sole ducta punctum depinget. Planis aut rectis per Solem
ipsum non iranseuntibus plana rectasque parallclas per Solem ducimus, circulosque
maximos et puncia in sphaerae superficie his respondentia etiam illa repraesentare
concipimus: potest quoque sphaera radio vt vocant infinito magno descripta supponi, ‘
In gua plana rectaeque parallelae perinde repraesentantur. i
Nisi itaque planum orbitae cum plano eclipticae coincidit, circuli maximi i
dlis planis respondentes (quos etiam simpliciter orbitam et eclipticam vocabimus) ]
duobus punctis se intersecant, quae rodi dicuntar; in nodorum altero corpus e Sole
visum e regione australi per eclipticam in borealem transibit, in altecro ex hac in
illam reuertet; nodus prior ascendens, posterior descendens appellatur, Nodorum
situs in ecliptica per eorum distantiam ab aequinoctio vernali medio (longitudinem )
secundum ordinem signorum numeratam assignamus. Sit, in Fig. 1, § nodus as~
cendens, 4§ B pars eclipticac, C QD pars orbitae; motus terrae et corporis
coclestis fiant in directionibus ab A versus B et a C versus D , patetque angulum
sphaericum, quem £ D facit cum B, a o vsque ad 180° crescere posse, neque
tamen vltra, quin § nodus ascendens esse desinat: hunc angulum inclinationent
orbitae ad eclipticam dicimus. Situ plani orbitae per longitudinem nodi atque in- ]
clinationem orbitae determinato, nihil aliud iam requiritur, misi distantia perihelii ]
a nodo ascendente, quam secundum ipsam directionem motus numeramus, adeoque
negaliuam sive inter.180° et 560° assumimus, quoties perihelium ab ecliptica ad
austrum situm est. Notentur adhuc expressiones sequentes. Longitudo cuiusuis
puncti in circulo orbitae numeratur ab eo puncio, quod retror

sum a nodo ascen-
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Jdente in orbita tantundem distat, quantium aequinoctium vermale abh eodem puncto
retrevsum in ecliptica: hinc longitudo periheliz erit summa longitudinis nodi et di-
stantiae_periheli a nodo; longitudo vera cOrperis in orbita autem symma anoma-
liae verae et longitudinis perihelii. Denique fongitudo media vocatur summa ano—
malia¢ mediae et longitudinis perihelii: haec postrema expressio manifesto in orbi-
iis ellipticis tantum locum habere potest.

48.

Vi igitur corporis coelestis locum in spatio pro quouis temporis momento
assignare liceat, sequentia in orbita elliptica nota esse oportebit.

I. Longitudo media pro quodam temporis momento arbitrario, quod epo-
cha vocatur: eodem nomine interdum ipsa quoque longitudo designatur. Plerum-
que pro epocha eligitur initium alicnius anni, scilicet meridies 1, Iannarvii in anno
bissextili, siue meridies 31. Decembris anno communi praccedentis.

IL. Motus medius inter certum temporis interuallum, e. g. in vno dic so~
larli medio, siue in dicbus 365, 365% aut 56525.

HI. Semiaxis maior, qui quidem omiifi posset, quotics corporis massa aut
nota est aut negligi potest, quum per motum medium iam detur (art, 7
ditatis tamen grafia vierque semper proferri solet.

commao-

IV. Exceniricitas. V., Longitudo perihelii, VI, Longitudo nodi ascendentis,
VII. Inclinatio orbitae,

Hacc septem momenta vocantur elemenia motus corporis.

In parabola et hyperbola tempus transitus per perilelium elementi primi
vice fungetur; pro II tradentur quae in his scclionum corficarum generibus motui
medio dinrno analoga sunt (v. art. 19; in motu hyperbolico quantitas %5 2 grt. 23).
In hyperbola elementa reliqua perinde retineri poterunt, in parabola vero , Vhbi axis

maior infinitus atque exceniricitas =1, loco elementi III et IV sola distantia in pe-
rihelio preferetur.

49,

Secrndum vulgarem loquendi morem inclinatio orbitae,

quam nos a o vsque
a . -
ad 180° numeramus, ad go tanium extenditur, atque si angulus orbitae cum arca

&B (Fig. 1) angulum rectum egreditur, angulus orbitae cum avcu .4 (qui est

illivs complementum ad 180° tamquam inclinatio orbitac spectatur ; in fali tune casu
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addere oportebit, motum esse refrogradum (veluti si in figura nostra EQF par-
tem orbitae repraesentat), vt a casu altero vbi motus directus dicitur distinguatur.
Longitudo in orbita tunc ita numerari solet , vt in § cum longitudine huius puncti
in ecliptica conueniat, in directione QF aulem decrescal; punctum initiale itaque
a quo longitudines contra ordinem motus numerantur in divectione F tantundem
a § distal, quantum aequinoctium vernale ab eodem § in directione 4.  Quare
in hoc casu longitudo perihelii erit longitudo nodi deminuta distantia perihelii a
nodo. Hoc modo alteruter loquendi vsus facile in alterum conuertitur, nostrum
autem ideo practulimus, vt distinctione inter motum direclum et retrogradum su-
persedere, et pro virogue semper formulas easdem adhibere possemmns, quum vsus
vulgaris saepenumero praecepta duplicia requirat.

ho.

Ratio simplicissima, puncti cuiusuis in superficie sphaerac coelestis situm re—
spectu eclipticae determinandi, fit per ipsius distantiam ab ecliptica (latitudinem) ,
atque distantiam puncti, vbi ecliptica a perpendiculo demisso secatur, ab aequino-
ctio (lengitudinem). Latitudo, ab viraque eclipticae parte vsque ad go° numerata,
in regione boreali vt’pc)siu"ua, in australi vi negatiua spectatur. Respondeant cor-
poris coclestis loco heliocenirico, i. e. proiectioni reciae a Sole ad corpus diictac in
sphaeram coelestem, longitudo A, latitudo @; sit porro z distantia loci heliocen—
trici a nodo ascendente (quae argumentum latitudinis dicitur), i inclinatio orbitae,
§ longitudo nodi ascendentis, habebunturque inter i, u, B, 1—§, quac guantita~
tes erunt parfes trianguli sphaetici rectanguli, relationes sequentes, quas sine vlla
restricione valere facile euincitur:

L tang(A—Q) =cositangu

H. tang B = tangi sin(1—§)

HI. sinfB =sini sin

IV. cosu = cosp cos(A—8)

Quando i et # sunt guantitates dalae, 2—§ inde per aequ. I determimabitur, ac

5

dein @ per II vel per III, siquidem £ non nimis ad -+ go° appropinquat; formula
IV si placet ad calouli confirmationem adhiberi potest. Ceterum formulae I et TV
docent, A—8 et z semper in eodem quadrante iacere, quoties i est inter o of 90° :
contra 1 —§ ¢t 360" —zu ad ceundem quadrantem pertinchunt, quoties i est inter

o o . = = N = 2= "
go et 180, siue, secundum ysum vulgarem, quoties motus est retrogradus: hine




|
i
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!
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ambiguitas; quam determinatio ipsius A—& per tangentem secundwn formulam I
relinquit, sponte tollitur.

Formulae sequentes e praecedentium combinatione facile deriuantur:

V. sin (—24§) = 2sin§i* sinucos (1—8) '

VI sin(zu— 1+ ) = tang % isin Bicos (1—8)

VIL sin(u—A+§) = tang§i tang B cosu

VIIL sin(z4+4—8) = 2 cos4i*sinu cos(F—Q)

IX. sin(z421—§) = cotangii sin3 cos A—§)

X. sin(u41—g) = cotang ;i tang 3 cosu
Angulus #—A+4 ), quoties i est infra go°, aut u+2—§, quoties i est vltra go?
secundum vsum vulgarem reductio ad eclipticam dicitur, est scilicet differentia in-
ter longitudinem heliocentricam 2 atque longitudinem in orbita quae secundum illum
vsum est  F*u, (sccundum mostrum Q+4z). Quoties inclinatio vel parua est vel
a 180° parum diuersa, ista reductio tamquam quantitas secundi ordinis spectari
potest, et in hoc quidem casu praesiabit, @ primo per formulam III ac dein 4 per
VII aut X computare, quo pacto praecisionem maiorem guam per formulam I as—
sequi licebit.

Demisso perpendiculo a loco corporis coelestis in spatio ad p]anum eclipti-
cae, disiantia puncti intersectionis a Sole distantia curtata appellatur. Quam per
7', radium veclorem autem per r designando, habebimus XL r =rcos 3

51.

Exempli canssa calenlum in artt. 13, 14 inchoatum, cuius numeros planeta
Tunonis suppeditauerat, vlterius continuabimus. Supra inueneramus anomaliam ve-
ram 315°1'25"02, logarithmum radii vectoris 0,5259877: sit jam i =13"6"44"10,
distantia perihelii a nodo = 241°10' 20”57, adeoque # =196°11"43" 59; denique sit
Q =171°7"48"73. Hinc habemus:

logtangu................. 9,4630573 logsin(2A—8)......0,4518691 »
108 608 Tuis- i arturine 9,0885266 logtangi................0,36725056
logtang (2—8)......9,4515839 logtang B...cccoeevsue 8,8020996 n
i1—R = 195°47 40"25 B = — 5°37"40"02

b e 559898 logcos B..icvvuriiiiinin 9,0991289

g, - R ) 0,5200877 log cas (A—Q)......0,4832852 =
logoosBui.. it 9,0991289 9593241‘“_"'_‘
g i e et 0,3251166 logeoses, i mameitiss g,9821141 n
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Calculus secundum formulas IIJ, VII ita se haberet:

log sin#..,....0,4454714 n logtang % Z...vecvuninenn.0,06042 59
logsini....... 9,9557570 log tang B...ce.v..e.....8,8020995 n
logsin3......8,8012284 £ log COSU...oovvniinii0,0824141 7
B =—3°37 40" o2 log sinu— A+ )...7,8449395
god ) . == 0°24'5"54
A= — 195 47 40,25
o2,

Spectando i et # tamgquam quantitates variabiles, differentiatio aequationis 111
art. 5o suggerit: ‘
cotang #d B = colang id i+ cotang udu
siue
XM df =sin(A—Q)di+4sinicos(A—Q)du
Perinde per differentiationem aequationis I obtinemus |
XIIL. d(4—8) = — tangf cos(2—Q)di + —::;i‘é—— du
Denique e differentiatione aequationis XI prodit
dr' =cos Bdr — rsinfdg, siue
XIV. d¥ = cosBdr —rsin Bsin(l— Q) di— 7 sin B sinicos k_Z—SZ) du
In hac vltima acquatione vel partes quac continent di et dz per 206265" sunt dini-
dendae, vel relignae per hunc numerum multiplicandae, si mutationes ipsarum £ et z
in minutis secundis expressae supponuntur. 3 |

53.

Situs puncli cuiuscunque in spatio commodissime per distantias a tribus pla~
nis sub angulis rectis se secantibus determinatur. Assumendo pro planorum - vno
planum eclipticae, designandogue per z distantiam corporis coelestis ab hoc plano a
parte boreali positiue, ab australi negative sumendam, manifesto habebimus z =
r'tang =rsinB = rsinising. Plana duo reliqua, quae per Solem quoque ducta
supponemus, in sphaera coelesti circulos maximos proiicient, qui eclipticam sub
angulis rectis secabunt, quorumque adeo poli in ipsa ecliptica iacebunt et 9o’

ab inuicem distabunt. Virtusque plani polum istur a cuius parte distantiae
. . q P p S n,
posﬁumc Censentur,

gitudines polorum

o " - . ] 3 i o
polum  positium appellamus. Sint ilaque N et J\H—}-gu lon-
DDsiﬁuorum, designenturque distantiae a p]allis qulbus respon-
dent respectiue per x, y. 'Tunc facile perspicietur haberi
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x=r" cos(A—N)=rcos Bcos(1— Q) cos (N— Q) +rcos Bsin (2—Q sinN— Q)
y=r"sin(d—N) =rcos g sin(1—§) cos (N—§)—r cos B cos 24— ) sin (N —)

qui valores transeunt in

x=r cos(N— Q) cosu+rcosi sin(N-—§Q)sinz

y=rcosicos(N— Q)sinz—rsin(N—8) cos
Quodsi itaque polus positinus plani ipsarum & in ipso nodo ascendente collocatur, vi
sit N=§), habebimus coordinatarum x, ¥, z expressiones simplicissimas

X==7 CoSt

y=rcosisinu

Z==rsinisinu
Si vero haee suppositio locum non habet, tamen formulae supra datae formam aeque
fere commodam nanciscuntur per introductionem quatuor quantitatum auxiliarium ¢,
b, 4, B ita determinatarum vt habeatur

cos (N—Q) = asin A

cosisin(N—Q) = acos.4

—sin(N—§) = bsinB

cosicos(N—Q)=bcos B ) G
(vid. art. 14, II). Manifesto tunc erit

x = ra sin(u+4A)

y=rbsin(u4 B}

Z=rsinisiny

54.

Relationes motus ad eclipticam in praecc. explicatae manifesto perinde vale-
bunt, etiamsi pro ecliptica quoduis aliud planum substituatur, si modo situs plani
orbitae ad hoc planum innotuerit; expressiones longitudo et latitudo autem tune
supprimendae erunt. Offert ilaque se problema: e sife cognito plani orbitae alins~
gue plani novi ad eclipticam deriuare situm plani orbitae ad hoc nouum planum.
Sint 7, Q8Y, n§Y partes circulorum maximorum , quos planum eclipticae, planum
orbitae planumque nouum in sphaera coelesti proiiciunt (Fig. 2). Vit inclinatio
circuli secundi ad tertiam locusque nodi ascendentis absque ambiguitate assignari
possit, in circulo tertio alterutra directio eligi debebit tamquam ei analoga, quae

i ecliptica est secundum ordinem signorum; sit haec in fig. nostra directio ab n

v r . . .
versus §. Praeterea duorum hemisphaeriorum, quae circulus 2§’ separat, alterum
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censere oporicbit analogum haemisphaerio boreali, alterum australi: haecc vero hae-
misphaeria sponte iam sunt distincta, quatenus id semper quasi boreale spectatur, '
quod in circulo secundum ordinem signorum progredienti *) a dextra est. In figura
igitur nostra sunt §, n, § nodi ascendentes circuli secundi in primo, tertii in primo,
secundi in tertio; 180°—nQQ, QrQ, nH Q inclinationes secundi ad primum,
tertii ad primum, secundi ad tertium. Pendet itaque problema nostrum a solutione
trianguli sphaerici, vhi e latere vuo angulisque adiacentibus reliqua sunt deducenda,
Praecepta vulgaria, quae in trigonometria sphaerica pro hoc casu traduntar, tam-
guam abunde nota supprimimus: commodius autem methodus alia in vsum vocatur
ex acqualionibus quibusdam petita, quae in libris nostris {rignonometricis frustra
guaeruntur. Fece has aequationes, quibus in sequentibus frequenter vtemur: desi-
gnant @, b, c latera trianguli sphacrici atque A, B, C angulos illis resp. oppositos:

i sin 3 (b—¢) sin £ (B— ()
: sinLa = cost 4
1 sinf(b+c) . cosy(B—C)
: sinia ey sin £ A
I cos3(b—c)  sin3(B4+C)
. cosia = cos+.A |
v cosi(btec) _  cos3(B+C) ,
"7 cosia " sin ¥ 4

Quamquam demonstrationem harum propositionum breuitatis caussa hic praeterire
oporicat, quisque tamen earum veritatem in triangulis, quorum nec latera nec an-
guli 180° excedunt, haud difficile confirmare poterit. Quodsi quidem idea trianguli
sphaerici in maxima generalitate concipitur, vt nec latera nec anguli vilis limitibus i
restringantur (quod plurima commeoda insignia praestat, attamen quibusdam diluci- J
dationibus praeliminaribus indiget), casus existere possunt, vhi in cunctis aequatio-
nibus praecedentibus signum mutare oportet; quoniam vero signa priora manifesto
restituuntur, simulac vnus angulorum vel ynum laterum 560° augetur vel diminui—~
tur, signa, qualia tradidimus, semper tuto retinere licebit, siue e latere angulis— |
que adiacentibus reliqua determinanda sint, siue ex angulo lateribusque adiacentibus ;
Semper enim vel quaesitorum valores ipsi vel 360° a veris diuersi hisque adeo ae-
qu:iua]entes per formulas nostras elicientur. Dilucidationem copiosiorem huius argu-

1 -ad aliam ocecasi eomiiy Jon: e : :
ment1 -a asionem. nobis reseruamiis: quod Yero plaCCEPla, quae tum pro \

*) Puta in inferiori sphaerae superficie, quam figura nostra repr

acsenlat, !
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solutione problematis nostri tum in aliis occasionibus formulis istis superstruemus,
in omnibus casibus generaliter valent, tantisper adiumento inductionis rigorosae

i. e. completae omnium casuwm enumerationis, haud difficile comprobari poterit.

55.

Designando vt supra longitudinem nodi ascendentis orbitae in ecliptica per §,
inclinationem per i; porro longitudinem nodi ascendentis plani noui in ecliptica per n,
inclinationem per ¢; distantiam nodi ascendentis orbitae in plano nouo a nodo ascen—
dente plani noui in ecliptica (arcum 2§’ in Fig. 2) per ', inclinationem orbitae ad
planum nouum per i'; denique arcum ab § ad Q secundum directionem motus
per A: erunt trianguli sphaerici nosiri latera Q—n, Q, A, angulique oppositi ',
180°—1i, & Hinc erit secundum. formulas art. praec.

sinfi'sini (' 4+ A) = sini (Q—nr)sing (i + &)

sin £ i’cos%{ﬁ’-{- A) = cos $(Q—n)sini(i—e)

cos i’sin,}(ﬂ'———A) = sinf —un)cosk (i 4 &)

cos i cos k(' —A) = cos i (Q—n) cost(i—e)

Duae primae acquatiories suppeditabunt %(Q'+A) atque sinii’; duae reliquae
3(—A) atque cosii’; ex L(Q'+A) et 2( —A) demanabunt et A; ex
sinfi’ aut cosii’ (quorum consensus calculo confirmando mseruiet) prodibit 77,
Ambiguitas, virum $(Q'+A) et (' —A) inter o et 180° vel inter 180° et 560°
accipere oporteat, ita tolletur, vi tum sinii’ tum cosfi’ fiant positiui, quoniam
per rei naturam ¢’ infra 180° cadere debet.

56.

Praecepla praecedentia exemplo illusiranisse haud inutile erit.  Sit =

iy ©

172° 28 13" 7, i = 54° 58 1"1; porro sit planum nouum aequatori parallelum, ‘adeo~

que #=180"; angulum ¢, qui erit obliquitas eclipticae, statuimus = 23° 27 558.
Habemus itaque
Q—n =— 7" 31 46"3 1 (Q—n) =— 5°45'53"15
i+e&e = 58 55669 2(i+e) = 29 2 58,45
j——g = 11 10 5,3 i(i—e) = 6535 265
logsin £(Q—n)...8,8175026 n logcos§ (Q—n)......0,0990618
logsin 1 (i4&)......9,6862484 log sinf(i—eg)......8,9881405

logcos £G4 &)vine9,9%416108 logcos & (i—¢)......9,9979942
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Hine fit l

logsin £ i"sin £ (Q'+ A)...8,5035510 n logeosisin £ (Q—A)...8,7589154 3

lO“ﬂ:!l_g_l__CO‘il Sz,-{-z}\) S,q872023 logwsz‘ cos 3 (R—A).. q,quqqﬁo ,
vode 3 Q4+ A)=541° 49'19" o1 ynde 2(3'& —A) = 556° 41”51 43

logsmgz v0r.0,0094568 logcos §i'.........9,0977202 ]

a oy e e mrEQer_f n ; |

Obtinemus itaque %' =5°51" 56" 445, i'=11° 45" ba" 89, N = 338 50’ 50" 43, {

A=—14"52"12"42. Ceterum punctum n in sphaera coelesti manifesto respondet "

aequinoctio autumnali; quocirca distantia nodi ascendentis orbitae in aequatore ab
acquinoctio vernali (eius rectascensio) erit 158° 50’ 50" 435.

Ad illusirationem art. 55 hoc exemplum adhuc vlterius continnabimus, for- !
mulasque pro coordinatis respectu trium planorum per Solem transcuntium euolue-

mus, quorum vnum aequatori parallelum sit, duorumque reliquorum poli positiui

Iam si insuper distantia loci heliocentrici in sphaera coelesti a punctis §, § resp.
denotetur per u, #, fiet #'=u—A = u+414° 52" 12" 42, et quae in art. 53 per i,

in ascensione recta o et go° sint siti: distantiae ab his planis sint resp.z, x, y. - (
{
|
N-—§, u exprimebantur, hic erunt i, 180°—@', #’. Sic per formulas illic datas 1

prodit
logasinA4......9,0687197 n logb sin B......9,6638058 |
loga cosA...... q,5546380 7 logbcos B......9,95956519 n ‘
vnde 4 = 248°55" 22" g7 vnde B = 158°5°54"g7
 JOF v eaiveveves 9,9987923 logb............9,0920848 I

Habemus itaque : \

. L] -
x = arsin(u'+248°55 22" g7) = ar sin(w+263" 47 55" 3q)
|
y=>brsin(Z/+158 5 54,97) = brsin(ut172 58 7"359) '
z=cr sind = crsin(z+ 14 5219,42)

vhi log e = logsini’ = 9,3081870.
Alia solutio problematis hic tractati inuemitur m Fon Zack Monatliche Cor-
respondenz B. IX. S. 585.

57.

Corporis itaque coclestis distantia a quouis plano per Solem transeunte re- |

duci poterit ad formam £ r sin v {- K), designante ¢ anomaliam veram, El‘ilque E
sinus inclinationis orbitae ad hoe planum, X distantia perihelii a nodo ascendente

orbitae in codem plano. Quatenus situs plani orbitae, lineaeque apsidum in eo, f

,
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nec nou situs plani ad quod distantiae referuntur pro constantibus haberi possunt,
ctiam & et K constantes erunt. Frequentius tamen illa methodus in tali casu in
ysum vocabitur, vbi tertia saltem suppositio non permittitur, etiamsi perturbationes
negligantur, quae primam atque seccundam semper aliquatenus afficiont. Hlud eue~
. nit, quoties distantiae referumtur ad aequatorem, siue ad planum aequatorem sub
angulo reclo in rectascensione data secans: quum enim situs aequatoris propter
praecessionem aequinoctiorum insuperque propter nutationem (siquidem de vero non
de medio situ sermo fuerit) mutabilis sit, in hoe casn etiam % et K mutationibus, len-
tis vtique, obnoxiae erunt. Computus harum mutationum per formulas differentia~
les absque difficultate eruendas absolui potest: hic vero breuilatis caussa sufficiat,
variationes differentiales ipsarum Z, §', A apposuisse, quatenus a variationibus ipsa—~
rm —» atque & pendent.
di’ = sine sinQy d(Q —nr) —cosf'de

. . * (4
sin 7 cos A sin §)
r’
—_ ————d(Q—n)+—d

da sint’ (& ) +'tang SR

: sin & cos §Y sin )

: oo S e = T L AT d i T
da sing’ (& )+ sing de

Ceternm quoties id tantum agitur, vt plures corporis coelestis loci respectu talium
planorum mutabilium calculentur, qui temporis interuallum mediocre complectuntur
(e. g ynum annum ), plernmque commodissimum erit, quantitates a, 4, b, B,
¢, C pro duabus epochis intra quas il cadunt reipsa calculare, ipsarumque muta-
iones pro singulis temporibus propositis ex illis per simplicem interpolationem

eruere.

58.

Formulae nostrae pro distantiis a planis datis inuoluunt ¢ et r: guotics has
quantitates ¢ tempore prius determinare oportet, partem operationum adhuc con-
srahere, atque sic laborem motabiliter allcuare licebit. Deriuari enim possunt illae
distantiae per formulam persimplicem statim ex anomalia excentrica in ellipsi, vel
e gquantitate auxiliari £ aut & in hyperbola, ita vt computo anomaliae verae radii-
gue wvectoris plane non sit opus. Mutatur scilicet expressio £r sin(v+ K)

L pro ellipsi, retentis characteribus art. 8, in
akcosg cos Ksin E+aksin K {cos E—e)
Determinando itaque ¢, L, 1 per aequationes
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aksin K =lsin L

akcosgeosK =1 cos L

—eaksmK —=—elsinl, =} |

expressio nostra transit in Zsin (E+4 L)+ 24, vbi I, L, 2 constantes erunt, quatenus i

k, K, e pro constantibus habere licet; sin minus, de illaram mutationibus com- ‘

putandis eadem valebunt, quae in art. praec. IMOTFLI NS, 7
Exempli caussa transformationem expressionis pro ¥ in art. 56 inuenti appo-

nimus, vbi longitudinem perihelii =121°1 7’344, p= 14°15'31°97 , log a=0,4423790

statuimus. Fit igitur distantia perihelii a nodo ascendente in ecliptica = 50849207 =

n—v; hinc K =212°536'56"09. Habemus itaque

logak..wen08421713 log!l sin L......0,1727600 1

logsinkK..........0,75156887 » logZ cos L......0,355110% n

logakcosg......0,4276456 vnde L =213"25 51" 50

1og c05 K .vu.1.n0,9254698 12 logl = 04516627 '
|

logZ? = 0,0632352

2 =+ 0,53657929

IL. In hyperbola formula kr sin(¢+K) secundum art. 21 transit in 1+ tang F' ;
4 secans F, si statuitur ebksinK =21, bktangwcosK=u, —bksin K =»; ma—

; : ; nsin(F4+N) 42 . |
nifesto eandem expressionem etiam sub formam cos @ reducere licet, f

Si loco ipsius F qﬁanli‘tas auxiliaris # adhibita est, expressio krsin(v4K) per

art. 21 transibit in a4 Bu -[-%-, vbi &, B, 7 determinantur per formulas l
a= A=¢ebksinK \
B=1w+p) = —%ebksin(K—w) |
y=3+@—p)=—45ebk sin (K +w))

II. In parabola, vhi anomalia vera e tempore immediate deriuatur, nihil alind

supererit, nisi vt pro radio vectore valor suus substituatur. Denotando itaque di- |'

q ksin(v+.K) f

cos 5.v°

stantiam in perihelio per g, expressio krsin( v+ XK) fit =

59.
Praecepta pro determinandis distantiis a planis per Solem transeuntibus ma~
nifesto etiam ad distantias terrac applicare licet: hic vero simplicissimi tantum cg~

sus occurrere solent. Sit A distantia terrae a Sole, L longitudo heliocentrica ter~
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rae (quae 180" a longitudine geocentrica Solis differt), denique X, ¥, Z distan-
tiae terrae a tribus planis in Sole sub angulis rectis se secantibus. Jam si

I. Planum ipsarum Z est ipsa ecliptica, longitudinesque polorum planorum reli-
quorum, a quibus distantiae sunt X, ¥, resp. N et N4 go®: erit
X=2Rcos(L—N), Y=Rsin(L—N), Z =o.

Il. Si planum ipsarnm Z aequatori parallelum est, atque rectascensiones polorum
planofum reliquorum, a quibus distantiae sunt X, ¥, resp. 0 et 9o, habebimus,
obliquitate eclipticae per & designata

X=~RcosL, Y=RcosesinL, Z =R sinesinL.

Tabularum solarium recentissimarum editores, clarr. de Zach et de Lambre, lati-

tudinis Solis rationem habere coeperunt, quae quantitas a perturbationibus reliquo-

rum planetarum atque lanae producta vix voum minufum secundum altingere pot-
est. Designando latitudinem heliocentricam terrae, quae latitudini Solis semper
aequalis sed signo opposito affecta erit, per B, habebimus:
i casu L in casu IL
X = R cosB cos(IL.—N) X —= R cosB cos L,
Y= R cosB sin(L—N) | ¥ = R cosBcose sin L— R sin B sine
Z = R sinB Z = R cosBsingsinl 4 R sin B cose

Pro cos B hic semper tuto substitui poterit 1, angulusque B in partibus radii ex-
pressus pro sin B,

Coordinatae ita inuentae ad cenirum terrae referuntur: si §, , { sunt di-
stantiae puncti cuiuslibet in terrae superficie a iribus planis per centrum tefrae
ductis iisque quae per Solem ducta erant parallelis, distantine illius puncti a pla-
nis per Solem transeuntibus manifesto erunt X+4&, ¥4y, Z+{, valores coor-
dinataram &, 7, { autem pro viroque casu facile determinantur sequenti mo-
do. Sit ¢ radius globi terrestris (siue sinns parallaxis horizontalis mediae Solis)
2 longitudo puncti sphaerae coelestis, vbi recta a terrae centro ad punctum super-
ficiei ductum proiicitur, £ eiusdem latitudo, o« ascensio recta, ) declinatio, eritque

in casu L

in casu IL
o cosf3 cos(2—N) ‘ £ = g cosdcosa
o cos B sin(d—N) 7 = @ cosdsine
o sinf { = g sind

Ihnl

Uy N
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Punctum illud sphaerae coclestis manifesto respondet ipsi zenith loci in superficie

(siguidem terra tamguam sphaera spectatur), quocirca ipsius ascensio recta conue- '
niet cum ascensione recta medii coeli siue cum iempore siderali in gradus conuerso, - l
declinatio autem cum eleuatione poli; si opera¢ prelium esset, figurae terrestris i
sphaeroidicae rationem habere, pro o elcuationem poli correctam , atque pro o di- e
slantiam veram loci a ceniro terrae accipere oporteret, quae per regulas motas k
eruuntur. Iix « et ¢ longitudo et latilmdo 4 et § per regulas nolas infra quoque w
tradendas deducentur; ceterum patet, 2 copuenire cum longitudine nonggesuni, at-

que go°— 3 cum eciusdem altitudine,

bo.

Designantibus », y, =z distantias corporis coelestis a tribus planis in Sole
sub angulis rectis se sccantibus; X, ¥, Z distantias terrac (siue centri siue puncti
in superficie) ab iisdem planis: patet, a —X, y— ¥, z—Z fore distantias corpo-
ris coelestis a tribus planis illis parallele per terram ductis, hasque distantias ad
' distantiam corporis a terra ipsiusque locum geocentricum *), i. e. situm proiectionis

reclac a terra ad ipsum ductae in sphaera coelesti, relationem eandem habituras,
quam #, ¥, z habent ad distantiam a Sole locumque heliocentricum. Sit A distan—
tia corporis coelestis a terra; concipiatur in sphaera coelesti perpendiculum a loco

geocentrico ad circulum maximum, qui respondet plano distantiarum z, demissum,
sitque @ distantia intersectionis a polo positino cirenli maximi, gqui respondet plano

ipsarum x, denique sit b longitudo ipsius perpendiculi sine distantia loci geocentrfci f
a cireulo maximo distantiis z respondente. Tunc erit b latitudo aut declinatio geo- {
cenirica, prout planum distantiarum z est ecliptica aut acquator; contra a+ N lon- l
gitudo seu ascensio recta geocentrica, si N designat in casu priori: longitudinem n
posteriori ascensionem rectam poli plani distantiorum x.  Quamobrem eril |
x—X = A cosbcosa
¥ A cosbsina
r—Z = A sinb '
!

I

Duae priores aéquationes dabunt a atque A cosl; quantilas posierior (quam posi-
tivam feri oportet) cum aequatione tertia combinata dabit b aique A.

e il

- |

*) In sensu latiori: proprie enim haec expressio ad cum casum refertur, vbi recta e terrae cen-
tro ducitur.

8 }
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61.

Tradidimus in praecedentibus methodum facillimam ; corporis coelestis Io-
cum geocentricum respectu eclipticae seu aequatoris, a parallaxi liberum siue ea
aflfectum, ac perinde a nutatione liberum seu ea affectum determinandi. Quod enim
attinet ad nutationem , omnis diffeventia in eo versabitur, viram aequatoris positio-
nem mediam adoptemus an veram, adeoque, in casu priori longitudines ab aequi-
noctio medio, in posteriori a vero numeremus, sicuti in casu illo eclipticae obli-
quitas media, in hoc vera adhibenda est. Ceterum sponte elucet, quo plures ab-
breuiationes in calculo coordinatarnm introducantur, eo plures operationes praeli-
minares esse instituendas: quamobrem praestantia methodi supra explicatae, coor-
dinatas immediate ex anomalia excentrica deducendi, tunc potissimum se manifesta-
bit, vbi multos locos geoceniricos determinare oportet: contra quoties vnus tantum
logns computandus essel, aut perpauci, nemtiquam operac pretium foret, laborem
iot quantitates auxiliares calculandi suseipere. Quin potius in tali casu methodum
vulgarem haud desercre praestabit, secundum quam ex anomalia excentrica dedu-
citur vera atque radius vector; hinc locus heliocentricus respectu eclipticae; hinc
longitndo et latitudo geocenlrvica, atque hinc tandem rectascensio ct declinatio. Ne

quid igitur hic deesse videatur, duas vltimas operationes adhuc breuiter explicabimus.

62,

: Sit corporis coeleslis longitudo heliocentrica 7, latitudo §; longitudo geo-
centrica 7, latitudo b, distantia a Sole r, a terra A; denique terrae longitudo he-
liocentrica L, latitudo B, distantia a Sole £ Quum non statuamus B =0, [or-
mulae nostrae ad eum quoque casum applicari poterunt, vbi loci heliocentrici ef
geocentricus non ad eclipticam sed ad quoduis aliud planum referuntur, modo de-
nominationes longitudinis et latitudinis supprimere oportebit: praeterea parallaxeos
ratio stalim haberi potest, si modo locus heliocentricus terrae non ad centrum sed
ad locum in superficie immediate refertur. Statuamus porro rcos 8 =r, Acosb=4,
RcosB=R. Tam referendo locum corporis coclestis alque terrae in spatio ad
tria plana, quorum ynum sit ecliptica, secundumque et iertium polos suos habeant
in longitudine N et N4go°, protinus emergent acquationes sequentes:

7' cos (A— N) — R'cos(L—N) = A’cos(i—N)

#sin(1—N) — R'sin(L—N) = A'sin (/—N)
' lang B — RtangB = A'tangd
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G

9
vbi angulus N ommino arbitrarius est. Aequatio prima et secunda statim determi-
nabunt /— N atque A’, vnde et ex tertia demanabit &; ex b et A’ habebis A. Iam
vt labor calculi qnam commodissimus euadat, angulum arbitrarium N iribus modis
sequentibus determinamus:

’

7"
I. Statuendo N= L., faciemus —%— sin(A—L) =P, 7o €05 (d==L) —r

r

=, inuenienturque /—1L, —7— atque b per formulas

=
tang (l-——L) = —a-
Al P = 0,
R = sin(l—L) T cos({I—L)
r’
-~ lang § —tang B
tangb= N
=
8 ] . " - Rf
II. Statuendo N=2, faciemus 7 sin(2 —L)=P,1~ —7cos(A—L)=¢,
eritque
tang (l— P — _Q_
& r =] Y
¥ sin({—2) T cos(i—J)
R
tang 3 —— 7 tang B
tangb = A
T

II. Statuendo N =3(i+ L), inuenientur { atque A’ per aequaliones

’ ’

R
lang (5-— 1A+ L)) = “;:-tfé’_‘ tang £ (A— 1)

A= (P R)sin(A—1L)  (F—R)cosi(A—L)
sin (f —i(4+L) T cos (l A \J)
P

ac dein b per aequationem supra datam: Logarithmus fractionis Sy commode

R r4+ R

culatar, s&i statiiior % = 5 L7
cal > 8 slaluitur —;— = fangf, vnde fit ——gz = tang (45 +£). Hoc

modo methodus 1l ad determinationem ipsius 7 aliquanto breuior est, quam I et IT,

ad operationes reliquas autem Ras il pracferendas censemus.

- — e

i
|
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65.

Fixempli caussa caleulum in avt. 51 vsque ad locum heliocentricuin produ-
ctum viterius continuamus. Respondeat illi loco longitudo heliocentrica terrae
24°19"49'05 =L, atque log R = g9,9980979; latitudinem B statuimus =—o. Habe-
mus itaque }— L ==—17"24'20"07, log ' =log R, adeoque secundum methodum II,

4 Ao o
log ], .................. 9,6729815 log(1—Q)......9,6526258
»
logsiu (_P—-L) ...... 9347585'}3 I 1 —-Q — 0,4:-193925
logcos(A—1.)...... 9,0796445 Q = 0,5506075
a1 3 CIERCRRER SRR 0,1488466 n
YOBI0 v cyaiis 0,7408421
Hine [—2 =—14"21'6"75 ynde I =3552"54"22"23
fog = Ve rrrerrrnnnei QU BAB L vnde log A”...0,0707283
BRI ows i34 8,8020996 » log cosb.......9,0973144
logtangb.............. 9,0474879 n JogNicecivisnies .0,0824139,
b = —6"21"55"oy
Secundum methodum IIT ex logtang £ = 9,6729815 habetur {= 25°13'6" 51 » adeoque
log tang (45°+£) ....o......0,4d4 1001
logtang 3 (1—L). .......9.,'181—:.().‘)8 n

J—11)..8,629002g n
L = —25 51679

15 57 39,015 §

I3
$i+

\:

log tang | J L
o
-

o1

vade [ =552"54"29" 22

p],-c

64.
Circa problema art. 62 sequentes adhuc obsernationes adicimus.

I. Statuendo in aequatione secunda illic tradita N=Jj, N=1L, N=I, prodit
R sin(A-L)=A'sin(I—2); 7' sin(A— L) =A'sin(l—L); rsin(I-2)=R'sin(I-L);

;(equatio prima aut secunda commode ad caleuli confirmationem applicatur , s1 me-

‘thodus I aut IL art. 62 adhibita est. Tta habetur in exemplo nostro

log sin(A—1L})......0,4758653 n fe L =—3531"45 26" 82
’
Iog——ir- cosen s 037046117

9,7212536
logsin({—L).......9,7212536 n
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II. Sol duogue in plano eclipticae puncta, quae sunt proiectiones loci cor-
poris coelestis alque loci terrae, triangulum planum formant, cuins latera sunt i
A, R, ¢, angulique oppositi vel i—L, I—2, 180°— /4 L, vel Li—2, 21—
180°— L 4-I: ex hoc principio relationes in I traditae sponte sequuntur. H
III. Sol, locus verus corporis coelestis in spatio, locusque verus ferrae aliud |
triangulum formabunt, cuius latera erunt A, R, r: angulis itaque his resp. oppo-

s . . sin sinT  sin(S4-7) "
sitis per §, T, 180" —8§—T' denotalis, erit ——= —p~ = ——. a—

!

num huius trianguli in sphaera coelesti circulum maximum proiiciet, in quo locus

heliocentricus terrae, locus heliocentricus corporis coelestis eiusdemque locus geo— - ,

ceniricus siti erunt, et quidem ita vt distantia secundi a primo, tertii a secundo,

tertii a primo, secundum ecandem directionem numeratae, vesp. sint §, T, S4 7.
IV. Vel ex notis variationibus differentialibus partium trianguli plani, vel

aeque facile e formulis art. 62 sequenles aequationes differentiales derivantur:

reos(A—1) sin (A—1{ -
d! :*————-—é\—r‘—-)——d - —‘—*—E—Ldl’__
dA'=—r"sin(A—17)d 14 cos(4—17) dr
r cos bsinbsin (A—1) ¥ cos b* :
L dbé = A dA 4 KIW di3 +
eosb®

——

T (tang §— cos (A—1£) tang b) d «’

vbi parvies quae continent dr’, d A" per 206265 sunt multiplicandae, vel reliqnae pey
206265 dinidendae, si mutationes angulorum in minutis secundis exprimuntur.
V. Problema inuersum, scilicet determinatio loci heliocentrici e geocenirico
problemati supra euoluto prorsus analogum est, quamobrem superfluum foret, illi
amplius inhaerere. Omunes enim formulae art. 62 etiam pro illo problemate valent,
si modo omnibus quantitatibus quae ad locum corporis coelestis_ge&centricum spe- Adelio
ctant cum analogis iis quae ad geocentricum referuntur permulatis, pro L, B resp. i
substituitur L 4180°, — B, siue quod idem est pro loco heliocentrico terrae geo— 1

ceniricys solis accipilur. f

65.
Examsi in en cast, vbi ex elementis daiis paucissimi fantum loci geocen~
frici sunt determinandi, omnia artificia supra fradita, per quae ab anomalia excen—
trica statim ad longitudinem et latitudinem geocentricam, vel adeo ad rectascensio—

|
n




Ga . Lier. I. Secrt. Ii

nem et declinationém, transire licet, in vsum vocare vix operae pretium sit, quo-
niam compendia inde demanantia a multitudine quantitatum -auxiliarium antea com-
pulanda_ruin absorberentur: semper {amen coniractio reductionis ad eclipticam cum
calculo longitudinis et latitudinis geocentricae lucrum haud spernendum praestabit.
Si enim pro plano coordinalarum z assumitur ipsa ecliptica, poli antem planorum
coordinatarum tfr, ¥ collocantur i longitudine §, 90“—{—52, coordinatae facillime ahs-

que vlla quantitatum auxiliavium necessitate determinantur. Habetur scilicet

x=rcosu X=Rcos(L—g) | x—X=A"cos(I—Q)
y=rcosisinu Y =R sin (L—§) ' y—¥Y=A'sin(i— &)
Z=rsinisinu Z=R'tang B z2—Z =A'tangb

. ’
Quoties B =o0, est R =R, Z=o0. Secundum has formulas exemplum nostrum
numeris sequentibus absoluitur: £, —Q=2153"12"0"52

fogr......coooiinnn000,52 59877 [T A 9,0080979
logcosu.............0,0824141 n logcos(L—8)....9,0226027 n
logsin..,......., e 0,4454714 n logsin(L.—§)....9,7584553 n
o N 0,5084018 n by Koy el 9,9207006 n
WBgrsing. . 0,77146091 n

logcosi............... 9,0885266

logsini................0,3567570

logy..vovnvvessnne, -9,7599857 7 log Y...oooovvvoniinn.50,7565352
s L S sioeeneGy 1972161 72 7l — o
Hinc it
log(x—X).........0,0795906 n
log(y—%).........8,4807165 n
wade (/—)=181"26'535"49 ae— 352" 54" 22" a9
T e 0,0797283
logtangb.............9,0474878 n e — 6 21 55,06
66.

E longitudine et latitudine puncti cuiusuis in sphaera coelesii eius rectascen-
sio et declinatio deriuantur per solutionem trianguli sphaerici, quod ab illo puncto
polisque arcticis eclipticae et aequatoris formatur. Sit & obliquitas eclipticae, 7 lon~
gitudo, & latitudo, e ascensio recta, & declinatio, eruntque trianguli latera e,
90°—b, go°—d; pro angulis lateri secundo et tertio oppositis accipere licebit go®+ e,

o ”
0o —1 {
0

— : ; . : AR RN e
sifiidem . drianguli sphaerici ideam maxima generalitale concipimus); angu-
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lum tertium lateri & oppositum staluemus = 00°—ZEB. Habebimus itaque per for-

mulas art. 54.
sin (45°—£ ) sin § (E4a) = sin(45°+5 2)sin (45°— £ (o4-5))
. A ED .

sin (45°—% ) cos L (B4 a) =cos (45°+ £ 1) cos (45°—3(e— )

5 . ;=
cos (45" — % § ) sin £ (E— ) =cos (45’4 £ ) sin (:L.) —i(e— )

;=0
c0s(45°— 1 J) cos & (B — o) = sin (454 § /) cos (45°—z% (et b))

’ - . Sl A oy . il L(E —¢)
Aequationes duae primae dabunt £ (E£4 a)atquesn (45°—% d); duac vltimae % (BE—e)
alque cos (45°—£0); ex i(E4e) ct £(f—ea ) habebitur e simulque ByTex
sin (45°—3% &) aut cos (45°—%4), quormm consensus calculo confirmando inseruiet,
determinabilur 45°— 28 atque hinc d. Delerminatio angulorum £(Z+e), 3 (E— o)
per tangentes suos ambiguitati non est obnoxia, quoniam fum sinus tum cosinus

anguli 45°— % & positiuus euadere debet.
Mutationes differentiales quantitatam ¢, d e mutationibus ipsarum I, b se-
cundum principia nota ita inueniuntur:

sin Feosbh cos
do = . df— —d b
cos 0 coso

dd =cos Ecoshdl 4 sin £db

G7.
Methodus alia, problema art. praec. soluendi, ex aequalionibus
cosssinl = sin stangh 4 cos/tanga
sin o = cose sinb -+ singcosbsin/
cosbeosl= cosacosd
petitur,  Determinetur angulus auxiliaris 8 per aequationcm

tang b

tang 6 = ———7 erilgque
cos (646 tangl
tanga =——_ 53—~

tang & = sin e tang (e + )
qubus aequationibus ad calculi confirmationem adiici potest

i cosbcosl | 5 cos (e + @) cos bsinf
== —————— gige €080 = ;
cos e Bge s cos ) sinee

Ambiguitas in determinatione ipsius & per aequ. secundam eo tollitar, quod cose

et cos/ eadem signa habere debent

—

g

——re i —as
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Haee methodus minus expedita est, si practer e et § etiam B desideratur:
811 £ COS 2

formula commodissima ad hunc angulum determinandum tpne erit cos = =
CcoS

=%§i Sed per hane formulam F accurate computari nequit, quoties =+ cosE
parum ab vnitate differt; practerea ambiguitas remanet, virum E inter o ‘et 180°
an inter 180° et 360° accipere oporteat. Incommodum prius raro vllius momenti
est, praesertim, quum ad computandas rationes differentiales vitima praecisio in va-
lore ipsius £ non requiratur: ambiguitas yero illa adiumento aequalionis cos beos dsin B
= cos& — sinbsind facile tollitur, quae ostendit 7 inter o et 180°, vel inter 180°
et 360° accipi debere, prout cos¢ maior fuerit vel minor quam sinbsind: mani-
festo hoe examen ne necessarium quidem est, quoties alteruter angulorum b, ¢ li-

- 7 : 3 A 5 .
mitem 66°352" non egreditur: tunc enim sinZ semper fiet positiuus. Ceterum ea-
dem aequatio in casu supra addigilato ad determinationem exacliorem ipsius £, si

operae pretium videtur, adhiberi poterit,

68.

Sclutio probléematis inuersi, puta delerminatio longitudinis et latitudinis ex
ascensione recta et declinatione, eidem triangulo sphaerico superstruitur: formulae
itaque supra iraditae huic fini accommodabuntur per solam permutationem ipsius &
cum J, ipsiusque 7 cum —¢. Eiiam has formulas, propter vsum frequeniem, hic
apposuisse hand pigebit:

Secundum methodum art. 66 habemus

sin (45°—38) sin 5 (B —1) = cos (45" + § &) sin(45°— 3 (&4 d))

sin (45°—3% b)cos § (B—1) = sin(45°+ L a) cos(i? — X (e— (?))

cos(45° =1 b)sin § (E41) = sin(45° 41 &) sin (45°—z (e—4d))

cos(45°— £ b)cos L (E 1) = cos (45°4 £ a) cos (‘15"-—% (e+ (5))

Conlra ad instar methodi alierius art. 67 determinabimus angulum auxilia-
rem { per aequationem

. tangd )
tang { = BT enitqus
cos ({—&)tang e
langl =

cos{
tangb = sin/ tang ({—&)
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Ad caleuli confirmationem adiungi poterit
. & .
cos 9 cos e cos ({— &) cos 0 sin e
cos fsin!

cos b =

cos 4
Pro determinatione ipsius E inseruient perinde vi in arl. praec. aequationes
sin & cos o sin g cos /

cos B = o —
cos b cos o

cosbeosdsin B = cosg — sinbsind

Variationes differentiales ipsarum 7, b hisce formulis exhibebuntur:

sin Ecosd cos &
‘”2_‘”&7.‘3— = T cosb dd

dd = ——cosEcosdda + sin EdJd

‘ 6g.
Exempli caussa ex ascensione recta 355° 45 45" 30 =@, declinatione
‘ —-8°47'25" =4, obliquitate eclipticac 25°27" 59" 26 = ¢ longitudinem et latitudinem
computabimus. Est igitur 45°4+1 a==222"51"52"65, 45°—%(e+d) =357"59’ 42" 87,
‘ 45°—% (e—d) = 28°52"17"87; hine porro

‘ logcos (45°+ % @) ..., 9,8650820 n  logsin (45°4 % a).............,..q,8526803 7
log sin (45°—3 (¢4 0))......0,7860418  logsin (45°—3(e—d))....0,6838112
log cos (45°— % (e 4+ d))......9,8985222 log cos (45°— % (e—d)).....9,9425572
logsin(45°—<£ 6) sing (£—1)......... 9,6511238 n
logsin (45" —£b)cos £ (B—1).........9,7750375 n

vde £(E—1) =216"56"5"5y; logsin(45°—1b) = g,8725171

log cos (46"—%10)sin 2 (L4 2).......9,5164915 n

logcos(45°—£b) cos £(E4-1).......9,7656042 n
vade ;(Li+7) =209 50"49"94: logcos(456°—1b) = 09,8259669
Fit itaque E= 426"26'55"35, /==—17"25"15"45, siue quod eodem redit E—= 66°26'55"33,
£ =552 34" 44°55; angulus 45°—3b e logarithmo sinus habetur 48°10'58"12, e log-
arithmo cosinus 48°10°58" 17, e fangente, cuus logarithmus illorum differentia est,
£8°10°58"14; hine b = — 6°21° 56" 28.

= e

T T —
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Secundum methodum alteram calenlus ita se habet:

Jogtangd......9,1895062 n C.logcos{..........0,56261g0

logsine........8,8719792 n» log cos ({~—¢)...... 9,87897035
loglangg ....... 0,3173270 logtanger.5ulon,; 8,8751869 n
¢ = 64°17"6"85 logtang/{............9,1047762 7

fm—g = 40 497,57 I = 352°54"44" 50
logsinil.......... 1111232 72

logtang ({—¢).....9,036587 4
logtangb............. 9,0475106 7
b= —6°21"56"26

Ad determinandum angulum Z habemus calculum duplicem:

log oing. v usiviuess 9,6001144 logsine...... vrenn,6001144
- logeasors i 9:9987924 logeog i ioowms 9,9965470
C.logcosb........0,0026859 C.logcosd........0,0051513
logcos ... 9,6015927 logcos B........... 9,6015927

vonde Z = 66°26"53"35

70.

Ne quid eorum, quae ad calculum locornm geocentiricorum requiruntur, hic
desideretur, quaedam adhuc de parallaxi atque aberratione adiicienda sunt. Me-
thodum quidem supra iam descripsimus, secundum quam locus parallaxi affectus,
i. e. cuilibet in superficie terrae punclo respondens, immediate maximaque facilitate
determinari potest: sed quum in methodo vulgari in art. 62 et sequ. tradita locus
geocentricus ad terrae centrum referri soleat, in quo casu a parallaxi kber dicitur,
methodum peculiarem pro determinanda parallaxi, quae est inter virumque locum
differentia, adiicere oportebit.

Sint corporis coclestis longitudo et latitudo geocentrica respectun centri ter—
rac 2, f3; eaedem respectu puncli cuiusuis in superficie terrae 7, b; distantia cor-
poris a terrde ceniro 7, a puncto superficiei A; denique respondeat “in sphaera
coclesti ipsi zenith huius puneti longitudo L, latitudo B, designelurque radius ter—
rae per R Sponle iamn palet, omnes aequationes art. 62 etiam hic locum esse ha—
bituras; sed notabiliter contrahi poterunt, quum R ]1i‘o exprimat quantitatem prae
r et A tantum non enanescentem. Cecterum eaedem aequationes manifesto etiam-—

num valebunt, si 1, Z, L pro longitudinibus ascensiones rectas, atque g8, 0, B
pro latitudinibus declinationes exprimunt. In hoc casu /—4, b— 3 erunt parallaxes
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ascensionis rectae et declinationis, in illo vero parallazes longitudinis et latitudinis.
Quodsi iam R vt quantitas primi ordinis fractatur, eiusdem ordinis erunt I—4,
b—pB, A~—r, neglectisque ordinibus superioribus e formulis. art. 62 facile deri-

vabiiur:
Ll—1= R""‘"‘-fff:"jf%ﬂ——L)
oS |
Il b—p= RCOSI:COS{)’ '(1ang15‘005(2-—L)-——_t<mgB)

-

. A—r =—Rcos B sinf} (coiang B cos (A— L) + tang B

- - > tang BB :
Accipiendo angulum auxiliarem @ ita vt fiat tang 6 i) aequationes II,

[II formam sequeniem nanciscuntur:
R cos B cos(4— L) sin(f— 6) Rsin Bsin(§—0)
rcos T rsin 6
ReosBeos(A—L)cos(B—6) ~ RsinB cos(B—0)
cos 6 Ay sin @

II- b_fg —

IL. A—r =—

Ceterum patet, vt in I et Il /— 2 et 5 — 3 in minutis secundis obtineantur, pro R
accipi debere parallaxem mediam solarem im minutis secundis expressam; in III
yero pro £ eadem parallaxis per 206265" dinisa accipienda est.  Tandem nullo
praccisionis detrimento in valoribus parallaxium pro r, 2, g, adhibere licebit A, Z, b,
quoties in problemate fnucrso ¢ loco parallaxi affecto locum ab eadem liberum de~
terminare oportet.

Exemplum. Sit ascensio recta Solis pro centro terrae 220°46'44"65 = 2,
declinatio — 15" 49'45" 94 =f3, distantia 0,9904511 =r; porro tempus sidereum in
aliquo laco in terrac snperficie gradibvs expressa 78°20"58" =1, loci cleuatio poli
5" 25 57" =B, parallaxis media solaris 8"6 =R._ Quacritur locus Solis ex hoe

jeo visus, dislaniiaque ab eodem.

¢ AR e 0,43 150 308 B icemessomyrind .0,05450
logcos B ..o ~9,84003 b SIS .9,85209
C.logr.....cccvcenirns0,00418 L [y 3 10,0041 8
C.logcos3............0,01679 C.logsin@i..couieinn- 0,10517
logsin(A—1.).......9,78508 logsin(8—@).......9,77152 n
log((—2)..cccr0.n0,58648 Tog (6— ) -+wivurr-0,66627 1
§— ] + 3"86 b—f = — 464
I = 220° 46’ 48”51 O = — 15°49'45" 86
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logtang B..............0,00706 log(6—g8)........7..0,66627 n
logeos(A—L1)......9,89g09 n logcot(8—4)........0,15522
logtangg............. 0,10797 n YogT o, o v in,09582
g = 127° 570" {7 e o 4,68557
B—0=—145"46'44" Tog(r—A)......-5,a8288
r—A = — 0,0000304
Fay = 0,9904615

71
Aberratio fisarum, nec non pars ea aberr

ationis planetarum et comefarum
quae soli motui terrae debetur,

oritur inde, quod cum terra integra tubus moue-
tur, dum radius Inminis ipsius axem opticum percurrit. Corporis coelestis locus
obseruatus (qui et apparens sen aberratione affectus dicitur ) determinatur per situm
axis optici telescopii ita collocati, vt radius luminis ab illo egressus in via sua
viramque huius axis extremilatem attingat: hic antem situs di
radii luminis in spatio.

uersus est a situ vero
Distinguamus duo teniporis momenta ¢, ¢5 vbi radius lu-
minis extremitalem anteriorem (centrum vitri obiectiui ),

vbigue posterioreni (focum
vitri obieciiui) atlingit;

sint harum extremitatum loci in spatio pro momento priori
@, b; pro posteriori @, 4. Tunc patet, rectam ab’ esse situm verum radii in spa—
tio, loco apparenti aufem respondere rectam ab vel @'l (quas pro parallelis ha-
bere licet): nullo porro negotio perspicitur, locum appareniem a longitudine tubi
non pendere. Differentia inter situm rectarum b'a, ba est aberratio qualis pro stel-
lis fixis locum habet: modum eam caleulandi hic tamquam notum silentio fransi-
mus. Pro stellis errantibus autem ista differentia nondum est aberratio complet
planeta scilicet, dum radius ex ipso egressus ad terram descendit,
ipse mutat, quapropter

a2

locum suam
situs huius radii non respondet loco geocentrico vero tems;

pore obsernationis. Su;ppommlusJ radium luminis qui tempore ¢ in tubum impin

git tempore 7' e planeta egressum esse; designeturque locus planctae in spatio tem<
pore 7' per P, tempore ¢ autem per p; denique sit 4 locus extremitatis antece-
dentis axis tubi pro tempore 7. "Tunc patet

1° rectam AP exhibere locum verpm planetae tempore T.

2° rectam ap aufem locum verum tempore .

=0

5" rectam ba vel b'a’ locum apparentem tempore 7 v

el ¢ (quorum differen-
lia ceu quantitas infinite parua spectari potest).

+ Q r y . i : - ‘ ¥
4 reclam b'a eupdem locum apparenlem ab aberratione fizartm purgatum,
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Iam puncta P, @, b in linea recta iacent, eruntque partes Pa,ab’ propor-
tionales temporum interuallis +—17', {—, siquidem motus luminis celerilate vui-
formi peragitur. Temporis intervallum #'— 7" propter immensam luminis velocita=
tem semper est perparuum, intra quod motum terrae tanquam rectilineum ac cele-
ritate vniformi peractum suppenere licel: sic etiam 4, a, « in directum 1acchbunt,
partesque Aa, ad’ quoque interuallis ¢—7', # —¢ proportionales erunt. Hine fu-
cile concluditur, rectas 4P, &'’ esse parallelas, adeogue locum primum cum ter-
tio identicum.

_ Tempus ¢— 7" erit productum distantine Pe in 495", inira quod lamen
perecurrit distantiamy mediam fterrae a Sole, quam pro vaitate accepimius. In hoe
caleulo. pro distantia Pa etiam P4 vel pa accipere licebit, quum differentia nul-
lius momenti esse possit.

Lix his principiis tres demanant methodi, planetae vel cometae locum ap-
parenlem pro quouis tempore ¢ determininandi, e quibus modo hanc medo illam
praeferre conueniet.

L. Subtrahatur a tempore proposito tempus mtra quod lumen a plancta ad
terram descendit: sic prodibit tempus reductum 7', pro quo locus verus more so-
lite computatus cum apparente pro # identicus erit. Ad com putuin  reductionis
temporis £— 7' dislantiam a terra nouisse oportet: plerumque ad hunc finem sub-
sidia commoda non decrunt e. g. per ephemeridem vel lewi tantum calamo calcu~
latam, alioquin distantiam veram pro tempore Z more solito sed neglecta. pracci-~
gione nimia per caleulum praeliminarem determinare sulficiet.

IL. Computetur pro tempore proposito ¢ locus verus atque distantia, ex hac
reductio temporis¢— 7', atque hinc adiwmento motus diurni (in longitudine et lati~
tudine vel in ascensione recta et declinatione) reductio loci veri ad tempus 7.

UL Computetur locus heliocentricus terrae quidem pro tempore #: locus he-
lLiocentricus planetae autem pro tempore 7' dein ex horum combinatione more so—
lito locus geocentricus planclae, qui aberratione fixarom (per methodum notam
eruenda siue ¢ tabulis depromenda) auctus locum appareniem quaesitumn suppeditabit.

Methodus secunda, quac valgo in vsum vocari solet, eo quidem prae reli-
quis s6 commendat, quod ad distantiam determinandam numquam opus est calculo
duplici, attamen eo laborat incommodo , quod adhiberi nequit, nisi plures: loci vi-
cini’ vel calculentur vel ex obsernationibus jam innotaermt; alioquin enim motum

dinrnum pro dato habere non liceret.
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Incommodum, quo methodus prima et tertia premuntur, plane toilitur quo-
ties plures loci sibi vicini calculandi sunt. Quam primum enim pro quibusdat
distantiae iam innotuerunt, percommode et preccisione sufficiente distantias pro-
xime sequentes per subsidia trita concludere licebit. Ceterum si distantia est nota,
methodus prima tertiac ideo plerumque pracferenda erit, quod aberratione fixarum
opus non habet; sin vero ad caleulum duplicem refugiendum est, tertia co se
commendat, quod in calculo altero locus terrae saltem retinendus est.

Sponte iam s¢ offerunt, quae ad problema inuersum requiruntur, puta si
e loco apparente verns deriuandus est, Scilicet secundum methodum I retinebis lo-
cum ipsum immutatum, sed tempus £, cui locus propositus vi apparens respondet,
conucrtes in reductum 77, cui idem tamquam verus respondebit. Secundum me-
thodum II retinebis tempus ¢, sed loco proposito adiicies molum intra tempus é¢— T}
quasi istwn ad tempus # +(t—T) reducere velles.  Secundum methodum I locum
propOSitum ab aberratione f{ixarmm liberatum tamgunam locum verum pro tempore

T considerabis, sed terrac locus verus tempori ¢ respondens retinendus est ac si

" ad istud pertineret. Vtilitas methodi tertiae in Libro secundo clarius elucebit.

Ceterum, ne quid desit, adhuc obscruamus, locum Solis ab aberratione
perinde affici ac locum planetae: sed quoniam tum distaniia a terra fum motus
diurnus propemodur sunt consiantes, aberratio ipsa semper valorem tantum non
constantem obtinet motui medio solis in 493" aequalem, adeoque ==20'25, quae
quantitas a longitudine vera subtrahenda est vt media prodeat. Valor aberrationis
exactus est in ratione composita distantiae et motus diurni, siue quod eodem re-
Jdit in ratione inuersa distantiac, vnde ille valor medius in apogeo 0’54 diminuen—
dus in perigeo tantumdem augendus esset. Cetgrum tlabulae nostrac solares aber—
rationem constantem ~—20" 25 lam includunt; quapropter ad obtinendum longitudi-

nem veram tabulari 20'25 addere oportebit.

72
72,

Finem huic Seclioni imponent quaedam problemata, guae in determinatione
orbitarnm planetarum ¢t cometarum vsum frequentem praestant. Ac primo quidem
ad parallaxem reueniemus, a qua locum obseruatum liberare in art. 7o docuimus.
Talis reductio ad centrum terrae, quum planetae distantiam a terra proxime saltem
notam supponat,  institui nequit, quoties planctae obscruati orbita emmino adhue

incognita est. Attamen in hoe quogue casu finem saltem cundem assequi licet, cuius

caussa reductio ad centrum terrae suscipitur, ideo scilicet, quod hoc centro in plano
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eclipticae iacentie vel laccre supposito plures formulae maiorem simplicitatem et con-
cinnitatem nanciscuntur, guam si. obsernatio ad punctum extra planum eclipticae
veferretur.  Hoe itaque respectu mihil interest, virum obseruatio ad centrum terrvac
an ad quoduis alind punclum in plano eclipticae reducatur. Iam patet, si ad hunc
finem punclum intersectionis plani eclipticae cum recta a planeta ad locum. verum
obseruationis ducta eligatur, obseruvalionem ipsam nulla prorsus reductione opus ha—
bere, quum planela ex omnibus punctis illius rectac perinde videatur *): quamobrem
hoc punctum quasi locum fictum obscruationis pro vero substituere licehit.  Situm
illius punecti sequenti modo determinamus.
Sit corporis coelestis longitudo 2, latitudo B, distantia A; omuia respect
loci veli obseruationis in terrae superficic, cuins zenith respondeat longitudo 7, la-
titudo b; porro sit # semidiameter terrae, L longitudo heliocentrica ceniri terrae,
B ciusdem latitudo, R eiusdem distantia a Sole; denique L' longitudo heliocentrica
loci ficti, " R ipsius distantia a Sole, A4 d ipsius distantia a corpore coclesti. Tunc
nulloe negotio eruentur aequationes sequentes, denotante N angulumn arbifrarinm:
R cos(L/—N)+dcos Bcos(A—N)= Rcos Beos(L—N )+ mcosbeos ({— )
R'sin{L'— N) +dcosBsin(A—N) =Rcos B sin (L—N)+ mcosbsin({—2N)
3.\?.,511;5’ =Rsm B4 asinb

Statuendo itaque I (Rsin 2+ zsind)colang @ =g, erit

. R cos(l/—N) = R cos Beos(L—N) +zcosbeos(l— N)— ucos(A—N})

III. & sin(f)—N) = R cos Bsin(L—2N)+zcosbsin(l—N)—usin(2—N)

e

IV. d = =

cos.j?

Ex acquationibus 1I, I determinari poterunt & et L', ex IV interualluny
temporis tempori obsertiationis addendum quod erit minutis secundis =493 d.

Hae aegualiones sunt exactae et generales, poteruntque tunc quoque adhi-
beri, vbi pro plano ecliptica aequatore substituto L, L', I, 1 designant ascensiones
rectas, B, b, 2 declinationes. Sed in casu de quo hic potissimum agimus, scili-
cet vbi locus fictus in ecliptica situs esse debet, exiguitas quantitatum B, =z, L'—ZL
adhue guandam formularum praecedentium contractionem permitit. - Poterit ening
pro @ assumi parallaxis media solaris, B pro sin B, 1 pro cos BB et cos (L'— L),

) Si vltima praccisip desideraretur, internallum temporis,. intra quod lumen a vore loco of-

sernstionis ad Letum seu ab hoe ad illam delabitur, tempori proposito vel addere vel inde subdp-

cere oporteret, siquidem de locis aberratione affectis agitur: sed haec diflerentia vix vllivs momenti

esse potest, nisi latitudo perperua fuerit.
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L'— I pro sin(L'—L). fta faciendo N= 1, formulas praccedentes

formam sequentem:

I u =(RB+zsinb)cotangf?

II. R=R +mcosbecos{({— L) = picos (A== 1)

m. /'—L =

zcosbsin(l—L) — ysin(A—L)

¥/

assumuni

" . . r . . . . . . .
Proprie quidem hic B, #, L'=L in partibus radii exprimendi sunt; sed patet, si

illi anguli in minutis secundis exprimantur, aequationes I, III sine mutatione reti-

neri posse, pro I autem substitui debere .

R =R+

7 cos b cos ({— L) — g cos (1 — L)

206265"

Ceterum in formula IIT pro denominatore R absque errore sensibili semper adhibere

licebit 2 Reductio temporis autem, angulis in minutis secundis expressis, fiet

495" .
206265", cos 8 °

23,

ixemplum. Sit 2 =554 44'54", B=m4"5¢'52", I =24"29, b = 46°53

28'54", B=+0"49, R=0,9988839, #=—8"6o. KLcece iam calculum:

Yog Rl 9,090951 logz......0..0.0,93450
log Bisvisvn g,6g020 logsinb......... 9,86350
log BR.........9,68972 logz sin b......0,79780
Hine log(BR+ 7 sinbd)......0,85040
logcotangfR............... 1,05875 n
T O e o 1,88913 n
[107:€ SERTRR SRR 0,93450 log thovierririerennn1,88915 7

IGECOS T ey siriss 0,85473
i W S S 4,68557
logcos({— L) ...... 9,99040

0,44520

numerus -~ 0,0000279

logcos(1— L)...9,07886
6,55356 n

numerus — 0,0003677
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Hinc colligitur R =2 4 0,0003856 =0,9992695.- Porro erit

Tagm cos b oo iiissns 0,76923 108 thssiossvssvaviingrnss 1,88913 n
logsin(I—L).......... 9,5179% logsin(A—1L)......9,48571 n
Compl.logR'........... 0,00032 C.log R.......s...50,00032
0,08749 1,37516
numerus 4 1°22 pumerus + 23" 61

V¥nde colligitur Z' =L —22"59. Denique habetur
TOf fhivins ivvesoitinst 1,88013 n
C.log 206265......4,68557
logdgf..civiievou .2,69285

C.logeosp..........0,00165 -
9,26920 7, vnde reductio temporis =-—0"186, adeoque

nullius momentt.

7h.

Problema aliud, e ecorporis coelestis loco geocentrico atque sitw plani crbi-
tae eius locum heliocentricum in orbita deriuare, ecatenus praecedenti aflfine est,
guod quogue ab interseclione rectae inter terram et corpus coeleste duclae cum
plano positione dato pendet. Solutio commodissime pelitur e formulis art. 65, vhi
characterum significatio haec erat:

L longitudo terrae, R distantia a Sole, latitudinem B statuimus —o (quum
casus, vbi mon est =—o, ad hunc facile reduci possit per art. 72), vnde R'—=R;
I corporis coelestis longitudo geocentrica, b latitudo, A distantia a terra, r distan—
tia a Sole, u argumentum latitudinis, § longitudo nodi ascendentis, i inclinatio

orbitae. Ila habemus aequationes

I. recosu—Reos(L—§) = Acosbcos({—Q)
II. reosisinu— Rsin(L—§) = Acosbsin({—§)
HI. rsinisme = Asinb
Multiplicando aequationem I per sin (L—§)sinb, II per —cos(L—8)sinb, I per
—sin(L—1) cosb, fit additis productis
€08 & sin (L — Q) sin b —sin % cos i cos (L — §) sin b — sin  sin ¢ sin (L—feosb =o
wnde

sin (L— &) sinb
cos i cos(L—g)sinb + sinisin L—1)cosb

IV, tangu =

10O
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Multiplicando . autem I per sin (/— Q), I per —cos({—§), prodit productis additis
v Rsin(L—1)
G === : :
sin # cos i cos ([ — ) —cos usin (I— )

Ambiguilas in determinatione ipsius z per aequ. IV, sponte tollitur per aequ. III,
quae ostendit, z inter o et 180° vel inter 180° et 560° accipi debere, prout lati-
tudo & fuerit positina vel negativa; sin vero fuerit b =o, aequatio V. docet, statui
debere =0 vel # =180, prout sin (L—/7) et sin(/—&) diunersa signa habeant,
vel eadem.

Computum numericum formularum IV et 'V variis modis per introductionem

angulorum auxiliarium contrahere licet. E. g.
tang b cos (L.— Q) sin. tang (L —8)
statuendo 2 = ‘ = ——
: sin (L —1) g M ang 4 sin (. 4 17)

tangisin (L —1 cos Bsinb tang (L —
5 ( ) =tang B, fittangu = P ng( : )
cos (L. —@) sin (B +0)cosi
Perinde acqu. V per infroductionem anguli cuius tangens = cosi tangu, vel =
tang (I— Q)

COS 2

statuendo

formam concinniorem nanciscitur. Sicuti formulam V e combinatione
aequationum I, II obtinuimus, per combinationem aequationum II , OI ad sequen—
tem peruenimus:

Rsin(L—Q)
sin 2 (cos i— sin i sin ({— Q) cotang b)

et perinde per combinationem aequationum I, 1U ad hanc
R cos(L—8) '

cos u—sin i sin i cos ({—§) cotapg b

r =
Viramque perinde vt V per introductionem angulorum auxiliarium simpliciorem red-
dere licet. Solutiones e praeccedentibus demanantes collectae exemploque illusiratae
inueniuntur in Fon Zach Monatliche Correspondenz Fol. V. p. 540, quapropter
hic euolutione vlteriori supersedemus. — Si praeler z et r etiam distantia A de-

sideratur, per aequationem Il determinari poterit.

79,

Alia solutio problematis praec, superstruitur obseruationi in art. 64 III tra-

ditae, quod locus heliocentricus terrae, geocentricus corporis coclestis eiusdemque

locus heliocentricus in vno eodemque circulo maximo sphaerae sunt siti.  Sint in
fig. o illi Joci resp. 7', G, H; porro § locus nodi ascendentis; § 7', 44 partes
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eclipticae et orbitae, GP perpendiculum ad eclipticam ex G demissum, quod igi~
tur erit =5b. Hinc et ex aren P7'=L—I determinabifur angulus 7' atque ar—
cus 7G. Dein in iriangulo sphacrico QHT data sunt angulus 9 =, angulus T
latusque 7T = L—§, wvnde eruentur duo reliqua latera QI =u atque TH. Tan-

" : . Rsin TG _____Iis'm T
dem erit HG = TG — T'H atque r=—"r TG A= S G

76.

Tn art, 52 variationes differentiales longitudinis et Jatitudinis heliocentricae di-
stantiaeque curtatac per variationes argumenti latitudinis %, inclinationis Z radiique
vectoris 7 exprimere docuimus, posteaque (art. 64, IV) ex illis deduximus variatio-
nes longifudinis et latitudinis geoceniricae, I et b: per combinationem itaque ha-
rum formularum d/ et db per du, di, d§), drr expressae habebuntur. Sed ope-
rae pretium erit ostendere, quomodo in hoc quoque calculo reductione loci helio-
centrici ad eclipticam supersedere liceat, sicuti in art. 65 locum geocentricum im-
mediate e loco hcliocentrico in orbita deduximus. Vit formulae eo simpliciores ena-
dant, latitudinem terrac negligemus, quum certe in formulis differentialibus effectum
sensibilem habere nequeat. Praesto sunt itaque formulae sequentes, in quibus bre-
vitatis caussa @ pro /— &3, ncc non vt supra A’ pro A cosd scribimus.

A'cosw = rcosu — Reos(L—Q) =&

A sing = recosising — Rsin(L—8) =y

A'tangb=rsinismuz ={

e quarum differentiatione prodit
cose.dA"— A'sine .de =d§
sinw.dA" + A'cose.do =dy
A S
! —

tangb. d A" 4 —aﬁdb g

Hinc per eliminationem

—sne.d& +cosw.d
T e %’__cowo "

—cos@sinb.df — sinmsinb.dy 4 eosb.d{
A

Si in his formulis pro £, 5, { valores sui rite substituuntur, de et db per
dr, du, di, dQ expressae prodibunt; dein, propter di =dw +dQ, differentia~
lia partialia ipsarum /, & ita se habebunt:

di —




~3
Cu

Linr 1, SEect II.
dl 3
1. A Ay | =—sinwcosu 4 coswsinucos:

A rdi o :
o — qdu ) = sesinu + cos@ cosucosi

p
1/ :
111, -é— ((i) = —COos@sin usini
r di _
d/ R
V. ((152) =147 A' cos (L—Q—) = 1+-—,~c.os( — )
db ;
V. A | g7 ) =—coswcosusinb—sinwsinz cosisinb 4 sin usinicos b

A [db
VI — (m—) = cos @ siusinb—sin @ cosu cos zsin b4 cos usinicos b

i
d b

VIL.

o = (c(ll;; ) =sinbsin (L —Q—ea) = sinbsin(L—1)
Formulae IV et VII hic jam in forma ad caleculum commodissima apparent; -for-
mulae I, II, V autem per substitutiones obuias ad formam conecinniorem redigun-
tur, puia

" d/ i f

I Tl e sin (L—1)
1f

i, ((—)z—-cosm tangd

1 R g
(‘ )) St (,or,(L D sinb = ey cos (L — ftaﬂ’§3f

Denique formulae 1L]1(1le.0 quoque II, VI, VII per introductionem quorund“m an-

gulorum auxiliarium in formam simpliciorem abeunt: quod commodissime fit se—

. _ : tang w
quenti modo.  Determinentur anguli auxiliares M, N per formulas tang M ———

cost ?
7 . . Fri] cos M?> 14tang N?
ta‘ng N =sme tzmg, ¢ — tang M cos & sin i, Tune stmul ft —— Lg__z_
~cos N 1+ tang M

cosi’4sin@*sini®

= 2 - . .
= ; = Ccos@"! iam {enitate i al inso—
€051 -Ltan g6° quum ambiguitatem in determinatione ips

ram M, N per tangentes suas remanentem ad lubitum decidere liceat, hoc ita
cos M ' : sin ¥

; : sin /M
bus ita factis ;. formulae 11, VI, VII {ranseunt in sequentes:

fieri posse patet, vt habeatur W:-{-cos &, ac proin =+4snz Qui-

———
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. (81N _ rsinw cos (M — )
L ( de ) Asin M

10
‘1*(( )= r ngsmsmzcos(ﬁfl—u)tosch ~ )+ sin (M -u) sin (N - b}

duo A}
ViI* db a1 78I 2 COSE cos (I\-—-—JJ_)__
4, Az e A cos N

Hae transformationes respectn formularum II, VII neminem morabuiur, respectu

formulae VI autem aliqua explicatio haud snperﬂna erit.  Substituendo scilicel in

db
formula VI primo M—(M—uw) prou, prodit —= _LT;) =
eos (M —u) { cos o sin Msind — sine cos i cos Msinb 4 sinicos M cosb }

— sin (M —u) { cos @ cos Msinb 4 sin cosisin M sind — sinisin M cos b }

Tam fit cos e sin M — cosi>cos e sin M + sini®cos @ sin M = sin o cos i cos M 4«

sinz®cosesin M ; wnde pars prior illins expressionis transit in
sin i cos (M — ) { sini cos @ sin M sin b 4-eos M cos b {

1

—sinzcos(M—u f cos @ sin NV sin & A cos @ cos N cos b
| % f

= cos @ sinzcos {M —u)cos (N —b)
Perinde fit cos N == cos &” cos N + sinw”cos N == €0s @ cos M 4 sinar cosisin M; vnde

expressionis pars posterior transit in

— sin (M —u) ! cos N sinb— sin N cos bl = sin (M — @) sin (N— b)

t

ilins expressio Yi* protinus demanat.

Angulus auxiliaris M etiam ad fransformationem formulae I adhiberi pofest,
quo introducto assumit formam
I“‘( dzy _ _ snosn(M—u)
” A'sin M
e cuius comparatione cam formulaI* concluditur ~ R sin (L ~2)sin M =r sin & sin (M=u);

hinc etiam formmlae I* forma paullo adhuc simplicior lribmi potest;. puta

dZ R
TP (E;) o o sin (L—1) cotang (M —u)

* - Y.
Vi formula VI* adhuc magis contrahatur, angulum aunxiliarem nouum in-

e
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troducere oporlet, quod duplici modo fieri potest, scilicet staluendo vel tang P =

tang (M —u) tang (N—b)
-——‘i("“_"‘_“', vel tangQ = _gg__,___,_

=3z quo {ac .
€0s G siit (o facto emergit

COS @ COS i
VI** db\ _ rsin(M—u)cos(N—b—"P)  rsin(N—>5) cos (M —u— Q)
du |7 Asin P = _K.‘iii-lQ =

Ceterum quantitates auxiliares M, N, P, Q non sunt mere fictitize, facileque, quid-
nam in sphaera coelesti singulis respondeat, assignare liceret: quin adeo hoc modo
aequationum praccedentium plures adhue elegantius  exhiberi possent per arcus an-
gulosue in sphaera, quibus tamen eo minus hic immoramur, quum in calculo nu-

merico ipso formulas supra tradilas superfluas redderc non valeant,

77 : 1

Iunctis iis, quae iix art. pracc. cuoluia sunt, cum is quae in artt. 15, 16,
20, 27, 28 pro singulis sectionum conicarum generibus tradidimus, - omnia praesto
erunt, quae ad calculum variationum differentialium loco geocentrico a variationi-
bus singulornm elementorum inductarum requiruntur. Ad maiorem illustrationem
horum praeceptorum exemplum supra in artt. 13, 14, 51, 63, 65-tractatum resn~
memus. Ac primo quidem ad normam art. prace. d7 ct db per dr, du, di, dQ
exprimemus, qui calculus ita se habet:

loglang @.......8,40113  logsin@.........8,40099 7 logtang (M—u)...0,41932 n
log cosi..........9,98853  logtangi........9,56723 logcoswsini......... 9,35562 n
log tang M......8,21260 logtang N...... 7,76822 n logtang P............. 0,06570
M = 1°28'52" N = 199 59’50’ P = 49 12715
M—u= 16517 8 N—b= 186 145 N—b—P=136 50 52
I* I** I *
Lsin(L—1)..9,72125 (*).......cso000009,63962 logcosm...............9,09986 n
g R .++0,99810 L cot (M—u)..0,58068 n logtangb.............0,04749 n
g A’ ' d/ d

a0t tog( ) 022050 log (5) v 8,04735
C.logr..........0,67401

dl

log: “&T;_")..,.,.g,51565
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v '\T* -VI**
R e o .
g e e, i n e
logtangb........9,04749 7 :
ﬁ{*\ IJ Zjﬁ_(lf’f‘l“’_‘l Cx ]nrn .......... 9,57401 logsm (‘Mfm”) """ 9,40484
(7 Jennrsinanan +0,84793 db —  logcos(N=-0~P)..9,86501 n
e (k(,!iA et 1) log E—]_> ...... 8,56943 C.logsm P:,,,,__,‘,,n__j 206q
°Ndf b e,
lgg al]— ....,,.,..‘.g,{}iiﬁf-ll 7
Vi VIII
lrsinwcosi...q,m5999 7 (F)euvreiiiiine .9,63g62
1.cos(N=0)...9,097569 n  logtangb.......9,04749 7
N )] "'Lb I[ 7
O log Do 9,91759 s (‘ ?) 8.68733 #

C.logcos N....0,00001 1
- (b ot
log i o 0,67018

Collectis hisce valoribus prodit

dl = 4 0,2058gdr +1,66073du —o0,11152di41,70458d 8

db= ¥ 0,05710dr—o0,42895dz — 0,47 535 di—0,04865dQ

Vix necesse erit quod iam saepius monnimus hic repetere, scilicet, vel variationes
dZ, db, du, di, d £ in partibus radii exp)‘imendas esse, vel coéflicientes ipsius

dr per 206265" multiplicandos, si illae in minutis secundis expressae concipiantur.

Designando iam longitudinem perihelii (quae in exemplo nostro est 52°18'9'50)
per M atque anomaliam veram per #, erit longitudo m orbita = u+4+ = v+ 11,
adeoque du=dv+dI—dg, quo valore in formulis praecedentibus substituto,
dl et db per dr, dv, dI, dQ, di expressae habcbuntur. Nihil itaque iam su-
perest, misi vt dr et d¢ ad normam arll. 15, 16 per yariationes differentiales ele-

mentorum ellipticorum exhibeantur *).

* \
) Charactérem Af in caleulo sequente hiud amplins angolum nestrum auxiliavem exprimere,

sed (vt in Sect. 1) anomaliam mediam, quisque sponte videbit.
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e - FA r |- el d!‘
Erat in exemplo nostro, art. 14, log o — 990355 =log|\ ——

da
aa loga...........0,42244
log S s 0,19290 (e e
logcos g............0,98652 logsiny.......0,84951 n
log Td%’_) ...... 0,17942 Iog(ﬁﬁ)..g,ﬁ*}égﬁ .
R e =0he o7 () SN 0,42244%
ce = 0,06018 . e
s Ykt = logcose...... 9,98(){2
2y logcosv......9,84q962
o T 0,24072 ; (dr) by
0 T J..:.0,20008 12
log%:'—..... ....... 0,19290 e de !
fog st H. e 0,76654 n
dv 2
log (Il_c; ........ 0,19996 7

Hine colligitur
dv = +1,61154 d M — 1,568475 de
dr =—o0,47510 A M — 1,81376 dgp + 0,80085 da
quibus valoribus in formulis praecedentibus substitutis prodit
dl =+ 2,41287 dM—5,00527 dg + 0,16488 da + 1,66075 dIT— 0,111 52 di 4 0,04585dQ
db=—0,66595 dM +0,61248 dg +0,02972 da —0,42895 dIT— 0,47355 di -+ 0,58050d$)

Si tempus cui locus computatus respondet z dichus ab epocha distare sup—’
ponitur, longitudogue media pro epocha per N, motus dinrnus per 7 denotatur
erit M =N4n7—IMI, adeoque dAM =dN+nd7—dH. In exemplo mosiro {em—
pus loco computato respondens est ‘Octobris dies 17,41507 anni 1804 sub meridiano
Parisiensi: quodsi itaque pro epocha assumitur initium anni 1805, est n==—174,58493 -
longitudo media pro epocha ista statuta fuerat = 41°52"21"61, motusque diurnus
— 824"7988. Substituto iam in formulis modo inuentis pro d.M valore suo, muta~-
tiones differentiales loci geocentrici per solas mutationes clementorum expressae ita
se habent: '

dl =2,41287 AN ~— 179,06 d7 — o,75214 d &I — 5,00627 d ¢ + 0,16488 da
: ~— 0,11152di 4 0,04385d §
db =—0,66595 d N 4 49,67 d7 + 0,25698 d T + 0,61248 d g + 0,03972 da

— 0,49555 di 4 0,38030d Q)
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Si corporis coelestis massa vel negligitur vel sallem tamquam cognita spectatur,
7 et @ ab inuicem dependentes erunt, adeogue vel d7 wel da e formulis no-

&

~ 3 P . .
stris eliminare licebit. Scilicet quum per art. © habeatur 7a* =& (1), erit

d7 da- ", oy e ! dii - _ _
o ——, in qua formula, si d7 im partibus radii exprimenda est, etiam 7

e

[

- pa—

/
perinde exprimere oportebit. Ita in exemplo nostro habetur
JOL Firicases 2,91635
log1'......4,68557
log 3.0 ..0,17609 :
C.loga....9,57756

d7 5 A
log 3 .7,35557 n, sine d7==——o0,00226706 dea, atque da=-—440,99 d7,

quo valore in formulis nostris substituto, tandem emergit forma vltima:

&l =3,41987 AN— 252,67 d7 — 0,76214dIT— 3,00527 dp —0,11152 di +0,04585 AR
b == —0,66595 dN 4 56,57 d7 4 0,25698 dIT + 0,61248 dgp—0,47535 di+0,58050 dQ
In euolutione harum formularum omnes mutationes d/, db, dN, d7, dH, d¢, di,
dQ in partibus radii expressas supposuimus, manifesto autem propter homogeneitatem
omnium partium eaedem formulae etianmmum valebunt, si omnes illae mutationes

in minutis secundis exprimuntur.
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SECTIO TERTIA

Relationes inter locos plures in orbiia.

78.

Camparatio duorum plurivinue locorum corporis coeleslis tum in orbila (um
in spatio tantam propositionum elegantium copiam subminisirat, vt volumen integrum
facile complerent. Nostrum vero propositum non eo tendit, vt hoc argumenium
fertile -exhauriamus, sed co potissimum » Vi amplum apparatum subsidiorum ad so—
lutionem problematis magni de determinatione orbitarum incognitarum ex ohserua—
tionibus, inde adstruamus: gqnamobrem neglectis quae ab instituto nostro nimis aliena
essent, leo diligentius ommia quae vllo modo illuc conducere possunt cucluemus.
Disquisitionibus ipsis quasdam propositiones {rigonomeiricas pracmitimus, ad quas,
quum frequentioris vsus sint, saepius recurrere oporlel.

I. Denotantibus 4, B, C angulos quoscunque, habetur

sin A sin (C— B) 4 sin B sin (Ad—C)+sinCsin(B—A)= o
cos.dsin (C— B)+cos B sin (A——C)-Fcns(fsin(ﬁ—-d} I

Il. Si duae quantitates p, P ex aequationibus talibus
psin(d—P)=a
psin(B—PY=10
deferminandae sumt, hoc fiet generaliter adiumento formularum
psin(B—.A) sin(H—P) =bsin({I—.A4)— a sin (H—B)
psin(B~—_A)cos (H —P) = b cos(H—.A4) — acos (H—B)
i quibus £ est angulus arbilrarius. Hinc deduwcuntur (art. 14, I) angulos i — p
atque p sin (B—.A); et hinc P et p. FPlerumque conditio adiecta esse solet, vi
p esse debeat quantitas positiva, vade ambiguitas in determinatione anguli H-—pP
per tangentem suam deciditur; deficiente auntem illa conditione, ambigunitatem ad
jubitum decidere licebit. Vt caleulus commodissimus sit , angulum arbitrarium H
vel = Avel=Bvel= % (A + B) statuere conueniet. In casu priori aequationes ad de~
termmandum £ et p erunt
psin(d—P) =a
p COS(‘4——PJ o 5—(2(30;%‘ {'_H—"’)

sin(B—A4)
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In casu secundo aequationies prorsus analogae erunt; in casu tertio auiem

‘ bd-a
psin(i A4+ B—P)="_ '_7_.?(7;;

[ cos (\} -"IJI'% -U"_'P:JZ '-“-'_-—Tr’—)-—'—"-'\—-

Quodsi itague angulus auxiliatis £ introducitur, cuius langens = 7 inuenietur P per

formulam
tang(3 A+3B— P)=tang (45" +4£) tang 3 (B—A)

ac dein p per aliquam formularum praccedenfiam , vhi

s ab a sin (45°+2) bsin (45°4+ &)
50 ) = @5+ 0V smal _ sinfy2 = T cosly 2
ab a cos (454 £) b cos (45°4 )
( —cos(A°AY —— = T —
%kh-_“)—‘co‘“‘(w +5)\/ §in 2 ¢ sin{y/ 2 sinly 2.

I Si p el P determinandae suni ex uequalionibus
peos(d—P)=a
peos(B —P)=0>
omnia in 11. exposita statim applicari possent, si modo illic pro 4 et B vbique
scriberetur 9o’ 44,90 +B: sed vt vsus eo commodior sit, formulas euolutas ap-
ponere non piget. Formulae generales erunt ’
psin{.B——A’) sin(HH—P)=— beos( H—A)+ acos( H— B
psin(B— Aeos(H—P)=  bsin (H—d)—asin(H—08)
Transeunt itaque, pro H=.d in

acos{ B—.4)—b
sin (B )

psin (Ad—2P )=
p cos ( A—P)=u

Pro =R, formam similem obtinent; pro H=1( 4+ B) autem fiuni

"¢ 4 gy a—Dh
e T e e e et e
psilios simme - osint( B—A)

T I M L{+{)
pm:.--\z-«f‘l‘tﬂ”“ P)= 2 cos £ (B—A)

. A . Cr . (‘
ita vt introducto angule anxiliari {, cuius tangens = 5, fiat

colang { 1 A4L3B—P)= ‘tang( L_f‘:——---'l‘ﬁu)tang.% (B,__J{\
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Ceterum si p immediate ex @ et b sine pracuio computo anguli P deler-
minare cupimus, hahemus formulam
psin(B—d)=y/ (aa+bb—2 abcos(B—.4))

tum in problemate praesente tum in II

79

Ad completam determinationem sectionis conicae in plano suo trie requi-
runtur, situs peribelii, excentricitas et semiparameter. Quae si e quantitatibus datis
ab ipsis pendentibus eruenda sunt, tot data adsint oportet, vt tres aequationes ab
inuicem independentes formare liceat. Quilibet radius veclor magnitudine et posi-
tione datus ynam acqualionem suppeditat: quamobrem ad determinationem orbitae
tres radii vectores magnitudine et positione dati requiruntur; si vero duo tantum
habentur, vel ynum elementum ipsum iam datum esse debet, vel saltem alia quae-
dam quantitas, cui aequationem tertiam superstruere licet. Hine oritur varietas

problematum, quae iam deinceps pertractabimus.

Sint r, v’ duo radii vectores, qui cum recta in plano orbitac e Sole ad lu-
bitum ducta faciant secandum directionem motus angulos N, N’; sit porro 2 an-
gulus quem cum eadem recta facit radius vector in peribelio, ila vi radiis vecto-
ribus r, r" respondcant anomaliae verae N— II, N'— II; denique sit ¢ excentrici-
tas, p semiparameter. Tune habentur aequationes

IL_ B 1 o5 { N
~——=1+tecos (N —IT)
P 3
—7=1+ecos (N'—1T)
e quibus, si insuper vna quanlitatum p, e, I7 data est, duas relignas determinare
Licebit.

Supponamus primo, datum esse semiparametrum P, pateique delerminatio—

nem quanttalum e et J7 ex acquationibus

nT P
ecos (N —=IT)= B e

=k

i N e
e(‘OSJ\_;.'\' e H)_ =

ol

S e
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. 1
fieri posse ad normam lemmatis I in art. pracc. Habemus itaque 1
r(p—r") g
G P —— oetara (AN e N e —r—r——r e i
tﬂ.ng.\;\‘ I.IJr—- (-OLLU.]U : iy A ) I‘I(ZJ—"-T')Sl]l(f\j-—j\"‘)
¥ I
’ 5ol ] 4" \
; (r —r Jecolang z (B = A} i 1
g (ENPIN = I )p=—ras=m o :
. 4 .
e T e s :
P i
80. : *
St angulus 7 datus est, p et e determinabuntur per aequalioncs
| ]
v’ (cos( N—-—II)———cos(}V'-——ﬂ')) 1
| i rcos(N — II)—#'cos(N' —IT) '
r’ e i
| p- =
rcos( N —II) —1'cos ( N'— II)
. . S . . . — ¢ A
Denominatorem communem in his formulis reducere lcet sub formam @ cos(4— I, |
- » s . ]
ita vt @ et 4 a IT sint independentes. Designante scilicel H angulum arbitrarium, \
fit ‘w
(N —10) — ' cos (N — II) I rcos (N—I) —r cos (N'— II}) cos (I = IT) li
I cos o —r cos( N — 1) — ; : Sereis
E l-—-(;‘sm(N——_U)-r' sin (N'—H) ) sin (4 —11) : ]
\ adeoque — acos (A4 — I7), si a et . determinantur per aeguationes In{
rcos(N = I — 7 cos (N'— H ) =acos (A —IT) ‘

rsin(N—H) — r'sin(N — H)=asin(d— 1)
Hoc modo it
‘ orrsinL(N'—N)sin({NL I N —IT)

{
| = acos (A — IT) o }
| T') —_

= i)

L Hae formulae imprimis sunt commodae, quotics p et e pro plaribus valoribus ipsius |
I computandae sunt, mancntibus 7, J'", N, N — Quum ad caleulum (ﬂxan!jtu— ‘
tum auxiliarium @, A angulum #7 ad libilum assamere. liceal, e re erit slatuere \[f

\ H=1(N+4+N"), quo pacto formulae abeunt in has .“

(re— ricost(N'—N) = —acos(d—IN—IN') ¢

. (F4r)sinf (N"—N) = —asin(d—z N—iAN')

[ Determinato itaque angulo .4 per aequationem tang (A—FN—32 N’)

rir cos(A—LiN—1L N’/

| i€ Ti'i";*ta“g%(z" — ), statim habetur ¢ ="— cosE (N .1’\1"_;(:05 (. E}:-}}E—

i
i
i
J
;

I
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4
1 ik s . . > 4 el %
Calenlum logarvithmi quantitatis e per artificium saepius tam explicatum con-

irahiere licebil.,
81,

8i exceniricilas e data est, angulus I per aeqitati

cos( A —EN—1LIN")

cos (A — Iy =— -

¢cost (N —N)

inuenietur , postquam angulus auwxiliaris A per acquationem

- r’ =
tang (A —iN—3i N') :_;__-I_:_}_ tang L (N —N)

determinatus est. Ambiguitas in determinatione anguli 4 —J7 per ipsius cosinum
remanens in natura problematis fundata est, ita vt problemati duabus solutionibug
diuersis satisfieri possit, e quibus quam adoptare quamue veiicere oporicat aliunde
decidendum erit, ad quem finem valor saliem approximatus ipsius #7 iam cognitus
esse debet. —  Postquam J7 inuentus est, p vel per formulas

pPe=.r (1 +ecos(_f\"———ﬂ)) = r’(l-i—ecos (:N’——![,)
vel per hane computabitur

arr’esiny (N —N)sin 2 (N+ N'—I7)
g r—r '

8a.

Supponamus denique, fres radios vectores r, r, /" datos esse, qui cum
recta ad lubitum e Sole in plano orbilae ducta faciant angulos N, Ny, N'. Habe~
buntur itaque, retentis signis reliquis, acqualiones (I);

7

I, - cos (N—IT)

%-—: 14 e cos(N'—1I7)

¢ quibus p, fI, e ploribus modis diuersis elici possunt. Si quantitatem p ante re-
liquas compulare piacet, multiplicentur {res acquationes (1) resp. per sin(N'—N'),
. il 5 L & it N v 18 addidTe - g & ~
— sin (N'—N), ~sin(y —XN), ficlque additis productis per lemma I, art. 78
" . P | " "
sin(N'— Ny — sin([N'—N) + sin(N—N)
p=3 5 1
—sin(N'—N') = = sin(N'—N) 4 — sin(N'—==N)
= sin (7 N 7 sl 4 7 sin(N'—N)
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Hace expressio propiuns considerari mepetur. Numerator manifesto fit

— osini(N'—N")cos (N " N') — 2sing (N—N') cos(ZN"+1 N'—=N)
— 4sini (N'—N')sin} (N'—N)sinx (N—N)
Statuendo porro 71 sin( N'—N') =n, i sin(N'—N) = #, risin(N'—XN) =n,
patet Ln, L2, 1n' esse .areas triangulorum inter radium vectorem secundum el
tertinm , inter primum et tertinm, inter prumum et secundum. Hine " facile per-

apicielur, in formula neoua
J ’yn
E i = . - - it - . P -y ol
fgin X (N —N')sin L (N — N)sin & (N — N 1F T

y o ey
I fo—1 1

denominatorem esse duplum arcae trianguli inter trium radiorum vectorum exiremi—
Quoties hacc loca pa-

fates 1. . inler tria corporis coelestis loca in spatio contenti.
rua ¢t quidem

jumn ab inuicem remota sunt, area ista semper erit guantitas perpa
AT — it - A v .« L
N'—N, N'—N' vt quantifales paruad ordinis primi spe-

e . vy . ) I3 n - - =~ r . e
ctantur. Hine simul concluditur, si quantitatum 7, 7, I, N, N, N yna vel plu

res erroribus viut leuibus affecti sint, in determinatione ipsius p CIT
atio orbitaec dimensiones erucndi ma-

ordinis tertii, siquidem .
orem ~ perma-

gnum illinc nasci posse; quamobrem haecce r
gnam praecisionem numguam admittet, nisi tria loca heliocentrica interuallis consi—
derabilibus ab inuicem distent.

Ceterum simulac semiparameter p inuentus est, € et I7 determinabuntur &

comBifiatione duarum guardmeunque acquationum I per methodum art. 7g-

83.
Si solutionem eiusdem problemalis a computo anguli JT inchoare malumus,

methodo sequente viemur. Subtrahimus ab aequationum (1) secunda terjam, a prima

tertiam, a prima sccundam , quo pacto tres nonas sequentes obtinemus (1L):

i b
o es e
r r s @ .y - 11 —
e o= S _sn{EN+I N —1
2sini( N —N"J P : r ’
1 1
r /3
pes - ﬁ_.._"_.i__.-_:_:m‘. — _._ﬁ,- ‘5]‘.[]_( 15 ;ﬁ..' "I"%N-"-——H:‘
=310 = (.’\f —— _f\‘) Yy
e 1
r .’ > A
e (T ’-_! """ — == '-—L sin (-%I\T-I— %N'-—-—-H}
asin L (N —HN) P
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Duae quaecungue ex his aequationibos secundom lemiua H. art. 78 dabunt T et

——, vnde per quamlibet aequationum (I habebuniur ctigm e et p. Quodsi solu-

tomem fertiam in art. 78, Il traditam adoptamus, conbinatio aequationis primae
cum fertia algorithmum sequentem producit, Delerminetur angulus auxiliaris { per
aequationem

’

-
T e A N

tan e e R
< ¥ e g (N N

»

eritque tang(F N+ N'4 3 N"— ) =tang (45’4 {)tangt (N"— N)-

Permutando locum secundum cum primo vel tertio, duae aliae solutiones huie

e
prorsus analogae prodibunt. Quum hac methodo adhibita formulae pro 7 minus

expeditae evadant, e et p per methodum art. 80 ¢ duahus aequationum (I) ermere
fn |

;iraestubit. Ceterum ambiguitas in determinatione ipsius IT per tangentem anguli
FNFINLLN"—IT ita docidi debebit, vt e fiat quantitas positiua: scilicet mani—
festum est, pro e valores opposilos prodituros esse, si pro T valores 180° dineysi
accipiantur.  Signum ipsius p autem ab hac ambiguitate non

pendet, valorque
ipsius p negatiuus euadere nequit, nisi tria punct

a data in parte hyperbolae a Sole

auersa iaceant, ad quem casum legibus naturae contrarium hic non respicimus,
Quae ex applicatione methodi primae in art. 78, II post substilutiones ope-

rosiores orirentur, in casu praesente commodius soquenti

modo obtineri possunt.
Multiplicetur aequationum IT prima per cosz (N "— N,

tertia per cos I (N — N)

sublrghaturque productum posterius a priori, 'Tunc lemmate I art. 78 rite appli-

calo™) prodibit aequatio

rae

1 1 = 1 1 v b
(—*r—,- —"'-’--) cotang L ( N"—N "y — %(‘_,“'—“ 5 jeotang: (N'—N)
.

€ - e ol - =N
:77—)—-51:1{:(;\ —~N)cos(£§ N4+LN —1IT)

. e
Quam combinando cum aequationum H secunda inuenieniur JI et —

I et quidem

I per formulam

*) Statuendo scilicet in formula secunda A=z(

N'=N'), BeiN+iN'—1, Caj(v—N").
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tang EN+EN'—I) = : dea

; :
i e L 7 : _‘

(1——,7) cotang £ (N —N)— o ,) cotang & (N'— N)

Ltiam line duac aliae formulae provsus analogae derinantur, permutando locum se-

cundwn cwm primo vel tertio. f

84.

Quum per duos radios vectores magnitudine et positione .datos, atque ele~ :
mentum orbitae vnum orbitam integram determinare liceal, per illa data etiam fem—

pus, intra quod corpus coeleste ab ¥no radio vectore ad alterm meuelur, deter—

minabile erit, siquidem corporis massam vel negligimus vel saliem lamguam cogni-

famn spectamus: nos suppositioni priori inhaerebimus, ad quam posterior facile re-

duciiur. Hinc vice versa patet, duos radios vectores magnitudine et positione da-

i

ios wvma eum tempore, inira quod corpus coeleste spatium intermedium describit,
| orbitam integram determinave. - Hoc vero problema, ad grauissima in theoria mo-
tus corporum coelestium referendam, haud ita facile soluitur, quum expressio tem-
poris per elementa transscendens sit, insuperque satis complicata. . o magis dignum !
est, quod omni cura tractelur: quamobrem lectoribus haud ingratum fore .spera—

mus, quod praeter solutionem post tradendam, guae nihil amplius desiderandom

5

relinquere videlur, eam quogue obliuioni eripiendam esse censuimus, qua olim an-

tequam ista se obtulisset frequenter ysi sumus. Problemata difliciliora semper fuunat
pluribus viis aggredi, nec bonam spernere etiamsi meliorem pracferas. Ab expo-

sitione huius methodi anterioris initium facimus.

85.

Retinebimus characteres », ¥y N, N, p, e, II in eadem significatione, in
qua supra accepti sunt; differentisam N'—XN denotabimus per A, tempusque inira
quod corpus coeleste a loco priori ad posteriorem mouetur per # Jam patet, si
valor approximatus alicuius quantitatum p, e, I sit nolus, etiam duas reliquas inde
determinari posse, ac dein per methodos in sectione prima explicalas tempus mo-
tui a loco primo ad “secundum respondens. Quod si tempori proposito 7 acquale
| enadit , valor suppesitus ipsius p, e vel JI est ipse verus, orbitaque ipsa iam in-
venta; sin minus, caleulus cum valore alio a primo parum dinerso repetitus doce-

bit quant& variatio m valore temporis variationi exiguae i valore pswis p, e, M

12
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respondeat, ¥nde per simplicem interpolationem valor correctus eruefur. Cum quo
si caleulus denuo repetitur, tempus emergens vel ex asse cum proposito quadrabit,
vel sallem perparum ab eo differet, ita vt certe mouis correctionibus adhibifis cone
sensum tam exaclum attingere liceat, gquanium tabulae logarithmicae et trigonome—

{ricae permiitunt.

Problema itaque eo reductum est, vi pro eo casu, vbi orbita adhuc peni-

R tus incognila est, valorem sallem approximatum alicuius quantitalum p, e, f7 de-
¥ terminare doceamus. Methodum iam trademns, per quam valor ipsius p lanta prae-
#' cisione eruitur, vi pro paruis quidem valoribus ipsius A nulla amplius eorrectione
I indigeat, adeoque ioia orbila per primum calculum omni iam praecisione determi-
E netur, quam tabulae vulgares permiitunt. Vix vmquam autem aliter nisi pro va-
i ‘ loribus mediocribus ipsius A ad hanc methodum recurrere oportebit, quum deter-
! minationem orbilac omnino adhue incognitae, propter problematis complicationem
i nimis Infricatam, vix aliler susciperc liceat, nisi per obserualiones non nimis ah
L

inuicem distantes, aut potius tales, quibus motus heliocentricus non nimius respondet.

86.

Designando radium vectorem indefinitum sen variabilem anomaliae verae

y—II respondentem per g, crit arca secieris a corpore coclesti intra tempus ¢ de-

i ——

seripti =% /i’f’ dy, boc integrali a ¥ = N vsque ad »=N’ ex'enso, adeoque, ac-
cipiendo & in significatione art. 6, bty p= ﬁ){a{l v. lam constat, per formulas a

Cotesio cuolutas, si ¢x exprimat functionem guameunque ipsius %, valorem conti-

—r

nuo magis approximatum integralis jc,o.xd‘c ab x=u vysque ad a=u+ A extensi ex-
hiberi per formulas

1A(putpatA))

1A (putbpluts A+ gt A))

FA(gud5g+iA)+5pu+2A)+ gt A))

etc.: ad institutum nostrum apud duas formulas primas subsistere sufficiet.

[ == — e g g

e

Per formulam itaque primam in problemate nostro habemus _/QQ(]?' =

! A G b
; rr - ¢ i e
i FA(rr+ 1Y) = ————, si statmtur = tang (45 +®). Quamobrem valor ap~
i s Cos2 G i
h A rr,
J prosumatus primus ipsius \/ p erit = —M—Lm—, quem statuemus = 3 e
bl cos 2 6
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Per formulam secundam habemus exactius ﬁ)()d = A(rr4rr+ 4RR),
intermediae ¥ N+ 1 N'— J7. respondentem.

designante B radium vectorem anomaliac
1A, N+A ad normam formulae in ari. 82

Iam exprimendo p per 7, R, r, N, N+
traditac, iQuenimus

& :111 - A 9=n = A

A= e, atque hine

niA smA
» FA
o sind A* ° cos asmiA
=1 — /(g1 cos2 @) P
L
asin % /_\‘ (rif cos2 @ : cos: AV (rr'cos 2 @) .
Statuendo itague ——— (.t)/s 6)__..-)— S, it R= v D ynde

cos @ (1 — —
( PJ

yalor approximatus secundus ipsius y/p elicitur

2 @eos : A*eos2 6 &
Vp=ea+ W e o
cos e’ (1+~——) g

/o p
cost Acos2m\* ; 2 _ Eain
—¢. Scribendo itaque x pre Vp, determinabiiur

cos @

si statuitur 2« (

7 per acquationem (r—«t) (1————‘1:;)3 B quae vite enoluta ad quintum gradum
17

ascenderet. Statuamus z=g-+ > ita vt sit g valor approximatus ipsius 7, alque

& quantifas perexigua, cuius quadrata altioresque potestales negligere liccat: Qua

substitutione pr()di‘i,

L\ ’ \

Pt O AR TOL o i T IRBLE

(‘f'—'a./(l"'_ ‘jij> + l\] - qq’ 3 ¢ A e e (}_(1); — &, -81u8
e — (g ?—alﬂq—-rsf__ 1

FL__. ({(Q"—lj) j TL)(’I_'—L('{:‘)\) 2 ﬂiT(',Oqlle

_ _eq+gg—8)lagq+lidg—5ad)g

@y— ) +5dg—"4wd)
fam in problemate nostro habemus valorem approximatum ipsins &, puta = Ja,
quo in formula praecedente pro ¢ substituto, prodit valor correctus

245 e* e+ 5o (Quoe— 0) (9o + 7 J)

7= 2 A ;
(9ea—0)(27 a4 5d)
3 : (5\ 5
Statuendo raque — =8, — —n~. formula induit _
atuen aq 27 ot P i—8fa formula induit formam hancee

s
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in his quinque formulis continentur:

L — =tlang (4 5+ o)
Arr

» omuesque operationes ad problematis solutionem necessariae

I ——————a

I Sktcos2o
T T 0 2 o’

I 2 sin £ A*/ (7 CO5 2 @)

. 27 016 COS @ =

<~ 20085 A*cos26”

1-"'. 1 ;‘:y
(1—383) cos &

y strimp

1453

Si quid a praecisione harum formularum remitiere placet, expressiones ad-
huc simpliciores cuoluere licebit. Scilicet faciendo cos @ et cos2® =1 et euoluen-
do: valorem ipsius y/p in seriem secundum Potestates ipsius A progredientem , pro~
dit neglectis biguadratis altioribusque potestatibus

- : 5 R AN
Vp = a(S-—;{,—AA St

180t

i s 2 _ At
vbi A in partibus radii exprimendus est. Quare faciendo ——— =y/p/, habetur

kt
n : AAyr
YE p==p (1 — L AA +——5?—
Simili modo explicando Vp in seriem scenndum Polestates. ipsius sin A progredien—
7 sin A

2 f-_ . \/}JM

tenr exiergil posito:

S AZ
Yk y s ( 14 —ﬂgp}f-ii— V', sine
VIIL p=p"+%sin A*/rr' ;
Formulae VII et VIOI conueniunt cum i y quas il. Euler tradidit in Theoric mo-
lus plapetarum el cometarum, formula VI autem oum ea , quae in vsum Vocata est
in fecherches et caleuls sur la vraie orbite elliptique de la comete de 1769, p. 8o.

87,

Exempla sequentia ysum , pracceptorum praecedentium illustrabunt, simulque
inde gradus praccisionis aestimari poterit,,




RELATIONES TNTER LOCOS PLVRES IN ORBITA. 95

i, Sit logr =0,3507640, logr' = 0,5222259, A =7"5455" n5=27293 75,

!

Pl i Y T ) s, . T T
f=21,05501 dies. Hic inuenitur @ =—>53 4790, vunde calculus vlterior ita se

habel :

lIog A..oveenresnnini, 4560629 £ Jogrr cos2 @.n0,5264519
loger s N .0,6529879 g2logsing A covnere” 0584972
C . 10g 3 &. iy veerves b,g728722 log ;T____,,_,,,,_,.....S,bhgr_»bbe
C.logt...coowiversens 8,6088840 C.logoet......oros 0,6582180
C.logcos2 @......0,000084%0 C.logcos@........ 0,0000210
loget. oo verreneen 957208910 Y7 P 0,7055045

3 = o0,0006215757

108 .. iviivsorerenssn 053010500

o
glogcos A...... «9,9980076 14421 [0 = 2,00744%1
alog COS:.&).........9,99(}5‘5520‘ lt)g....................U,.1';01989
C.log(i —3 B)...0,0008105 108 O cviviivina ..0,7908g910
2 C.log cos @.......0,0000420 C. 10“(1 +5 fﬁ .9,9986! "’8
10gq,___; ______________ 0,2098119 lug\/p‘ ............... u,u-"ub
4 = 1‘5515-,3*"1'5962‘ 10D cireiveirieenens 0,09 54856

21 8 = o,015048g
Hic valor ipsius logp vix vaa vnitate in figura septima a vero differt: formula Vi
in hoc exemplo dat logp ==0,5954807; formula VII producit 0,5954780; denique
formula VIII dat 0,5954754%.

II. Sit logr=o0,4 4982 92,1 n,c-’EOGE‘OSS, A:62055}]6"6i y A= 25q,88477

1 1 2 i A A ( N o
Jies. Hine eruitur @ =—1°27 20"14, loga =0,7482348, 8 =0,04535216, y=
1,681127, logy/p=0,2198027, log p=0, 4596054 4 qui valor 187 ynitalibus in figura
septima iusto minor est. WValor enim verus in hoc exemplo est 0,45q6457; per for—

mulam VI inuenitur 0,4368730; per formulam VH prodil 0,415g824; denique per

formulam VIII eruitur 0,4051103: duo postremi valores hie a vero tantum disere~

pant, vt ne approximationis quidem vice fungi possint.

88.

Methodi secundae expositio permultis relationibus nouis atque cleganlibus enh-
cleandis occasionem dabit: gquae quum in diuersis sectionun conicarum generibus

formas diversas induant; singala seorsim tractare oporiebit: ab ELLIPST initium

faciemus.

o T ——




- e

I

e R

==

o - v

=

e o

i
|
|
|

g4 Lisr. I. Szcw. 1II.

Respondeant duobus locis anomaliae verae v, v (e quibus # sit tempore anterior),

" Tay e s 4 . 4 .k i - % . .
anomaliae excentricae E, B, radiique vectores r, p 5 porro sit p scmparameter,
e= Slil @ excentricilas, @ semiaxis maior, ¢ tempus inira quod motus a loco prime

. . ! »
ad sccundwn absoluitur; denique statuamus ¥ —p =2 f, Vebp=2oF, F'—FE=2p

~0¥

L'+ E=2G, acosg =L

——=b. Quibus ita factis e combinatione formularum
coSs (P
V, VI art. & facile deduenntar aequationes sequentes:
: o T
[1] &sing=sin[.\/r1
. : ; ’
[2] bsim G =sin F' \/rr
voye B ol i S ’ y
pcosg= (ma zvcosiv.(14e)tsiniosiniy (1 -——e}) Vrr', siue
e Pp— o o » 1’ ) - |
[5] pcosg=(cosf+ecos F)\/rr, et perinde
[4] peosG =(cos L+ e cos )/ rr
£ combinatione aequationum 3 » 4 porro oritur
- ’
[8] cosf/rr' =(cos g—ecosG)a
e ‘ ;
[6] cosF.v/rr = (cos G—ecos & a
L formula IH art. 8 nanciscimur
[7] 1 —r=—=2aesingsin G

e T IS o et ’
7’41 =20—2aecosgcos G =2 asing®}2 cos f'cosg \/rr

wvnde
r41'—2 cos feosgy/r
[8] a= 2sing*®
Statuamus
v r
SV

W =142 L', C.l"l'fql’nﬂ
2(l4-sin L g™ cos £ /i

sing*

=+ V (2(Z+sin g g% cos fy/rr') Ty : y
T e » Vbl signum superius accipere oportet

lwol-e s

pec non Ya—

vel inferius, prout sing positiuus est yel negatinus, ~~ Formula XII. art, 8§ nobis
suppeditat aequationem )

ki A
et L ol Ly o ’ . e % S o . ‘ R
g = L-esinB-EtesinD =2g-2esingcosG=2g-sin2 g4 2 cos fsin g ~————
oL Fs 3
Quodsi fam in hae aequatione pro @ subslituitur ipsius wvalor ex 10, ac breuitatis
gratia ponitur
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[1 1—5 ———reree————=—— " T}

W
@

2 5
azgos f=(rr)*

o
i
prodit omnibus rite redoctis

fua

1 1 r7 . 21 = 202 28‘-,“:‘;!12g
[12] & m={/+sinig Vr4sintg |l — e

sin g’
vhi ipsi 7 signum superius vel inferius praefigendum. est, proul sing posiliuus cst

vel negatiuus.

. . . . n_ O 2 AT e et
Quoties motus heliocentricus est inter 180 et 360 , SHE g neralius quotics

cos f est negatiuus, quanlitas 2 per formulam 11 determinata enaderet imaginaria,
atque / megatiua, ad quod cuttandum  pro aequationibus g,11 11 hoe casu hasce

ado l}islbimus :

?" 7
a3
g% - ——=1—2L
“"'UHJ
Lt
T i il =M
[11*]

2 S e
2* (—cos f) * (rr)*
vnde pro 10 et 12 hasee obtinebimus

—g(l—sinkg " Yeos f\ 1t

[1o* Ja= g

2 ¢ 3 e 3/ ag—sinag
[IQ*JiﬂI:_(L—Sm"z‘S') +(L"—'51“2g2) k—*‘ql?]:g—;f"q—)

vhi signum ambiguum codem modo determinandum est vi ante.

89.

Duplex iam negotium nobis incumbit, primum, vt ex aequatione lranscen—
dente 12, quoniam solutionem directam non admittit, incognilam g quam C€ONUNO=
dissime eruammus; sccundum, Vi ex angulo g inuento elementa ipsa dedncamus.
Quae antequam adeamus, transformationem quandam attingemus, cuius adiumento
calenlus cluantihl‘[is auxiliaris £ vel L expeditius absoluitur, insuperque plures for—

mulae post etoliiendae ad formam elegantiorem reducuntur.
a 5

V&
Introducendo scilicet angulum auxiliarem @ per formulam V ——=

f
' ! = g
tang \—"15°+(u) determinandum , £t v/ T—.g. v ——=

B
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g 4 ((tang (45 to)— colang(45°+ w))*= 2 4 4tang 2 ©*; wnde habetor

2 2
sin ¥ f tanga @ ® sin g f tanga o2

S no.s.‘j sk cos f —y L= — L‘Jsf s 005‘?—_

go.
Cousiderabimus primo casum eum, vhi e solutione aequationis 12 valor non
— o : fei ok 2g—sinag ; ;
nimis magnus ipsius g emergit, ita Vt___—l',';_(x_? I seriem secundum potestates
P I
ipsius sinig progredienfem euoluere liceat. Numerator huius expressionis, quam

per X de uombunu.a, fit
7

=% singg’—'Fsinfgf— 3sin g7~ etc.
Denominator aulem
=8sinig’—iosink +Ssin§g"+etc.

Vnde X obtinet formam
tH3sini g® 4 $2sinL g% 4 efe.

Vi autem legem progressionis coelficientium eruamus, diflereniiamus acquationein

e e : i3 ’ :
Xsing’=2g- s 2 g, vnde prodit 5 Xcos_gsmgz-l- sin g* F=2-2c082g=4eamg?

&
TN dx s : d X
slaluendo porro sinzg®=—x, fit dz —zsng, vnde concluditur da =
o
8— 6 Xcosg 4—3 X(1—zax) . g WA 2
sin g > s 2x (1—ux) » et proin (2x— 3xx) dx —4—(5—6x)X.

Quodst igitur staluimus

Xe=4(1 +fx'x+z3’n'x+yx’+ J:tr"+eic;)

obtinemus aegnationem

fles+(@B— @)t (5y—a28)a 4 (40 —a;v) 2 telc)=(8 — ba)a+Ba— i Brw
+(8 B—4y)+By—4 d) at 4 ete.

quae identica esse debet, Hine colligimas ¢ =2, B=4%a, 7T=%8, d=%3yetc.,

vhi lex progressionis obuia est, Habemus itaque

=4 *h 4.6 4.6.8.10 3.10.12
S fr e g g gy B0

dedaT .
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Hane seriem transformare licet in fractionem continnam sequenten::

5
= i —5a )
1455 %
S8 ot
0. 12
1] ——x

1.}.1?

1— etc.
. I § e % 6 -E_ 5.8 | ol BT 1| 1 4 ! s, ‘_.t.
Lex secundum quam coeificientes 7=, —3=s 5757 5703 cte. progrediuntur, obuia est;

, : . : n—J.1 ke s
scilicet terminus 7™ huius seriel fit pro n pan = —, pro 72 impari au-
: ont1.27249 "

nto.ntb
tem = "5 nt1.2n+3

stiluto nostro. Quodsi iam statuimus

viterior huius argumenti cuolutio nimis alicna esset ab in-

X

= =x—E&
S 5
S B
L Vs X
-
1a %
R — e
011
o
1 —ete
1 10
fit X= atque =x=—F+—x, siue
P = 1% 9 [~ =y 2 . eagont, G 1 R
i—zc(¥—¢) g X
IO | e N i 1B, e N
. SN & i(eg—sinag)(1 —Esing®) Gt M T .
e 5 S . Numerator huius expréessienis est gquan—
(2 g—sinag) ¥ i

titas ordinis seplimi, denominator ordinis terti, adeoque & ordinis guarti, siquidem g
tamguam quantitas ordinis primi, siue & tamquam ordinis secundi spectatur. Hine
concluditur, formulam hanecee ad compulum numericum exactum ipsius & hanud ido-
neam esse, quolies g angalum non valde considerabilem exprimat: tunc autem ad

o
hunc finem commode adhibentur {ovmulac sequentes, quae ab inuicem per ordmem

commutatim numeratorum in coéMcientibus fractis differunt, et guartill Prior e va-

lore supposito 1psius a—& haud difficile derinatur *):

*)* Deductio posterioris gquasdam transformationes minus obuias aliaque oceasione explicandas

Spponit,

13
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l _ = 77 XX
o] § —
1t5a—4sa
4
]_jrl T
1 _T"}‘Qg_x
g
1—555%
07
J—=g3s &
1—¢lt
SILLE
" g
By ST L
1 et R L
1—A42x
1—FEx
1—<55%
L=
1~—gtc,

In tabula tertia huic operi annexa pro cunclis valoribus ipsius ¥ a0 vsque ad o,5,
per singulas partes millesimas, valores respondentes ipsius & ad septem figuras de-
cimales computati reperiuntur. Iaec tabula primo aspectu monstrat exiguilatem
ipsius & pro valoribus modicis ipsius g; ita e. g. pro E'—FE=10", siue g =5
vbi ¥ =o0,00195, fit §=0,0000002. . Superfluum fuisset, tabulam adhuc vlterius
continuare, quum termino vitimo x=0,5 respondeat g="066"5 sine L'— E=152"5¢",
Ceterum tabulae columna tertia, quae valores ipsius & valoribus negatinis ipsius &
respondentes continet, infra loco suo explicabitur.

g1.
Aequatio 12, in qua, eo de quo agimus casu, manifesto signum superius
adoptare oporlel, per introductionem quantitatis & oblinet formam
z ¢ e
m= (l4x)"+ 1 (4~ el
F— o (5—D

: : : m
Statuendo itaque ¢/ (1.[_;;):?, atque

, mm___, Tipl b ‘
[14] EETEY fa 2, omnibus rite reductis prodit
=iy

[a6] A=

yt3 :
Quodsi itaque % tamquam quantitatem cognitam spectare licet, y inde per aequa-~
tionem cubicam determinabitur, ac dein erit




BELATIONES INTER LOCOS PLVRES IN ORBITA. 99

[16] x = _7"‘_:"'_?{{____ 4

: Xy

Tam etiamsi /& implicet quantitatem adhuc incognitam &, in approximatione prima
1_‘ : ’ X 77LITL - - =

eam negligere atque pro & accipere licebit e guoniam certe in co de quo

agimus casu & semper est quantitas valde parua. Hinc per aequationes 15, 16 eli-

cientur y et x; €x & per tabulam HI habebitur &, cuius adiumento per formulam 14

eruetur valor correctus ipsius /2, cum quo caleulus idem repelitus valores corre-

ctos ipsarum y, & dabit: plerumgque hi tam parum a praecedentibus different, vt &

ilerttm o tabula III desumta haud diuersa sit a valore primo : alioquin caleulum de-

nuo repetere oporteret, donec nullam amplins mutationent patiatur. Simulac quan-

titas x inuenta erit, habebitur g per formulam sing® =2

Haec praecepta refcruntur ad casum’ primum, vbi cos f positiuus est; in

M
casu altero vhi negatinus est statuimus V(L —x) = aique
, MM ; e g
04*] —+—s % — J7, vnde aequatio 12* rite reducta fransit m hanc
L W _z_ —k ’
, : (Y4+1) Y'Y
[2 5*-[ He= \—I-—_%_—l_‘—"‘ <

=

Per hanec itaque acquationem cubicam determinare Jicet 17 ex £, vnde rursus ¥

deriuabiter per aeguationem

[16%] x:L—ﬂ
ke B

[n approximatione prima pro H accipictur valor—p—=—7~; cum valore ipsius x inds
L=%

ner aeguationes 15%, 16%* derinato desumctur £ ex tabula 1IT; hinc per formulam
I 3 5

4* hahebitur valor correctus ipsius H, cum quo caleulus eodem modo repetetur.
Tandem ex x angulus g eodem modo determinabifar vt in casu primo.

G2.

Quamgquam acqualiones 15, 15* in quibusdam casibus {res radices re_u[cs

habere wpossint, tamen ambiguum numqguam eril, guamnam in preblemate mostro
) B | s 4

oy 7 = ; . . v 5 ,» e il ~ - i3

adoptare oporteat. Quum enim / maniiesto sit quantilas posiiiuds ex aequalionum

iheoria facile concluditur, aequationem, 15 habere radicem voicam posihuam vel

i

TU?")_ neces—

cum duabus imaginariis vel eum duabus negatiuis: iam gquum vy =
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sario esse debeat quantitas positiva, nullam hic incertitudinem remanere patet.
Quod vero attinet ad aequationem 157%, primo obseruamus, L necessario esse ma--
jorem quam 1: quod facile probatur, si aequatio in art. 89 Tradita sub formam L =
- CUSI:{:_ tang 2 @* : Porro subslituendo 3 s * .

S r +~t—m;—j—- ponitur. Orro s @0 in aequatione 12* pro M,

YV(L—2), prodit T1=(E—)X, adeogue F+1>0=n)X> g 4 o 4
j:t av 4 J"—_ﬂ% x?4 ele. >%, et proin ¥ >I. Statuendo itaque ¥ = ¥ ne-

cessavio ¥ eril quanlitas positiva, aequatio 15* autem hine

transit in hane
Yiqeo Y'Y 4+ —H)Y + 5 —2H—0 y quam plures radices Dositinas habere
non posse ex aequationum theoria facile probatur. Hinc colligitur, aequalionem 15%
voicam radicem habituram esse maiorem quam § *), quam neglectis reliquis in pro~
blemate nostro adoptare oportehit, ‘

93.

Vi solutionem aequationis 15 pro casibus in praxi frequentissimis quantum
fieri potest commodissimam reddamus, ad calcem huius operis tabulam peculiarem
adiungimus (tabulam II), quac pro valoribus ipsius %z a o vsque ad 0,6 logarithmos
respondentes ipsius yy ad se.ptcﬁl figuras decimales summa cura computatos exhibet,
Argumentum 7 a o vsque ad 0,04 per singulas partes decies millesimas progredi-
tur, quo pacto differentiae secundae 1psius log;y‘y‘ euanescenles sunt reddilae, ila
vt in hac quidem tabulae parte interpolatio simplex sufficiat.  Quoniam vero tabula,
s1 vhiuis eadem extensione gauderet, valde voluminosa euasisset, ab ki =o0,04 Vs~
que ad finem per singulas lantum millesimas partes progredi debuif 5 Guamobrem in
hac parte posteriori ad differentias secundas respicere oportebit, siquidem errores
aliquot vnitatum in figura septima cuitare cupimus. Ceternm valores minores ipsius /z
in praxi longe sunt frequentissimi,

Solutio aequationis 15 quoties % limitem tabulae egredilur, mnec non solutio
aequationis 15* sine difficultate per methodwm indirectam vel per alias methodos
satis cognitas perfici poterit. Ceterum haud abs re erit moncre, valorem parnum
ipsius g cum valore negatiuo ipsius cos J consistere non posse nisi in orbitis valde ex—
centricis, vt ex aequatione 20 infra in art. g5 tradenda sponte elucebit **),

*) Siquidem problema reuera solubile esse supponimus.

#*) Ostendit jsta acquatio, si cosf sit negatiuus, @ cerle maiorem esse debere quans go°-—-a.
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AELATIONES INTER LOCOS PLVRES IN ORTITA. 01 . ,
gi'. . rf
Tractatio aequationum 12,12* in art. 91, 92, 99 explicata, innixa esl sup- i‘%
positioni, angulum g non esse nimis magnum, cerle infra limitem 66° 25", vltra l
quem tabulam IIT non extendimus. Quoties haec suppositio locum non habet, ae- I
quationes illae tantis artificiis non indigent: poterunt enim jformea non mulaie tu-
tissime semper ac commodissime teatando solul Tyuto scilicet, quoniam valor ex— |
. . 2g-—snog : 1 : s ’ e
pressionis R , in qua 2g in partibus radii exprimendum €sse sponte .,;
patet, pro valovibus maioribus ipsius g omni praecisione computari polest per ta- f!."
bulas trigonometricas, gquod vlgue fieri mequit; quamdiu g est angulus paruus: \ ,‘:
commode , quoniam loci heliocentrici tanto intermallo ab inuicem distantes viIX vm= Jt
guam ad determinationem orbitae penitus adhuc incognitae adhibebuntur, ex ;01‘?)1v' ‘|
tae autem cognitione qualicungque valor approximatus ipsius g nullo propemodum
negotio per aequationem 1 vel 5 art 89 demanal: deniqgue e valore approximato }
ipsius g valor correctus, acquationi 12 vel 12™ omni quae desideratur praccisione ‘
satisfaciens, semper pauui.'s tentaminibus eructur. Ceterum quoties duo loci helio— "
centrici propesiti plus vna reuolutione integra compleciuntur, memorem esse opor- ‘.
tet, quod ab anomalia excentrica totidem reuciutiones completae absolutae jerunt, ,
ita vt anguli E'—FE, ¢ —p vel ambo jaceant inter o et 560°, vel ambo inter mul- |
tipla similia totins pf&riphoriuc, adeoque f et g vel simul inter o et 180°, vel inter ‘ 3
multipla similia semiperipheriae. Quodsi tandem orbita omnino incognila esset, neque It
adeo constaret, virum corpus coeleste, trauseundo a radio vectore primo ad secun- "£
dum, descripserit partem lantum reuolutionis, an insuper reuclutionem integram f
ynam seu plures, problema ncstrum nennumquan plures solutiones diucrsas admit- |
teret: attamen huic casui in praxi vix vmguam occursuro hic non immoramur. i
¥ i
i
9. 5
Transimus ad negotium secundum; pufa determinalionem elementormm ex |
inuento angulo g. Semiaxis maior hic staim habetur per {ommules 10, 10%, pro -‘:'
quibus etiam sequentes adhiberi possunt: t
___2mmcos j\/ rr’ kk it {
[1?] b= ‘-}_j/sing" = dyyrr cos f* sing® |
— 2 MM cos f\/rr bk tt !
[17%] @=""""¥Y¥sin g = G ¥ Yrrcos f*sing* . }
E
i
] i
ik
l I
M
i
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Semiaxis minor d==y/ap habetur per aequalionem 1, qua eum praccedentibus com-
Linata prodit
yrr'sing f \*

[18] p=|+———

[184] p = (—p—L

Tam seclor ellipticus inter duos radios vectores atque arcum ellipticum contentus
fit =1 key/p, triangulum autem inter eosdem radios vectores atque chordam
—Lrr'sin2 f: quamobrem ratio sectoris ad triangulum est vt y:1 vel ¥:1.  Haec
obseruatio maximi est momenti, simulque aequationes 12, 19% pulcherrime illustrat :

. . - . ! ; \ — 3 5 ;
patet enim hinc, in aequatione 12 partes m, (/4 %)%, l;j-l-a;ﬁ, m aequalione 12%

autem partes (L-——:\;’)%, X(L—;'r)% respectine proportionales esse areae sectoris
inter radios vectores alque arcam ellipticum), arcae trianguli (inter radios vecto-
res atque chordam ), areae segmenti (in[m‘ arcum atque chordam), quoniam mani-
festo area prima aequalis est vel summae vel differentiae duarum reliquarum, prout
#'—v vel inter o et 180" iacet vel inter 180° et 560°. In casu eo, vbi ¢'— ¢ ma-
ior est quam 560°, areae sectoris nec non areae segmenti aream integrac ellipsis
toties adiectam concipere oportet, quot reuolutiones integras ille motus continet.

Quum b sit =acosg, e combinatione aequationum 1, 10, 10* porro se-
quitur

sin gtang f

[19] cosp = 2 (I4sinf g*)

—gin glang f
2 (La—sin £ g*)

[19%] cosg =

viihefii1iend f 3 1+
vnde subsiituendo pro /, 7, valores suos ex art. 8g prodit
s'n fsin g

1—cosfeosgtatang2 @

{_.: {J:I cOos ?,) —

)

Haec formula ad calculum exactum excentricitatis non est idoum, quolics haccce
modica est: sed facile ex ista deducitur formula aptior sequens
Pea smE /f g}a +tang o »®

g3 | tgE @ =" AT e L=
[‘”j gz ¢ smi{ f+4g)+tange o®

cut eliam forma sequens {ribui potest (m

wltiplicando numeratorem et denominaiorem
>
per _caSar” )
. sin3(f—

2
ron | $anss 42 g)*+ cos
L==1 ‘1'15—.;.’?7 i

£ T 2
8) (; —g)  Sneg

sin g (f4g) 4 cos £ ( f—g) sin2 @

o~
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"

Per viramgue formulam (adhibitis si placet angulis auxiliarvibus quorum tangentes '.

tange @ tang 2 ® ‘ = ] © gin2o sind & ‘

.smi(f-——é) '—-_—_bill-’z(f-l-g) pro priori, yeE tallgi- j#g) > tang -’z(/-i-"f} p} g
posteriori) angulum ¢ omni semper praccisione determinare licebit.

Pro de‘lcrminationé anguli & adhiberi polest formula sequens, quae sponie |

demanat e combihatione aequatjonum 5, 7 €l sequentis non numeratae: J'{

& (r'—r)sing

[25] tang G = (4 r) cos g—2 cos v [

e qua, lintroducendo @, facile derinatur

’ singsin2 o .

[24] tang G = cos 2w sin & ( f—g)sin X (f+ g)+sn2 M cos g \ . :

Ambiguitas hic remanens facile deciditur adiumento acquationis 7, quae docet, G

inter o et 180° vel inter 180° et 560" accipi debere, prout numerator in his dua- ‘

bus formulis positinus fuerit vel negatinus. _J‘

l.

Combinando aequationem 5 cum his, quae protinus demanant ex aequatione 1

11 art. 8. g ' . L

1 1 S, 4

T"—-—' - = 7 sin f'sin ‘i

1 1 2 2¢ |

e ——;-:—)—]——-}-}—— cosfcos'f'

nullo negotio derinabitur sequens

(' —r)sin f
9 cos gV —(r 1) cos f ‘

——

[25] tang I =

—_——

e qua, introducto angulo @, prodit H
sin f'sin 2 &
[26] tangF =— ; i
cos2 @ sin % ( r»)qm n\j+,,; —sin2 e cos [’
Ambiguitas hic perinde tollitur vt ante. — - Postquam anguli F' et G inuent eruni, it
habebitur v = F— f, ¢'= F 4 f, vade positio perihiclii nota erit ; nec non E=0G—4g, |
% i
T =, £ |
E'=G4g. Denique motus medius intra tempus ¢ erit =—5 _—_zg—ut’t""scbmg
a*

quarnm expressionum consensus caleulo confirmando inseruiet; epocha aniem ano-
maliac mediae, respondens temporis momento jnter duo proposita medio, erit

- ; | - < -
G —esinGeosg, quae pro lubitu ad quoduis alind tempus transferri poterit. Ali-

quanto adhue commodius est, anomalias medias pro duobus temporum momentis |
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datis per formulas H—esin B, B'—esin & computare, bharumque differentia cum

—5 comparanda ad calculi confirmationem vii.
:

&

g6.

Aequationes in art. praec. traditae tanta quidem concinnitate gaudent, vi
nibil amplins desiderari posse videatur. Nihilominus eruere licet formulas quasdam
alias, per quas elementa orbitae mulio adhuc elegantius et commodius determinan—
tur: verum euolutio harnm formularum paullulo magis recondita est.

Resumimus ex art. 8 aequationes sequentes, quas commoditatis gratia nu-

meris nouis distinguimus:

. I‘ .
L singoy/—=sini L/ (14¢)
-
Il cosiv E‘:COS%E\/(I——_G)
’

UL sin%o'y/ — = sin £E'y/ (2 4 &)
IV. cosZ L”\/%: cos3 B\ (1—¢)
Multiplicamus I per sin L (F'4 g), II per cosx (F42), wnde produicts additis nan—
ciscimur
€0s %,—(f+g)\/—;;= sing Lsin £ (F4£) v/ (1+4¢)+cos £ Ecos (P40 (1 —e)
siue propter ¢/ (1 4-¢)=cos % Pt+sinEe, V(1 —e) = cos i ¢—sin% g,
cosi (f+g) :_4: cos 3 @cos (3 F—1G +g) — sin S qcos LI+ )
Prorsus simili modo multiplicando III per sinZ (F—g), IV per cos L (F—g)

dit productis additis

4

it
cos%(f‘*‘g)\/_g‘ - cos:-’.;rpcos(%F—-——;—G—gj —sinf ¢ cos & (F4 G)

s pro—

Subtrabendo ab-hac aequatione praecedentem, oritur

#
r r
. L RIS DR | 1 . EEal 5 .
005 3 (44 (\/ % v o ] = 2cos z@singsin i (F—G)
sine introducendo angulum auxiliarem @

! ; W e
[27] coss(ftg)tang 2@ :sm{.—(ﬁ-—G)cos%qasmgs/“r?*

Ty T
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Per iransformationes prorsus similes, quarum euolutionem lectori perito relinqui-
mus, inuenitur

sin 3 ff'i“ér) 4 aw

o —cos L (F— L o sin —
[2 o s cos £ (F-—G)costgsmg v e
2 : - Hries ‘} ac

¢ ra e T T oy —

[29] cos3(f—g)tang2@=sinz(F+C Ysinz @sing o
E .‘9?'.1'1 't? (f-:— fr) 4 Qa

a2 = = s x - . . g yt
[00_] i — cos,(]"+G’)smgcp:mg\/ -—;7‘
Quum parles primae in his quatuor aequationibus sint quantitates ¢ognitae, €x 27

F-3
v v g Qv o
ot 28 determinabuntur % (F—G) et cos zpsingV ——= P, nec non ex 29 et Jo
rr

4 aa . - . - -
perinde L(F+G) et sin z qgsing\/ s Q; ambiguitas in determinatione angu-

lorum 3 (F—G), 3(F+6) ita decidenda est, vt P et Q cum sin gidem sigium

= R. Ex R deduci

* aa
obtineant. Dein ex P et Q deriuabuntur % ¢ et sm g\/ =

RRV ' sin 2\ rr’ ¥ . [ o
sin\g/g“ , nec non p:—%—, nisi illa quantitate, quae fieri de-

bet=+4v/( 2(l+sinzg?) cos f) =4 /(- 2(L-sin g% cosf') , vnice ad calculi confir-

mationem viti malimus, in quo casu a el p commodissime determinantur per for—

potest a =

mulas 2
- r
sin rr b
_—:-—f‘/——-— e , p="bcosgp
sing ? cos

Possunt etiam, pro lubito, plures aequationum art. 89 et 95 ad caleuli confirma-
Giomem in vsum vocari, guibus sequentes adhuc adiichnus:
4
2 tang 2 @ rr ! :
LB L ——=—esinGsing
cos2 @ ac

2 tang 2 @

D
v L= esin Fsin f

co0s2 @

2 tang 2 @

po—— . o DL A=, - .
e tang ¢ sin G sin /= tang g sin F'sing

Denique motus medius atque epocha anomaliae mediae perinde inuenientur vi in

art. PI‘B.BC.

97+
Ad illustrationem methodi inde ab art. 88 cxpositae duo exempla art. 87
resumemus: anguli auxiliavis @ significationem hactenus obseruatam, non esse con~

14

IS I B e et
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fundendai cum ea, in qua in art. 87, 88 acceptum erat idem signum, Yvix opus
erit monuisse,

’
I In exemplo primo habemus f=23%7"26"865, porroque lo —:—‘—‘

9,9914599, log tang(45° @)= 0,97864975, @=—8"25"006. Hinc per art. 8y

logsin L f2...............7,0589972 logtang 2 @°............5,5852428
Y07 cof T decivorriv .9,9990488 SOE GO S 0,0090488
7y0399484% 5,5841940
=1logo,0010963480 =logo,0000242211
adecque/==0,0011205691, £47=0,8544559. Porro fit log bt=g,5766974
2loghkt.............0,1555948

C.ilogrr'.........9,0205181
C.log8 cas f.....9,0097636
Yogmm............7,2756765

logidio......... 0,92 1402]
7,0022742
Est jtaque valor approximatus ipsius % ==0,00225047, cui in tabula nostra Il re-

mim : . mm
= 7,2715132, siue

spondet logyy=0,0021633. Habetur itaque log— .

= 0,0018068587, ynde per formulam 16 fit x=0,0007480179: quamobrem quum &
per tabulam I omnino insensibilis sit, valores inuenti pro %, y, ¥ correctione non
indigent. lam determinatio elemeniorum ita se habet:

logw.........6,873g9120

logsin 3 g...8,4569560, Ig==1°534"2"0286, Z(f4g)=5"27"45"4611, I (f—g) =

o W= > x E = == s

19414059, Quare ad normam formularum 27,28,29,50 habetur

logtang 2@ ...cviveiecivirrons 7,.6916214 1 C.logcos 2 @..................0,0000052
logcosz (f+g)......n....0,9920065 logsinZ (f4&) ccccerrennn8,7810188
logcos 3 (f—g)..........9,9999929 logsinz (f—g)............7,7579709
log P sin 3(F—G')...... 7,6go8279n logQsinz (£4G).......7,6916145 n
I‘_’?}_P . ?(F"“i)---"-A%,TSIOE‘iO logQcosf (F+G)......7,7579761
2 (F—G)=—4 3841 54 ].OgP::lochus;:q_,”_.__g’rf;ggq}ﬁg?

3 (FP4+G)= 5192158 0 logQ=log Rsin¢......7,8778555

e 514 42 56,51 Hinc ; ¢g= 76" o' 935

= 510 55 20,64 ¢=1412 1,87 :

¢

o«

o}
18 J0 25,57 Iog R.“”"””""”‘“”".,8,785?960

ol
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|
o 324" o 19"59 Ad calenlum confirmandum !
E= F20 52 15,03 2log 2 €08 frrnusnernensinninn0;1500594 |
: - P m_ s
S 327 825,65 - 3log(l4x)=log—— ¥ ..8,6557566
8,7857g960
Llogrr.........0,3264939 log S @iemer R g,08g7262
logsin f.........8,8202909 log 206268....ccrrevners 5,51442513 b
C. logsing ...... 1.2621765 log 0‘11=:‘cundla.......-*:70‘“51" ‘
OB D vvveeesensnnn0,2080613 logsin E......... v, 8000767 7
logcos@.......9; t;So b2gk STL I o emsevoiron ount q,7344714 1t |
logp...:,.— 0,5954857 4,ho42280 7
log @.ooverivneens 0,4224389 loge;,an ... 2,4586227 1
log If.,..,.........-L),:‘Jt)oﬂcﬁﬁ esin E'—‘——.ngaz ‘14 =— 8°52"12"14 -;
tloga ... 0,0356584 gsin B = —27465,08 =—17 57 35,08
2"(‘_‘]_lba 1-{%2 Hine anomalia media E
Rt il ] ‘.(_?0 pro loco primo = 52g 442767 i
Bt ; %.’zoﬂ.b*‘ﬂ pro secundo = 551k 45 58,75 h-
lst itaque motus medius diur- e e iaih L

nus = 824"798g. Motus medius |

intra tcmpuq t=180g1"07 |
i

=5"1"31"07
II. In exemplo altero fit f.._31'27'58'52,m-—'—-21'50'565, 1=—=0,08635659,

1177 = = i

log mm=¢ ,3550651, T4 sine valor approximatus ipsins b= 0,24561% ¥54; huic in ‘

3 !

l T ! . 1mm E
. . tabula II respondet logyy==0,1722689, vonde deduciiur f,-‘-y—-‘ =0,151634208 ; =

dal g i

- R |

0,06527749, hinc e tabula I sumitur & = 0,0002531. Quo valore adhibito prod- 0

| i

min i

eunt valores correcti = 0,2450779, logyy =0,172 22303, T: 0,15164737, x= J

0,06529078 , £=0,0002532. Quodsi cum hoc valore ipsius £, vnica fantum ynitate
in figura septima a priori diuerso, calenlus denuo repeteretur; h, logyy, x mi= |
tationem sensibilem non acciperent, quamobrem valor muentus ipsius a iam est

verus, statimgue inde ad determinationem elementorum progred.i licet. Cui hie

. non immoramur, quum nihil ab exemplo pmeceﬂente difleral.

III. Haud abs re erit, eliam casum aH-erum ybi cos f negatiuus est exem- |
: — {
plo illustrare. Sit v — »=224°¢"¢", sine f= 112° 0" o', log r =0,1394892, logr’ e i

e
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= 0,597879%, t = 206,80919 dies. Hic inuenitur o=4- 41 4'453"%8, .= 1,8942298,
log MM = 0,6724535, valor primus approximatus ipsius log X = 0,6467603, vnde
per solutionem aequationis 15* obtinetur ¥Y'=1,591452, ac dein & =0,037037, cui
respondet, in tabula III, &= 0,0000801. Hinc oriuntur valores correct] log H =
0,6467951, ¥= 1,5915107, & = 0,0372195, & = 0,000080qg. Calculo cum hoc
valore ipsius & denuo repetito prodit x=0,0572215, qui valor, quum & inde haud

mutata prodeat, nulla amplius correctione mdiget. Inuenitur dein 2 g =11"7"25"0

2 e

;
atque hine perinde vt in exemplo I
4 ¥ — Ol e il ~
(= G)=23"5555 59 logP=log R o8 £ @.......9,9700507
3 (F'4+G) =826 6,38 log Q =log Rsin £ ¢.......9,8580552
i 4 = - ey Jeso el o

£ = 1199 59,97 2P =237 4154 29
¥ = ' =— 100 0 0,03 ¢ =7523 8,54
g + 123 59 59,97 dog A ..o crveriesainiieinnss0,07 17066
G — 4 52 19,7 Ad calenli confirmationem ervujtuy
E = -— 17223801 M

’ 7 s log % \/—2905_/“.........0,0717097
¥ S— J 27 7 3,59

In orbitis tam excentricis angulus @ paullulo exactins computatur per lormulam 0%,
3 Sy T RF e > et oo e "

quae in exemplo nostro dat ¢ = 756°23'8"57; excentricitas quoque e maiori praeci-

. " | * ] i =

sione determinatur per formulam 1— 2 sin (45°— % ¢)* quam per sin @3 secundum

illam fit e = 0,96764630.
Per formunlam 1 porro inuenitur logd =10,657661 1, vade Iog P =0,0595567,

P

14e

log a=1,2557255, atque logarithmus distantiae in perihelio = log

~

e)=1log b tang (45° — % ¢) = g,76564g6.

loga(a

In orbitis tantopere ad parabolae similitudinem vergentibus Ioco epochae
anomaliae mediae assignari solet tempus {ransitus per perihelium; interuvalia inter
hoc tempus atque tempora duobus locis propositis respondentia determinari polernnt
ex elementis cognitis per methodum in art. 41 traditam, quorum differeniia vel
summa (prout peribelium vel extra dio loca proposita iacet vel inira) quum  con-
sentire debeat cum tempore £, calculo confirmando inserniet. — Ceterum numeri
huius tertii exempli superstructi erant elementis in exemplo art. 38 et 45 supposi-
tis, quin adeo istud ipsum exemplum locum nostrum primum suppeditauerat: diffe-

rentiae leuiuscnlae elementormm hic erutorum vnice a limitata praccisione tabula-

rum logarithmicarum et trigonometricarum originem traxerunt.
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98.

Solutio problemaiis nosiv: pro ellipsi in praecc. euoluta etiam ad parabo-
lam et hyperbolam transferri posset, considerando parabolam tamquam ellipsin, in
qua a et b essent gquantitates infinitae, rp:gOO, tandem E, E, g, G=o; &t
perinde hyperbolam lamquam ellipsin in qua a esset negatiua, atque 6, I, ¥, g,
G, ¢ imaginariae : malunus tamen his snpposilioniburs abstinere, problemague pro
vhoque ' seclionum conicaram gencre scorsim tractare. Analogia insignis inler omuia
tria genera sic sponte se manileslabit,

Retinendo in Parssona characteres p, ¢, ¢, I'; f5 75 7, t in eadem si-

gnificatione in qua supra accepti suut, Labemus ¢ theoria motus parabelici:

[1] \/ ;i, —=Ccos % _q_j)
[2] \,/“2%‘“: cos L (F 4 1)

& el

Lo

———==tan gi(F4f) — tang i (F— f)-]-}-iang'f’l”-{-f) — I tang

— {{ang;(}"-}-f)—--tm]gl;(F«-——f)} i {1—]—'lang%(l;'-}-f)tang;(F—-f)

4+ (lang & (F'+ f) — tang 1 (I‘—j‘))ll
251’11&/,’_""’_] 2cu~f\/u‘- 4_%_1:1[ rr]

vod
P 1 ] OJJP j- 3 de
5 ki - f e f_- + & Si!}_.ﬁ_(‘l"i‘lji
I.U] (O e ‘V ]) t_s j)_;- :

Porro deducilur ex multiplicatione aequationum 1, 2
P
{ 2] T cos Fq-cos f

nec non ex additione quadratorom

+
(5] I”"’:”’L: 14 cos Feosf

T‘Il‘nc eliminato cos F'

277 sin [

[6-1 o T4’ —acos fy/rr

Quodsi itaque aequationes g, g* art. 88 hie quoque adoptamus, priorem pro cos f

positino , poatrrnrun pro negatiuo, habebimus

B o -
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_ sin f*\/rr’
(7] P=""glcosf
o S 'sjnf?'\/ri_
T —a Lcosf
quibus valoribus in aequatione 3 substitulis, prodibit, vetinendo characteres m, Hf
in significatione per aequaliones 11, 11* art. 88 stabilita,

X 3
[8] = AR

X 3

(8%] M=—L"+1L"
Hae aequationes conueniunt cum 12, 12* art. 88, s&i illic statuatur g =—o0. Hine
colligitur, si duo loci heliocentrici, quibus per parabolam satisfit, ita tractentur,
ac si orbila esset elliptica, ex applicatione praeceptorum art. g1 stalim resultare
debere a =o0; vice versa facile perspicitur, si per praecepla ista prodeat x =o,
orbitam pro ellipsi parabolam euadere, quum per aequationes 1, 16, 17, 19, 20
fiat b=00, a=00, =90 Determinatio elementorum facillime dein absoluitur.

Pro p enim adhiberi poterit vel acquatio 7 art. praesentis, wel acqu. 18 art gb *):

4
BB . Lalemt T
pro F autem fit ex aequationibus 1, 2 huius art. tang £ F == Lr——‘/— colang 3 f =

r4yr
sin2 o cotang i f, siangulus auxiliavis in eadem significatione accipitur, vt in art. 8g.
Haece oceasione adhuc observamus, si in aequ. 3 pro p subslituaiur valor

eius ex O, prodire aequationem satis notam
I
b= (r 45 +cosfo/rr’) (rdr'—zcos fo/rr’) y/a

: 99.
In HYPERBOTLA quoque characieres p, v, ¢, f, I, r, #, ¢ in signifi~

catione eadem retinemus, pro semiaxi majori ¢ autem, qgui hic negatinus est, scri-

s : 1
bemus — ¢; excentricitatem e perinde vt supra art 21 eic. statuemus =W
.
] o= 1 : C
Quantitatem auxiliarem illic per # expressam, statuemus pro loco primo =——, pro
C

secundo == Cc, vnde facile concluditur, ¢ semper esse maiorem quam 1, sed cete=
ris paribns eo minus differre ab 1, quo minus duo loci propositi ab innicem distent.
Ex aequaiionibus in art. 21 cuolutis hue transferimus forma paullulum mutats sex~

tam et sep Limam

*) Vnde simul patet, y et ¥ in parabola easdem rationes exprimere vt in ellipsi, v. art. 95.
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(e—1)u

[1] cos%v-_--;—(v'—g‘+\/%)\/-—j"’— |

Y B (e41)e
[2] 5111'51):3;( S —C,-)V =

[5] cos—_?;v’:%(\/Cc-!-\/- (;L) —(f:])a ;

P }
[4] sin%v'::{c(v'Cc——\/ éc)\/ (e—l;,rl)i In

Hinc statim demanant sequentes:

s 1 ce—1
5] SIHFZ%Q(C—-_.')\/—;F“'" : ]

e{?——*l

[6] smf-—-zakb_"—)\/
- — x 1 3 1 __.Ec__.—_.

L7] COSP—_(CKC'%—E)—((’"FE) ay/rr’ ~ g
(8] cosf:(e (C-I—%)—-(c'}-_]c‘)) "2—\2'?" I

Porro fit per aequ. X art. 21

o5 48)
| a—«—?e(Cc -+ C) —i1 : l

atque hmc |

1 r{".._——~ V (p ———
L9 i C 2 ) :
.. Tr =
th) '(('T' (: )((‘+_'—"—) —2
Ijacc aequatio 10 cum 8 combinata pracbet ‘
: r4r—(c4 T) cos f.y/rr’ = s

I [} .a=

3 (c--%;)"

I ; \/ V’ﬂ |

Statucndo itaque perinde vt in ellipsi I’ =142, vl =1—2L, prout

i 2cosf

! cos f est positiuus vel negatiuus, fit




!
|
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8 (I— % (t/e— y/—)") cos foy/rs’

(c——)

— 8(LA3 (/omy/—Y) cos f.y/rr’

1z
s 2

[197] a=

Compultus quantitatis 7 vel Z hic perinde vt in ellipsi adimmento anguli auxiliaris
instituetur.  Denique fit ex aequatione XI- art, 22 (accipiendo logarithmos hyperbo-
Licos)

ki C &
—ag-—:%e(Cc——a——T —éT)—-IogC’c-l-IogT
:%E{C-]-—CT}(C-— —)—2alogc

siue eliminata C adiumento acqualionis 8

It (c—=") cos f.y/rr’

: ‘
= -}-%(cc-——cg)——Qloge

o «
In hac aequatione pro e« substituimus valorem eius ex 12, 12*; dein characterem
m vel M in eadem significatione, quam formulae 11, 11* art. 88 assignant, iniro-
ducimus; tandemque breuitatis gratia scribimus
1

ce———4loge

; c
:t::(\/c""\/?/z =z, = s

: 1
3e——p

quo facto oriuntur ac quationes
[13] m = (1— :;)%-{-(J—— ;)% Z
[18"] M=—(Lgz)*+(L+2)tZ

quae Vnicam incognitam z implicant, quum manifesto sit Z functio ipsius z per
formulam sequentem expressa

7 (1 t22)V (2t zz)—log(y (1 45)+y/z)

f
2 \3+Z£)2
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100.

In soluenda acquatione 13 vel 13% cum casum primo seorsim considerabi-

mus, vbi z oblinet valorem haud magnum, ita vi Z per seriem secundum potesta-

tes ipsius 2 progredientem celeriterque conuerg gentem BXPT”!H possit. Tam fit

3
» A ; N L3 -3 # = 2 2 = )
‘\.l-J,-2.’;"\/{\2’-{-:;:/;."_‘:‘-"—[-;_.:2-!--{-‘-:‘;‘,,_, Oc(\/u-,. 2y 4V 2 -1z 4- 2= 2%, adeo-

A :
Z,..; denominator qutem fit = 2z°492"..., ¥nde

l-ln

o 2 :
que numeralor ipsius Z=%z" 42z
=4 —%z Vit legem prn"rc.ﬂmom» delegamus, differentiamus “equﬂtmnvm

=5 = leane

s (422 Z = (1 +0)y (e 4 2) — log(V (1 + 0 +V)

vnde prodit omnibus rite reduelis

ﬂ(z-[—zz)%"- d/; — 43 .4(1-{-“:.)\/(,-[—2)-—1\/(;. 42z

dZ

dz

— =4 —(3+€C2)Z

LS

(ez42zz)—

vode simili ratione vt in art. go maduutiur

i El 8. 10.

Z=4%— i Zof 5

39 L

Patet ilaque, Z prorsus cudcm modo a —z pendere, vt supra in ellipsi X ab x:

qurtmobrcm si slatummus

1
Z: %i 96 3+7)

determinabitur etiam ¢ perinde per —Z ¥L supra g per ¥, ita vt habeatur

[14] e

+'T4 7%
14 etc.
Hoc modo (‘mnpulah sunt valores ipsins § pro Z=9 vsque ad z =0,3 per singu~

las partes millesimas, quos columna tertia tabulae 1T exhibet.

10

S | e e
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101.

7L ) M
Introducendo quantitatem ¢ statuendoque ¢/ (J—z) — Vel V(L ~—z}~_—?,
nee neon .

s mm
[15] —%—mf =h, vel

; mmr .

aequationes 13, 13* hancce formam indmunt
: (y—1) 3y
|16] sl = LAy S

Y+s

. ¥ ¥Y
[16%} (_;-71_‘_)—"*= H
i

adeoque omnino identicae fiunt cum iis ad quas in ellipsi peruenium est (15, 2b¥

art. g1). Hine igitur, quatenus /2 vel JI pro cognita haberi potest, y vel ¥ deduci
poterit, ac dein erit

7 1L
U’“_'h;w

MM
YY

[17*] 2=

Ex his colligitur, omnes operationes supra pro ellipsi praescriplas perinde eliam’ pro

hyperbola valere, donmec e valore approximato ipsius % vel & eruta fuerit

- x nLin R 4 Bk
titas y vel ¥; dein vero quantitas -T;;H—Z velL——ﬁ, quae in ellipsi posi-

quan—

tina enadere debebat, in parabolaque = o, fieri debet negativa im ihyperbola: hoe,
itaque criterio genus sectionis conicae defimietar. Ex inuenta z tabula nostra dabit &
hine orietur valor correctus ipsius 4 vel I, cum quo calculus repetendus est, do-
nec omiia ex asse conspirent.

Postquam valor verns ipsius z inuentus est,

¢ mde per formulam ¢ =

tiam ad ysus sequenles, an-
gulum auxiliarem n introducere, per aequationem tangen=—ay/(z+

nandum; hine fiet ¢ =— tang 2 n+4 v/ (1 4+ tang 2 n* ) = tang (45° 4 n)

142242y (z2+z2) derivari possct, sed praestat, .e

zz) determi~
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102.

Quum in hyperbola perinde vi in ellipsi y meocessario esse debeat positing,
solutio aequationis 16 hic guoque anﬁ)ign_itﬁ‘.i obnoxia esse nequit*): sed respectu
acquationis 16% hic paullo aliter raticcinandum est quam in ellipsi.  Ex aeqratio-

" . . are et Ak
num theoria facile demonstratur, pro valore posilito 1psius H**) hanc acqua ionem

at) cum Vvna radice negatina duas

(siquidem vllam radicem. realem positinam habe
T -
3__0,20601 , wvel

- M |
positinas habere, quae vel ambac acquales erunt puta.::':-(‘; \/ &

altera hoc limite maior altera minor. fam in problemate nestro (sui‘,positioni 81—

1 . Z
saltem non maiorem quam 0,9, No

tabulae tertine vsu destituamur) necessario semper radicem maiorem aceipiendam

csse seguenii modo demonstramus. *8i in aequatione 15% pro M substituifue

YV (L+2), prodit Y+1:.(L+z)Z>(1+z)Z, siue ¥ >

perstructo, 2z esse quantitatem haud magnam,

4 AR 4.6.8
1 N L e Y 1 7 acl Aitur T Tl
P — 1%t B b ° 4 elc., wnde facile concluditur, pro valori-

bus tam paruis ipsius z, quales hic supponimus,.semper fieri debere ¥ > o,200601.

Reucra calculo facto inwenimus, vt (1 + ) Z huic limili aequalis fiat, esse debere

z=0,70858: multum vero abest, quin methodum nostram ad tantos valores ipsius

z extendere velimus.

103.

Quoties z valorem maiorem obtinet, tabulae I limites egredieniem, aegua—

tiones 15, 13* tuto scroper ac commode in ferma sua nen mutata tentando soluen—

tur, et quidem ob rationes iis similes quas in art. 9% pro ellipsi exposuimus. In

ali casu elementa orbilae obiter saltem cognita esse supponere licet: tum vero va~

sin fy/

lor approximatus ipsius 7 statim habetur per formulam tangen= —_""07 = "3
2V fee—1)

quae sponte demanat ex acquatione 6 art. g9. LEx n autem habebitur z per for—

1— COS 2N sinn’” ; S .
et ex valore approximato ipsius 2z paucis

gcosan COS2M

mulam 2z =
tentaminibus derimabitur ille, qui aequationi 13 vel 15* ex asse salisfacit. Possunt

quoque illae acquationes in hac forma exhiberi
——

*) Vix opus erit monere, tabulam nopstram 1l in hyperhola perinde vt in ellipsi ad solutionem

huins acquationis adhiberi posse, guamdin % ipsius limites non egrediatur.
s T _ ~ 7, TR A% FNED = . - . .
) Quanbilas IT manifesto fieri neguit negatiua, 1SL fuerit € > %; tali antem valori 1psius ¢ re-

Tor ipsius # maior quam 2,684, adcoque Jimites huius methodi Ionge egrediens

sponderet va

e

e
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x 3 tangepn A l
Z sinp®* 2 sinn® = Beaa T log hyp tang (45° 4+ n)
s (l— ) +2(l——— -
. €082 7 COs 2 7t tang 2 722
3 I tang o n ‘ = l
M= (L, sin 72 ain 7® % cos 2z —log hyp tang (45°+ )
[=— (@4 S (g S0 |

algue sic, 11eglecta. z, statim valor verus ipsius z erui.

104,

Superest, vi exz, nvel ¢ elementa ipsa determinemns, Statuendo ey (ee—1)
=3, habehitur ex aequatione 6 art. gg

sin ]"\/zr
[IBJ ‘8 = 1.:[11"' 2n '

Combinando hanc formulam cum 12, 12* art. 99, cruitur
tang f'tang 2 n
2(l—z)

tang flang o n
[19*] tang @ =— 2 (L +2)

(0] V/ (ee—1) =tangy =

vade excentricitas commode atque exacte compuiatur; ex § et V' (ee—1) prodibit

per dinisionem e, per mulliplicationem p, ita vt sit

2(l—z)cos fiy/ 2 mum cos ./ rr’ ket
S abs tang 2 7* . —  yytan gen® — &Y ¥rr cos Jitang 2
—a(Ld+z)cosfiy/ ' — 2 MMcos f\/ rr khtt
= tang 2 72° - ':Y'if_tang an F3i Goyy r-;-':nqj‘z fang 2 &
sin f. tang £/ rr’ Yy sin fitang £/ ri” yrrisine f
P 2(l—1z) = 2 mnm I ( B .
— sinfitang fiv/ rr’ - — ¥ ¥ sin fitang fiv/ rr’ ( ¥ri'sina £ \2
% 2(L+z) e 2 M s ki )

Expressio tertia et sexta pro p, quae omnino identicae sunt cum formulis 18, 18*

art. g9, ostendunt, ea quae illic de significatione quantitatum y, ¥ tradita sunt,
ctiam pro hyperbola valere.

# . . i
E combinatione aequationum 6, g art. g8 deducitur (r ---r)\/ ST
I!

. - 1 " 2 20 -
—=esinf (C— T) ; introducendo itaque i et w, staluendoque C=tang (45°+N), fit
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g sinay tang 2 &

[20] lang 2 N = s5in f'cos 2 @

21

Tiuento hine C, habebuntur valores quuu‘litutis in art. 21 peru expressae pro viro-

gue loco; dein fiet per aequalionem I art. 23

; - C—e¢
tang Ly =— —
= (C4c) tang £ iy
Ce—1

fang Ll =
2.5 u+1)mn L

siue introducendo pro C, ¢ angulos N, n
sin (N—n)
cos (N +u)1tu1g n‘,r/
oo t .T:v'_.______ill("\'i'”)
[22] tang ## = "¢os (N—# ) tang = ¥/

. - v 7 ' . n
Hine delerminabuntur anomaliag verac ¢, ¢, quarum differentia cum 2 j comparala

[21] tang v =

simul calculo confirmando inseruiet.
Denique per formulam XTI art. 22 facile deducitur, interuallum temporis a perihe~

lio ysque ad tempus loco primo respondeiis esse

3
e  2ecos (N+4n)sin (N— n) ey tang (45° 4+ N) ]
1 cos 2 Ncos2rn — OB YP Tang ( (45° 4 n) |

el pﬁr mde interuallum wln}’oric :tpcm.zeim veque ad tempus loco secundo respondens

8
1.

4 "'[ 2 ecos (N —n)sin (N+ 7))
E A cos 2 N cos2n

— log hypiang ( 45° 4 N) tang (45" 4-n) f

Si itague tempus primum statuitur = T —%t, adeoque secundum == T+1t, ht

3
o > | etange N 5 1
o 7 T o i it L (LB e AT
12'):] 4= k i cos2 i“h ang\ 40 T N)
vade tempus transitus per perihelium innotescel; denique
z
2o *f etingan . A

[s) e st e g (45 ¥ By

quae aequalio, si placet, ad vltimam calculi confirmationem adhiberi poicst.

100.

Ad illustrationem horum pracceptorum exemplum e dnobus locis in arit.

03, 24, 25, 46 secundum eadem elementa hyperbolica calenlatis conficiemus. Sit
N r

g 111 prdes LS Y A 'Y - gA 3
190" siue fF= 24° 60", logr = 0,0553b85, logr =o0,2008541,

r o

l{df’u':.‘ V — =
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_mm
+ J

valor approximatus ipsius b ==0,0644571; hinc, per tabulam I, log 3y = 0,0580848
T

= 51,49788 dies. Hinc inuenitur ¢ — 2°45'908"4~ | = 0,0579603g,

ih
fnf s
7

3

yy | 09047454, 2= 0,00748585, cui in tabula I respondet § = 0y0000052.
. 8 . . £t .'"'6 IR
Hinc fit valor correctus ipsius I = 006443691 , log yy = 0,0560846 ——}?- —

&
-

0,05047456, z==0,00748585, qui valores, quuer ¢ inde mon mufefur, nulla am-

plius correclione opus habent. Jam calculus elementorum ita se hake

Jog ... a7, 8742500 logitang fin il g:65e5199
log (1 +x ) +0,0032389 log % tang 2 7.......8,9387 59 4%
logy/ (z +z -----8:9537‘594‘ -C‘:.]ug(l—-:s)......,.l}egﬁgg-;vﬁ
log 2_................_...0,5010509 © log tamg-;fs_r_...........9,88528&38
log tang e 7....... . 0,2097694 w = 37" 34 5g'y9

an = go 51" 117816 (csse deberet = 379357 )

12 — & 55 55, QQS

logsin fi......c.........9,6110118 C.log%sin f.....0,6g00183
I £V RSN e 0,1171063 logtang2 @ .:.....8,0818518
C.loglangen.......... 0,7602506 C.logcos 26....0,0020156
BOP e i ot et 0,4883487 logsiny. ........ 9,7852685
logtangw................ 0,8502868 Eg"t:mg2]\".......55?;;62 1941
T A W 0,6020619 a N — 16°g 46" 253
IOgIJ .................. ..035746555 N — 8 4 35, 127
(esse deberent ..., ... ... o,6020600 N—pn'= 3 g 17,219

atque O, .)7 26356

S

N+n = 13 o 29,055

log sin(N—n)......... 8,7406;571-& logsin (N4 7)....9,5525627
C.logcos(N4n).....0,0112902 C.logcos(N- rz)f3,0006587

log cot Lop... ..,.......0,'ﬁ'681829 log cot $.........0,468182q
logtang & v.... 0,2 201005 logtangz ' 9,8111'_}‘10
iv= g 2529 gy

Fy' =55"% 29" go

— A &
y = 18 5o 59, 94 ¢ = 67 =2 5g, 86
(es.se deberet 18° 517 U”) (esse deberet 6';0 B
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oG €. ciivisumsiaiiossiesas 0,1010184 1,7, 7 S S 0,101018%
logtang2 N ..o 0,4621341 log tang a7, ..copien... 0,2597694
€ lagcossn. .. coa o 0064 mq C.logcos 2 (5T row i 0,0175142
l’."ST
q,ougboox 0,0985020
o)
nnmerus = 0,57119863 wmerus — 0,22819284
X 1 P 7 g w0 ="
log hyp tang (45 BT S e log hyp a1 1g (45 -+ T sy
............................. 0,28591231 R g e ot 28902
Dilferentia = 0, 08528612 Dillerentia = (‘l:U.'f.'"JSUUUS
8T A e S 8,9508783 log......,....................S,;rf’:b':»’i-.‘?-!u
2logat. v iviciiinens 0.5030928 210G O usrmnernsnmannens 0,q030428
€. J0g k. .opssisnsmimnsondy7844186 € dog Buciotrous siies 1,7644186
7T R 1,5985897 J0E'2 .. cvsgre s nieiirs 00 0 01 OD00
T = 39,66338 5 SR BRI, B2 17894
¢ = biag788

Distat itaque transitus per perihclium a fempore loco Iﬂ‘iuu} respondenie 13,91444%

dichus, a tempore loco secundo respondente 65,41232 diebus. — Celerum diffe-
ventias exiguas clementorum hic erulorum ab iis, secundum quac loca proposita

exdeulata fuerant, tabularum praceisioni limilatae tribucre oporick.

10b.
Tn fractate de relationibus maxime insignibus ad motum corporum coelestinm
in sectionibus conicis spectantibus, silentio practl('rire non pessunus expressionem
clegantem temporis per semiagem mailorem, sumumam r4+1" atque chordam duo loca
inngentem. Haec formula pro parabola quidem primo ab ik Euler inuenta esse
videtur (Miscell. Berolin. T. VII p. 20), qui tamen ecam in posierum neglexit,
neque etiam ad ellipsin et hyperbolam extendit : errant itaque, qui  formu-
lam clar. Lambert tribuunt, etiamsi huic geometrae meritum, hane expressi jonem
ebliuione sepultam proprio marte ernisse et ad religuas sectiones comnicas amplia—
yisse, non possit dencgari. Quamguant hoc argumenium a pluribus geometris igm
traclatum sit, tamen lectores attenti exposilionem sequentem haud superfluam agno-
scent. A motu elliptico initium. facimus.
Ante omnia obseruamus, angulum eirea Solem descriptum 2 f (art. 88, vnde

re hq‘ltl quoq_ll? ‘;Igll{l (1(_‘51_‘[]])11nus) _“lfra .jbo SIIPPOHI PUSS Pﬂlft en.“‘n, hl lﬁf_\ ai~-

gulus 560° gradibus augeatur, tempus vna reuolutione siue > 565,25
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diebus erescere. lam si chordam per p denotamus, manifestum est fierd
’ ’ > - i 2

Qo = (F‘ COS ' —-71"Cos |"‘}‘+(f"51r1 -v’-—-——r 513.4°)

adeoque per aequationes VII, IX art. 8

’ o ) 2 Tt e
09 = aa(cos £'— cos B - awcos ¢” (sin B

sm E)* 2

= 4aasing® (sin G* 4 cos g €05 G°) == 4 aasm g° (1 — ee cos G2)
Introducamus angulum avxiliarem % talem, visit cosh = ecosG'; simul, gno omnis
ambiguitas tollatur, suppenemus, /& aceipi inter o et 180° , vide sin/ erit guanti-
tas positiva. Quoniam itaque etiam g inter cosdem limites jacet (si enim 2g ad

560" vel vlira ascenderct, motus circa Solem reuolutionem integram attingeret vel

superarct), ex aequatione praecedenie sponte sequitir o == 2asingsinh

ol

y  siquidem
chorda famquam quantitas positinva consideralur. Quum porra habeatur » -4
o

= 2x(1—ecosgcos ) = 2a(1 —cosgcosh), patet, si statuatur 7 —g =0, htg

=g, heri
- r 7 .
[1] r+7r'—p =2a(1—cos0)= 4asini?

[2] rr' g=2a(1—cose) = 4asinig®

Denigue habetur & :_u% (2g

3 .
[3] kt=a* (a—sju &—(d— sirld))

a3 . .
2esingcosG)=a*(2g—2gsingcosh), siue

Determinari poterunt ilaque, secundum aequationes 1, 2, anguli J et ¢ ex
’ . . B * .
r+r, ¢ et @ quamobrem ex iisdem quantitalibus determinabitur, secundum aequa-
tionem 5, tempus 7 Si magis placet, hacc formuld ita exhiberi potest:
£ ,
2a—(r4r)—p ) sa—(r4r)—p
arc cos ~— sinarecos =
2a 2¢
2a—(r+r)dp Ba= Ao tr)dp: 1o

arc cos -— .- sinarc cos
2 Sa

It =’

]
Py

Sed in determinatione angulornm ¢, 2 per cosinus suos ambiguitas remanet, quam
propius considerare oportel,  Sponte quidem patet, o iaccre debere inter — 180°
et +180°; alque ¢ inter o et 560°: sed sic queque vierque angulus determinatio—
nem duplicem, adeoque tempus resulisns quadruplicem admittere videtur. Attamen
ex acquatione 5 art. 88 habemus cos f.y/ri’ = .a(cosg—cosh) = zasinidsini¢:
iam sin L & necessario fit quantifas positina, wnde concludimus, cos S et sin 18 ne-
cessario codem signo aflectos esse, adeoque O infer o et 180", vel inter — 180°

et o accipiendum esse, prout cos f positiuus fuerit vel negatiuus, i e. proni motus

5 . . T 3 o 1 .9
heliocentricus 2 /" Tuerit iafra vel supra 180. . Ceterum sponte patet, pro 2 f=180

necessario esse debere d=o0. Hoc itaque modo o plene determinatus est. At de-
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jerminatio anguli & Mecessario ambigua manet, ita vt semper pro tempore ditdo va—
lores prodeant, -quUOTHM (WIS Verus sit, misl aliunde constet, decidi nequit. Cete-
raum ratio huius phaenonwuj iacile pcrspicitur: constat enim, per duo puncta data
describi posse duas cllipses dinersas, quae ambae focum suum habeant in eodem
puncto dato, simulque eundem semiaxem maiorem ¥ )3 manifesto autem motus a loco

prime ad secundum in his ellipsibus temporibus inaequalibus absoluetur.

107.

Denotando per y arcum quemcunque inter — 180° et 4+180° situm, et per s

sinum arcus %y, consiat esse
<D 1.3,

5
—éx:s-}--}.‘:—s’—p-}—. =% S4+F.556 s7 4-ete.
Porro fit
FA0E, Y0 =% 141 g 1 S gty

S pr o / ro— == — —— N T %
gsin y =sy (1—8s) =s—35 = T S —etc
adeoque

L ] £ -

R e Wl (0 ) S e T...‘__'J'i-g x

¥ sin =14 (284338585 +s705 8 4 ete.
4
- " : e rdr 4

Substituimus in hae serie pro § deinceps % v/ -—a—"—, ety —za_(j—ﬁuﬁe_

™

que inde proueniunt multiplicamus per @*; ila respectiue oriuntur series
2 2 1 s ! r e
%(r-+r-—e)f+g'a-—a—(r+r’-—o)z+?-q-’sz-‘;;;(f%-f'*—w%
1

L et T F \rgr :
b e s ket s

3 1 g 1 ~
M T TETL L (ATt N BRI o7 SR
(rdrto);+ss- (r4r 407+ o550 7 +0)% +

aa
1 9
g . it e A
TEAIZ 43 ('r +7 +9)1'+ ete.
quartm summas denotabimus per T, U. Iam nullo negotio patet, quum sit
r4+r—og

sintd=+V =, signo superiori vel inferiori valente prout 2/ infra

o - 3 o . 4 )
vel supra 180 est, fieri a‘i(é\ —sind )=+ T, signo perinde determinato; Eodem

*) Descripto e Joco primo cirenlo radio a— r, aliogue radio @ — " ¢ loco sccundo; ellipsens
focum alterum in intersectione hormm circulorum iacere patet. Quarc quum generaliter loguendo
duae semper dentur intersectiones, duae cllipses dinersac prodibunt.

16
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modo s1 pro & accipitur valor miner infra 18c° situs, fiet €% (¢ — sing) = U

acceplo vero valore altero, qui est illins complementum ad 560", manifesto fiet

—

a (e=—sing) = a% 560°— U. Hine itaque collignntur duo valores pro tempore ¢

U7 a’ 560° U+ T |
____K:_’ alque : 2 s 7 ¥

' 108.
i Si parabola tamqnam ellipsis spectalur, cuius axis maior inﬁnile magnus

b | est, expressio temporis in art. praec. inuenta transit in — l(r + 7 +Q) +
"}1 (r++— 0 3} sed gquum haecce formulae deductio fortasse quibusdam dubiis ex~
i posita videri possit,! aliam ab elipsi hand pendentem exponemus.
‘ Statuendo breuitalis caussa tang ¥ v = @, tang ¢ = (9" fit 7= tp(x + 66),
i . 1— 68 i s AN O
r=2ip(x+064¢), COSV—'_—+U{) 008 V== T, s S S
{ 2

i sin ¢ _"—_‘I‘_‘a 74 i o ! sv=3%p(00—00), rsmt'—rsin p —

?

;;‘ P(6—0), adcogue gp = % pp (¢ — 0)2( b (0 + 0}"). Jam facile “perspicitur,

f— = sin f'

h cos £ veos L ¢

esse quantilatem positivam: statuendo itaque

\/(1 +3(6+ 6)2) =, erit ¢ = p(0 — @) y. Porro fitr4+ = 2p(a4+60466) =

m p\qy +5(6—8) ) quamohrem habetur
i

?*r; : .L'Ej‘i.___(,, L1 g))=
P

r+’-9 = (7= (0—6)F

i Ex acquahone priori sponie dedumtur
e A

+v ___}?_ =p+3i(0—@a)

quoniam y ¢t ¢ — @ sunt quantitates positinae; sed quum (4 ~— @) minor sit vel

cos [ o
maior quam 7, prout 77— (0 —0f = 1+06 =~ posigng est

vel negativa, patet, ex acquatione posteriori concludere oportere

¥
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L AT EE TP : . e s . _
— V] P o e (¢ =—§), vb signton SUpErius vel inferius ,-:gc{aptandum

i g ot a
ast, prout angulus circa solem. descriptus infra 180" vel supra 180° fuerit.

Ex aequatione, quae in art. 98 sepundam sequitur, porro habemus

o Kt 7 - s AT
= <a’—f}}({1 + 00 + -;-;a'—-—f:a‘f)z(ﬁ ——0)(w+mf’ —or)
p*

—s(pisca—n)—=+(n—: (6—0))
vnde sponte s guitar

I ’ o ’ it
=3 rer o) Flrdr —o)y
signo superiori yel inferiori valente, prout 2 f infra yel supra 180" est.

109.
Si in hyperbola signa @, C, ¢ in eadem significatione accipimus, vt in art,
49, habemus ex aequalionibus VIII, IX art. 21

: 1 1
¥ r I S - e ——
r —r oSy =—3z\C— (f
cos v ‘ 7 Ccos ¥ z( . )( 0 )

1 1
,o ’ e ca g i 3,08 RN ;
¥ sin v — 7 smv-—;—(c C)(L+ C cz\((ee-——:)

1 T
adeoque ¢ =% a(c ——-——‘)—) \/( ee (C_I___a_)_ = 4)

A 1 1
Supponamus esse quantitatem per ucquatmnemy-{- 7 :-e(C+ _C) determina-
tam: cui quum manifesto duo valores sibi inuicem reciproci satisfaciant , adoptamus

eum qui est maior quam 1. Ita {it

e )
Porro fit 747 =3 a(e(c+—-2—-) (C-l-*-lé—)-—ft):éa((c-{- —E_—-)(y.{. %}—-4),

adeoque

o= a(Vor—v)
e —ema(U By Y

r4r 4 rbi e @ i i
Boay v ——— =7, e€rit necessario

Statuendo itaque ¥/ i = —

e —— = .=
A —— — e - —

S ey
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1 ' s
Vey—V “ey —2m; ad. decidendam vere quaestionem, virum y/ -*;:— —y —

7

fiat =+2nan=—2qn, inguirere oportet, Virum y maior an minor sit quam c:
sed ex aequatione 8 art. 99 facile sequitur, casum priorem locum habere,. quoties
2fsit infra 180°, posteriorem quoties 2f sit supra 180, Denique ex eodem art. habemus

kt 1 2 :-—-x % I ._y__ =
=t =)= e ()i (=

—log ¢y + log Z =2omy/ (1+mm)Fany (71 +nn)—2log(y (1 +rmn)+m)
Folog(y/ (14 )+ n)
signis inferioribus semper ad casum 2 £ > 180° spectantibus. Tam

log (\/ (1 -[—mm}-}-m) facile euoluitur in seriem sequentem

E it R 1.3.5 o
m—x.zm 4 L. g =1, e+ ete.

= : dm e '
Hoc sponte colligitur ex d log ( V (14 mum) + m.) F R Prodit itaque
2my (1 +mm)—eo lOg(\/(l +mm)dm) =4 (2w —2.3m° 4 L. :z m? ~— etc.),

et perinde formula alia prorsus similis, si 7 cumn permutatur. Hinc tandem col-

ligitur, si staluatur

T * % 1 , ’ 5 1 g ’ %
T=5(r+r —@) ""'?TB‘-_E_'LT"{"" —'(?)T-F-ﬁ’*g':-’a}‘("'l',’"""?)i*

- ’ 5
TEiTE’ o« P41’ —g) 4elo.
g 3 i > i 1. 2 -
U=&(r+r'+o) "—F!?P_;“("'I‘T'-l'{?) + 5557 e r+r' o) —

5 ._.1._ o 2
Teiiz A (P44 g) +ete.

fieri # = UF T, quae expressiones cum iis, quae in art. 107 traditae sunt, omnino
caincidunt, si illic @ in — ¢ mutetur,

Cetlerum hae series tum pro ellipsi tum pro hyperbola ad vsum practicum
tunc inprimis sunt commodae, vhi g vel o valorem permagnum obtinet, i e. yhi
seclio conica magnopere ad parabolae similitndinem vergit. In tali ‘casn etiam ad
solutionem problematis supra !ractati (art. 85 — ro5) adhiberi, possent: sed quoniam,
nostro iudicio, ne tanc quidem breuitatem solutionis supra lraditag pracbent, huie
methodo ;['usi_us exponendae non immoramur,
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SECTIO QVARTA

Relationes inter locos plures itn spatio.

110.

Tielationes in hac Sectione considerandae ab orbitae indole independentes
solique suppositioni innixae erunt, omnia orbitae puncta in eodem plano cum Sole

- = . . ol 1o " o »
incere. Placuil autem, hic quasdam simplicissimas tanlum atingere, aliasque ma~

gis complicatas ct spc—‘ciales ad Librum allerum nobis reseruare.

Situs plani orbitae per duos locos corporis coelestis in spalio plene determi-
patus o6t siquidem hi loci non iacent in cadem recta cum Sole. Quare quum duo-

bus potissimum modis locus puncti m spatio assiguari possit, duo hinc problemata

soluenda se offerunt. :

Supponemus Primo, duos locos dari per longitudines et latitudines heliocen-
. " at Vs 7 i L . e 3 " n
tricas resp. Per 4, 4: B p" designandas: distantiae a Sole in calculum non ingre-
dientur. . Tune si longitudo nodi ascendentis per £, inclinatio orbitae ad eclipticam
per i denotatur, erit
tang § = tangzsin (2—8)
A i G

tang 3 = tangism A—8)
Determinatio incognitarum §, tangi hic ad problema in art. 78, II consideratum
referiur; habemus itaque, ad normam solutionis primae
tangisin(A—8) = tang 3

, tang 3 — tang B cos (X —2)
tangicos(i—Q) = nd —2)

ad normam solutionis tertiae autem inuenimus § per aequationem
sin(3 4 ) tang (X' —2)
sin (8 — )

viigue aliquanto commodius, si anguli £, @ immediate dantur, neque vero pe¥

tang(s’z?_ +3A—Q)=

Jogarithmos tangentium: sed ad determinandum 7, recurrendum erit ad aliquam

; tang 3 tang 3

formularum tang i :—H,‘__—bfk..._ — _____ai}ﬁﬁ ’
sin(4A—§) sin{(A'— )

minatione anguli 2—8, vel $ 1434 — Q. per tangentem suam ifa erit decidenda,

Ceterum ambiguitas in deter-

vi tangt positiug ﬁfllﬂdﬂf» vel negatina, prout motus ad eclipticam proiectus divectus

est vel retrogradus: hane inecriitudinem  itaque tunc tantum tollere licet, vbi con-
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stat, a quanam parte corpus coelesie aloco primo ad secundum peruenerit; quod si
jgnoraretur, viigue impossibile esset, nodum ascendentem a descendentie dislinguere.

Postqnam anguli §, ¢ inuenti sunt, eruentur argumenta latitudinum «,
per formulas

af
tang (2—Q) L tang(7—8)
[ang W = "*‘m—.—- 5 tal’lb [ C()Sl:

quae in semisiforlo primo Vel secundo accipienda sunt, prout latitudities respon-
dentes boreales sunt vel australes. His formulis adhue sequentes adiicimus, e qui-
bus, si placet, vna wel altera ad calculum confirmandum in vsum vocari poteril :
cos e == cos fcos (A —Q), cosu’ = cos 3 cos(/—§)

_ sin 3 ks sin 3"
sinu =~ sinu = e
i s sin (144 —2 ) cos Beos 7 r sin (A'—2) cos B cns 5
i sin (@ +u) = i » sin(e =~ 1) == e -

!; 1473,

‘, Supponamus sccundo, duos locos dari per distantias snas a tribus planis in

| Sole sub angulis rectis se secantibus; designemus has distantias pro loro primo per

il : &, ¥, %, pro secundo per &, 5/, 2, supponamusque planum terlium esse ipsam ecli-

: ’} pticam , plani primi et secundi autem polos positiuos in longitudine N et go°4 N
‘ sitos esse. lIta erit per art. 53, duobus radiis vectoribus per r, r’ designalis,

X == r COS I COS (N——S},) -+ rsinsin (N—8R)cosi

y = resinu cos (N—Q) cos i—r cos i sin (N— )

Ze=rsmiusini

i a’=r cos &' cos(N— Q) + 7’ sin &’ sin (N — Q) cosi

l y'=r"sin & cos (N— Q) cosi—r cos« sin (N—8)

' z=r'sinw smi

i Hine sequitur

|

i P o Sgre ’ = T ¢

[} ; zy —yz =rs S‘n(u-*u)sm(N——gg)smz

i wz'— 25" == rr’ sin (&' — &) cos (N — Q) sinz

f xy —ya’ =rr’sin (&' —u) cos i

, ' E combinatione formulae primae cum secunda habebitur N — Q atque r'sinusini,

hine et ex formula tertia prodibit i atque rr'sin (&' — z),

Quatenus locus, cui coordinatae w; ¥ = respondent

» tempore posterior sup-
ponifur, &’

maior quam  fieri debet: quodsi itaque insuper comstat, virum angi--
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lus inter locum primum et secundum circa Solem descriptus duobus rectis minor
an muior sit, rr am(a—za) sin i atque rr / sin (n —u) esse debent quantitates posm-—
yae in easu primo, negatinae in secundo: tunc itaque N— §} sine ambiguitate de-
terminatur, simulque ex signo quantitatis xy —y« deciditur, virum motus directus
sit, an retrogradus. Viee versa, si de motus directione constat, e signo quantita~
tis xy’ ——y.\:' decidere hcebii, virum iz — 2t minor an maler quam 1 80" accipiendus
sit. Sin vero tum motus directio, tum indeoles anguli circa Solem deseripti plane
incognitae sunt, manifestum est, mter nodum ascendentem ac descendentem distin—
guere non licere

Ceterum facile perspicitur, siculi cosi est cosinus inclinatiénis plani orbitae
versus planuni tertinm, ita sin(N—8)sini, cos(N—§)sini esse resp. cosinus in-
clinationum plani orbitae versus planum primum et secundam; nece non exprimere
r#'sin ('—u) duplam arcam trianguli inter duos radios vectores inclusi, atque 2y —yz';

xt ‘U’I—J""“ duplam aream proiectionum eiusdem trianguli ad singula plana.

Denique patet, planum tertiom pro ecliptica quoduis aliud planum esse
posse, si modo omnes magnitudines per relationes suas ad eclipticam definitae pe—

rinde ad planum tertium, quidguid sit, referanlur.

1:2.

Sint &, 3", # coordinatae alicuius loci terbi, '1tque @ eins arrrumcntum
Jatitadinis, 7 radius vector. Designabimus quantitates r° 0 sin (' — u), rr”sin (1w'— ),
77 sin (p —u), quae sunt arcae duplae triangulorium inter radinm veclorem secun—
dum et tertium, primum et tertiuny, primum et secundum, resp. per 72, n’ 3 n. Ha-
bebuntur itague pro x', ', £ expressiones iis similes, quas in art. praec, pro &, ¥, %
et o, 3, z tradidimus, vnde adiumento lemmatis I art. 78 facile deducuntur aequa=

tiones sequentes:

0 = nx — 'y 'y
e==ny = ?.t,:}f’ - u':y"
o=—nz —nz fnz

Sint iam longitudines geocentricae corporis coelestis tribus illis locis respondenies
o, & o' 3 latitudines geocentricae @8, [§/, 3'; distantiae a terra ad eclipticam pro-—
jectae o , 5', ()"'; porre resEmndentes longitndines heliocentricae terrae L., I 3 L"?
latitudines B, B', B', quas non statuimus =0, Vt liceat, tum parallaxis rationem
habere, tum, si placet, pro ecliptica quoduis alind planum adoptare; denique

P et

= e

————
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D, D, D" distantiae terrae a Sole ad eclipticam proiectae. Quodsi tunc x, y, =z
per L, B, D, o, 3, J exprimuntur, simi[i[erque coordinatae ad locum secundumn
et tertium spectantes, acguationes praecedentes sequentem formam induunt:

[1] o=n(dcosea+.D cos L)—n'(d' cos o + D' cos L'yt (8" cos o’ + " cos L)

[2] o=n(dsina+D sin L)—n' (8 sine/ 4+ D' sin L Y4 1" (8" sin o'+ D' sin L™

[5] o=n(dtang 3 + Dtang B)—n’ (0" tang B + D'tang B)4-n" (8" tang 3"+ D" tang 5')
Si hic @, B, D, L, B, quantitatesque analogac pro duobus reliquis lecis, tam-
quam cognitae spectantur, aequationesque per n, vel per #', vel per »' dividantur,
quingue incognitac remanent, e quibus itaque duas eliminare, siue per duas Guas—
cunque tres reliquas deferminare licet. Hoc modo illae tres aequationes ad conclu-
siones plurimas grauissimas viam sicrnunt, e quibus quasdam imprimis insignes hic

enolucmus.

B 857

Ne formularum prolixifale nimis obruamur, sequentibus abbreuiationibus yti
placet.  Primo designamus quantilatem
tang Bsin («' — o )4 tang 3’ sin (e — &") -+ tang B" sin (o' — &)
per (0.1.2): si in expressione illa pro longitudine et latitudine loco eniuis geocen—
trico respondentibus substituuntur longitudo et latitudo cuilibet trium locorum he—
liocentricornm terrae respondentes, in signo (o.1.2) numerum illi respondentem
cum numero romano eo commufamus, qui posteriori respondet. Ita e. g. character
{0.1.1) exprimet quantitatem
tang B sin (L' — o) 4 tang B’ sin (¢ — L)+ tang B’ sin (o' — )
nec non character (0.0.2) hanc
L) 4 tang Bsin ((x—a") + tang 8" sin (L—tz)

Simili modo characterem mutamus, si in expressione prima pro duabus longitudi-

tang 3 sin (o’

nibus et latitudinibus geocentricis duae quaecunque heliocentricae terrac substituun—
B

tur.  8i duae longitudines et latiludines in eandem expressionem ingredientes tan—.

fmmmodo inter se permutantur, etiam in charactere numeros respondentes permu-
fare oportet: hine autem valor ipse non mutatur, sed tantummedo e positivo ne-
gatiuus, € negativo positiuns euadit. Tia e, g fit (o.1.2) =—0.2.1) == (1 9.0)==
—(1.0.2)=(2.0.1) = —{(2.1.0). Omnes itague quantitates hoc modo orjundae ad
sequentes 19 reducuntur
(0.1.2)

(0.1.0), (0. 1.1}, (0.1.11), (0.0.2), (a.12), (0.1 2), (0.1.2), (I.2.9), (L. 1.9).
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(0.0.1), (0.0.11), (o.L11), (1.0.1), (1.0.1); (1.LID), (2.0.D), (2.0.10), (2-L1D)
quibus accedit vigesima (O.LII).

Celerum facile demonstratur, singulas has expressiones, per productum €
tribus cosinibus latitudinum ipsas ingredientiuim multiplicatas, aequales fieri volu-~
mini sextuplo pyramidis, cuius vertex est in Sole, basis vero triangulum formatum
inter iria sphaerae coelesiis puncla, quae locis expressionem illam ingredientibus re-
spondent, slatuto sphaerae radio = 1. Quoties ilague hi tres loci in codem circulo
maxime iacent, valor expressionis fieri debet = 03 quod quum in iribus locis he-
Locentricis terrae semper locum habeat, quoties ad parallaxes ¢t latitudines ter—
rae a perturbationibus ortas non respicimus, 1. e. quolies lerram in ipso eclpticae
plano constitnimus, Ssemper, hacce supposilione valente, erit (O.J.H) =o0, quae
quidcm uequatio identica est, sl pro plano tertio ecliptica ipsa accepla fuit. Uete~

s ’ oL . . .
rum quoties tum B, tum B, tum B' —o, omnes 1slae expressiones, prima ex-—
cepta, multo simpliciores fiunt; singulae scilicet a secunda vsque ad decimam binis
partibus conflatae erunt, ab vndecima autem vsque ad vndcuigesimam vnico ter=
mino constabunt.
114,

Multiplicando aequationem [ 1] per sin ¢ tang B' — sin L"tang 8", aequatio—
nem [2] per cos I/ tang 8’ —cosa'tang B, aequationem |5] per sin(L'—e"),  fide
dendoque producta, prodit

[4] o=n {(o. 2.II)§+(O.2.H)D} —n {(1.2.]])5'-{—(1.2.11)])'}

similique modo, vel commodius per solam locorum mter se permutationem
[6] o=mn {(0. 1.1)0 + (().1.])])} +n {(2. 1.1) 0" 4+ (L 1.7) D"}

[6] o=—n {(1.0. 0)d'+ (I.0.0)D’} —"Tﬂn{(Q-O- 0)d"+(ILo. O)Dﬂ}

Quodsi itaque ratio quantitatum 7, 7 data est, adiumento aequationis & ex g de-
terminare licebit 8', vel & ex §’; similiterque de acquationibus 5, 6. E combina~
tione aequationum 4, 5, 6 oritur haec _
[7] (0.2.1)d+(0.2. 1) D (1.0.0)0" 4+ (.o.0) DY (9.1.1)3".;;(11'.1.1)9_"_ :

] G Do+ DD = Gal)d +L D = (30.0)d+Wo0) L Sk

per quam e duabus distantiis corporis coelestis a terra delerminare licet tertiam. Q-

stendi potest autem, hane acquationem 7 fier: identicam, adeoque ad determina-

tionem vnius distantiae € duabus reliquis ineptam, quoties fuerit

17

e et
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tang 3" tang B'sin (L — g sin (L' — L
+ tang 8" tang 8 sin (I/— &) sin (L—L") t =o.
4 tang B tang &' sin (L' —a"y sin (L'— L)
Ab hoe incommodo libera est formula Séquens, ex aequationibus 1, 2 53

facile demanans:
(8] (0.1.2) 080" +(0.1.2) D' " 4 (0.1.2) D'IS " + (0. 1.11) D" 3"+ (0. LI /DS +
(011 DD'0"+(0.1. 2) DD'&" 4 (0. LI) DI'D’ —o.
Multiplicando aequationem 1 per sin o tang B’ —sin «'tang &', aequationem 2
per cose’tang 2’ — cos o tang 8”, aequationem 5 per sin( «'—o'), addendoque pro-
ducta, prodit

[9] 0 =n { (0.1.2)d4(0.1.2).D } — ' (L1.2) D n' (L1, 2) D"
el perinde

[10] 0=7(0.0.2) D—p¢' {(n. 1.2)0 4 (0.1 2) D’} +n" (0.11.2.) D"

[11] o=n(o.1. O)D—n'(0.1.) D'4n" {(0. 1.2)3" 4 (0. 1.11).D"

Adiumento harum aequationum e ratione infer quantitates 7, n’, n" cognita eruere
Licebit distantias d, d7, §*. Sed haccce conclusio generaliter tantum loquendo va-
let, exceptionemque patitur, quoties fit (0.1.2) =—o. Ostendi enim potest; in hocce
casu ex acquationibus 8, g, 1o nihil aliud sequi, misi relationem necessariam inter
quantitates 7, n', n", et quidem e singulis tribus eandem. Resirictiones analogae
circa aequationes 4, 5, 6 lectori perite sponte se oflerent.

Ceterum omnes conclusiones hic euolutae nullins sunt vsus, quotics planum
orbitae cum ecliplica coincidit. = 8i enim Bl Bl B, B" omnes sunt )

aequatio 5 identica est, ac proim omnes quogque sequentes.




LIBER SECVNDYVS

INVESTIGATIO ORBITARVM CORPORVM COELESTIVM mX
OBSERVATIONIBVS GEOCENTRICIS.

SECTIO PRIMA

Determinatio orbitae ¢ tribus obseruaiionibus completis.

115.

Ad determinationem completam motus corporis coelestis in orbita sua requi-
runtur elementa seplem, quorum aulem NUMETUS vno minor euadit, si corporis
massa vel cognita est vel negligitur; haec Ticentia vix euilavi poterit in determina-
tione orbitac penilus adhue incognilae, vbi omnes quantilates ordinis perturbatio—-
num tanlisper scponere oportet, donec massae a quibus pendent aliunde innotue—
rvint.  Quamobrem in disquisitione pracsente massa corporis neglecta elementorum
numerum ad sex reducimus , pateique adeo, ad determinationem orbilae incognitae
tolidem quantitates ab elementis pendentes ab inuicem vero independenies requiri.
Quae quantitates nequennt esse nisi loca corporis coelestis e terra obseruata, quae
singula quum bina data subministrent, puta longiludinem et latitudinem, vel ascen-
sionem rectam et declinationem, simplicissimum. viique erit, tria loca geocenlriog
adoptare, quae generaliter loquendo sex clementis incognitis determinandis suflicient.
Hoc problema tamquam grauissimum huius operis spectandwm erit, summaque ideo
cura in hac sectione pertractabitur.

Verum enim vero in casu speciali, vbi planum orbitae cum ecliplica coin-
cidit, adeoque omnes latitudines tom heliocentricae tum geocentricae naturd sua
enanescunt, ires latitudines geocentricas euanescenies haud amplius considerare li-
cet tamquam tria data ab inuicem independentia: tunc igitur problema istud inde~
terminatum maneret, tribusque locis geocentricis per orbitas infinite multas salis-

fieri posset. In tali itaque casu mnecessario gquatuor longitudines gcocentricas datas

esse oportet, vt quatuor elementa incognita reliqua (excidentibus inclinatione orbi-

_.,_'g.‘.)'t'f— -
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tae et longitudine nodi) determinare liceat. Fitiamsi vero per principium indiscer—
nibilium haud Cxspectandum ‘sit, talem casum in rerum natura vmguam se oblatu-
rum esse, tamen facile praesumitur; problema, qued in orbita cum plano eclipti-
cae omnino coincidente absolute indeterminatum fit, in orbitis perparum ad ecli-
pticam inclinatis propter obseruationum praecisionem limitatam tantum non inde—
terminatum manere debere, vbi vel leuissimi obsernationum €rrores incognitarum
determinationem penitus turbare valent. Quamobrem vt huic quoque casul consu—
lamus, alia sex data eligere oportebit: ad quem finem in sectione secunda orbitam
incognitam e quatuor obseruationibus determinare docebimus, quarum duae quidem
completac sint, duac reliquac autem incompletae, latitudinibus vel declinationibus
deficientibus.

Denique quam ommes obsernationes nostrae propter Instrumentorum sensu-
umque 1mperfectionem non sint nisi approximationes ad veritatem, orbita, sex tan—
tum datis absolute necessariis superstructa, erroribus comsidcrabilibus adhuc obno-
xia esse polerit. Quos vt quantum quidem licet extenuemus, summamgque adeo
praccisionem possibilem attimgamus, via alia non dabitur, nisi vt obscruationes
perfectissimas quam plurimas congeramus, elementaque ita perpoliamus,  vi non
quidem his vel illis praccisione absoluta satisfaciant, sed cum cunctis quam optime
conspirent. Quonam pacto talem consensum, si nullibi absoluium tamen vbique
quam arclissimum, sccundum principia ealculi probabilitatis oblinere liceat, in se—
ctione tertia ostendemus.

Hoc itaque modo determinatio orbitarum, quatenus corpora coelestia secun—
dum leges Kepleri in ipsis mouentur, ad omnem quae desiderari potest perfectio-
nem euccta evil. VHimam guidem expclitionem tunc demum suscipere licebit, wvhi
etiam perturbationes, quas ':p]‘:metae reliqui motui inducunt, ad caleulum erunt re—
wocatae: quarum rationem quomodo habere oporteat, quantum quidem ad instity-

tum nostrum pertinere videbitur, in sectione quarta breuiter ‘indicabimus.

116.

Antequam determinatio alicuius orbitac ex obseruationibus geocentricis sus—
cipitur, his quaedam reducliones applicandae erunt, propter n_utalicmcm, praeces—
sionem , parallaxin et aberrationem, siquidem summa praecisio requiritur: in cras—
siori enim calculo has minutias negligere licebit.

Planetarum et cometarum obseruationes vulgo expressae proferuntur per

ascensiones rectas et declinationes apparentes, 1. e. ad situm aequaloris apparen-~

|
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tem relatas. Qui situs quum propter autationem et praecessionem variabilis adeo—
que pro diversis ohseruationibus diuersus sit, ante omnia loco plani variabilis pla-
pum akiquod fixum introducere conueniet, ad quem finem wvel aequator situ suo
medio pro aliqua epocha, vel ecliptica adoptari poterit: planum posterius plertm-
que adhiberi solet, sed prius quoque commodis peculiaribus haund spernendis se
commendat.

Quoties itaque planum acquatoris eligere placuit,, anie omnia obseruationes
a nutatione purgandae, ac dein adhibita praccessione ad epocham guandan arbi—
raviam veducendae sunt: haec operatio prorsus conuenit cum €a, per guam e lo-
co stellae fixae obserualo eiusdem positio media pre cpocha dala derinatur, adeo-
que explicatione hic non indiget. Sin vero planum eclipticae adoptare constitutum

.

est, duplex mcthodus patebit: scilicet vel ex ascensionibus rectis et declinationi-
bus ob nutationem et praeeessionem correctis deduci poterunt longitudines et Talitu~
dines adiumento obliquitatis mediac, ynde longitudines iam ad aequinoctium medium
relatae prodibunt; vel commodius ex 4scensionibus rectis et declinationibus appa-
rentibus adiumento obliquitatis apparentis computabuntar longitudines et latitudines,
ac dein illac a nutatione et praecessione purgabuntur.

I.oci terrae. singulis obseruationibus respondentes per tabulas solares com-—
putantur, manifesto autem ad idem planum referendi erunl, ad quod ohsernatio—
nes Corporis coelestis relatae sunt. Qaamobrem in computo longitudinis Solis negli-
getur nutatio; dein yero haec longitudo adhibila praecessione ad epocham fixam re-
ducetur, atque 180 gradibus augebitur; latitudini Solis, siquidem eius rationem ha-
bere operac pretiom videtur, signum oppositum tribuetur: sic positio terrae helio—
centrica habebitur, quam, sl aequator pro plano fundamentali electus est, adiumento

obliqnitatis mediae in ascensionem reclam et declinationem transformare licebi
] ik

17,

Positio terrac hoc modo € tabulis computata ad terrae centfrum referenda
est, locus obsermatus autem corporis coelestis ad punctum in terrae superficie spe-
ctat: huic dissensui tribus modis remedium afferre licet. Polest seilicet wel obser—
vatio ad centrum terrae reduci, siue a parallaxi liberari; vel locus heliocentricus
terrae-ad locam ipsum obscruationis reduci, gquod efficitur, si loco Solis e tabulis
compulato parallaxis rite applicatur; vel denique viraque positio ad punctum ali-

quod tertimun transferri, quod commodissime in inierseclione radil visus cum pl:mo

ecliljticac assulur obsernatio ipsa tumc immutata manet, 1“"dUCl.iOIlemc111e loci
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terrae ad hoc punctum in art. 792 docuimus. Methodus prima ‘l(lhﬂmn nequit, nisi
corporis coelestis distantia a terra proxime saltem nota fuerit: tune antem satis com~
moda est, “praesertim quoties obseruatio in ipso meridiano instituta est, vhbi sola
declinatio parallaxi afficitur. Ceterum praestabit, hanc reductonem loco obseruato
immediate appllcare, anfequam iransformationes art. praee. adeantor. 81 vero di-
stantia a terra penitus adhuc incognita est, ad methodum secenndam vel tertiam
confugiendum est, et quidem illa in vsum vocahitur, quoties aec quator pro plano
fundamentali accipilur, torlia anfem praeicrciur, quoties ommes positiones ad ecli=
pticam referre placuit,

118.

Si corporis coelestis distantia a terra alicui obseruationi resporidens proxime
iam pota est, hane ab eflectu aberrationis liberare licet pluribus modis, qui me=
thodis diversis in art. 7o tradilis ionituntur. Sit ¢ tempus verum obseruationis; §
imteruallum temporis, intra quod lumen a corpore coclesti ad terram descendit,

quod prodit ducendo 495 in distantiam; 7 locus obseruatus, /' idem locus adiu-
mento motus geocentrici diurni ad tempus 146 reductus; £ locus Z ab ea aberrg-
tionis parle purgatus, quae planetis cum fixis communis est; L locus terrae verus
tempori ¢ respondens (i e. tabulavis 2025 auctus); denique ‘L locus terrae yerus
tempori £—¢@ respondens. s ita faclis erit
I. [ locus verus corporis coelestis ex 7, visus tempore {— @
II. 7" locus verus corporis coclestis ex [ visus tempore ¢
III. 7' locus verus corporis coelestis ex L visns tempore ¢— ¢
Per methodum 1 itaque locus obseruatus immutatus relinelur, pro tempore vero
autem fictum £— @ substituitur, loco terrae pro eodem computato; methodus 1
soli obseruationi mutationem applical, quae autem praeter distantiam iINSuper mo-
tum digrnum vequirit; in methodo 1 obseruatio correctionem patitur a distantia,
non pendeniem, pro tempore vero fictum ¢— @ substituitur, sed retento loco ter—
rae tempori vero respondente. Fx his methodis prima longe commodissima esk,
quoties distanlia eatenus iam nota est, vt reductio ‘tem 1poris f praecisione sufliciente
computari possit.

Quodsi autem haec distautia penitus adhuc incognita est, nulla harum me-
thodorum immediate applicari potest: in prima scilicet habetur quidem corporis

coeleostis locus geocentricus, sed desideratur tempus et positio terrae a distantia in-

cognila peunds entin: in secunda e contravio adsunt haec, deest ille; denique in ter-
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tia habetur locus geocentricus COTpOris coclestis atque positio terrac, sed tempus
deest cum illis datis iungendum.

Quid faciendum est itaque in problemate nostro, gsi in tali casu solutio re-
spectn ‘aberrationis quoque exacta postulatur? Simplicissimum vtique est, sorbitam
primo neglecta aberratione determinare, quae quum effectum considerabilem pum—
quam producere possit, distaniiae hinc ea certe praecisione demanabunt, vt iam
obseruationes per aliguam methodorum medo expositarum ab aberratione purgare,
orbitacque determinationem accuratius iterave liceat. Tam in hocce negotio metho-
dus tertia ceteris longe pracferenda erit: in methodo enim prima ©OMNCS operatio—
nes a positione terrae pendentes ab ouo rursus inchoandae sunt: in secunda (quae
ne applicabilis quidem est, misi tania obsernationum copia adsit, vt motus diurnus
inde elici possit) omnes operationes a loco geocenlrico corporis coclestis pendentes
denuo instituere oportet: contra in tertia (siquidem iam calculus primus supersiru—
ctus faerat locis geocemtricis ab Aberratione fixarum purgalis) ommnes operationes
praeliminares a positione terrac et loco geocentrico coTpoTis coelestis pendentes, in
computo nouo inuariatae retineri poterunt. Quin adeo hoc modo primo statim cal-
culo aberrationem complecti licebit; si methodus ad determinationem orbitae adhi-
bita ita comparata est, vt valores distantiarum prodeant 'p;'ius,, quam tempora cor-
recta in caloulum imtroducere opus fuerit. Tunc aberrationis quidem caussa calcu—~
lus daplex haud necessarius erit, vl in tractatione ampliori problematis nostri

clarius apparebit.

T1G.

Haud difficile esset, e nexu inter problematis nostri data atque incognitas,
eins statum ad sex aequationes reducere, vel adeo ad panciores, quum viam al-
{eramue incognitam satis commode eliminare liceret: sed quoniam nexus ille com=
plicatissimus est, hae acquationes maxime intractabiles euaderent; incegnitarum
separatio talis, vt tandem aequatio ynicam tantummodo continens prodeat, genera=
liter loguendo *) pro impossibili haberi potest, mulloque adeo minus prablemaﬁs
solutionem integram per solas operationes directas absoluere licebit.

Sed ad drarum aequationum solutionem X =0, Y =0, in quibus duae

tantwm Incognitae x, ¥ intermixtae remanserunt, vtigue reducere licet problema no-

*) Quolies obserunationes ab inuicem tam parum remotae sunt, ¥t temporum internalla tamagn
par _ guam
> B ; . - 14 . . ; 3 .
guantitates infinite paruas tractare liceat, huinsmodi sepuratio viique succedit, totmmque problema
ad solutionem aequationis algebraicae septimi octauive gradus reducitur.
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strum, et quidem variis modis, Haud equidem necesse est, vt x, y sint duo ex
elementis ipsis: esge poterunt quantitates qualicunque modo cum elementis conne—
xae, st modo illis inuentis elementa inde commode deriuare licet. Praeterca ma-
nifesto hau opus est, vt X, ¥ per functiones explicitas ipsarum x, y exhibean—
tur: sufficit, si cum illis per systema aequationum ita junctae sunt, vt a valori-
bus datis ipsarum, , y ad valores respondentes ipsarum X, ¥ descendere in po-
testate sit.

120,

Quoniam itaque problematis natura reductioncm vlteriorem non permittit,
quam ad duas aequationes, ‘duas incognitas mixtim implicantes, rei summa primo
quidem in idonea harum incognitarum electione aequationumque adornaiione versa—
bitur, vi tum X et ¥ quam simplicissime ab %3 ¥ pendeant, tum ex harum va-
loribus inuentis elementa ipsa quam commodissime demanent: dein vero circumspi-
ciendum erit, quo pacto incognitarum valores aequationibus satisfacientes per ope-
rationes non nimis operosas eruere liceat. Quod si coecis guasi tentaminibus tan-
tum efficiendum esset, ingens sane ac vix tolerandus labor requireretur, qualem
fere nihilominus saepius susceperunt astronomi, qui cometarum orbitas per metho-
dum quam indirectam vocant delerminaunerunt : magnopere vtique in fali negotio
labor subleuatur eo, quod in tentaminibus primis calenli crassiores sufliciunt, do-
nec ad valores approximatos incognitarum peruentum fuerit. Quamprimum vero
determinatio approximata iam habetur,” rem tutis semper expeditisque methodis ad
finem perducere licebit, quas antequam vlierius progrediamur hic ‘explicauisse
inuabit.

Acquationibus X=o0, ¥=o, si pro «, Yy walores vyeri ipsi accipiuntur,
ex asse sponte satisfiet: contra si pro x, y valores a veris dinersi sabstituuntur,
X et ¥ inde valores a o dinersos nanciscentur. Quo propius vero illi ad veros
accedunt, eo minores quoque valores ipsarum X, ¥ emergere debehunt, quoties.
que illorum differentiae a wveris perexiguae sunt, supponere licebit, variationes in
valoribus ipsarum X, ¥ proxime Proportionales esse yariationi ipsius x, si y, vel
variationi ipsius y, si & non mutetur. Quodsi itaque valores veri ipsarum ¥, ¥
resp. designantur per &, », valores ipsarum X, ¥ supposilioni ¥=§&4 2, y=y+
respondentes per formam X=—eal4fu; Y=yl+du exhibebuntur, ita vt coéffi-

cientes e, B, v, & pro constantibus haberi queant, dum 4 et g perexiguae manent.

Hine concluditur, si pro tribus systemaiibus valorum ipsarum %, ¥, a veris parum
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dinersorum, valores respondentes ipsarum X, ¥ determinati sint, valorcs Veros
ipsarum %, ¥ inde derivari posse, quatenus guidem suppositionem istam admittere
licet. Statuamus
pro x=a, y=> fieri X=d, Y=25

a=a, y=b X—=4', ¥=5

s=—da', y=>b" X=dA", Y=8
habebimusqjue
A —ala—E)EB(b—n); B=y (a—EH+0D—n)
A'—ald—E+BE —n), B=y{ad—§8+ o' —mn)
A o(d— O LB E— )y B=y(@—H+3C—n)
Ilinc fit, eliminatis e, Bs ¥ )

a(A'B—A"B)td (A" B—AB")+ (AB'—A'B)

t=— T —AB+AB—AB+ AB—A'B
_ b'B—4 By V(A" B—AB) 4+ V' (4B — 4'B)
4= T —A B+ A B—AL +AB'—A'8

sine in forma ad caleculum commodiori

. (¢ —a)(A'B—A B4 (d'— a)(AB'— A'B)

t=at— A B+ A B—AB + AL —A'B
(W —B) (A" B—AB') 4 (' —b) (AB'— A'B)

n=0+— g _ A B+AdB—AB AL —A B

Manifesto quogue in his formulis quantitates &, b, A, B cum &, V', 4", B, vel

cum his o', &", A", B" permutare licet.

Ceterum denominator communis omninm haram mcpre:»:sion1nn, girem eliam
) 4’ rp" ft ANt : g ) . .
sub formam (4 —A)(B —B)y—(d"—A)(b — B) ponere licet, fit = (eed— B)

4

{(a’-—-—a-) ' —b)— (¢’ —a)( f;'——l))}: ynde patet, @, @', @', b, b, b ita aceipi

a—a o —a el : >
debere, vt non fiat o S T alioquin enim hace methodus hand ap-

plicabilis esset, sed pro & et y valores fractos suggereret, quornm numeratores et
denominatores simul euanescerent. Simul hine manifestum est, si forte hat ad- Ry =0,
eundem defectum methodi vsum ommino destruere, quomodocunque @, gy b,
o', U accipiantur. In tali casu pro valoribus ipsius X formam talem supponere
oporteret ad+Buteld LA+ Huge, similemque pro valoribus ipsius ¥, quo facto
analysis methodos praecedenti analogas suppeditaret, € valoxibus ipsarum X, ¥ pro

quatuor sysl,cmahbus valorum ipsarum x, y computals harum valores veros eruendi.

18
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Hoc vero modo calenlus periolestus euaderet, praclereaque ostendi potest, in tal
casu orbiiae determinationem praecisionem niecessariam per ipsius rei nmaluram mnon
admittere: . quod incommodum quum aliter euitari nequeat, nisi nouis obseruationj-
bus magis idoneis adscilis,, huic argamento hic non immoramyr.

121.

Quoties itague incognitarum valores approximati jam in potestate sunt, veri
mde per methodum modo explicatam omni quae desideratur praccisione derivari
possunt. Primo 'scilicet computabuntur valores ipsarum X, ¥ istis valoribus ap-
proximatis (@, b) respondentes: qui nisi sponte iam euanescunt, calculus duobus
aliis valoribus ab illis param diversis (o, ') repetetur, ac dein fcrtio systemate
a’y b', nisi fortuito ex secundo X et ¥ euanuerunt. Tune per formulas art. prace..
valores veri elicientur, quatenus suppositio, cui illae formulae innituntur, a veritate
haud sensibiliter discrepat. De qua re-quo melius iudicium ferri possit, caleulus
valorum ipsaram X, ¥ cum illis valoribus correciis repetetur: qui si acqualionibus
X=o0, ¥=0 nondum satislieri monstrat, certe valores multo minores ipsarum
X, ¥ inde prodibunt, quam per ires priores hypotheses, adeoque clementa orbix
tac hinc resultantia longe exactiora erunt, quam ea, quac primis hypothesibus re-
spondent. Quibus si acquiescere nolumus, consullissimum erit, omissa ea Ly po-
thesi quae maximas differentias produxerat, duas reliquas cum quarta denmo inn-
gere, atque sic ad mormam art. praee. quintum systema valorum ipsarum «x, j fors
mare: eodemque modo, vbi operae pretium videbitur, ad hypethesin sextam ete.
progredi licebit, donec aequationibus X=o0, ¥=o0 tam exacte satisfactum fuerit,
quam tabulae logarithmicae et trigonometricae permittunt.  Rarissinie 1amch ops
erit, vltra sysiema quarium progredi, nisi hypotheses primae nimis adhuc a veri-
tate aberranles suppositac fuerint,

122,

Quum  incognitarum valeres in hypothesi secunda et fertia supponendi quo~
dammodo arbitrarii sint, si modo ab liypothesi prima non nimis differant, praeter—
eaque caueatur, ne ratio (¢ —a): (0"—5) ad aequalitatem huius (a,’--.a); (b’ —D)
conuergal, plerumque statui solet @ =a, 0"=0. Duplex hinc luerum deriuatur:

tamque non solum formulae pro &, » paullo adhuc simpliciores euadunt, sed pars

quoque calculi primi cadem manebit in hypothesi secunda, aliaque pars in tertia,
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en casus, vhi alize rationes ab hac consuectudine discedere suadent:

~

fingamtis enim, - habere formmarm o5 e & gy sali ek hane ¥'—y, [unctionesgue

X', ¥' per problematis naluram ita comparalas esse, vt errovibus mediocribus in

s

r* g {df(' X
g s Al . sl 2 JI 0 o TS . Sapitat el A
valoribus Ipsarum X, j COIISSIS perparum alliciantur, siue ‘-M\ Lo 7 T!;— Y

1 -Erlix %

a4 13 F i - N e R A S Dy

5 b ";‘f-“‘) ¢int quantitales perexigua®, pateique, differenlias mlier valores
ax 1y >

rum fanctionum sysiemati =&, y =% respondentes, eosque qui ex A=0, ¥y=0

1ata

prodeunt, ad ordinem quasi altiorem referri posse, quam differentias E—a, —0;
it valores illi sunt X'==E&, ¥ =g, bi vero X'—atd, Y'=0+8, ynde segui-
iur, a4, b+ B essc valores multo exactiores ipsarum ¥, [, quam <, b, Qui-

£ . . i AR e sk .
bus si hiypothesis secunda supersiruitur, persacpe aequationibus N —oL X—0 tam

exacte iam satisht, vt vlterius progredi haud opus sil; sin secus, codem modo ex
. E " . . I . s 2 Agr s a LR 24 o4
hypothesi secunda tertia formabitur faciendo @ —=a +.4 =—a-+ Axg =038
sa reperitur, quarta ad normam

— b4 B 4 B, vnde tandem, si nondum satls prae
? 7

art. 119 elicieur,

125.

In praec. supposuimus, valores approximatos incognitarum X, J alicunde
jam haberi. Quoties guidem totius orbitac dimensiones approximatae in poteslate
sunt (ex aliis forte ohseruationibus per calenlos anteriores deductac lanque per no-—
vas corrigendae), condilioni illi absque difficultate satisflieri poterit, quamecunque
significationem incognitis tribuamus. Contra in determinalione prima orbitae peni-

tus adhuc ignotae (quae est problema longe difficillimum) neatiguam indifierens est,

endae sunt, vt valo-

quasnam incognitas adhibeamus; arte potius talique modo elig
res approximatos ex ipsius problematis natura haurire liceat. Quod exoptatissime
sueccedil, quotics tres obseruationes ad orbitac inuestigalionem adhibitae motum he-
Jjocentricum corporis coelestis non nimis magnum complectumtur. Huinsmodi ita—
que obseruationes ad delerminationcm primam semper adhibendae sunt, quam dein
per obseruationes magis ab inuicem remotas ad lubitum corrigeve couuenict. Nullo
enim negotio perspicilur, obseruationum crrores ineuitabiles calenlum co magis
turbare, quo propiores obseruationes adhibeantur. Iline colligitur, obscruationes
ad determinationem primam haud temere cligendas, sed cauepdum esse, prinio ne

sint nimis sibl inuicem vicinae, deirn vero etjam me nimis ab inuicem distent: in

primo enim casu caloulus elementorwm obseruationibus satisfacienlium expedilissime
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quidem absolucretur, sed his elementis ipsis parum fidendum foret, quinimo erro-
ribus tam ecnormiter depranata euadere possent, vt ne approximationis quidem vice
fungi valerent; in casu altero vero artificiis, quibus' ad determinationem approxi-
matam incognitarum viendum est, d(r:sf_itueremu){, acque inde aliam derinaremus,
nisi vel crassissimam vbi hypotheses multo plures, vel omnino ineptam, vbi ten—
tamina fastidiosissima haud eunitare liceret. Sed de hisce methodi limitibus scite iu~
dicare melins per vsum frequentem quam per praccepta ediscitur: exempla infra
tradenda ostendent, ex obseruationibus Iunonis 22 tanium dichus ab inujcem dissie
tis motumque heliocentricum 7°535" complectentibus elementa multa iam praccisione
gaudentia deriuari, ac vicissim, methodum nostram optimo ectiamnum successu ad
obseruationes Cereris applicari, quae 260 diebus ag inuicem distant,, motumgque he—
liocentricum  62°55" includunt, quatuorque hypothesibus seu potius approximatio-
tionibus successiuis adhibitis elementa oplime cum obseruationibus conspirantia

producere.

124,

Progred.imur iam ad enumerationem methodorum maxime idonearum prin-
cipiis praccedentibus innixarum, quarum quidem praecipua momenta in libro pri-
mo exposita sunt, atque hic tantum inslitulo nostro accommodari debent.

Methodus simplicissima esse videtur, si pro a, y distantise corporis coe-
lestis a terra in duabus obsernationibus accipiantur, ant potins vel logarithmi ha-
rum distantiarum  vel logarithmi distantiarum ad eclipticam siue aequatorem pro-
iectarum. Hine per art. 64, V elicientar loca heliocentrica et distantiac a Sole ad
eadem loca pertinentia; hine porro per ark 110 situs plani orbitae atque longitudi—
nes heligoentricac in eaj hine atque ex radiis vectoribus temporibusque responden—~
tibus per problema in art. 85...105 copiose perlraclalum cuncta reliqua eiementa,
per quae illas obseruationes exacte repraesentari manifestum est, quicuoque valo—
res ipsis x, Yy tributi fuerint. Quodsi iam per haec elementa locus geoceniricus
pro tempere obseruationis tertiae computatur, huius consensns cum obseruato vel
dissensus decidet, virum valores suppositi veri fuerint, an' ab iis discrepent; vnde
quum comparatio duplex deriuetur, differentia altera (in lengitudine vel ascensione
recta) aceipi polerit pro X, alteraque (in latitudine vel declinatione) pro ¥. Nisi
igitur valores harum differentiaram X, ¥ sponte prodeunt =0, valores veros ipsa—

fum @, y per methodum in art. 120. sqq. descriptam eranere licebit, Ceterum per

se arbilrarium est, a quibusnam f{rium obseruationum proficiscamur: plerumque
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{amen pracstat, primam et postremam adoptare, casu speciali de quo statim dice—

mus e):cepio.

Haecce methodus plerisque post explicandis eo nomine praeferenda est-‘.,
quod applicationem maxime generalem patitur. Excipere oporiet casum, vbhi duae
obseruationes extremae motum heliocentricum 180 vel 560 vel bdo ete. graduum
complectuntur; tunc enim positio plani orbitae e duobus
minari nequit (art. 110.). Perinde methodum' applicare haud conueniet, quoties

. . . . 2 X Pl =
motus heliocentricus mter duas obseruationes extremas perparuin differt ab 180" vel

locis heliocentricis deter—

560° ecte. quoniam in hoc casu determinatio positionis orbitae accurata obtineri
nequit, siue potius, quoniam variationes leuissimac in valoribus suppositis inco—
guitarum lantas variationes in positione orbitae el proin .etiam in valoribus ipsa—
. O pl‘uaucercnt, vt hae illis mon amplius prnporlim]zlles censeri  pos—
sent.  Yerumlamen remedivm  hic praesto est; scilicet in 1alt casu non pro—
proficiscemur  a duabus obseruationibus extremis, sed a prima ¢t media, vel a
media et vlima, adeoque pro X, Y, accipiemus differentias inter computun et
obsernationem in loco tertio vel primo. Quodsi auntem tum locns sconndus a pri-
mo tum fertius a secundo propemodum 180 gradibus distarent, incommodum illud
hoc modo tollere non liceret; sed praestat, huiusmodi obseruationes, e quibus per
rei naturam determinatio aceurala sitns orbilae erui ommnino nequit, ad calculum
clementorum haud adhibere.

Praeterea hace methodus eo quoque S€ commendat, quod nullo negotio
acstimari potest, quantas variaticnes clementa patiantur, si manentibus locis extre-
mis medius paullulum mutetur: hoc itaque modo indicium ferri poterit qualecun-
que de gradu praccisionis elementis inuentis {ribuendae.

129

Leui mutatione applicata ¢ methodo praecedente secundam eliciemus. A di~
stantiis in duabus ebscruationibus profecti, perinde vt in illa, cuncla elementa de—
terminabimus; ex his vero non locum geocenlricum pro obserualione tertia compu=
tabimus, sed tantummodo vsque ad locum heliocentricum in orbila progrediemur;
ex altera parie eundem locum heliocentricum per problema in artt. 74, 79 tracta~
tum € loco geocentrico obserualo atque situ plani orbitae deriugbimus; hae duae
determinationes inter se differentes (nisi forte valores veri ipsarum &, ¥ suppositae
fuerint), ipsas X, ¥ nobis suppeditabunt, accepta pro X differentia inter duos va-

lores longi’mdhlls in orbita, atque pro ¥ differentia inter duos valores radii vecto-
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ris, aut potius logarithmi eius, Haecee methodus iisdem monitionibus obnoxia est,
quas in art. praec. aitigunus: adiangere oportet aliam, scilicet, quod locus helio-
centricus in orbita e geocentrico deduci nequit, quoties locus terrae in alterutrum
nodorum orbitac ineidit; tunc itague hanc methodum applicare non licet. Sed in
€0 quoque casu, vhi locus ferrae ab alterulro nodorum Perparum distat, hac me-
thodo abstinere conuenict, quoniam suppositio, variationibus paruis ipsarum x, y
‘l’cspondcre variationes praporlionales ipsarum X, ¥, nimis erronea enaderet, per
ralionem ei quam in arkt pracc. atligimus similem. Sed hic quoque remediom e
permutatione loci medii cum aliquo extremorum, cni locus terrae a nodis magis
remotus respondeat, petere licebit, nisi forte in omuibus {ribus obseruationibus
terra in nodorum viciniis verssla fuerit.

126.

Methodus praecedens ad fertiam illico sternit viam. Delerminentur, per-
inde vt ante, e distantiis corporis coelestis a terra in obseruationibus exiremis lon~
gitudines respondentes in orbita cum radiis vecloribus. Adiumento positionis plani
orbitae, quam hic ecalvulus suppeditauerit, eruatur ex obsernatione media longitudo
in orbita atque radius vector. Tunc autem computentar ex his tribus locis helig—~
centricis elementa reliqua per problema in arit, 62, 83 tractatum, quae operatio ab
obscruationum temporibus independens erit.  Hoc itaque modo innotescent tres ano—
maliae mediane atque motus dinrnus, vnde ipsa temporum interualla inter obserua—
tionem primam et seeundam, atque inter secundam et fertiam computare licehit.
Horum differentiac ab interunallis veris pro X et ¥ accipientur.

Hace methodus minus idonca essel, quoties motus heliocentricus arenm exi—
guum tanlum compleclitur. In tali enim casu ista orbilae determinatio (vt iam in
art. 82 monwimus) a quantilatibus tertii ordinis pendel, adeoque praccisionem suf-
ficientem non admittit.  Variationes lenissimae in valoribus ipsarum &, ¥ producere
possenl varialiones permagnas in elementis adeogue eliam in valoribus ipsarum X, ¥
neque- has illis proportionales supponere liceret.  Quoties autem tres loci motum
heliocentricam considerabilem subtendunt, methodi vsus vlique succedet optime, si-
explicatis haud turbetur, ad quas manifesto in
hac quoque methodo respiciendum erit.

quidem exceptionibus in arth. praec:

127.

Postquam lres loci heliocentrici co quem in art. praee, deseripsimus modo

eruli sunt, sequenti quoque modo, procedi poterit. Determinentur elementa reliqua
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;
per problema in artt. 85...105 {ractatum primo e loco primo et secundo cum internallo
temporis respondente, dein vero codem modo e loco secundo et tertio temporisque
interuallo respondente: ita pro singulis elementis duo valores prodibunt, e quorum
differentiis duas ad libittm pro X et ¥ accipere licebit. Magnopere hanc metho—
dum commendat commodum haud spernendum, quod in hypothesibus primis ele=
menta reliqua, praeter duo ea quac ad stabiliendum X et ¥ eliguntur, omnino
negligere licet, quae in vltimo demum caleulo, valoribus correclis ipsarum x, g
superstructo , determinabuntur siue e sola combinatione prima, siue e sola secunda,
sine quod plerumque pracferendum est ¢ combinatione loci primi cum terlio. Ce-
terum electio illorum duorum elementorum, gquaé generalifer loguendo arbitraria
est, magnam solutionum varietatem suppeditat; adopiari poterunt c. g logarithmus
semiparametri cum logarithmo semiaxis maioris, vel prior cum excenfricitate, vel
cum cadem 1}03!01‘i0r, vel cum aliquo horum elementorum longitudo perihelii: com—
binari quogue poterit aliquod horum quatuor elementorum cum anomalia cxcentrica
loco medio in viroque caleulo respondente, siguidem orbita elliptica enaserit, vbi
formulae 27-50 art. g6 calenlum maxime expeditum afferent. In casibus speciali-
bus autem haec eleclio quadam cirenmspectione indiget; ita e. g i orbitis ad pa—-
rabolae similitudinem vergentibus semiaxis maior @ ipsiusuc logarithmus minus ido—

nei forent, gquippe quorum variationes immodicae varialionibus ipsarum ¥, § haud

5 " . . : . . 1
Pl.opgrtimmlcs censeri possent: 1n tali casu magis e re esset eligere ——.  Sed his

cautelis eo minus immeramur, quum methodus quinta in art. seq. explicanda qua—

¢wor hactenus expositis in onmibus fere casibus palmam praeripiat.

128.

Designemnus tres radios veclores codem modo erules vt in artt. 125, 126
S T1 s in orbita a -
ser r, r, r; molum angularem helocent lemn i orbila a ioco sceundo ad terl:nm
? bl 2 o
. » . ’ i - . Al e L . it . 1 ;) o
per 2f, a prino ad ferium per 27, @ primo ad secundum per of", ita vt habealul
. . U - 4 S . w. e == r’ [A] N 'y . - g
JF'=F+f"; sit porro r rsinef=n, rr sin of'=n', rr'singf'=n’; denique’producta
quentitatis consta ntis £ (art.2) in {emporis interualla ab obsernatione secunda ad fer—
tiam, aprima ad tertiam, a prima ad secundam resp. 6, ¢, @". Incipiatur computus du-
i~ o A g . ; o AP o e
plex elementorum (perinde vt in art. pracc.) tum ex v, fletd, tumexr, Ty J> a:
in virogue vero caleulo non ad clementa ipsa progrc«dieris , sed subsistes, quampri~
mun f[llilﬁ'iims ea, quae rationem secloris elliptici ad triangulum exprimit, supro-

-
/

que (art. g 1) per ¥ vel — ¥ denotata est, eruta fuerit. Sit valor huius quantitatis
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in calenlo primo 7', in secundo n. Habebimus itaque per formulim 18 art. 95 pro
semiparametro p valorem duplicem:

(LY
- H o r)ﬂ,
Vp= %M, atque /7 =—7"
Sed per art. 82 habemus insuper valorem tertium
4rr'r" sin fain f sin f°
P= n—r

qui tres valores manifesto identici esse deberent, si pro x, ¥ ab inilio valores ver;
accepti fuissent. Quamobrem esse deberet

ﬁﬂ lr/_ll‘rl;ﬂ
g~ yn
oo 4007 sin fsin f7sin [ n 00
11— 7L +n === (0 u e R i I T o
ny nn 2y i1 cos feos f cos f
Nisi itaque his aequationibus iam in primo calculo spoute satisfit, statucre licebit
A
nnt
Ne=lpm =iy
8 W0
100"

Y=n—n4n" —
e i 2ny'rr’r’ cos f'cos f cos f”

Haec methodus applicationem aeque generalem patitur, ac secunda in art, 124
explicata, magnum vero lucrnm est, quod in hacce quinta hypotheses primae euo—
lutionem clementorum ipsorum non requirunt, sed in media quasi via subsistunt.
Ceterum simulalque in hac operatione eo peruentum cst, vt pracuideri possit, hy-
pothesin nouam a veritate haud secnsibiliter diserepaluram esce , in hac elementa

”

- P ! / i ~ =
1psa. vel dontaxat ex PN i 0”’ vel ex ryr, f, g, vel quod praesfat ex r, ?“u: f! 0’?

determinare sufliciet.

129.

Quinque methodi hasfenns exposilae protinus ad tolidem alias yiam sternunt,

quae ab illis eo tanfum cifferunt, quod pro x et y loco distantiarnm a terra, in-

clinatio ‘orbitae alque longiiudo modi ascendentis accipiuntur, Hae igitir methodi
nouae ita se habent:

I Determinantur ex x et y duobusque locis geocentricis extremis secundum

arit. 74, 75 longitudines heli’ccenb‘icac in orbita radiique vectores,

atque hine et
ex temporibus respondentibus omnia reliqua elementa; ex his

rlem'que locus geo-
centricus pro lemipore obseruationis mediae, cuius differentiae a loco ohsernato in
longiuulix1(.=}zﬁ el Jntitur]in(}}ﬁ ipsas X et ) suppeditabunt.
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Quatuor reliquac methodi in eo conueniugt, quod e positione plani orbitae
locisque gcocer;iricis omnes tres longitudines heliocentricae in orbita radiique vecto-
res respondentes computaniur. Dein autem

II. elementa reliqua determinantur € duobus locis extremis tantum atque
temporibus respondentibus; secundum hacc elementa calculantur pro tempore obser—
vationis mediae longitudo in orbita atque radius veetor, gquarum quantitatum diffe=
rentiae a valoribus prius inuentis, i e e loco geocentrico deductis, ipsas X, ¥
exhibebunt.

III. Aut deriuantur orbitae dimensiones reliquae €xX omnibus iribus locis he-
Liocentricis (artt. 82, 83), in quem calculum tempora non ingrediuntur: dein tem-—
porun interualla eruuntur, quae in orbifa ita inuenta inter obseruationem primam
et secundam, atque inter hanc et tertiam elapsa esse deherent, et quorum diffe-
rentiae a veris ipsas X, ¥ nobis suggerent.

IV. Calculantur elementa reliqua duplici modo, puta tum e combinatione
loci primi cum secundo, tum e combinatione secundi cum tertio, adhibitis tempo-
yum interuallis respondentibus. Comparatis hisce ducbus elementorum  systematibus
inter se, e differentiis duae quaccungque pro X, Y accipi poterunt.

V. Siue denique idem calculus duplex tantummodo vsque ad valores quan-—

titalis in art. g1 per y denotatae producitur, ac dein pro X, ¥ expressioncs in art.
pracc. traditae adoptantur.

Vit quatuor vltimis harum methodorum tulo vii liceat. loci terrae pro ommni-
bus tribus obseruationibus orbitae nodis non nimis vicini esse dehent: contra vsus
methodi primae tantummodo requirit, vt eadem conditio in dnabus obseruationibus
extremis locum habeat, siue potius, (quoniam locum medium pro aliquo extremo—
rum substituere licet) vt e tribus locis terrae mon plures quam vnus in nodorm

viciniis verseniur.
130.

Decem methodi inde ab art. 124 explicatae imnituntur suppositioni, valores
approximatos distantiarum corporis coelestis a ferra, aul positionis plani orbilae,
jam in potestate esse. Quoties quidem id agitur, vt dimensiones orbitae , gunarum
valores approximali iam alicunde innotuerunt, puta per calenlum anteriorem ob-
seruationibus_aliis innixum, per obseruationes magis ab inuicem remotas corrigan-
tur, postulatum illud nullis manifesto diffeultatibus obnoxium erit. Sed hine nondum
liquet, quonam modo calculum primum aggredi liceat, vbi ommes orbitac dimen-

9
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siones peaitus adhue incognitae sunt: hic vero problematis nostri casus Jonge gra-
vissimus atque difficillimus esl, vii iam ex problemate analogo in theoria comela~
rum praesumi potest, quod gquamdiu geometras torserit, quotque tenlaminibus ir-
rilis originem dederit salis conslat. 'Vt problema Nostrum recte solufum censeri
possit, manifesto conditionibus sequentibus satisfieri Oportet, siguidem solutio ad
instar normae inde ab art. 119 explicatae exhibetur: Primo quantitates x, y tali
modo sunt eligendae, vt valores ipsarum approximatos ex ipsa problematis natura
peterc liceat, saltem, quamdiu corporis coelestis motus heliocentricus intra obser-
vationes non nimis magnus cst, Secundo autem requiritur, vt variationibus exj-
guis quantitatum &, y variationes non nimis magnae m quantitatibus inde deripan—
dis respondeant, ne errores in illarum valoribus suppositis forte commissi impediant,
quominus has quogue pro approximatis habere liceat, Denique tertio postuiamus,
¥t operationes, per quas a quantifatibus x, y successiue vsque ad X, ¥ progre=
diendum est, non nimis prolixae euadant.

Hae conditiones criterium subministrabunt, secundmm quod de cuiusuis me~

thodi praestantia iudicium ferri poterit: adhue euidentius quidem ea applicationibus

ﬁ-equenijhus se manilestabil. Methodus €a, quam exponere iam accingimm‘, el quae

quodammodo tamquam pars grauissima huius operis consideranda est, illis condi-

tionibus ita satisfacit, vt nihil amplins  desiderandum relinquere videatyr. Quam

antequam 1 forma ad praxin commodissima explicare aggrediamur, quasdam cop-
siderationes praeliminares praemittemus 5 aditumque quasi ad ilam, qui alias for~
san obscurior minusque obuius videri possit, illustrabimus ‘atque aperiemus,

151,

In art. 114 ostensum est, si ratio inter quantilates illie atque in art. 10§

M ¥ » A ” " . 2

per n, n', n denotatas cognita {fuerit, corporis coclestis distaritiag a terra per {or-

mulas persimplices determinari posse. Quodsi itaque pro a » V. assumerentyp quo-
n

L i = - = . . g . .
tientes —r, =/ » Pro his quantitatibus in eo casu, vhi motug heliocentricus inter

i

. . : e i LY ;
obseruationes haud ita magnus est, statim valores approximati T F e offerrent

~r LA . s - -
(accipiendo characteres 6, ¢, 6" in eadem significatione vt in arf. 128): hinc ita-
81 eX x el y distantiae duae
a terra eliciantur, ac dein ad instar alicuius eX quinque methodis arit. 124-128

que solutio obuia problematis nostri demanare videtur,

procedatur.  Reuera, acceptis quogue characteribus 3, 5" in significatione art. 128,
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designatogue analogice per @ [11101_'1(311{(3 orio ex diuisione sectoris inter dunos radios

Bl ool ol L )

z 28 tenti 53 5 eam LT nuli inte sosdem eril z-———!’_ elds = T

vectores contenti per aream lrianguli nter eosdem, 7 e y — =
g gt a6y

watelque facile, si n, 7, n' tamquam quantilates paruae primi ordinis spectentur,
5 5 iy q 1 1 ;

& " = o4 E o ~ Y 3 o L
esse genmeraliter loquendo —1, y—1; 5 —1 quantilates sccundi ordinis, adeo~

"
ad x

1 3 3 o Y ‘Tevre fant [ §
que valores ipsarum X, ) approximalos 7y a veris differre tantumuiodo quan-

titatibus secundi ordinis. Nihilominus re propius considerata methodus haecece
omnino inepta inuenitur, cuius phaenomeni  rationem paucis explicabimus. Leui
scilicet negotio perspicitur, quantitatem (o, 1,2), per gquam distantinue in formulis
g, 10; 11 art 114 multiplicatae sunt, ad minimum tertii ordinis fieri, coentra e. g,
in aequ. 9 quantitates (0.1.2); (L1.2); (Il.1.2) primi ordinis; hine autem facile
A"
sequitur , errorem secundi ordinis in valoribus quuniitatum;r, - = commissum pro—
ducere in valoribus distantiarum errorem ordinis O. Quamocbrem, secundum vul-
garem loquendi vsum, distantiae tunc quogue errore finito affectae prodirent, quando
temporum interualla infinite parua sunt, adeogue meque has distantias neque reli-

quas quantitates inde derinandas ne pro approximatis quidem habere liceret, me—
thodusque conditioni secundae art. pracc. aduersaretur,

159.

Statuendo breuitatis gratia (0.1.2)=a, (0. 1.2)D'=—1, (0.0.2) D=—¢,
" ¥ ; /{ m i
(o.1.2) D'=—d, ita Vi aequatio 10 art. 114 fiat a&':b-{-c.-]? +d.—, coéfli-

cientes ¢ et d quidem erunt primi ordinis, facile vero ostendi potest, differentiam
¢ —d ad secundum ordinem referendam esse. Hine vero sequitur, valorem quan-
cn +dn’
“n4n

tantum ordinis affectum esse, quin.adeo quinti tantum, quoties ohsernatio media

5 o e . L SR PR\ 5
titatis ex suppositione approximala n:n = @:@" prodeuntem errore quarh

ab extremis aequalibus interuallis distat. Fit enim iste error
L] g-+db cn 4+ dff_”__ 66 (d—c) (' —n)
~ 046 ntn - @+0)n 0+ nt")

- = - . » s 1 3 =
vbi denominator secundi ordinis est, numeratorisqie factor alter 66 (d—c) quarti,

U » - - " " .- . - o . bt -
alter 7' —7 secundi, vel in casu isto speciali tertii ordinis. Exhibita itaque aequa-

" , cnddn’ ntn -
: i - i —_ —_— et i A ] 4 1 .,
tone illa in hacce forma ad =0b+ L Soatsfastom o5t A
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methedi in art. praec, propositae non inde oriri, quod quantitates 7, n" hisce 6, ¢'
proporiionales Suppositae sunt, sed inde, quod insuper n’ipsi G proportionalis sta-

. . . n4n . A
tuta est. Hog quippe modo loco factoris 72 Yalor minus exactus g=3
66”

illLI'Od ,. F == 1 7 7 v w T i 1111
ucitur, a quo verus -+ 25 xR cosfcosj cosf'f quantitate ordinis se-—

cundi discrepat (art. 128).

133.
Quum cosinus angulorum f, £/, S’ perinde vt quantitates n, ¥ ab vnitate
, : B o . n+4n" 5
differentia secundi ordinis discrepent, patet, si pro o Yalor approximatus
7 A ; " s vig
e 7,7 ntroducatur, errorem quarti ordinis committ. Quodsi itaque loco

acquationis art, 114. haecce adhibetur

el + db’ a4"
/Gd/-‘?:. b+ g (1 + “2rr )

in valorem distantiae & redundabit error secundi ordinis, quando obsernationes

exiremae a media aequidistant,, vel primi ordinis in ecasibus reliquis. Sed haecce

noua acquationis illius forma ad determinationem ipsius & haund idonea est, quia
4

quantitates adhuc incognitas r, ¥, r" inuoluit,

H
: ; K r : \ 3 =
Tam generaliter loquendo quantitates 7 » 57 ab vnitate differentia primi
¥
ordinis distant, et perinde etiam productum 77+ In casu speciali saepius comme~

morato facile perspicitur, hoc productum differentia secundi ordinis tantum ab ynj
tate discrepare, Quin adeo quoties orbita ellipsis parum excentrica est, ita vt ex-

o

- - . . . . . - r’
centricifalem tamquam quantitatem primi ordinis spectare liceat , differentia 7 ad
r

. 2 s g . . . . 5 . A -
ordinem vno gradu adhuc altiorem referri poterit. Manifestum est itague, errorem

6'-91’1'
= §up-
=

illum eiusdem ordinis vt antea manere, s in aequatione nostra pro =

U

stitatur —3~, vnde nanciscitur formam sequentem
ar

) cd - di" 64"
aJ = +——-ﬁ(—j;--__( 1 ;’,_3)

/ad'
/'/du

Uﬁ’
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Continet quidem hacc aequatio etinmnum ¢uantitatem incognitam 7/, quam tamen
A . ! 7 =y . ol v .
eliminari posse patet, quum tantummodo a d’ atque quantitatibus cognitis pendeat.

Quodsi dein aequatio rite ordinaretur, ad octauum gradum ascenderet.

154
Ex praecedentibus iam ratio percipietur, cur in methodo nosira pro x, y

i "

Fe) 72412 . =
resp. quantitates T;ZP atque 2 (T— 1 ) #?=0Q acceplurl sumus. Patet enim

primo, si P et Q tamguam cognilac spectentur, d’ inde per aequmionem

o b (*+;%T)

14-P
» s -1 U R A =
determinari posse, ac dein & et 9 per aequahones 4, 6 art. 114, quum habeatur

1 1 : Q Hﬂ F i Q

i O O & S P ok — oo o I B et Secundo manifestum est, in
" 14 P +or ) W 1P LPTE ‘ ’
hypothesi prima pro quantitatibus P, @, quarum valores exacte veri sunt
WAl
6 7 T 00 , . : G
, statim obuios esse valores approximatos 7

8y gy cos Jfeosf cos
64", ex qua hypothesi in determinationem ipsius &' ct proin ctiam ipsarum J, 0%,
redundabunt errores primi ordinis, wel secundi in casi speciali pluries commemo-
rato. Ceterum etiamsi his conclusionibus, generaliter loguendo, tutissime fidendum
sit, tamen in casu quodam speciali vim suam perdere possunt, scilicet quoties
quantitas (o.1.2), quac in genere est ordinis tertii, fortuito fit =0, vel tam parua,
vt ad altiorem ordinem referri debeat. Hoc enenit, quolies motus geoceniricus in

sphacra coelesti prope locum medium punctum inflexionis sistit.  Denique apparef,

vt methodus mostra in vsum vocari possit, necessario requiri, vt motus helio-
centricus inter tres obseruationes non nimis magnus sit: sed haec restriclio, per
problematis complicatissimi naturant , nullo modo euitari potest, neque etiam pro
incommodo habenda est, quoniam scmper in volis erit, determinationem primam
orbitae incognitac corporis coelestis noui quam primum licet suscipere,  Praetered

restrictio illa sensu satis lato accipi potest, vti exempla infra tradenda ostendent,

150.
Disquisitiones praecedentes ewm in finem allatae sunt, vi principia, quibus
methodus nostra innititur, verusque eius quasi neruus €o clarins perspiciantur: tra=

ctalio ipsa autem methodum in forma prorsus diuersa exhibebit, quam post appli-

e gy
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cationes frequentissimag tamquam commodissimam, inter plures alias a nobis tentatas
commendare possumus. Quum in delerminanda orbila incognita e tribus ohserua-
tionibus totum negotinm semper ad aliquot hfPOUICboq aut potius approximatio-
nes successivas reducatur, pro lucro eximio habendum e it , si caleulum ita ador—
nare successerit, vt iam ab inilio operationes quam plunmas, quae non a P et Q
sed ynice a combinatione quantitalum cognitarum pendeant, - ab  ipsis hypothesibus

separare liceat. Tunc manifesto has operationes praeliminares, singulis hypothesi-
bus commumes, semel tantum exsequi oportet, hypothesesque ipsae ad operationes

quam paucissimas reducuniur, = Perinde maximi morment; erit, si in singulis hypo-

thesibus vsque ad ipsa elementa progredi haund opus fuerit, horumque compuium

vsque ad hypothesin poslremam reseruare liceat. Vitroque respectu methodus no-

slra, quam exponere iam aggredimur, mnihil desiderandym relmquere videtur.

156.
Ante ommia tres Iocos heliocentricos ferrae in sphaera coelesti 4, 4", A4°
(ﬁg, 4) cum tribus locis geocentricis respondentibus corporis  coelestis B, B, B
per circulos maximos iungere, atque-tum positionem horum circulorum maximornm

vespectu eclipticae (siquidem eclipicam pro plane fundamentali ar]nplamus)a tum
situm punctorum B, B, B in ipsis computare oportet.  Sint «, o, «' tres cor-
poris coelestis longitudines geocentricae; £, g, latitadines, £, 7/, 1" longitudines
heliocentricae terrae, cuius latitudines statuimus = o (arvtt. 117, 72) Sint porro
¥ ¥s 7 mrculorum maximorum ab A, A', 4" resp. ad B, B, B" ductorum
inclinationes ad eclipticam: quas inclinationes, vt in ipsarum df'lermlrntmnc Aormam
fixam sequamur, perpetuo respectu eius eclipticae partis mensurabimus, quae a pun-
ctis A, A’y A" secundum ordinem signorum sita est, ita vt ipsarum magnitudo a o
vsque ad "bo numeretur, siue quod eodem redit, in parte boreali a o vsque ad
180°, in australi a o vsque ad — 380" - Ardus AB, 4'B, A" B, quos semper
intra o et 180" statuere licchit, designamus per 8, &', §". Iia pro determinatione
ipsarum ¥, d habemus formulas

Ve, tang 3
[_1] tang ¥ = 4, (a—1)

tang (o —1)

[2] tang & =

cosy
quibus si placet ad calculi confirmationem adiici passunt sequentes :
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sin fj’

sl A

sin y
. . ! .

Pro determinandis ¢/, &, ¢, &", manifesto formulae prorsus analogae habentur.

Quodsi simul fuerit =0, a—4=0 vel =180, i. €. si corpus cocleste simul
a fuerit, 7 fieret indeterminata: at

sin 0 = , cosd = cos 3 cos(e—2)

in opposilione vel coniunctione atque in ecliptic
aationum locum habere.

tale  sde s ey
Si loco ecliplicae aequator tamgquam planum fundamentale adoptatum est,

vium  circulorum maximorum respeciu acq.uaturis

supponemus, hunc casum in nulla trium obser

ad positionem i determinandam

ter inclinationes insuper requirentur rectascensiones intersectionum cum aequa=
q

prae
um B, B, B" ab his interseclionibus etiam

{ore: nec non praeter distanlias punctor
distantias punctorum ., A, A" ab iisdem compulare oportehit.  Quae quum &

problemale in art. 110 tractato pendeant, formularum euolutioni hic non immo-

ramur.

1

7
/e

[

Negotium secundum erit determinatio situs relativi illorum trium circulo-
rum masimorum inter se, qui pendebit a situ intersectionum muluarum et ab in-
clinationibus. Quae si absque ambiguitale ad notiones claras ac generales reducere
cupimus, ita vt mon opus sit pro singulis casibus diuersis ad figuras peeculiares re—
currere , gquasdam dilucidationes praeliminares praemitiere oportebit. Primo scili-
cet in quouis circulo maximo duae directiones oppositae aliquo modo distinguendae
sunt, quod fiet, dam alteram tamquam progressinam seu positinam,, alleram tam-—
quam refrogradam seu nega'iuam consideramus. Quod quum per se prorsus arbi-
{ravium sit, vt normam certam stabiliamus , semper directiones ab A, A, A ver-
sus B, B, B" ceu positiuas considerabimus; ita e. g. si intersectio eirculi primi
cum secundo per distantiam positiuam a puncto A exhibetur, haec capienda sub-
intelligetur ab A versus B (vt D’ i figura nostra); si vero negatina esset, ipsam
ab altera parte ipsius A sumere oporterct. Secundo vero etiam duo haemisphae-
ria, in guae ommis circulus maximus sp‘ham‘m-n integram dirimit, denominationibus
idoneis dislinguenda sunt: et’ quidem hemisphaerium superius vocabimus, gquod in
superficie interiori sphaerae circulum maximum directione progressiua permeanti ad
dextram est, alterum inferius. Plaga ilaque superior analoga erit hemisphaerio
horeali respectu eclipticae vel aequatoris, snferior australi.

His rvite intellectis, ambas duorum circulorum maximorum intersectiones

commode ab inuicem distinguere licebit: in vna scilicet circulus primus e secundi




|
|
|

PR

=~

-

s il

|
|

152 Lisr. II. Sscr. 1

regione inferiori in superiorem tendit, vel quod idem est secundus e primi regione
superiori in inferiorem; in altera interscctione opposita locum habent. Per se qui-
dem prorsus arbitrarium est, gquasnam inlersectiones in problemate nostro eligere
velimus: sed vt hic quoque inxta normam inuariabilem procedamus, eas semper
adoptabimus , (D, D', D" in fig.4), vbi resp. circulus tertius 4B in secundi_#/ 77,
terlins in primi 4B, secundus in primi plagam superiorem transit. Situs harum in—
tersectionum determinabitur per ipsarum distantias a punctis 4 et 4", A et & -
A et A5 quas simpliciter per 4D, 4D, 4D, 4D, AD', AD" designabimus,

Quibus ita factis cireulorum inclinationes mutuae erunt anguli, qui resp. in his in-

tersectionum punctis D, D', D" inter circulorum se secantium partes eas continen-
tur, quae in dircctione progressiua iacent: has inclinationes, semper inter oeti180
accipiendas, per &, &, & denotabimus. Determinatio harum nouem quantitatum
incognitarum e cognitis manifesto ab eodem problemate pendet, quod in art. 55
tractavimus: habemus itaque aequationes sequentes:
[5] sinfesin L (d'D4A'D)=sint (I'—1) sin L &' +4)
[4] sin%ecosi (4D 4 A'D)y —cos £ ({' —I)sin & L (' —9)
[5] cos%esini(AL'D— A"D)._SLnE(Z'—A)Los-};(y +7)
[6] cos% ecos i (A D—A'D)=cosk (I’ —1) cos G —9)
Lix aequationibus 5 et 4 innotescent & (A'D 4 ' D) et sin e, e duabus reliquis
L(AD—. l”j)) el cos3 e; hine 4D, A'D et e Ambiguitas determinationi ar—
cuum 5 (A D—[—xf D), 3 (A”D A"D) per tangentes adhaerens conditione ea deci-
detur, quod sin; & et cos ;e positiui euadere debent, conscususque inler sin x &. et
cos = & loli caleulo confirmando inseruiet.

‘ Determinatio quantitatum AD', 4'D', &, 4D", 4D", & provsus simili
modo perficietur, neque opus crit octo aequationes ad bhune caleulum adhibendas

huc transseribere, quippe quae ex acqu. 3—06 sponte prodeunt, si

.{.{'D A“D £ lu Yy gf ﬂ/" y"
oum 4D | LD | & | U—1 |5 |7
vel cum A0 l A'D" I =7 7' el

resp. commutaniur,

Noua adhuc tolius caleuli confirmatio derigari potest e relatione mutua
infer latera angulosque trianguli sphaerici inter puncta D, D', D' formati, ynde
demanant acquationes generalissime verae, quamcunque situm haee puncta habeant:

_sin(AD' — A Dﬁ) sin (A’ D"— A'D ) sin (A'D — A4'1Y)

. I
sin ¢ ] sin ¢ : 8l &
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Denique si loco eclipticae aequator tamguam planum fundamentale electus
est, calculus mutationem non subit, nisi quod pro terrae locis heliocentricis 4,44
substituere oportet ea aequatoris puncta, vbi a circulis 4B, 4'B', 4"B’ secatur';
accipiendae sunt itaque pro ¢, ', 1" ascensiones rectae harum interseclionum, nec

non pro A'D distantia puncti D ab intersectione secunda etc.

138.

Negotium Zertium iam in eo consistit, vt duo loci geocenirici extremi cor-
poris coeleslis, i. e. puncla B, B, per circulum maximum jungantur, huusque
intersectio enm circulo maximo "%’ determinetur. Sit B* haec intersectio, atque
' — ¢ eius distantia a puncto A’, nec non a* eius longitudo, 8* latitudo. Habe-
mus itaque, propterea quod B, B *, B" in eodem circulo maximo iacent, aequa-

tionem satis notam
. N . L] no.
o0 = tang 3 sin (o' — a*)—tang B*sin (o — @)+ tang " sin (o* — )
quae, substituendo tang o sin (@*—1") pro tang g%, sequentem formam induit

j cos(a*—1") {lzmgﬂ sin (o' —1") — taugﬁ"sin(a——l')}

o=
1— sin(e*—12') {tangﬁ cos(&’—1") + tang ¥ sin (&' —a)—tang Bcos (a—1") }
Quare quum sit tang (o* —17") = cosy'tang (0’— ¢ ) habebimus
e tang (3 sin (a”—-l')-—-tangﬂ”sin (e—1")
tang( ~ cosy (taugﬁ cos (&' — ") —tungﬁ" cos(a—1")) + sin ¥ sin (a" — )
Hinc derivantur formulae sequentes, ad calculum numericum magis accom-

modatae. Statuatur

[7] tangBsin (o« —1")—tang 3’ sin (a0—1") =S8

[8] tangf cos (o' —1")— tang A" cos (@—1") = T'sint

[g] sin(a’ —a) = Tcost

{art. 14, II), eritque

S -

Tsm (t+7)

Ambiguilas in determinatione arcus 0 — ¢ per tangeniem inde oritur,

maximi A’ B’; BB" in duocbus punctis se intersecant: Nos pro B* semper adopta-

pimus intersectionem puncto B’ proximam-, ita vt & semper cadat inter limites

—go et 4+90°, vnde ambiguitas illa tollitur. Plerumgne tunc valor arcus ¢ (qui

pendet & curualyra motus geocentrici) quantitas satis modica erit, et quidem gene-
20

[10] tang (0'—¢) =

quod circuli
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raliter loquendo secundi ordinis ; si temporum internalla tamquam QIlantitates primi
ordinis spectaniyr.

Quaenam modificationcs caleulo applicandae sint, sj pro- ecliptica aequator
lamquam planum fundamentale electum est, ex annolatione art, praec. sponte palehit.

Ceterum manifestum est; situm puncti B* indeterminatum manere, si cir-
culi BL', 4’ B’ omuino coinciderent: hunc casum, vhi quatuor puncla &, B, B, B
in eodem circulo maximo iacerent, a disquisitione nostra excludimus. Conueniet au—
tem in eligendis obseruationibus eum quoque casum euitare, vhi situs horum qua-
tuor punclorum a circulo maximo parum distat: func enim situs puncti B*, qui in
operationibus sequentibus magni momenti est, per leuissimos obsc¢rualionum errores
nimis “afficeretur, nec praccisione necessaria determinari possel. — Perinde pun-
ctum B* indeterminatum manere patet, quoties puncta B, B" in vnum coincidunt 1.1
in quo casu ipsius circuli BB" posilio indelerminata fieret. Quamobrem hune quo~
que casum excludemus, quemadmodum, per rationes praecedentibus similes, tali-
bus quoque obseruationibus abstinendum erit > ¥hi locus geocentricus primus et vl-
timus in puncta sphacrae sibi proxima cadunt.

139,

Sint in sphaera coclesti C, €', C" tria corporis coelestis loca heliocenirica,
quac resp. in circulis maximis 4B, A4"B, A" 8, et quidem imter A ot B, A" et
B, 4" et B' sita erunt (art. 64, IIT): practerea puncta C, ¢', €" in eodem cir-
culo maximo iacebunt, puta in co, quem planum orbitae in sphaera coclesti pro-
sicit.. Designabimus per r, 1, 7 tres corporis coclestis distantias a Sole; per g, ¢, ¢’
eiusdem distantias a terra; per R, R, R’ terrae distanias a Sole. Porro statui-
mus arcus C'C7, &, SO 6 resp. = of, 2f, of", atque »7"sin i r‘r“sf”_«‘g‘f’
=, r'sinef’ =n". Habemus itaque f'=jf+f", AC+CB=7, 4'C'+C' B — 0,
A"C"'+C"B"=4", nec non :

sin o __sin 0 sin CR
e 0 = R

. . 4 ! . " ’
singd’ sin.A4'C sin C' B
’

;"—_ = (J T _L-'f’
sind" sm.A"C" sin C" B"

- =Ha o reCE . A

*) Siue etiam quoties sibi opposita sunt, sed de hoe casn non logquimur, quum mmethodus no-

slra ad obsernationes tantuin internallum complectentes non sit extendenda.
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" - ’ W4 - . n
Ilinc palet, simulac situs punctorum C, C’, C" innotuerit, quantitates 7, 2

L]

i ek , . n

0, 01 @ determinabiles fore. Tam ostendemus, quomodo ille e quantitatibus ———
5

r b3
n4r ; :
SR ey 1),!3 —Q elici possit, a quibus methodum nostram proficisci iam

supra declaranimus.

|
L

140.
. ~ - . . . . Ve P el
Primo obseruamus, si N fuerit punctum guodenngue circnli maximi ceer,
bl 1
distantiaeque punctornm C, €', C" a puncto N secundum directionem eandem nNu-—
merentur, quae tendit a € ad C", ita vt generaliler fiat
NC'— NC' =2, NC"—=NC=4F, NC'—NC =3f", haberi aequationem
- & . y . ol ) . il v ' Bl -
OzsmgfsmNC-——smef sin NC' 4sin 2f s NC ..o sowiin i (1)
Jam supponemus, N accipi in intersectione circulorum maximorum BEB*B', CC'C’,
quast sn nodo ascendente prioris supra posleriorem. Designemus per g, C{’, ¢,
. » ' it o i v .
D, D, D resp. distantias punctorum ¢, C’,C', D, D, D' a circulo maximo
BB*E", ab alteruira ipsius parte positiue, ab altera opposita negatiue acceptas.
Hine manifesto sin €, sin €', sin € resp. proportionales erunt ipsis sin NC, sin NC',
sin NC", wvnde acqualio (1) sequentem induit formam
. - . nf - ’ . H . "
o=—sin2fsin€ — sin of’ sin€ 4 sin 2" sin €
- . . I
sive multiplicando per 77 153

o:m-sin(Z—-n’r’sin(i'-{—n”r”sin@"......,...........‘...............m_,.._..‘......,..H......., ....... (1D).

Porro patet, esse sin€ ad sin Y, vt sinum distantiae puncti € a B ad distantiam
puncti D' a B, viraque distantia secundum eandem divectionemn mensurata. Ha-
betur itaque
2 3 sin ®'sin CB
= sin(_sz!——J)
prorsusque simili modo eruifur

i sin D" sin CB _
— sin(AD'—J)

sin @’ sin ® sin ' B* sin D' an C" B*
(sin 4D —0" +0) sn(Ad D"—0 +0)
At sin ®sin C" B” sin® sinC" B
s G111 Q, — —_——

sin (4" 1)-——(57- = Tsin (.al'.D’-—J)
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Dinidendo itaque aequationem (II) per r* sin€*, prodit

rsin CB sin (A" D' —4§") ; FsinC'B*  sin(4'D—J3") "
e e = = R T Tt e

7 sinC' B .-5111(‘440—3) rsinC' B sin (A D-—J+a’)+n

Quodsi hic arcum €' 5’ per z designamus, pro z, ', ¥ valores suos ex art. praec.

Da—Tr

- substituimus, breuitatisque caussa ponimus
Rsindsin(4" D'—4F")

[} rae e Bt
A R'sind”sin (4D —J)

_ R sind'sin (A" D—4") ;
[12] CR'sind"sin (A4 D= d'4s) —

acquatio nostra ita se habebit

— &

sin(z—g) :

e r FR oo B W ria ok o g T e e b e (III)
Coélficientem b etiam per formulam sequentem. computare licet, quae ex aequatio-
uibus modo allatis facile deducitur:

R'sind” sin (LD —g) e
Rsindsin(A4" D — )7 4
Caleuli confirmandi caussa haud nutile erit, vtraque formula 12 et 15 vii. Quo-
ties sin (4" D"— "4 ¢) miaior est quam sin (4D —9'+¢), formula posterior a ta-

o =uan—Dbn.

(13] ax<

bularum erroribus ineuitabilibus minus aflicietur, quam prior, adeoque huic prac-
ferenda erit, si forte paruula discrepantia illine explicanda in valoribus ipsius & se
prodiderit; contra formulae priori magis fidendum erit, quoties sin (4" D" — §74 o)
minor est quam sin (4’ D—¢" 4+6): si magis placet, medium idoneum inter ambos
valores adoptabitur. T

Caleulo examinando sequentes quoque formulae inseruire possunt, quarum
tamen deriuationem non ita, difficilem breuitatis caussa supprimimuns:

asin('—7)  bsin(I'— /) sin (' —o) L S —2

e R 7 sin @’ r
P R sin &' U cos B cos 3"
T R'sind” " sin (AD —d) sin &
o . ¥ y S T'sin (t +9) 4
vbi U exprimit quolientem WW = et = (art. 138. aequ. 10).
147,
7 y 3 - g i P -J- [«
Ex P= f;, y atque aequatione UL art. praec. sequitar (7 + 7") -t
. P41

sin(z—g¢) ndn
sin z

=bn' ————2: hinc vero et ex Q =: e 1) 1'% atque

b
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R sind’ -
7= . elicitur
sin z
Q sin z* P + ; =

nz S saca— 2 — sme

sir +-*’fi’b1118—- 5 111( o),
Q sin z* P4

e e [ f —————— —— 0l i (5 — @) == $11 6 COS (2 )

2 R%sing? Pia s¢ jsi{ / (

Statuendo itaque breuifatis caussa
1 1
[14] —5 & 7sinJ’sine

introducendoque angulum auxiliarem @ talem vt fiat

—_—

sinn
tmge@ =" py1
) —o—— = COS O

Pta
prodit aequa tio (IV)

¢ @ sin @ sin 2= sin (2 —o — )
¢x qua incognitam z eruere opor tchit. Vit angulus @ commodius compuletur, for-
mulam praccedentem pro lang e ita exhibere conueniel

(P 4 a) tang o"

lang o =
7 2 ==
Tcos G “cose

Quamobrem statuendo

b
oSG e
&
r' — e . =
[15] 5 =
-1
coS G
2 tang o o
Pt ] b =e¢
el
COS O
habebimus ad determinandum @ formulam simplicissimam
e (P +a)
tang 6 =
ang 77 — + (.J

Computum quantitatum @, b, ¢, d, € per formulas 11:-16, a solis quantitatibus
datis pendentem, tamguam negotium ‘quartum consideramus. Quanlitates b; ¢, ¢

ipsae non erunt necessariae, verum soli ipsarum iouarlﬂlml

Ceternm datur casus specialis, vbi haec praecepta aliqua mutatione wdigent.

Y Ll e £ 4 i W * - qe .
Quoties scilicet circulus meximus BB" cum 4B coincidit, adeoque puncta B, B*
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resp. oum D, D, quantitales @, b valores infinitos nanciscereniur. = Siatucndo in
lioe casu

R sin J'sin (AD"—§ +6)
~ Rsin ()Txm‘(_kl_l)':-h__ ey

_ ) 7’ sin (2 — 5)
habebimus loco aequationis III hancce:-0o = Z R ————

= ; wvnde faciendo

rsing =
+(1—zcoseo)

tang o= cadem aequatio TV clicitur.

Perinde in casu speciali, vhi.¢=o, fit ¢ infinita atque @ == o0, vnde factor

csin@ in aequatione 1V indeterminatus esse videtur: nihilominus reuera determi-

P4 a
natus est, ipsiusque valor = S 5\;3(;-___ TR vii lewds attentio doce-
. ,2, 2 {b— 1) (PLd
bit. In hoc ilaque casu fit sinz = R sin d'y/ ( uEdd)

QL +a

142.

Aequatio IV, quae euoluta ad ordinem octauum ascenderel, in forma sugy
non muiata expedilissime fentando soluitur. Ceterum e theoria as quationum facile
ostendr polest, (quod tamen fusius enoluere brenilatis caussa hic supersedemus), hanc
aequationem vel duas vel quatuor solutiones per valores reales admitlere. In casu
priori valor alter ipsius sinz positiuus erit, allernm negatiuum reiicere oportebit,
quia per problematis naturam 7’ negatiuus euadere nequit. In casu posteriori inter
valores ipsius sinz vel vnus positiuus erit , tresque reliqui negatiui — vhi igitar
havd ambiguum erit, quemnam adoplare oporicat — vel tres positiui cum vRo ne—
galino; in hoc casu e valoribus positinis ii quoque si qui adsunt reifei debent, vhi
z maior euadit quam ()", quoniam per aliam pmblemai.is conditicnem essentialem Q'
adeoque etiam sin (J0"— z) quantilas positina esse debet.

Quoties obsernationes mediocribus temporum inferuallis ab inuicem cistant,
plerumque casus postremus locum habebit, vt tres valores positini 1psius sin z ae-
quationi satisfaciant. Inter has splutiones praeter veram reperiri solet aliqua, vhi
z parum differt a &', modo excessu, modo defectu: hoe phaenomenon sequenti
modo explicandum est. Problematis nostri {raclatio analytica ei soli conditioni su—
perstructa est, quod tres corporis coelestis in spatio loci iacere debent inm rectis:

quarum situs per locum absolutum terrae  positionemque obseruatam determinatur.

lam per ipsius vei natuvam loei illi jacere quidem dehent in iis reclarum partibus,
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onde Tamen ad terram descendit: sed aequa{iou?s analyticac hanc rvesirictionem non
agno.scunt, omuaqiic locorum systema'ta? qui quldem cum Kepleri 10gi'bus consen— '
tinnt, perinde complecti debent, siue ab hac terrae parte in illis reelis iaccant,
sive ab illa, siue denique cum ipsa terra coincidant. Tam hic vltimus casus vlique
problemati nostro satisfaciet, quum terra ipsa ad normam illaram legum moueatur.

Hine patet, aequationes comprehendere debere solutionem, in. qua puncta, €, C),

¢’ cum punclis A, A, A" coincidanl (gualenus varialiones minutissimas locis ter—
rac ellipticis a perturbationibus et parallaxi inductas negligimus): aequatio itaque IV
semper admittere deberet solutionem ¥ =9, -6t pro P et @ valores veri Jocis tler=
rae respondentes acciperentur. Quatenus autem illis quantitatibus valores fribuni—
tur ab his non multum discrepantes (quod semper Supponere licet, quolics tempo-
yum interualla modica sunt), inter solutiones aequationis IV neccessario aliqua repe-
riri debet, quae proxime ad valorem z=20 accedit.

Plerumgue quidem in eo casu, Yhi aequatio IV fres solutiones per valores

positiuos ipsius sin z admiltit, teria ex his (praeter veram eamquc de qua modo

diximus) yalorem ipsius z matorem quan d sistet, adeogque analytice tanlum pos-
sibilis , physice vero impossibilis erit: tunc itaque quamnam adoplare oporteat am-
biguum esse nequit. Aitamen conlingere vtique potest, vt aequatio illa duas solu—
jiones idoneas dinersas admittat, adeoque problemati mostro per duas erhilas pror-
s dinersas satisfacere liceat. Ceterum in tali casu orbila vera a falsa facile di-
gnoscetur, quamprimunm obscruationes alias magis remolas ad examen reuocare

licuerit.
143.

Simulac angulus £ erutus est, statim habetur ¥ per aequationem
R sino’
sin z
7' r (P+a) R sind’

J—

n _ bsm(z-—0)

it

n -
Porro ex aequationibus P =—= alque IV elicimus

rof roy
nr 1 nr

n" = ? ; 7

Tam vt formulas, secundum quas situs punctoruin G, C" e situ puncti ¢’
determinandus est, tali modo tractemus, vt ipsarum verilas guuernlis pro iis quo-
que casibus, quos figura 4 non monstrat, statim cluceat, obsernamus, sinum di-

~ g r _\' 2 ) - -y - .- - u . .
stantiae puncl (¢’ a circulo maximo CB (positiue sumtae in regione superiori, ne-
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gatine in inferiori) aequalem fieri producto ex sin &’ in sinum distaniiae puncti C
a D' secundum directionem progressiuam mensuratac, adeoque = —sing sin ' D" =
—sing'sin(z44'D'—4§'); perinde fit sinus distantiae puncti C’ ab eodem circulo
maximo =-—sin¢'sin C" Y. Manifesto autem iidem sinus sunt vi sin CC’ ad sinCC",
_ n’ n - e 5 : Ly

siue vt =, ad T, siue virr ad #'r. Statuendo itaque C"D'={ , habemus

’ 7 . "
' sing" | 4 _
V. sl =—r-——3sin(z4 4 D"-.,j")

1, - sinig

Prorsus simili modo statuendo CD'={ eruituy -
7 r .
wr. sing

o sin(z 4+ A’ D— 4§

7 Sin g

VI rsinf{=
sin &
VIL rsin ({4 AD"— 4Dy =" ome sin (§"+ A" D—_A4"D")
Combinando acquationes V et VI cum sequentibus ex art. 139 fransscriptis
VIL " sin(¢"— A4"D' +8")y= R"sin §"
IX. rsin((— 4D+ ) = R sin &
quantitates £, £, 7, v ad normam art. 78 inde derinabuntur. Qui caleulus quo
commodius absoluatur, formulas ipsas huc attulisse haud ingratum erit. Statuatur
- Rsind
(17] sin(AD'—g) =%
R’ sind” A
tizi sin(A"D'—37) =%
cos (AD'— §

[19] (ﬁsina 2~

, cos(A"D'—g") :
139 R'sing" =4

Compulus harum quantitatum, aut potius logarithmorum earum, a P et Q etiam-
num independens, tamquam negotium guintum et vltimum in operationibus quasi
pracliminaribus spectandum est, commodeque statim cum computo ipsarum a, b
sine cum negotio quarto absoluitur, vhi fit a_—_—_f;. ~— Faciendo dein

n'r  sine

~.sin(z4+4'D—J")=p

r. "sine

L’r’_ Si]’] é\k gy L ey ’ #
s Ty . 81n \Z—I-,_/ID —a\ ):p
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z(p—21)=9

(A=A = q"

cliciemus et rex 7 gin{—=p, rcos {=gq, atque ¢ et rex r sl =p", r’cos ‘Ia-".___..q"_
Ambiguitas in determinandis ¢ et £” hic adesse nequit, quiar et r' mecessario ena-

dere debent quantitates positiuae. Caleulus perfectus per aequationcm VIL si lubet

confirmari poterit.

Sunt tamen duo casus, vbi aliam methodum sequi oporlet. Quotics scilicet
punctum 1’ cum B vel coincidit vel ipsi in sphaera opposilum est, siue quolies AD'—9
— o vel = 180°, aequationes VI et IX necessario idenlicae esse debent, fierctque
4= 00, ip—1=0, adeoque ¢ indeterminala. fn hoc casu &' et ' quidem eo quo
docuimus modo determinabuntur, dein vero fetr @ combinatione aequationis VII
cum V vel IX elicere oportabit. Formulas ipsas ex art. 78 desumendas huc trans—
scribere supersedemus; ohseruamus tantummodo, quod in co quoque casu, vhi est
AD'— 38 non gquidem =o0 neque — 180°, altamen’ arcus valde paruus, eandem
methodum sequi praestat, quoniam tunc methodus prior praceisionem necessariam
non admitteret.  Et ‘quidem adoptabitur combinatio aequationis VII'enm V vel cum

IX, prout sin (4D'—AD") maior vel minor est quam sin(AD' —4d).

Perinde in casu, vbi puncium D, vel ipsi opposilum , cum 5 vel coincidit
vel parum ab codem distat, determinatio ipsarum ¢, r" per methodum praeceden~
tem vel impossibilis vel parum tuta foret. Tunc itaque { et r quidem per illam
metliodam determinabuntur, dein vero {* et #* e combinatione aequationis. VII vel
cum VI vel cum IX, prout sin (A" D-A "D’} maior vel minor est quam sin (4 "D'-4")
Ceterum haud metuendum est, ne sl D' eum punctis' B, B' vel cam punctis
oppositis coincidat, vel parum ab ipsis distet: casum enim cum, vhbi B cum B
coincidit, vel perparum ab co distat, iam supra art. 158 a disquisitione nostra ex-

clusimus.

144,

7 . [Fe oy () 2 3
Arvcubus £, {" inuentis, punctorum C, C' positio’ data erif, polteritque di-

- gtantia CC'=2 f ex £, £' et & determinari. Sint #, u inclinationes circuloriim

maximorum A8, A'B" ad circulum maximum CC" (quae in fignra 4 resp. crunt

2 Pl Q v - . P @ . 3 v [
auguli CGCD' et 180°— CC'D’y, habebimusqtie aequationecs sequentes, aéquationi-
bus 5 — 0 art. 187 prorsus antlogas:

21
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sin f'sin £ (' 4 ) = gjpy ze&sing (L+£7)
$in /" 208 £ (4" o ) = cos z &sing ({— &)
00" s & (0 ) = sin § sc05 £ ({+£7)
€os f'cos 1 (" — ) = cos % s'cos £ ;=
Duae priores dabung (&' 4 u)et sinf’, duae posterioves = (&' —u) et cos f; ex
sin /7 et cos f habebitur S Angulos £ (&' +u) et X (" —u), qui in ultima de~
mum hypothesi ad determinandum situm plaui orbitac adhibebuntur, in hypothesi-
bus primis negligere licebit.

Prorsus simili modo f ex e, CD et C'D, nec non S ex &, CD oD
derinari possent: sed mulio commodius ad hunc finem formulac sequentes adhibentur.
7

sin 2 f'=7rsin 2 f* , S

n

’ e ' ]
- " " -

smef =r"sing f ——~

nr
"

: : . g 72 7 - 3 ;
vhi logarithmi quantitatium Wr ? a7 1am e caleulis praecedentibus adsunt. To
o ;

tus denique caleulus confirmationem nouam inde nanciscetur, quod fieri debet o -2 p"

=2/t st qua forte differentia prodeat , nullius certe moment esse poterit, siquidem

omues operationes quam accuratissime Peractae fucrint.  Interdum tamen, caleulo

vbique septem figuris decimalibus subducto, ad aliquot minuti secund; partes deci-
mas assurgere poterit, quam si operac pretium videfur facillimo negotio inter sf

2f" ita dispertiemur » ¥t logarithmi sinnwm aequaliter vel augeantur vel diminuantur,

o rsinaf’ ' 1 bl ) . ' p
Fa 3 1 [ b e—— —nk_——‘ e s s - £ iy v le)
quo pacto Lmqualmm’ J‘/ R e o omim quam tabulae permiftunt praeei /

sione satislyctum erit, Quoties £ et J" parum differunt, differentiam illam inter o f
et 2/ aequaliter distribuisse sufliciet.

145,
Postquam hoe modo corporis coelestis positiones in orbita determinatac sunt,
duplex elementoram calculus tum e combin

atione loci secundi cum tertio, tum e
combinatione primi cum secundo, vna cum temporum interuallis respondentibus, in-
choabilur, Antequam vero haec operatio suscipialur, ipsa temporum interualla qua-

dam correctione opus habent, siquidem constitulum fuerit, sccundum methodum

terliam art, 118, aberrationis rationem habere. In hocce scilicet casu pro tempori-

|
J
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PR

3 oo sohetitnenda sunt B Ll . AnSs rhasn” ; v 1
bus veris ficla suhstituenda sunt, illis vesp. 499, 4000, 299¢ minutis secundis an—

teriora. Pro computandis distantiis g, 0 ¢ habemus formulas
R sin(AD'—0) rsin(AD — £)

)= . 7 e SR

¢ sin({—AD'+0) sin 0
- NS 3 N -

. Rsin(d'—2) r’ sin (8’ —2)

Q — ST = . AT e
S Z - s o

" R’ sin(A"D' —L") " sn(d"D — )

¢ = SinG—AD'A4+0") smo

Ceterum si obseruationes ab inilio statim per methodum primam vel secun—

dam art. 118 ab aberratione purgatae {uissent, hicce ecaleulus omiltendus, neque

y ; g o P i D :
adeo necessarium foret, valores distanharum g, @, @ cruere, 1nisi forte ad conlir-

mandanm, an i, quibus calculus aherrationum superstrucius erat, salis exacti fue—

rint.  Denique sponte patet, totum istiun calculum  tune quoque supprimendum

esse, quando aberrationem ompino negligere placuertt,

14b.

-] ] 4 4 + .
Calculus elementorum, hme exr,r, o f atque temporis interuallo correcto
inter obseruationem seenndam el tertiam, cuius productmm in gquaniitatem & (art. 1)

Y ! e 4 5 > == . £l .
per @ denotamus, illinc ex r,17, 2f atque lemMpOIIS interuallo inter obseraalionem
A =
primam et secundam, cuins productum PEr I esto = @”, secundum methodum in

artt. 88 — 105 expositam tantammeodo vsque ad quantitatem illic per ¥ denotatam

pruducsudus est, cuius valorem in combinatione priorl per 7, in posteriori per '?”
denotabimus. Fiat deinde
I X rr
,_fj_l. i P e Oﬁ_ S Q’
Tr o —— 3 e X o o iy
0y rr’ yy cos fcos cos_f
quibus totus hucusque calenlus superstru-

patetque, si valores quantitatum P,Q,

a ST o 1 lb P’_P P - .
clus erat, ipsi veri fuermt, ecuaf cre debere =P, Q=Q. YVice versa facile
perspicitur , si prodeat P'=P, Q=Q, duplicem elementorum ealculum, si virim-
que ad fmem perducatur, numeros prorsus aequales suppeditaturum esse, per quos
itaque omnes tres obscrualiones exacle repraesenlabuntur, adeoque problemati ex

. . , ,

P =P, )=0Q, accipientur P—P, 0—0Q

asse satisfiet. Quoties autem non fit
stae fuerint: adhuc magis ¢ommo-

pro X el Y, siquidem P et Q pro x et y acce
dum crit statuere logP=uw, logQ=y, log P —log P =X, log Q' —logQ =Y.

o
Dein caleulus cum aliis valeribus ipsarum &, ¥ repetendus erit.
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147.

Proprie quidem etiam hic, sicuti in decem methodis supra frvadilis, avbitra-
viam  esset, quosnam valores nouos pro x €t ¥ in hypothesi secunda supponamus,
si modo conditionibus generalibus supra explicatis non, aduerseniur: attamen qGuum
manifesto pro luero magno habendum sit, si statim a valoribus magis exactis pro-
ficisci liceat, in methodo hacce parum prudenter ageres, si valores secundos teme—
re quasi ad()I;l‘fﬁl‘CS, quum ex ipsa rei natura facile perspiciatur, si valores primi
ipsarum £, Q leuibus erroribus affecti fuerint, ipsas P, @ valores mulio exactio-
res exhibituras esse, siquidem  motus heliocentricus fuerit modicus,  Quamohrem
semper ipsas P, Q" pro valoribus secundis ipsarum P, Q adoptabimus , siuc log P,
log Q' pro valoribus secundis ipsarum &, y si log P, log Q primos designare sup-
posili sint,

Tam in hae hypothesi secunda, vbi omnes operationes praecliminares per
formulas 1 — 20 exhibitae inuariatae retinendae sunt, caleulus prorsus simili modo

?7.’ }.F 7£f ’_f

5 .

+ - g » » - L4

repetetur. Primo scilicet determinabitur angulus @: dein e o R 2R AN
B ? 7 7

R i S - E differentia plus minusne considerabili inter valores nouos
harom quantitatum atque primos facile aestimabifur, virum operac pretium sit, nec—
ne, correctionem quoque temporum propter aberrationem denuo computare: in casu
posteriori temporum interualia, adeoque etiam quantitates 6 et @ eacdem mane—
bunt vt ante. Denigue ex dn s K e temporumaque inferuallis ernentur
7, % atque hine valores noui ipsaram P, @', qui plerumque ab iis, quos hypo-
thesis prima suppeditanerat, multo minus different, quam hi ipsi a valoribus pri-
mis ipsarum P, Q. Valoves seeundi ipsarum X, ¥ itaque multo minpres erunt,
quam primi, 1‘11101‘&:(;11{3 sceandi ipsarum £, @/ tanmiquam valores {ertii ipsarum P e
Q adoptabuntur, et cum his calculus denuo repetetur.  Hoe igitur modo sicnti
ex hypothesi secunda numeri exaciiores resultauerant, quam ex prima, ita e tertia
iternm  exacliores resultabunt, quam e secunda, possentque valores lerti] ipsarum
b lamquam quarti ipsarom P » Q@ adoptari, alyue sie calculus toties repeti,
vsque dum ad hypothesin perueniatur, in qua X ¢t ¥ pro euanescentibus habere
liceret: sed quoties hypothesis tertia. nondum sufliciens videatur, valores ipsarum P,
Q in hypothesi quarta adoptandos sceundum methodum in artf. 120 121 explica-

tam e tribus primis deducere praestabit, quo pacto approximatio celevior obtinebi—

tur, raroque opus erit, ad hypothesin quintam progredi.
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148,
Quotics clemenia e iribus obseruationibus derinanda adhuc penitus incognitu

qunt (cui casul methodus nostra imprimis accommodata est), in hypothesi prima

n
I ) A ios o
vt iam monnimus pro P et @ valores approximal o et 08 accipientur, vbhi § et
0 e‘:':ﬁlur.zn.licap-:_‘r ex inlernallis temporum non correctis derinandae sunt. Quorum

catione ad interualla correcta per ge: 1 et a': 1 rvesp. expressa, habebimus in hy—

pothesi prima
X = log w—log 1w« +lognp—log J)”
¥ = log e+ log ' —log 5 —logy” + Comp. log cos f 4 Comp. log cos f~

+ Comp. log cos /" 4 2 log r'—logr—Ilog 7
Lngnriﬂnni quantitatum g, (' respectu partinm relignarum nullins snmt momenti;
log 5y etlog ', qui ambo sunt positini, in X aliquatenus se inuicem destruunt, prae—
sertim quolies temporum internalla fere aequalia sunt, vnde X valorem exiguim

modo positiuum modo negalinum obtinet; contra in ¥ e partibus negatinis log 7 et

log yj" compensatio quidem aliqua partium positinarum Comp. log cos f, Comp. log

.‘ cos f’, Comp. log cos f* oritur, sed minus perfeca, plerumque enim hae illas no-

| P - F

; tabililer superant. De signo ipsius log —57 in genere nihil determinare licek
-

Iam quoties motus heliocentricus inter obserunaliopes modicus esl, raro opus
erit, vsque ad hypothesin quartam progredi: plerumgque tertia, sacpius iam sccunda
praociﬁ?{)nern sullicientem praestabit , quin adeo interdum numeris ex ipsa hypothesi
prima resultantibus acquiescere licebit. Inuabit semper, ad maiorem minoreimue
praecisionis gradum, qua ohsernationes ' gaudent,, respicere: ingratum enim foret

opus, in calculo praccisionem affectare centics miilliesne maiorem ea quam obser=

uationes permittunt.  In his vero rebus iudicium per exercitationem frequentem
practicam melins quam per praecepia acuitur, peritique facile acquirent facultatem
quandam, vbi consistere conueniat recte dijudicandi.

140,

ot

i . . s ” o = » < i
In vliima demum h_\*pm.nc'm elementa ipsa calenlabuniur, vel ex f Ty Ty
il 4 e ol i
vel ex [, ms 7, perducendo scilicet ad finem caleulum alterubrum, guem in hy-

1 | " *
Po-:_};;—;:;::us aniecedentibus {antummodo vsque ad # vel ' prosequt oportuerat: si

yirumgque perhcere placuerit, harmonia numerornm resultantinm nouvam lotins la-
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boris confirmationsm suppeditabil. Attamen praestal, quam primum ¥ J{”_ eri—
tac sunl, clementa ¢ s-zln combinatione loci primi cum tertio derinare y puta ex’
r i 1A . . " }
» s I alque temporis interuallo, tandemque ad maiorem ecalculi cerlitudinem Jo-

cum medium in orbita secundum elementa inuenta determinare.

Hoc itague modo sectionis conicae dimensiones innolescent, puia exceniri-
citas, semiaxis maior siuc semiparame ter, positio perihelii respectu. locornm helio—
centricorum C, €', ", motus medius, alque anomalia media pro epocha arbitraria,
siquidem orbita clliptica est, vel !Cmplh {ransitus per pecvihelium, si orbita fit Ji\‘
perbolica vel paraboliea, Superest itaque Latummodo, vt positio locorum helio—
centricorum in orbita respectu nodi ascendentis, posilio huius nodi respectu puncti
aequinoclialis, atque inclinatio orbitae ad ec lipticam (vel acquatorem) determinentur.
Haec omnia per solutionem vynius trianguli sphaerici efficere licet. Sit § longitudo
nodi ascendentis; ¢ inclinalio orbitae; g et § argumenta latitudinis in obseruatione
prima et terlia; denique /—Q=~h, I'—Q =7n" Exprimente iam in fig. quarta

17

8 nodum ascendentem, trianguli § .ZClatera erunt AD'—¢, g, kb, anguligue his

resp. oppositi i, 180" —4, x.- Habebimus itaque
sin ¥ isin ¥ (g4+/A)=sin L (4D — ) sin & (y+uw)
(g+h)=cos} (4D —{)sin 2 (y —u)
(: — k) =sm 5 (4D — ) cos § (y + u)

€oSs = i cO8 ] (” . ‘(') == €05 3 '\..'jj)’— Z) Cos & (;r_._ H,)

[_|-4

{ COS

m,-

s

7 sin

Lq]-«

COSs

e

Duae primie aequationes dabunt 3 g4+ h) et sinti, duae reliquae % (g—17n) et
cos L i; ex g innolescel situs perihelii respectu nodi ascendentis, ex £ situs nodi
in ecliptica; denique inmotescel i, sinu et cosinu se mutuno conflicmantibus. Ad
eundem scopum peruenire possuinus adiumento trianguli Q AC", vhi tantummedo
in formulis praccedentibus characteres g, h, A, £, y, % in sl A8, ¥ u
mutare oportet. Vi foti labori adhuc alia confirmalio concilietur, haud abs re erit,
caleulum viroque modo perficere: wnde si quae leuiusculae differentiae inter valo-
res ipsius 7, § alque longitndinis perilielii in orbita prodeunt, valores medios ado-

ptare conueniel.

Raro tamen hae differentiae ad 01 vel o's ascendent, siquidem

ommes ca culi septem figuris decimalibus accurate elaborati fucrant.

Ceterum quotics loco ecliplicac  aequator tamquam planum fundamentale

addoptatum est, nulla hine in calculo differentia orielur, nisi quod loco punectorum

A, A" interscctiones aequatoris enm circulis maximis AB, 4"B" accipiendae sunt,
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150.

Progredimur iam ad illustrationem huius methodi per aliquot exempla cce
piose explicanda, quae simul euidentissime ostendent, quam late pateat, et quam
.commode et expedite semper ad finem exoplatum porducat 3
Exemplum primum plancta nouus Iuno nobis suppeditabit, ad quem finem

obscruationes scquentes Grenouicl factas et a cel. Maskelyne nobiscuin communica—

tas eligimus.

R A=
Temp. med. Grenov, Ascens. recta app. fD(‘.L‘]. auslr. app.
7 T - gl e S0 i
1804 Oect. 5. 10" 51’ 6" | 567" 10" 22 35 6° 40" 8
17 g b8 10 356 45 45, 50 8 47 9b
a7 g 16 41 585 11 10, 95 10~ 2 98

l

I tabulis Solaribus pro iisdem temporibus inuenifur

distantia a latitudo | ghliguitas apparx.

longit. Solis ab ae-

! nutalio e <
Guin. appar. terva l Solis eclipticae
~ o ez p o AR \ It 7 =9 Pl W
Oct. 5| 102° 28 55" g2 | 41545 0,0988859 | —o" 49 | 23 27 59 48
17| 204 20 21, 64 | 415,51 0,0955968 | + 6, 79 59,26
av | 214 “16 52,721 | ¥ 15,60 |0,0928540 | — 0,15 54,06

Caleulum ita adstrnemus, at si orhita adhuc penilus incognita esscl: quam-—
obrem loca Tunonis a parallaxi liberare non licebit, sed hane ad loca terrac trans—
ferre opertebit. Primo ifaque ipsa loca obseruatd ab acquatore ad cclipticam redu-

cimus, adhibita obliquitate apparente, vnde prodit:

Longit. appar. Latit. appar.
Iunonis Tunonis
~ o o AU Pt
Oect. 5 | 5564 44 b4 37 |— % 09 921 99
17 | 352 54 44,61 |—6 21 56, 25
27 |951 34 61,57 b 17 ba, 70

* % ] = s . 7 b . . . . *

) Male loquuntur, qui methodam alignam alia magis minusue exactam pronuicidil. Ea enim
- 4 |

:\nifl mt,i-il_ﬂllr, prosiema soluisse censers ]_mlust, per queam (UEeIUIs [n'r;;Pc-l.-.'mllls gl‘:nll:.‘ll i;tlljlg;_;1~g1

saltem in pelestale est. Quaimobrem methodus alia alii co tantum nomime palmam pracripit, quod

1 Jemn praccisionis gradum per aliam celevins minorique labore, per alinm fardius grawiorique

L g

opera asscqui licet.




168 Lisr II. SmorT. L

Cam hoc caleulo staiim inngimus determinationem longitudinis et latitudinis

ipsius zenith loci obscruationis in tribus obseruationibus: rectascensio quidem cum

rectascensione Iuuonis conuenit (quod obseruationes in ipso meridiano sunt factae),

; declinatio autem: aequalis est altituding poli = 51°28'39". Tia ohtinemus
} Long. ipsius zonith | latitudo
i - K 6"
) Oct. 5 24° og 45° 53

& £ :

17 25 25 47 24

r | 27 23 1 47 56

I

lam: ad normam praeceptorum in art, 72 traditorum determinabuntur terrae loci
ficti in ipso plano eclipticae, in quibus corpus coeleste perinde apparuisset, atque
i locis veris obseruationum. Hoe modo prodit, sfatuendo parallaxin Solis me-~ J
diam = 8"6

Reductio lopgit. | Reductio distantiae Reductio temporis
Oct. 5 — 22" 59 | F 0,00058356 ' — 0" 19
1 17 T ey Y + 0,0002529 l L0y, 22
' ‘ 2 — 35, 82 + 0,0002085 | s pmma0,i2s
|

; Reductio temporis ideo tantum adiecta est, vt apparcat, eam omnino insensibilem esse,

“Deinde omnes longitudines tum planetae tum terrae reducendae sunt ad ac—
; quinoctium vernale medium pro aliqua epocha, pro qua adoptabimus initium anni
1805; subducta itaque nutatione adhuc adiicienda est praecessio , quae ypro tribus |
obseruationibus resp. est 11”87, 10”23, 8"86, ita vi pro obscruatione prima addere

Al s : o it
oporical — o956, pro sccunda — 528, pro tertia — 6"74.

=3 . 5 a - 2 . -
Denique longitudines et Iatitudines Tunonis ab aberratione fixarnm purgan-—

& dae sunt; sic per regulas nolas invenitur, a longitudinibus resp. subtrahi debere

n it Ay %y, u o = & & =
19"12, 17" 11, 14”82, latitudinibus vero addi o 53, 1 18, 111737 per quam addi-
tionem valores absoluti diminutionem patientur, quouniam latitudines australes tam-

; quam negatiuae speclantyr,

!




el B — = =

e P

DETERMINATIO ORBITAE E TRIBVS OBSERVATIONIBVS COMPLETIS. 169

151,

Ommnibus hisce reductiombus rite applicatis, vera problematis data ta st

habent:
Ohseruationum tempora ad meridia~

num Parisinom reducta.......... Oct. 5,458644% 17,421885 27,393077
Tunonis longitudines e, o, & .oviee| 30 {44’51 60 | 552°34 22" x2 | 551754 80 o
latitudines 8, 3, B.---:. AR e — 459 51,06 |— b6 21 55,07 |—7 17 50, 95
longitudines terrae 7, A R 12 28 27,76 24 19 49,00 54 16 9,65
Jogarithmi distantiarum R, R, R"| 9,9996826 9,9980979 0,9969678

Hine calculi arit. 156, 137 numeros sequentes producunt

ST s, R & B 196° o 8'56 | 191°58" 0"35 | 190° 41" 40”17
P ol A e 18 25 Bg,20 | 52 19-94,65 | 43 11 42,05
logarithmi sinuum...... 9,%4991995 g,72811¢5 9,8355651

A'D, AD', AD'....... 252 6 26, 44 | 213 12 29,82 | 209 45 7, 47
A'D, A'D, A'D"...| 24151 15, 22 | 254 37 0,90 | 221 15 57, 87
TR St 2 19 34, 00 7 13 37,70 4 55 46, 19
logarithmi sinuum...... 8,6085885 9,0996915 8,9541440
Tog st £ & rarhiaais 8,7005259

I0g COS £ & vivesesomseaseess 9,0991557

Porro secundum art. 158 habemus

log tang B..ccecvveerens 8,0412494 n log tang3'..............9,1074080 7

logsin (&' —1).......,7552501 n log sin (@—1").......9,6935181 n

log cos(e' —1")......9,924790% log cos (a—1")....... 9,0593180

Hinc

log(tang 3 cos (e’ — ") — tang B cos{a—1'))=log T'sint........ccruu.. vorseei8,0786513
logsin (&' —a) =108 T 0OST .....ocooiivainmseisienmurimis it vty e 8,7425191 n
Hine ¢ =145°32"57" 78, logd ..cccooininiieninns e NP 8 8.8260683
t 49 =537 30 58,11, logsin (L4 ) univerenn, Pes T ot e e vt 9,5825441 n
Denique
log (tang @ sin (&’ —1") — tang 8" sin (et —1") Y= 1@ Sicevissiias s vicnsiinnsi 8,2035519 n
AL s T e PRGN 0 T o S L 8,4086124 n
vnde log tang (&' — 6)..cooviininnn. e e et ey 047105

!

= e o
3 —g=731"56"11"81, adeoque ¢ =0°25"15" 12.

Sccundum art. 14o fit
29
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A'D —38" = 191°1518"85 log sin...q,2904352 n log cos...9,6015661 n
A —9 = 194 48 30,62 - - .-9,%07548 .~ . +9,9855501 n
A'D —§" — 198 59 55,17 - ~ ...9,6050665 p

AD —8"+e = 300 10 14,65 ~ - ..9,56575909 n

A —d —

191 19 8,27 - - ..49,2028554 »
A D §' o 189 17 46,06 ~ - ..9,2082723 p
Iine sequitur
log a......9,54944537, a =+40,3543592
logb......q,8615553
Formula 13 produceret log 6 =9,8615531, sed valorem illum praelerimus,
sin (A’ D—¢ +) maior est quam sin (4'D"—9"'+¢).
Porro fit per art. 141

5log R'sind"......9,1786252

quoniam

i S .-0,3010300
logsineg............. 7,8295601
79092155 adeoque loge = 2,6go7847.
log b.,._...............9,8615555
logcose........... «0:0009901

9,8615632, wynde

= 0,7267135. Hinc eruitur
cos ¢

d ==—1,5625052, log e = 8,5929518.
Denique per formulas arf. 143 ernitur
log #.............0,0913394 n
dogmaes s 0,54189567 n
57 4% O S, 0,4864480 n

" -
log?'............0,1592559 5

162.

Caleulis pracliminaribus hoc modo absolutis, ad hypothesin primam transi-

mus. Interuallum temporis (non correclum ) inter obsernationem secundam et ter—

i est dierum ,97v192, infer primam et secundam 11.65241. Logarithmi ho-
tiam est di S ELG2, ’ o

A /2 T r e -4 . d e
Tum numerorwm sunt 0,g987471 et 1,077848g, vnde log ¢ =9,2343285, logd’ =

9,3134303. Statuemus itaque ad hypothesin primam

x =1log P = 0,0791018
Yy =logQ =8,5477588
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fit P =1,199780%, P +a= 1,5541596, P +4d=—0,1627248;

Hinc

Jog @.oieesrensmannes 8,3929618 n

log (P+a)..... . +0,1914900

C.log(P+d)......0,7885465 n

_— = = ple® i Q r P o
log tang@...........9,5729881, vnde w=+15"1651"89, ot =+13 4o 5"01.
VT G 8,0477588

Bgl e S odrgaraids 2,6g07847

log sine....ccoevieer 0,5612147

fog Qcsing ........0,6997582
Aequationi Qcsin e sin z*=sin (z—13" 40’ 5" 01) paucis tentaminibus factis salisfieri
inuenitur per valorem z == 14° 35’ 4" go, vnde fit log sin z = g,4010744, log
= 0,525154%0. Aequalio illa praeter hanc solutionem ires alias admittit, puta
g 10 ’ -

z= 82 2 28

z=—1537 27 59

g=193 418
Tertiam reiicere oportet, quod sinz negatiuus enadit; secundam,. quod z maior

! » ' . é ' ”
fit quam ¢’; prima respondet approximationi ad orbitam terrae, de qua in art 142
loguuti sumus,
Porro habemus secundum art. 145

‘)f _‘- !
log = .5211 . veererenn,8648511

log (P+@)..cccovinrn:0,1914900

C.logsin(z—¢)......0,6105578
/
nr 05
log - pe PSR ..0,6667029
T F e +0,0791018
' g )
log— SOt I 1 ) 6 ]

i 5 N\ =S 0 .t ILF P r pit 4 i e

24 A'D—0" =z4199°47 1" 51 = 214 22 6 41; logsin=19,7516756 »
’ (] 4 B o= e I S " . L K

24 A'D'—0'=z+188 5452,04= 203 29 37,84; logsin= g,6005925 7

Hinc fit log p=9,9270735 n, logp"——‘ 0,0226459 », ac dein log ¢ = 0,2930077 n,
log ¢ = 0,25680086 n, wvnde prodit
= #
{=203"17"31"22 logr=o0,5300178

{"==210 10 58,88 log r"=0,5212819
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Denique per avt. 144 oblinenius
(&' 4+u) = 205° 18" 10" 53
(' —u) =—35 14 2,02
_ ; N A 3 48 14,606
1 L - 9 - r
logsin 2f”.....9,1218791 logsingf”...... 9,1218791
logr..............0,5500178 BOET - seivcinos .0,5212819
‘ n'r n'r
N C.log ...9,5332971 C.Iog—u,, 0,4125989
H[ log sin 2f........8, 7851940 log sin 2 £7.....8,8555599
$ 2f = 5 29 46" 03 af" = 4°6 43" 28
@ : : .
;;_E Aggregatum 2f+ 2 /" hic a 2f’ tantummodo 6"01 differt.
(|
| lam vi tempora propter aberrationem cornigantur, distantias 0, 0, Q” per 3
i formulas art. 145 computare, ac dein per ipsas tempus 495" vel 005706 multi- 1
| plicare oportet. Ecce caleulum
| o — — ~
w T s 0,95002 log?...... reerennnnnenn®,02815  logr®. R «0,52128 ‘
| logsin(fID'—-é‘)...g,:aﬁﬁoﬁ log sin (4" —z).....9,48384 logsin (4" D' —£")...9.61538%
a8 C.logsing............ 0,50080 C.logsind”.......... 0,27189. C.logsind”.............0,16464 ,
" -_‘_"7‘7 "77 = 4 e ~ 0 . 7“_—:;" = : e _‘;'
| | 10g gs-veiietn; e 0,00088 « 1080 vurerevienrr, 0,08086 log 7 JE R v 0,06076
log const........... 7570633 7,75653 7,76653
A log reductionis,.....7,82521 7,89719 7,8560¢
bl redyctio =  0,006656 0,00687 & 0,007179
\
[ Obsernationum tempora correcta interualla logarithini
| L Oct. 5,451088 Al :
g e 117965023 1,097840q
¢ II. 17,415011 :
i\ - drd |
. B 088: 0,008733
‘l‘ I11. 27,585898 8,97 7 29907929 |
! Fiunt itaque logarithmi quantitatum @, 6" correcti 9,2345155 ot 9,5134225. Incj— ‘
! piendo iam determinationem elementornm ex f, 7, ’, @ prodit log I = 0,0002285,
Y perinde ex F”, », ¥, ¢ fit log " =o0,0003191. Hunc calenlum in Libri primi ’
‘ Sect. Il copiose explicatum "hic apponere supersedemus.
| Tandem habemus per art. 146
i
i
|
8
e
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log @ voivies ..0,3154223 S LOgF  casvevmomrent 0,6502680
C.log g.........0,7656847 C.log ptisa e 9,5487003
loga: il ..0,0002285 log 0. cocivvennees 8,5477576
C.logy ... 29996809 C.logny  weeeens .0,000%452%
fog Pl 0,079016% C. log cos fi........0,0002022
C.logcosf mon ..0,0000979
C.log (.‘-OS:L.,..;;()}UOOQ?E'-}?
Jog O ...oninisiniins .8,54700981

N

E prima itague hypothesi resultat X — —0,000085%, ¥ = — 0,0001007.

153.
In hypothesi secu nda ipsis P, Q cos ipsos valores tribuemus, quos in
prima pro P, @ imuenimus. Statuemus itaque
x= log P = 0,0790164%
y=logQ = 8,5475081
Quum calculus hic prorsus codem modo tractandus sit, vt i hypothesi

prima, praccipua eius momenia hic apposuisse sufficiet:

M e 15°156° 58715 B scsarnecsnnennen210” 8 247 o8
Ik s P AT 13 38 51,20 (7 i R 0,3507676
. a o
log Q¢ sm @enrrnnen 0,0089589 log 7 B Rt o D
e e P e .14 53 19,00 1 (¢ +1).n......205 22 15,58
108 Focuvinneneinssinnens 0,3259918 1 —u)...—3 14 479

W " of 7 34 55,52

3 ey L .-l-llll"-llllll-ll.f . ur a
g ....0,6675193 “

L l 5 e e 5 29 0,18

PP i P v e

nr " B o ey o jemeeenit B DO, 12
log—-;”—......‘.......0,1)885029 / 2

£
g ESDONT 905 16 38,16

Reductiones temporum propter aberrationem denuo computare operae haud
pretium essel, vix enim 1" ab iis quas in hypothesi prima eruimus differunt.

Caleuli vlteriores pracbent log# = 0,0002270, log " = 0,0005173; vnde

deducitur
, -
log F' = o,0790167, X = 4 0,0000003
’ = e
log Q' =8 5476110, ¥ — -+ 0,0000129

Hinc patet, quanto adhuc magis exacta sit hypothesis secunda quam prima.
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154,

Ne quidquam desiderandum relinquatur, adhuc teriiagm hypothesin

extruemus, vbi rursus valares ipsarum P, @ in hypothesi secunda erutos 1
valores ipsarum P, Q adoptabimus. Statuendo itaque

2= logP = 0,0790167

amquarm

y = logQ = 8,5476110
praeccipua calculi momenta haec inueniuntur
=9 P ol = {/d L el L A

Ooveiniinnnnnnnn1 3 15 387 3g § soinamiias 270" 87 05”65
OFC.cnien, 15 38 b1, 51 Joprer i 0,3307640
log Qesing ..., .. 0,5989542 17 R 0,5229259
2 it o it iVens 14 35 19, 50 (W +u).......205 22 14, 57

! [ Py s 4
log 7'.coviviniininnnnin0,525087 8 1@ —u)....—514 4,1

]I:’I - — o~ 2 Y4 -~ 7
log e, s 0,6675154 - ORI srvenniien 7 34 53,75

r ./

7w : - "
].Og J'Z” ........ ...--070884‘987 2J’“- ------ ey Al Hts .0 2 29 07 Jg
ST 203 16 58, 41 e w4 553,34

Omnes hi numeri ab iis quos hypothesis secunda suppeditauerat tam parum
differunt, vt certo concludere liceat

hypothesin tertiam nulla amplius correctione
mdigere *),

Progredi itague licet ad psam elementorum delerminationem ex af’, r
o 1 1 » Ty

4 . . -

r, ¢, quam huc transscribere supersedemus, quum iam supra art. 97 exempli

"
loco in extenso allata sit. Nihil itaque superest, nisi vi positionem plani orbitae
ad normam art. 14q computemus, epochamque ad initium anni 1805 transferamus.
Calenlus ille superstruendus est numeris sequentibus:

A —{= " o°55 51" 41

2 (P+#) =202 18 13,855

$—u)=—6 18 5,495
vnde derinamus

(847

g—h) =—4 3

bl

L

vl

R e R
ad finem perduceretur, prodiret Xwo,
i"=+o,uuotn}03, qui valor tamquam euanescens comsiderandus est,
figurae decimalj viiimae se

*) 8i calenlus perinde vt in hypothesihus anteeedentibus

et yvix supra incertitudinem
inper inhaerentem exsurgit.
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DETERMIN

Fit igitur 7, — 201° 20 3¢ 03, adeoque § = l—h=171"%" 48" 73; porro §=
192° 6 50" 21, ct proin, quum anomalia vera pro obseruatione prima in art. 97
inuenta ‘sit =2 310" 55’ 29’ 64, distantia perihelii a nodo ascendente in orbifa
denique nclinatio orbilae

M ’ "o . g sa o Fo e L
— 041”10 20" 57, longitudoque perihelii=2>52 18 9 903

—13°8 44" 10, — Si ad -eundem calculum a loco tertio proficisci malumus,

habemus

1(g"—H)=—1143

17 =

atque hinc longitudo nodi ascendentis = 1" — " =171° 7' 48" »a, longitudo periheli
‘ — 52°18'¢" 5o, inclinatio orbilae = 15° 6 44" 10, prorsus caedem vt ante.

Tnteruallum temporis ab obseruatione vliima vsque ad inittum  anni 1805

’ est dieram 64, 614102; cui respondet molus heliocentricus medius 53293" 66

— 14°48 157 66; hinc fit epocha anomaliae mediae pro initio anni 1805 in meri—

diano Parisino =349 54 12”38, atque epocha longitudinis mediae = 41°52"21768.

1b5,

Quo clarius elucescat, quanta praecisione elementa inuenta gaudeant, locum
\ medium ex ipsis computabimus. Pro Oct. 17,415011 anomalia media inuenitur
— 552°98 54”77, hine vera §15° 1'25" 02 atque log 7’ = 0,5259877 (vid. exempla
artt. 13, 14); illa aequalis esse deberet anomaliac verae in obseruatione prima auctae
angulo 2f”, vel anomaliac verae in obseruatione tertia diminutae angulo 2f, 1. €
— 515°1 22" g8; logarithmus radi vecloris vero = 0,5250878: differentiae pro ni=
' hilo habendae sunt. Si calculus pro obscruatione media vsque ad locum geocen—
‘ tricum continunatur, nhumeri resultant ab obseruatione paucis tantum minuti secundi
partihus centesimis deuiantes (art. 63), quales differentiae ab erroribus inenitabili~

bus e tabularum praecisione limilata oriundis quasi absorbentur.
Exempllmn praccedens summa praecisione ideo tractauimus, Vi appareat,
, quam facile per methodum nostram solutio gnam accuratissima obtineri possit, In

ipsa praxi raro opus erit, hunc typum aeque anxie imitari: plerumque sulficiet,
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sex figuras decimales vhigue adhibere, ¢t in exe
sis praccisionem hand minor

ditawsset,

mplo nostro secunda iam hypothe-
em, primaque praecisionem abunde sulRcicntem suppe-

Haud ingratam fore lectoribus censemus comparationem elementorum ex

hypothesi tertia erutorum ecwm iis, quae prodeunt, si hypothesis secunda vel adeo
prima perinde ad eundem scopumn adhibitae fuissent. Haec trig clementorum syste-

mata in schemate sequente exhibemus :

ex hiypothesi III E ex hypothesi II ex hypothesi 1
Epocha longit- med. 1805 | 41° 59"21"68 |  41°52"18” 4o 49° 12" 57" 85
Motus medius diurnus 824" 7989 824" 7985 823" 5oeh
Perihelium : 52 18 g,%50 | 52 18 6,66 52 41 ¢,81
p 14 13 1,87 14 11 5g, g% 1% 24 27 4q
Logar. semiaxis majoris 0,422458q 04224392 0,4228944
Nodus ascendens 171 7 48,75 | 191 7 4g,15 171 5 48, 86
Inclinatio orbitae 15 6 44510 l 15 6 45,12 13 ‘a J7, 50

Compuiando locum heliocentricam in orbita pr

0 ohsernatione media per se-
cundum elementorum syslema,

inuenitur errvor logarithmi radii vectoris =— 0, error
longitudinis in orbita =0"03; computando vero istum locum per syslema ex hypo~
thesi prima deriuatum prodit error lo

garithmi radii vectoris =— 0,0000002, error
longitudinis in orbita

=1"51. Continnando vero calculum vsque ad locum geocen-
tricum inuenitur :

ex hypothesi II ex hypothesi 1 |

T —— e

longitudo geocentrica | 553054 20”26 | 552°54 1 9" 97 I
error 0, 14 2,15
latitudo geocentrica 6 21 bb, 06 6 21 54, 47
error 0, 01 0, bo |
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120
Jid
CLLES Obbf![‘uahcn]e& St‘,q“ 0—111(\"

de Zach., Vol. XIV. pag. go excer-

Tempus medinm Aledio

Ase. recta app. Declin. app.

1805 Nov. 5 14 14 4
Dee. 6 11 51 2%
5 8 bo b

\1806 Jan, 1

Loco eclipticae
ealculoque ita defungemur,

tabulis Solis pro temporibus p

hic aequatorem tamquam planum
ac si orbita penitus adhuc

e g
+ - v L 5
-8 20 37" 8 or® 16" 56”7 Austr
5 8 48,8 32 bho 44,3
! A e
i 67 14 11,1 | 28 38 8,1
) RIS o

fundamentale accipiemus,

incognita essct. - Primo e

ropositis sequentia petimus S

longitndo Solis ab ; ] latitud
SSytrs : distantia a terra iRage
aequii. med. Solis
|

r C o o L 7o U

Nov. 5 | 225° 14 7 61 0,9804311 | +© 59

Dec. 6 | 254 28 42,59 0, 98-16;53 4 o, 12

Jan. 15 | 295 5 47,62 0, 9858153 —o0, 19 |

- . v ) - . . O -
Longitudines Solis, adiecls pmecessmuﬂms 4 7" 5g, 45 56, = 2”11 ad

adhibita obliquitate media 93° 27 53" 53

initium anni 1806 reducimus, ac

Jatitudinumgque ratione rite habita,

mus. Ita imuenimus

ascensiones rect

dein,
a5 el declinationes  inde deduci-

ascensio recta Solis

Nov. 5 290° 46" 44" 65
Dec. 6 253 g9 23, a6
- 5

Jan. 10 297 a 5]’11

b —

Hae positiones ad centrum

focum obseruationis reducendae sunt,
non liceat. Rectascensiones ipsius genith in hoc cale

sionibus planetae conueniunt (quoniam obser

tutae), declinatio vero vhique erit

sequentes -

\
\
l
|

declinatio Solis

i
15° 49’ 43" g% Austr.
22 33 39,45
21 8 12,98

torrae referuniur, adeoque parallaxi adiecta ad

quum positiones planetae a parallaxi purgare

ulo adhibendae cum rectascen—

meridiano sunt insli-

nationes in ipso

i — 45° 28. Hine eruuntur numeri

allitudo po

ed

20
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, Ase, recta terrac deelinatio terrae log. dist. a Sole
!
N 5| 40°46° 48" 5 5°49 48" 59 Bor 58575
| NOY. o | 20740 48751 | 15 49 48" 5g Bor. 9,095807%!
) ‘ Dec. 6 | 75 g 23, 26 | 22 55 42,853 9,9935099
,: Ian. 15 | 117 2 46,09 | 21 8 17,29 99929259
fi : : " - :
il Loca obseruata Palladis’ a nutatione et aberratione fixarum liberanda, ac

dein adiecta praccessione ad initimmm anni 1806 reducenda sunt. Hisce {itulis se-

L quentes correctiones positionibus obseruatis applicare oporiebit :

{ obsernatio I obseruatio II obseruatio 1II
f ' Asc. R. ' decl, ase. 1. decl. ase 1. decl,
! Nutatioc |.— 19" "86 IJ 5"08 | —13768 | — 5,49 t—15"06 | — 5" 75
b Aberratio | — 18,13 | — 989 f— 21,61 | — 1,65 } —15,60 | + 9, 76
| Praccessio| 4 5,45 | 4 0,62 | 4 2,55 | 4+ 0,59 | — 1,51 | — o0, 33
$ 'Summa | — 25,56 | — 12,556 § — 52,64 | — 4,66 | — 50,17 | 4+ 5,68

Hinc prodeunt positiones sequentes Palladis, calculo substruendae: |

":"l T. m. Parisinmm ase. recta declinatio : [
.
! I
iU Nov. 5,574074 78" 20" 12" 24 —37°17" 9”05 '
! a6,475055 76 8 16,16 — 82 52 48, g6 l
! (v = . g =~ ; i e
i 76,3 29444 67 13 40,95 — 28 38 a2, 49

A
157.

Primo nune situm ecireulorum maximorum a locis heliocentricis terrae ag

! locos gSOCi.’nh‘icOS plflﬂ(.atﬂ.ﬂ ductorum determinabimiis. Infmsu,hm] ihiis horum cir—

culorum cum aequatore, aul si mauis illorum nodis ascendentibus ,

| P st

A, A, 4 adscriplos concipimus, distanti lasque punciorum B, B’ E”

characteres

ab his ])ull--

il ctis per A ;\’ A d“-.,]rruan]_uq In maiori (]p(‘]dhO]LLIJl Pparie pro d_{ {‘I’ A7 iam

r oy n 144
Ay, U, ¥ et pro d, rj d” iam A, A’, A? substituere oportebit; vhi vero 4,

N A 47, §, d’, 0" relinere oporteat, leclor atlentus vel nobis non monentibus fa-
. cile midlxge t. }
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Calculo facto iam inuenimus

Ascens. recta puncltorum

%64 u, 8 235° 54’ 57" 10 | 253" 857" or | 276° 40" 25" 87
Vs ¥ 51 17 15,74 go 1 5,19 | 131 59 58,03
A, A, AT 015 58 4g,27 | 212 52 48, g6 | 220 9 12, g6
d, ¢, &” 56 26 54,19 55 26 31, 79 69 10 b7, 84
WD, AD, AD” 25 54 52,19 50 18 8, 25 29 8 43,52
W'D, WD, UD" 35 3 26,35 51 5g 21, 1% 22 20 6,01
&, &5 & ' 47 1 b4, Gg 8¢ 34 b7, 17 42 33 41,17
logarithmi sinuam 9,8645525 9.0099885 9,8301910
logsin £ & 9,8478971
log cos 3 & 9}8510614

In calculo art. 138 pro I’ ascensio recta puncti A adhibebitur. Sic inuenitur
log 1'sin t...... 8.4868256 n
log T cost......q,2848162 n
Hine ¢ = 18¢° 2’ 48" 83, log T = 9,2902527; POIT0 t4y =279" 5 52" 09,
JOE B cueneons annname vren 9,0110566 n
log I'sin (49" ) ..o g,2847950 1
mde A'— o = 208° 1" 55” 64, atque =4 50" 53" 52.

b E
. . . - 3 7 - -
In formulis art. 140 pro a, b et — ipsos sind, sind’, sin 0”7 retinere opor-

tet, et perinde in formulis art. 142. Ad hos calculos habemus

WD —A" = 171°50" 8”18 .log sin......0,1 525506 log cos......0,9955759 n
UD' — A = 174 19 15,08 . 8,0054722 ... 0,9976629 7
WD —A" = ‘172 54 13,59 ... st 0,0017972
WD — A +e= 1756 52 56,49 .coovervnners 8,8561520
D" — A = 173 @ 54,05 .cenen g,075584%
WD —ANAo= 174 18 11,287 omieruiwe 8,9967978

Hine elicimus

log 2z = 0,9211850, log 2 — 0,0812057 n
1 " (g ~
logx” = o,8112762, logi’=0,0319691 n
loga = o0,1099088, a= -+ 1,287979°
log 5{ = 0,181040%
7
log 5 = 0,0711314, vnde fit logd = o,1810402. Inter hos duos valores
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tantum non aecquales medium log b = 0,1810405 adoptabitius.  Denique prodit
loge = 1,0450295
d = 4 0,4489gob

« loge = g,21028g4

! quo pacto: calculi pracliminares absoluti sunl.

Temporis interuallum inter obsernalionem secundam et terliam est dieram

l.w 09,874409, inter primam et secundam dierum 50,900961 : hinc fit log (f = ,8362-57
I log 6" =q,7255555. Statuimus taque ad hypothesin primam
! 5

x = log P = ¢,8892776

¥y = log Q@ = g,5618290

] Praecipua dein caleuli momenta hacc prodeunt :

il w45 = 20° 8 46" 72

1 log Qe sine = 0,0282028

Hine ft valor verus ipsius z=21" 11" 24" 30, atque log ¥ =0,550037g9. Tres rcli-
qui valoics ipsius z aequationi IV art. 141 satislacientes in lice easu fiunt

63" 41" 19"

o
~

101 12 58

f =
I <

I

‘11‘5 % 199 24 7
¥

| : e quibus primus tamquam approximatio ad orbitam lerrestrem spectandus est, cuius

¢ quidem aherratio, propter nimium temporis internallam, longe hic maior esl, quam

| in. exemplo praccedenfe. — I caleulo vlterior: sequentes numeri resultant:
SRR 195712 248§

A AR £ 57 50,78

i g, v 1:0,8647022

i {} logr.isr ' 0,5355758

S ssisisersveriri 3 - 0, 05

it Differentiam inter af” et af+of", quae hic est o' 356 , inter 2f el 2f" ita disper-
.‘ tiemur, vt statuamus af'=13"5 40" g6, 2f =g’ 26" 54" go.
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Corrigenda jam sunt tempora propter aberrationem, vhi in formulis art. 145

?- .r__ &-1—(3——-:’ _‘I,l_D’——;" — .){_”D'—---A” '{. ‘(j-q’_:f:,.

5 r e N
statuendum  est AD —{="1U1

Habemus' iagque

1753 o O BT SR 0,36470.  log# i 0,000g% log P e 0, 83007
log sin (_f;J,D'n—— £)...0,76462 log (0" =200 Q57 5038 logsin (A" D'—E")...9,8%220
C.logsin d............ 0,07918 C.logsind’...0,08451  C.log SARQ vosuesiveate «0,02052
log const.. .cviasus 7,7565i log const.......... 775653  log conste...cooimenen 7,75653
7,06485 7,94196 7,06942
Reductio temporis 0,009222 0,008744 0,000192

Hinc prodeunt

tempora correcta interualla ﬁ')g:u'i.'l'luni
. 5,5648d2 e e G _
Nov. 9, 50,900143% ¥,4899785
56,4662806 = 8 g ;
2 =202 59,879 1,60068¢ %
76,0k0202 9,57°9 ’ 9]

el 0

- . - * I 3 T i - ~y 4 -
iantur logarithmi correcli quantitafum #, G resp. 9,8662708 alque 9,7290249.
" a d ) % . iy L 27

r', of, 6, prodit logn = 0,0001921,

wnde der

Wy - 1 E = 4 - J
Incipiendo dein calcuium elementorum €X 7',
- . i » ] . . T . 4
sicati ex », ¥, of", ¢ obtinemus logy = o,0017500. Hine colligitur log P

= g,8007512, log Q' = q,571286%, adeoque

-

X = 4 0,0014756, Y = + 0,009 :37%

Praccipua momenta hypotkesis secun dae, in qua staluimus
x = log P = 9,89079512,

y = logQ@ = g,571286%

haee sunt:

(=] ’ n.

@+ G a0 8 087

fogQc sme..... 0,0373071

A PR e 2112 6,09

JOET Siowsvovvesomsie 0,5507110

L ivvivensrabens ,...190 16 bg, go :
A% 4 SNSRI 196 52 40,65

logr..................0,56506k2

1087 iovioiianivinnns0; 3369708




e R

182 Liszn. II. Secr L

9‘)("'2953_2’ 8”69
2/‘ .................. 131 5_'(_7 65
ﬂf ....... 2 A ey s g a0 i,.i,} 58 .
Differentia 0" 54 inter 2 /" et 2f+2f", ila distribuenda est, vt statuatyr o = 15° 1’ 5445,

Wil L ;0 .
9] — _(}’ 30 14" 24,

Si operae pretium videtur, correctiones temporum hic denuo computare, in-
venietur pro obseruatione prima 0,00016g, pro secunda 0,008742, pro lertia 0,009236,
adeoque tempora correcta Nov. 5,564905, Noy., 56,466295, Nov. 76,540280. Hine fit

log@.........q,8362703

logt'.........9,72555¢94
08 9eevinanen 0,0051790
log . ... ..0,0017413
log Pl i ..9,8907268
Jog EERrnes 9,9710593

Hoc itaque modo ex hypothesi sccunda resultat
X = — 0,0000244, ¥ —— — 0,0002271
Denique in hypothesi tertia, in qua statuimus
x= log P = g,8g07268
y= logQ =g,5710593

praecipua caleuli momenta ita sc habent:

O 5P 1 "~ -
I oY - SR 20 8 1" 62 logr".........7...0,5569536
. - & ¢ e i —

log Qe sina...... 0,0370857 % (u +2).......267 5 53, 0g

K o s 5 0 Brler e | ]2_{.{‘560 '%(H'”_"‘Hf)---‘—é‘ssq ‘:i’ -lq

log#..... revesna.0,55071g1 Y R o

L eion EIB A 195 16 5%, 08 f . wis du i Fone s 1O -1 D7, G2

" L p— U - e

g e Fk s . .19[)12."*}.’/1‘;) Ef R R | 20 10,[71)
(072 e o 0,5650g60

. 5 =S 3R o a ) o )
Differentia 0"58 hic ita distribuctur, vt statuatur 2f=153 1'5';'”20J of ' =g°50"10"47 >

Quum differentiae omninm horum pumerorum ah iis, quos hypothesis se-

cunda suppeditauerat, leuissimae sint, tuto iam concludere licebit, hypothesin ter-

*) Haecee differentia mainseula, in omnibusque hypothesibus tantum non aequalis, ad maxi-

mam partem inde orfa est, quod ¢ duahus fere partibus centesimis minuti secundi inste mixor,

logarithmusee ipsius & aliquot vnilalibus iuslo maior erutus erat,
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fiam nulla amplius correctione opus habituram, adeoque hypothesin nouam SUper-=
Quocirca nunc ad calenlum elementornm ex 2 f's &, r, 1’ progredi li-

fluam esse.
lissime iam explicatis contineatur, elementa

cebit: qui quum operationibus supra amp

ipsa inde resultantia in eorum gratiam, qui proprio marle eum exsequi cupient,

hic app suisse suiliciel:
gl = Qs Fegll
we s lﬂg &0 .')8 09

Ascensio recta nodi ascendentis iR AEQUALOTE «.uvvyrasnemrarornreress
.11 42 49,13

Inclinatio orbitae ad AEQUALOTEIMco. oar uonae nranraer e Ay
Distantia perihelii a nodo illo ascendenle. . ........t R gy e et 595 1% Hb, g2
Anomalia media pro epocha 1806......couvevenn. AT e i ...0335 415 0b
‘ '
. . : " »
Motus medius (sidereus) ditlrnus...oeoveeereeecasees TR Celreson ey veeeen 0’ 2602
[t
Paeoriennnnenes e R TR R R AN S SR 14 g 9,91
Logarithmus Semiaxis TAIOTIS:ee.emetenessennescaine D i e e SRR L KL
158.

Duo exempla praccedentia oceasionem nondum suppeditauerunt, methodum

art. 120 in ysum vocandi: hypotheses enim successinae fam
a veritate vix sensibililer aberraret.

rapide conuergebant,

vt iam in sccunda subsistere licuisset, tertiaque
Reuncra hocce commodo semper fruemur, quartaque hypothesi supersedere poteri~

mus, quoties motus heliocentricus modicus est, tresque radii veclores mon nimis

inaequales sunt, praesertim si insuper temporum interualla parum inter se discre=
Quanto magis autem problematis conditiones hine recedunt, tanto fortius va-

pant.
m P, Q a veris different, tantoque lentius valores

lores primi suppositi guantitatu
sequentes ad veros conuergent. In fali itaque casu tres quidem primae by potheses
ita ahsoluendae sunt, vti duo exempla praecedentia monstrant (ea sola diflferentia,
quod in hypothesi tertia non elementa ipsa, sed, perinde vt in hypothesi prima et
sccunda, quantitates 7, 7 5l s Q’, X, Y computare oportet ): dein vero haud am~
plius valores postremi ipsarum P,  tamquam valores noui quantitatum P, Q in
hypothesi quarta accipientur , sed hi per methodum art. 120 e combinatione trinm
primarum hypothesimn eruentur. Rarissime tunc opus erit, ad hypothesin quintam

secundum praecepta art. 121 progredi. — Iam hos gquoque calculos exemplo. illu—

strabimus, ex quo simul elucebit,’ quam late methodus nostra pateal.

159.

Ad exemplum Zertium obseruationes sequentes Cereris eligimus, quarum




]8:1' LIBR, I?.

SeEct, L

prima Bremae a clar, Olbers, seeunda Gottingae a clar. Harding, tertia Lilienthaly

a clar. Bessel insliinta est.

Tempns medium loci
obseruationis

—

Asc. recta

1805 Sept.. 5. 3548 642
1806 Jan. 17. 10. 58. 51 | 1

- s

1806 Maii 23. 10. 23. 53 19

95° 59" 25
01 18 40,6
21 56 7

Declin, horeal.

Quum methodi, per quas parallaxis et aberrationis rationem habere Licei,

si_distantiac a terra lamquam omnino incognitae spectantur, per d

uo exempla prac—

cedentia abunde iam illustratae sint: superfluae laboris augmentationi in hoc tertio

exemplo renunciabimus, distantiasque approximatas e Commercio litterario clar. de

Zach (Vol. XTI p. 284) eum in finem excerpemus

allaxis et aberrationis purgentur.,
vatis tabula sequéns exhibet:

Distantia Cereris a terra

"Tempus, intraquod Immen ad terram descendit

Tempus ohseruationis reductum
Tempus sidereum in gradibus
Parallaxis ascensionis rectac

Parallaxis declinationis

2, 899

pl g "

29 4q
12" 45" 5"
bl sl A el
Q3D 0O

+ 1" go

— 2,08

1, 658
15" 28"
10" 45" 25"
97" 59

+ 0" 22

’

— 1,90

» Vvt obscruationes ab effectu par-
Has distantias vna cum reductionibus inde deri-

2, 964

e 4 i

24" 21
o

9" 69’ 52"

=L

210° 41

— 197

/
= 9, 0%

Problematis itaque data, postquam a parallaxi et aberratione liberata, tem-
poraque ad meridianum Parvisinum reducta sunt, ita se

Ase. recta

habent:
Deelinatio

1805, Sept. 5. 19" 19 14 9
1806, Jan. 17 10 15
1800. Maii 235 g 33 18 I

Ex his ascensi

53" 27; dein longitudines a nutatione

+17"88, +18 00, posteaque ad initium anni 1806 reductae,

5 &g 95" 1o

2 101 18 4o, 38

121 56 8,97

purgatae sunt,

22° 21’ 27" 08
30 21 24, 90

28" a2 47, 04

12

onibus rectis et declinationibus deductae sunt Iongih.rdiues

et latitudines adhibilta obliquitate eclipticae 23° a5* 55"go, 25° 27" 54" 59, 25° 27’

quae resp. fuit 4 17"351,

applicala pracces—

sione + 15" g8, —2"5g9, — 19"68. Denique pro temporibus reductis e tabulis

excerpta sunt loca Solis,  vbi in longitudinibu

s nutatio praetermissa,

conlra prae-
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cessio perinde vt longitudinibus Cereris adiecta est. Latitudo Solis ommino neglecta.

Jloc modo pmeri sequentes in caleulo adhibendi resultauerunt:
"Pempus 1805, Sept. 5,51536 l 159, 42711 265, 59815

o, oy & 95° 52’ 18" 56 \ 99”49’ 5,87 | 118" 5" 28"85
B, 8,8 —o bg 34,06 | +7 1b 56, 8o | + 7 38 4g,5q
TR e 349 54 56,00 | 117 12 43, 25 941 H8 5o, 71
log R, log B, log & 0, 0031514 9, 9929861 0,000097%
Jam calculi praeliminares in artt. 156 — 140 explicati sequentia suppeditant :
v, ¥y 7 558° 55 28" 0g | 156°52 11" 49 | 170° 48’ 44" 79
3, 0,9 112,37 9,66 18 48 59,81 | 123 32 52,19
‘4D, AD, AD 15 B2 41,40 | 263 43 19,14 | 136 2 23,58
A'D, A'D', AD" | 138 45 4, 6o 6 26 41,10 | 358 5 57,00
2y € & ag 18 8,21 170 33 59,08 156 6 25,25

o = 8°52" 4" 0b
loga = 0,1840195n a=—1 5276340
log b = 0,0040987
log c = 2,0066755
d = 117,50873
loge= 0,8568244
logx= 0,1611012
log »'= 9,9779819 %
log A= 9,916%0go 7
logA'=g,7320127 12
Interuallum temporis inter obseruationem primam et seccundam est dicrum

133,91375, inter secundam et tertiam  125,7102: hinc fit log 4 =0,5558520,

A

T [y aynd 5 Ve " . s b -
log 6" = 0,3624066, log g = 0,0265546, log 00" = 0,6982586. Iam praccipua
momenta hypothesium trium primarum deinceps formatarum in conspectu sequenti
exhibemus:
I i} ‘ 1
el AV

logP=x 0,0265546 0,0256968 ’ 0, 0256275

logQ=y 0,6982586 0,7390190 0, "118103’3

o+c 7° 15" 13" 523 7° 14" 47" 159 ‘ 7° 14 45" 071
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log Q¢ sin @

»
o

log ¥

logy
log %"
log £
log Q'
¥
Y

Lisr. I1. Srper. I

1,1546650n |
7° 559" 018
0,4114726
160 10 46, 74
262 6 1,03
0,4323954
0,4004712
ab2 55 23, 22
273 28 5o, gb
b2 54 28, 4o
21 8 50,05
31 25 58, 43
0,0202496
0,0211074
0,0256968
0,73g0190

— 0,0008578

+ 0,0407604

1,1973g25 n
7° 2" 52" 850
0,4129371
- 16020 7,82
262 12 18, 26
0,4291773
0,2071975
262 57 6,85
273 29 15, 06
62 4q 56, bo
31 15 5g, og
3133 57, 52
0,0203158
0,021242¢
0,0256275
0,7481055
— 0,00000693

0,00008645
,009

1, 2066327 1
7° 2 16’ goo
0, 4152109
{160 22 g 4e
262 14 19, 49
0, 4284841

0, 40646q7

262 b7 31,17

o

0l e o<
H = R T
— ST w

T oo Ol o
G

& S o

“a ~» Ly
o 2 ¢
o 9 &

85 45, 3a

0,0203494
0,0212751
0,0256289
0,7502557

=+ 0,0000014

+ 0,0021282

Tam designando tres valores ipsius X per d, d', A"; tres valores ipsius ¥
per B, ', B"; quotientes ¢ diuisione quantitatum A4'B"— 4"B’ A" B— AB",

v 37 3 PP : " 1 24 L
AB'— A4'B per eorundem aggregatum ortas vesp. per £, ¥, ¥, ita vt habeatur

k4 & 44k =1, denique valores ipsorum log P’ et log Q' in hypothesi tertia per M

et N (qui forent valores noui ipsarnm X, ¥,

si hypothesin quartam perinde e lertia

derinare conueniret, vt fertia e secunda deriuata fuerat): e formulis art. 120 facile

colligitar, wvalorem correclum ipsius x fieri = M—F (A" + A"y — A", valorem-

que correctum ipsius Yy=N—k (b + By —EB"

= 0,0206351 , posterior — 0,750G143.

quartam superstruimus, cuius pr

log Qcsin@.......1,2094284 n

cesves7 3 19,736

evea s 0,4152817

i

Iogr'........0,45282792

...262 15 3, go

....... 7° 147 45" 9417

.100 22 45, 58

Calculo  facto prior eruitur

Hisce valoribus correctis iam hypothesin

]og S B T
1 (" 4 2)

i (e’ —u)......
T e

accipua momenta haec sunt:
..0,4062055
262" 55/ 58" 58

273 2q 20, 73

.62 55 186, 64

9119 1, 4y

~

.01 36 15,20




]

o= 1 - "aly i . . =
Inter of et 2f 4 2f differentia 0’05 cmergit, quam ita distribuemus; Vi
% r_m 1] o =pnl =1 | %
stataamus 2f = 3119 1 47, of =51 56" 15" 17. Quodsi iam e duobus locis cx-

iremis elementa ipsa determinantur, sequentes numeri resultant:

Anomalia vera pro loco Primo....escescesseransrnsnee i e 289" 7" 39" 7h
Anomalia vera pro loco tertio....cocossreessurnenremumrrrese 352 =2 56, 39
Anomalia media pro loco primo......cceooeeees ceseerasevesne o297 @155, 65
Anomalia media pro loco T erminrnenrevevsar 000 13 8oy
Motus medius diurnus sidereus...........c..ooeen ey v e shen swasns o OO ST Ly
Anomulia media pro initio anni TR0 fr s e e LaLS B 3b Ha,0%
Angulus @ ..oiiveenoenenmessanens g S A B e VT % v & 57 by 78
Logarithmus gemiasis MaioTIS coereansos B e ¢ v Ay 0,4424661

Compulando ex hisce elementis locum heliocentricum pro iempore obserua-
tionis mediae, inuenitur anomalia media 326° 19’ 25" 72, logarithmus radii vectoris
0,4152825, anomalia vera 520°43 54" 87: haecce distare deberet ab anomalia vera
pro loco primo differentia 2f", siue ab anomalia vera pro loco tertio differentia 2f;
adeoque fieri deberet —3500°45 54" g2, sicuti logarithmus radii vectoris = 0,4132817
differentia 0'0b in anomalia vera, octoque vnitatum in isto logarithmo nullius mo-

menti censenda esl

Si hypothesis quarta codem modo ad finem perduceretur, vi ires praece-
dentes, prodiret X =0, ¥ — —0,0000168, vnde valores correcti ipsarum x, y hi
colligerentur

« = log P =0,0256331 (idem vt in hypothesi quarta)

y = log Q =0,7508917
Quibus valoribus si hypothesis quinta superstrueretur, solutio vltimam quam tabu-
lae permittunt praecisionem nanciscerelur: sed elementa hine resultantia vix sensi-

hiliter ab iis discreparent, quae hypothesis quarta suggessit.

Vi elementa completa habeantur, nihil iam superest, nisi vt situs plani or-
bitae computetur, Ad normam praeceptorum art 142 hic prodit

e loco prime e loco tertio

b » i o ’ o
B54° o 44"32 g BT 5 o gt

g-----......- ------- sasssnsnEsgsd b it

e et 0 e R T A gty e - =

B ovinidosnoniuervaionk. o i Svn o5 v . ABK DB 0 B gk B....161 o 1,61
5.0 LR 3 SN = PRI T et e T OOy R e 10 37 35, 00
[hiwrs o i s o e S TR W URE AT S viv.. 80 DB 4g,06.....uiil 8o b8 49,10

e TN

e

—
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distantia perilielii a nodo ascendente. .. 65 2 4 47...,. cies 65 B 4 Bo
longitudo perihelii,.............. S et 146 0 53 55, ... ...0.. 146 o 53, 62
£ s y

. - . t ot . :
Sumlo itaque medio statuetur i = 10° 37 83 01, =80° 58 49" 08, longituda peri-

helii =146%0'55"57. Denique longitudo media pro initio anni 1806 erit —108°56'46"08.

_ 160.

In expositione methodi, cui disquisiltiones praccedentes dicatae fuerunt, in
quosdam casus speciales incidimus, vbi applicationem non palitur, saltem non in
lorma .ea, in qua anobis exhibita est. Hunc defectum locum habere vidimus primo,
quoties aliquis trium locorum geccentricorum vel cum loco respondente heliocentrico
terrae, vel cum puncto opposito comcidit (casus posterior manifesto tune tantum

occurrere potest, vbi corpus coeleste inter Solem et terram transiit ) :
secundo, quoties locus geocentricus primus corporis coelestis cum tertio coincidit:

ferlio, quoties omnes tres loci geocentrici yna cum loco heliocentrico terrae secundo
in eodem circulo maximo sili sunt.

In casu primo situs alicuius circulorum maximorum 4B, A’'B’, 4"B"indeter-
minatus mancebit, in secundo atque fertio situs puncli B* In hisce itaque casibus
si quantitates P, Q tamquam cognitae spectan-
tur, e locis geocentricis heliocentricos determinare docuimus "

attamen diserimen essentiale hic notandum est 3

methodi supra expositae, per quas,

vim suain perdunt:
scilicet in casu primo hic defectus
soli methedo attribuendus erit, in casu secundo et tertio autem ipsius problematis
naturae; in casw primo itague ista determinatio viique effici poterit,

thodus apte varietur, in secundo ef tertio aute

si modo me-

m absolute impossibilis erit, locigue

heliocentrici indeterminati manebunt. Haud pigebit, hasce relationes Pauvcis euol—

vere: omnia vero, quae ad hoc argumenfum pertinent exhaurire €0 minus e re es—

set, quod in omnibus his casibus specialibus orbitae determinatio exacta Impossibi-

lis est, vhi a leunissimis obseruationum erroribus enormiter afficerctur. Idem defe—

clus etiamnum valebit, quoties obseruationes haud quidem exacte,

altamen proxime
ad aliguem horum ecasuum referuniyr qu

amobrem in eligendis obseruation’bus hue

respiciendum, probeque cauendum est, ne adhibeatur vllug locus, vhi corpus coe-

leste simul in viciniis nodi atque oppositionis vel ceniunctionis versatur, neque ob-

seruationes ‘tales, vbi corpus coeleste in vitima ad eundem locum geocentricum pro-

xime rediit, quem in prima  occupauerat, neque demum tales,

vhi eireulus maxi-
mus a leco heliocontrico terrae medio ad locum geocentricum medium COrporis coe—
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lestis ductus angulum acutissimum cum directione motus geocenirvici format, atque
locum primum et tertium quasi stringit.

161.
Casus primi tres subdiuisiones faciemus.

L Si ])unnmm B cum A vel cum puncto oppomro comeidit, erit 0 =0 wel

—180°; y, &, & alque puncta D', D" indeterminata erunt; contra }/ 3 }’ , € atque

puncta D , B* dcterminata; punctum C necessario comncidet cum A.- Per ratioci-
nia, iis, quac in art. 140 tradita sunt, analoga, facile elicietur aequatio haeccee:
. . ! . o "
, sin(z—ao) R sind sin (4" D—3") 0
2l

— . . a L] . -
Do sin z R snd’  sin (A4 D— o' +0)
Omnia itaque, quae in aril 141, 142 exposita sunt, 'etiam huc transferre licebit,

‘ si modo staluatur @ =o0, atque b per ipsam aequationem 12 art. 140 determinctur,

S,
nr n'r

’

quantitatesque z, 7,

perinde vt supra computabuntur. Tam simulac z
%o W

. . T . . . ‘ . 7 . A ' ¥
adeoque situs puncli ¢ innotuit, assignare licebit situm eirenli maximi CC’, huins

. ® 3 . it " o . r
intersectionem cum circulo maximo A“B’ i. e. punctum C’, et proin arcus CC,

' ; : : , : - w'r sin 2f
CC", €'C" siue 2f”, 2f", 2f: hinc demique habebitur r=-—7—-= o > 2} 5

. W
n'r  sinaf
R i I S

72 sin 2f”

II. Ad casum eum, vhi punctum B cum A" vel com puncto opposilo
coincidit, omnia gquae modo tradidimus transferre licet, si modo omnia, quae ad
locuin primum spectant, cum iis, quae ad terbum I'ef'c‘rm‘ri,n‘r,, J)ermumntm‘.

IIL. Paullo aliter vero casum eum traclare oportet, vbi B’ vel cum A’ vel
cum puncto opposito coincidit. Hic punctum C’' cum 4’ coincidel; o/, ¢, ¢ pun-
ctaque D, D', B* indeterminata erunt: contra assignari polerit intersectio circuli
maximi BB’ cum ccliptica *), cuius longitudo ponatur —=/'+z. Per ratiocinia,
iis, quae in art. 140 euoluta sunt, similia, eructur aequatio

0o—n hglm]1 ':/I_"]_)’—-—_-_(j\”—)_ + H'I.’ Sin i
R"sin 9" sin i\zﬂ)'—d') £ sin(l'— ' —x)

‘ Designemus coéfficicnteny ipsius 7, qui conuenit cum @ art. 140, per eundem cha.-

J7

raclerem @, coéfficientemque ipsius 2'r" per f: ipsum a hic etiam per formulam

*) tencralins, cum circnlosmaximo #A4": scd breuifatis caussa eum tantimmodo casum hic
w eonsideramus, vbi ecliptica tamquam planum fundamentale aceipitar,
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Rsin (' a—1)

= — s ——— determinarve licet. H: 5 ilac =an-+43n'r+n
a Ron(l—7 — = determinax abemus itaque o= an- 3y +1,

" n
: ; ! 7 n-kn 2 -
qua acquatione cum his combinata P =——, Q=2 ek} dr, emergil
7 7 <
B(P+1)
— 8 3011 0)—
T I 7 > =0
IJ+ @ + + = (.
ynde distantiam #»” elicere poterimus, siquidem non fuerit # =o, in quo casu ni-
hil aliud illine sequeretur, nisi P =-—a. Ceterum’ eliamsi non fuerit g =o (vbi
ad casum terlium in art. sequ. considerandum delaberemur), tamen semper 3 quan-—
titas perexigua crit, adeogue P parum a — @ differre debebil: hine vero manifo—

PLSkL

stum est, deferminationem coéflicientis Pia valde lubricam fieri, neque adeo r”

vlla praecisionc determinabilem esse.

: 2’ Pia ' Pla oy
Porro habebimus —— ” - =m———>5—: dein simili modo
7 B n BF
vt in art. 145 facile euwolueniur aequationes
o/ . n
! i sin : " 3
USSRt - - 3 e
: 72 sin 6" an (1 l )
' sin
. " g * . -
rsmg = —r o sin (I'—1)
7 sin &
‘e L3
sin

rsin((—AD) = P A ;— sin (§"—.4"D"

e quarum combinatione cum aequatt, VIII et IX art. 147, gquantitates r, £, #°, £”
determinare licebit, Calcnli operationes reliquae cum supra descriptis conuenient.

162.
In casu secundo, vbi B" cum B coincidit, etiam D’ ecum iisdem vel eum
. . . - ¥ oy o P 3 "
puncto opposito coincidet. Firunt itaque 4D —0 et A"D'—&" vel =o vel =180°:

vnde ex aequationibus art. 146 deriuamus

' sin & Rsind
AR L < 7 s (z4+AD—9)

- I R #

,r.f,’;-" s & 2 sin 5’

el sing’ " sin(z4 A D—3')

Rsindsing sin(z4 4'D'—43') = PR sind" sine sin (z244"D—0¢")
Hine manifestum est, z, independenter a Q, per solam P determinabilem esse
(misi forte fuerit 4'D"— A'D vel—_A'D -+ 180°, vbi ad casum tertium delabere—
mur): inuenta autem z, innotescet etiam 7, et proin adiumento valorum gquantita-
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2 nr T AR R ! : %o
BT i S etiam —f;,—et P hinc denique etiam Q :2(—,;—, + it 1
Manifesto igitur, P et Q tamquam data ab inuicem independeuifa considerari ne-
queunt, sed vel ynicum tantummodo datum exhibebunt, vel data incongrua.  Si-

H . . . . - . : -
tus punctornm C, €" in hoc casu arbitrarins manebit, si modo in eodem ecirculo

~

maximo cum C’ capiantur.
In casu fertio, vbi A, B, B’y B" in eodem circulo maximo iacent, ) et D" resp.
cum punctis B, B, vel cum punctis opposilis coincident: hinc ¢ combinalione ae-
n 0o 0o v Y
quationum VII, VI, IX art. 145 colligitur P :%%g;é?}: %I%“I%
In hoc itaque casu valor ipsins P, per ipsa problematis data iam habetur, adeo-

que positio punctorum ¢, €', ¢" indeterminata manebit.

165.

Methodus, quam inde ab art. 156 exposuimus, praccipne quidem determi-
nationi primae orbitae penitus adhuc incognitae accommodata est: attamen successu
aeque felici tunc guogque in vsum vocatur, vbi de correctione orbitae proxime iam
cognitae per tres obseruationes quantumuis ab inuicem distantes agitur. In tali au-
tem casu quaedam immulare conueniet. Scilicet quoties obseruationes motum he-

"

Jiocenirvicum permagnum complectuntur, haud amplius licebit, = atque A4° tam—

quar valores approximatos guantitatum P, Q considerare: quin polius ex elemen-

s pl.oxi]nc cognitis valores multo magis exach elici poterunt. Calculabuntur itaque

leui calamo per 1sia elementa pro tribus obscruationum temporibus loca heliocentrica

i

in orbita, vnde designando anomalias veras per ¢, ¢, ¢", radios vectores per 7, 7', I'y
semiparameirum per p, prodibunt valores approxXimati sequentes :

7 sin (¢ — ) o 4r'%sing (v —9)sin§ (v —¢)

, Q= pecos¥ (_p'—— 1))—-

Tis itaque hypothesis prima superstruetur, paullulumque ad libitum immutatis se-

P=

 sin (' —v)

cunda et tertia: haud enim e re esset, I et Q" hic pro nouis valoribus adoplare (vt
supri focimus), quum hos valores magis exactos enadere haud amplius supponere li-
ceat, Hac ratione omnes tres hypotheses commodissime simul absolni poterunt: quaria
dein secundum praecepta art. 120 formahitur. Ceterum haud abnuemus, si quis ynam
alteramue decem methodorum in arth. 124— 129 exposilarum in tali casu 51 nmon magis
tamen agjue fere expeditam existimet, ideoque in vsum vocare malit. 2

[

T - e

g

B e e N 2 —.




142 Lisr. II. Sect. IL
SECTIO SECVNDA

Dcterminatio orbitae e quatvor obseruationibus, quarum duae tantum

completae sunt.

164,

Iam in ipso limine Libvi secundi (art. 115 ) declarauimus, vsum problema-
lis in Sect. praec. pertractati ad eas orbitas limitari, quarum inclinatio nec euane-
scit, nec nimis exigua est, determhlal_ionemque orbilarum parum inclinatarum ne-
cessario quatnor obseruationibus superstrui debere. Quatuor autem obserualiones
complelae, quum octo aequationibus aequiualeant,

incognitarumque numerus ad sex
tantum ascendat, pro

blema plus quam determinatum redderent: quapropter a dua-
atitudines (sine declinationes ) seponere oportebit, vt datis re~
liquis exucte satislieri possit. Sic oritur problema, cui haec Sectio dicata erit: so-
tutio autem, quam hic trademus, non solum

sed ctam ad orbitas ine

bus obserualionibus I

ad orbitas parum inclinatas palebit,

linationis quantumuis magnae pari successu a plicari poterit.
;! 5 2

Etiam hic, perinde vt in problemate Secl. praec., casum cum, vbi orbitae dimen-~

siones approximatae iam in polestate sunt, segregare oportet a determinatione prima

orbita¢ pewitus adhue incognitae: ab illo initium faciemus,

165.

Methodus simplicissima, orbitam proxime jam cognitam quatuor obserua-
tionibus adaptandi, haee esse videtur. Sint %, y distantiae approximatae corporis
coeleslis a lerra in duabus obseruationibus completis: harum adiumento computen—
tur loci respondentes heliocentrici, atque hinc ipsa elementa: ex his dein elemen=
tis longitudines vel ascensiones rectae geocentricae pro duabus reliquis obseruatio-
nibus. Quae si forte cum obseruatis conueniunt, elementa nulla amplius correctione
egebunt: sin minus, differentiae X, ¥ notabuntur, idemque caleulus iterum bis re-
petetur, valoribus ipsarum x, y paullulum mutatis. Ita prodibunt tria systemata
valorum quantitatum x, y alque differentiarum X » ¥, vnde per praeccepta art. 120
valores correcti quantitatum x, y eruentur, quibus valores X =o0, ¥ =o0 respon-
debunt.  Calculo itaque simili huic quarto systemati superstructo elementa emergent,
Per quae omnes quatuor obseruationes rite repraesentabuntur.

Ceterum, siquidem eligendi potestas dalur, eas obseruationes completas re~
tinere praestabit,

¢ quibus situm orbitae maxima praecisione determinare licet, proin
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duas ohsernationes extremas, quoties motum heliocentricum go gradunm minoremue
complectuntur. Sin vero praecisione aequali non gaudent, earum latitudines vel

declinationes sepones, quas minus exactas €sse suspicaberis.

166.

Ad determinationem primam orbitae penitus adhuc incognitae e guatuor ob-
seruationibus necessario eiusmodi positiones adhibendac erunt, gquae motum helio—
centricum non nimis magnum complectuntur: alioquin enim careremus subsidiis ad
approximationem prim'am commode formandam. Methodus tamen ea guam statim
trademus extensione tam lata gaudet, vt absque hacsitatione obscruationes motum
heliocentricum 30 vel 4o gradunum complectentes in vsum vocare Heeat, si modo
distantiae- a Sole non mnimis inaequales foerint: quoties eligendi copia datur, tempo-
rum interualla inter primam et secundam, secundam et lertiam, tertiam ct quar-
tam ab aequalitate parum recedentia accipere iuuabit. Sed hoc quoque respectn
anxictate nimia haud opus erit, vti exemplum subnexum monstrabit, vbi tempo-
rum internalla sunt 48, 55 et 59 dierum, motusque heliocentricus vltra 50°.

Porro solulio nostra requirit, vt completae sint obseruatio secunda et ter-
tia, adeoque latitudines vel declinationes in ohseruationibus extremis negligantur.
Supra quidem monuimus, praecisionis maijoris gratia plerumque praestare, si ele—
menta duabus obseruationibus extremis completis, atque intermediarum longitudini-
bus vel ascensionibus rectis accommodentur: atlamen in prima orbitae detcrmina—
tione huic lucro renuntiauisse haud poenitebit, quum approximatio expeditissima,
longe maioris momenti sit, jacturamque illam, quae praccipue tantum in longitudi~
pem nodi atque inclinationem orbitae cadit, elementaque reliqua vix sensibiliter af-
ficiat, postea facile explere liceat.

Breuitatis caussa methodi expositionem ita adornabimus, vt ommes locos
ad eclipticam referamus, adeoque guatuor longitudines cum duabus latitudinibus
datas esse supponcmus: attamen quoniam in formulis nostris ad terrae latitudinem
quoque respicietur, sponte ad eum casum transferri poterunt, vbi aeguator tlam-
quam planum fundamentale accipitur, si modo ascensiones rectae ad declinaliones
in locum longitudinum et latitudinum substituuntur.

Ceterum respectu nutationis, praecessionis et parallaxis, nec non aberra-
tionis, omnia quae in Sectione praec. exposuimus etiam hic valent: nisi ilaque
dislantiae approximatae a terra aliunde jain innofuerunt, vt respectu aberrationis
methodum I art 118 in vsum vocare liceat, loca obsernata mitio tantum ab aber-

25
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ratione f{ixarum purgabuntur, temporaque corrigentur, quamprimum inter ealculi
decursum distantiarum determinatio approximata in potestatem venit, vti infra cla-
rins elucebit,

167.
Solutionis expositioni signornm praecipuorum indicem praemittimus. Erunt
nobis
t, ¢, ¢, t" quatuor obseruationum tempora

» 1] - . . . -
@, o, « , & corporis coclestis longitudines geocentricae

B, 3, 8, 7" eciusdem latitudines
ry vy 7", " distantiae a Sole
v r o in ’ -
0, ¢, ¢, ¢ distanliae a terra
Ui - . . .

I, ', I, I" terrae longitudines heliocentricae
y 14 " u . . . .
B, B, B", B" terrac latitudines heliocentricae

H Tyt . .
R, R, R', R" terrae distantiac a- Sole.
(no1), (n12), (n23), (» 02), (#13) arcac duplicatac triangulorum, quae resp. in—
ter Solem atque corporis coelestis locum primum et secundum, secundum et {ep—
tium, tertium et quartum, primum et tertium, secundum et quartum contineniur,
(no1), (y12), (725) quolientes e divisione arcarum % (x 01), z(n12), %(n25) per
areas sectorum respondentium oriundi.

(7 12) 3 (r12)

Fi= (no1) ? £ (1 25) :
” (7 01) 4 (1 12) vy g f (n12)4 (n23) -
Q :( (e 02) = 1) o '—'( (n13) =)

(4 i ift 2 . 4 . . . - s - .
v, t', ¥, ¥ corporis coelestis longitudines in orbita a puncto arbitrario numeratae.

Denique pro obseruatione secunda et tertia locos heliocentricos terrae in sphaera
coelesti per A&, 4" denotabimus > locos geocentricos corporis coclestis per B, B
eiusdemque locos heliocentricos per €, C.

His ita intellectis negolium primum pcrinde vi in VPTO})l(fmate Sect. o

(art. 13%) consistel in determinalione situs eirculorum maximorum A'C'E, A'C'B"

7
. . . LI, : Py . T
quorum inclinationes ad eclipticam per 3/, 5" designamus: cum hoc caleulo simul

iungetur determinatio arcuum 4'B'=0", 4'B'=¢". Hinc manifesto exit
=y (¢ +2¢ R cosd+RR)
rn e ‘/l’_()"()" + 2 ()f.' R”C'AS é\u+ ‘RIJRII)
sine statuendo o'+ R cosd =o', "+ R'cos &' =x", Rsind =a, R sind"=d,
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F=vV (=% + a'a)
r=y (% +aa)
168.
Combinando aequationes 1 €t 2 art. 112, prodeunt m signis disquisitionis
praesenlis aequationes sequentes:

o= (1 12) R cos B sin (I— o) — (7 02) (¢ cos @ sin (o — &)+ R cos B' sin (' — o))
+ (no2 ) (¢" cos ' sin (¢ — o) + R cos B sin (I — &)

0= (n23) (Q’ cos B sin (o — &) + R’ cos B sin (¢ — 1) - (n13) (" cos A" sin (e"~ ")
4 R cos B" sin (" — !")) 4 (ri 12) R cos B"sin(e" —1")
Hae aequationes, statuendo
i id coe? B' sin El'-—- o) ResS =V
cos 3’ sin (ot — «)
R’ cos B"sin(a" —1) B cos &' =V

[

_———————"_,.——-———r'_—-
cos B sin (&' — &
SLOMS S Sk b ek W ol
v e R cos & =%
i "o gﬂ SRS .
.__-———R cns. B—,r———_ Sn} g,’"-——"—) — R"cos d" ="
cos B sin (&0 — o)
R cos B sin ({— )
cos 3" sin (et — o)
R" cos B" sin (" — )
cos 3 sin (& — )
cos 3 sin (of —a)
cos (3 sin (¢ — &)
cos B sin (o — o) __
cos B sin (o — @) = v
omuibusque rite reductis, transeunt i sequentes

r P-’ ‘1 {‘1’
f bt -)%i*—’) — a5 2P
i+

== }b’

(x'x' —I:;’a’) 3
(P (4 D)
Q"
1 + (;:c”x” + H»H(E”) %

=t 4P
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siue, statuendo insnper
— ¥ — P =, L+ P)Y=d
_-'Z,——RMP. :C”’ #”(I-I-P”):d”
in- hasce

1. _.F.” p— L"+ _ﬂ}_j-e_?’l NS
. +(a:'x’ -+ dad)E
dff (x/l o bf’)
Q”

(a"x" a”a”)é'

Il ¥'=¢g=

Adiumento harum duarum aequationum x" ef & ex o, &ydyid; O, & 8, &
d’, @, determinari poterunt. Quodsi quidem &' vel »” inde eliminanda esset, ad
acquationem ordinis permagni delaberemur: attamen per methodos indirectas in-
cognitarum ', & valores ex illis aequationibus forma non mutata satis expedite
elicientur. Plerumque valores incognitarum approximati iam prodeunt, si primo Q'
atque Q" negliguntur; scilicet

S & L @+ N+

= —a
= cr+ (Z}' I'b!+ C”‘] +d’ d” [)Ii
> | L~—id d”

Quamprimum auntem valor approximatus alternirius incognitae habetur, valores ge-
quationibus exacte satisfacientes facillime elicientur. Sit scilicet & valor approxi-
matus ipsius &', quo in aequatione I substituto prodeat a” = & perinde substituto
x'=¢"in aequatione II prodeat inde &' = X’; repetantur eaedem operationes, sub-
stituendo pro &’ in I valorem alium &+, vnde prodeat »” — &+, quo valore
in Il substituto prodeat inde a' = X' 4+ N. 'Tum valor correctus ipsius &’ erit

o X ' 7 f T
(5 eds v N — X v . . .
= &+ N’—B'__— = & N, > valorque correctus ipsins «” = g 4
(& —X)o" .
S e 8i operae pretium videtur, cum valore correcto ipsins & alioque

leuius mutato eaedem operationes repetentur, donee valores ipsarum &f, a” acqua—
tionibus I, Il exacte satisfacientes prodierint. Ceterum analystae vel mediocriter
tantum exercitato subsidia calculum conirahendi haud deerunt.

In_his operationibus quantitates irrationales @'y +da) 2, (o2 + )3

at

commode culeulantur per introductionem arcuum z'y Z”, quorum tangentes resp.
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s "
P a
sunt —7s 7 s vade fit
a’ 1:’
rr e ’ 4
Sl B e e o
2 e Sl sin z’ cos z’
" "
V (_Y:.rr"_:ﬂ + (t”(ln)_ J"” e o = & i
o el = i TGOS &

i arcus-auxiliares, quos inter o et 18¢° accipere oportet, Vi 7', 7" posiliui eua~
dant, manifesto com arcubus C'B’, C"B” identici erunt, vnde palet, hacce ralione
aon modo 7 et 7, scd etiam situm punctorum C’, C” innoteseere.

Haecce determinatio quantitatum &', a” requirit, vi Tl W, ¢, €,
d, d’, @, Q" cognitae sint, quarmm gquantilatum guatuor primae quidem per
problematis data habentur, quatuor sequentes autem a P, P” pendent. Jam quan—

- s ’ " . . .
titates P, P, @, @, exacte quidem nondum determinari possunt; altamen quum

habeatar
. P=— Gy
" — 5
R
V. Q=38 ('—7) —1) rr’ " (po1)(y12) cos i—(v’-—-v)lcos 3 (W'— ) cosi(v'— )
J 1

(1

VL Q'=%tk(¢"— )t —

it sl A [ 7 T G Z
L (y12) (323)cos £ (v"—+) cos 1 (v'— ) cos £ (¢"—v")
statim adsunt valores approximati

t —1 &

’: S I)H —_

=1k —n{—1), P=BE—0)"—1)

quibus calculus primus superstruetur.

169.

Absoluto caleulo art. praee. anmte omnia areum C'C” determinare oportebil.
Quod fiet commodissime, si antea perinde vt in arl 137 inlersectio D) civculorum
maximorum 4’ C’ B, 4"C"B", mutuaque inclinatio & eruta [ucrit: inuenictur dein
ex &, OUD =2 4+ B'D, aique C"D = z" + B'D, pex formnlas easdem quas in
art. 14+ tradidimus, non meodo C'C"= ¢ — ¢, sed etiam anguli (u,', zo”), sub

3 5 s ) e 4 Tt ’ < .
quibus circuli maximi A48, A"B"” circulum maximun C'C" secant.
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: N ATy 4 . . .
Postquam arcus +”—¢' inuentus est, ¢ —y et 7 eruentur ¢ combinations
aequationuu

" sin (v —+)

rsin (¢ — )=

P
5 Pl ”
s r " ’ E P AL —9’)
rain(y —o4o¢ —9)= P [
S e
. 11t i i i 1 V
et perinde " atque +"—¢" e combinatione harum
A /7
) rosin (¢ —
;.JJ sin (‘)M’ 5 - -V”) f— PT:; ,)
V3 oo * »
P - . 14 P r sin (0" — )
rosin (0" — " £ — ) = P Q"
A

773

Omnes numeri hoc modo inuenti exacti forent, si ab initio a valoribus veris ipsa-

rum I, P”, @, Q" proficisci licuisset: tumgque situm plani orbitae perinde vt im

art. tig vel ex AU, #' et 3/, vel ex 4"C", u” et 3" determinare conueniret, ip—
”

sasque orbitae dimensiones vel ex #, 7, ', ¢

: , et ¢'—4', vel, quod exactius

est, ex r, 7', ¢, t", ¢t ¥"—y9. Secd in calenlo primo haec omnia praeteribimus,
alque in id polissimum incumbemus, vt valores magis approximatos pro quanti-
tatibus P, P”, Q', Q" obtineamus. Humc finem assequemur, i per methodun
inde ab art. 88 expositam

ex r, 1’y ¢ ~—v, { —1¢ cliciamus (501)

L
Wy Py = (# 25)

Has quantilates, nec non valores ipsarum r, , 7', 1, cos (' —¢) etc. in formu-
lis II-VI substiuu-‘mus, vnde valores ipsarum 7, Q, P, Q" resultabunt multo ma-
gis exacti quam ii, quibus hypothesis prima superstructa erat. Cum illis itaque
hypothesis secunda formabitur, quae si prorsus eodem modo vi prima ad finem
perducitur, valores ipsarum F/, @, P, Q" multo adhuc exactiores suppeditabit, at-
que sic ad hypothesin tertiam deducet. Hae operationes tam diu iterabuntur, do-
nec valores ipsarum 7, ', P', Q" nulla amplius correctione opus habere yideantur,
quod recte indicare exercitatio frequens mox docebit, Quoties motus heliocentricus
paruus est, plerumque prima hypothesis illos valores iam satis exacte subministrat:

s1 vero ille arcum maiorem complectilur, si insuper temporum interualla ab aequa-

litate notabiliter recedunt, hypothesibus pluries repetitis opus erit; in tali vero casu
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hiypotheses primae magnam calculi praecisionem haund postulant. In vltima denique

hypothesi elemenla ipsa ita vt modo indicauimus determinabuntur.

170.

In hypothesi prima quidem temporibus non correctis £, ¥, &5 % vii oporte-
bit, quum distantias a terra computare nondum liceal: simulac vero valores appro-
simati quantifatom a’, »" innotuerunt, illas distantias quoque proxime determinare
poterimus. Attamen quum formulae pro ¢ et ¢" hic paullo complicatiores euadant,
computum correctionis temporum eousque differre conuenict, vbi distantiarum valo—
res satis praecisi enaserunt, ne caleulo repetito opus sit. Quamchbrem e re erit, hane
operationem iis valoribus quantitatum x', «" superstruere, ad quas hypothesis pen-
vitima produxit, ila Vi vltima demum hypothesis a valoribus correctis temporum
atque quantitatum P, P, ¢, Q" proficiscatur. ~ Ecce formulas, ad hunc finem in
ysum vocandas:

Vil 9':.\:’~ﬁ' cos 0

i

VIIL o' =a"— R'cosd"
e 14 P etk ’
IX. gcos3=—~RcosBeos(a~D+————| gcos B'cos (o'~ ex)4-Rcos B'cos(l'- )
2 (] —]—'—,3'
=

1 U " M " o
— (Q" cos 3’ cos (&' — ) + R cos B"cos(/ ———a))

. . 1 + P’ | s J o ' 1 » o7
X 10 smﬁ:-——RsmB e 7 (o sin 34 Rsin B )—-P, (.9 sin B +R”sinB")
P(+m)
m 1 N m mn m 1 +P ! ” i i
XI. ¢"cos f'=—2R cos B" cos(a - L )4.——-—@,—,. o cos B’ cos (¢"—a") +
P'(a +',—u)

R" cos B" cos (a" — l")) — —1:— (Q' cos f?' cos (¢ —a') + R cos B’ cos (" — Z’))

KI}. Qm Hi]:l {3'H=—_I{lll Si11 BJJJ+—1 +PQ” (Q" Sill /3” +I{ﬂ Sin-Bﬂ)

B (1 -{-?q)

1
- ?T(Qrsiﬂﬁ'+}i’.’si11ﬁ’)

Formulae IX-XII nullo negotio ex aequationibus 1, 2, 5 art. 112 derinantur, si
modo characteres illic adhibiti in eos quibus hic vtimur rite conuertuntur. Mani-
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festo formulae muite sinipliciores cuadunt, si B, B 5’ enanescunt. LT ecombine
tione formularum IX et X non modo ¢ sed etiam 2, et perinde ex XI et XII prie~
ter 7 etiam B" demanat: valores harum latitudinum cym obseruatis (caleulum non
ingredientibus ), siquidem datae sunt, comparati oslendent, quonam praecisionis
gradu latitudines exiremae per elementa sex reliquis datis adaptata r

possint.

epraesentari

171,

Exemplum ad illustrationem huius disquisitionis a Festa desumere conue-

niet, quae inter omnes planetas recentissime detectos inclinatione ad eclipticam mi-

nima gaudet *). Eligimus obscruationes sequentes Bremae, Pavisiis, Lilienthalii et
Mediolani ab astronomis clarr. Olbers, Bouvard, Bessel et Oriani institutas

Tempus med. loci obseruationis | Ascensio recta Declinatio

1807 Martii 30, 12" 55 15" | 183° 52" 40" § 11° 54" 27" Bor
Maii 17, 8 16 5 178 36 42,5 | 11 39 46,8 —

Iulii 11,10 50 19 | 189 49 7,
Sept. 8, 7 22 16 | 212 50 5

9 910,1 —

3
co
o
oo
1
Q

; Austr.

Pro iisdem temporibus e tabulis motuum Solis inuenimus

longit, Solis ab natatle | distantis . torre | latitudo | oblignitas eclipt.

aequin. app. 2 Solis apparens
Martii 30 9°21°59"5 |4+16,8| 0,9996448 | 40"23| a5° 27" 50" 82
Maii 17 | 55 56 20,0 |+ 16,2 1,0119789 |—0,65 40, 85
Tubi 11 | 108 534 53,5 |417,5 1,0165795 | —0,46 49, 19
Sept. 8 | 165 8 57,1 |4 16, 7 1,0067431 + 0,29 49, 26

Iam loca obseruata planetae, adhibita eclipticae obliquitate apparente,
longitudines et latitudines conuersa,

*) Nihilominns haee inclinatio etiamnum satis considerabilis est,
satis tuto atque exacte frébus obseruationibus supersiruere liceat s
hoc mode ex obseruationibus
Zach Monatl. Corresp. Vol. XV. p. 5

bus quatuor, 162 diebus ad innicem dissitis, derinabuniur.

a nutatione et aberratione fixarum purgata,

19 tantum diebus ad inuicem distantibus de

vt orbitae determinationem
reuera elementa prima, gquae
ducta erant (vid. Von
95), proxime iam accedunt ad ea, quac hic ex obseruationi-
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tandemque demfa praccessione ad initinm anni 1807 reducta sunt, dein e locis Solis
ad nmormam pracceptorum art. 72 derinata sunt loca terrae ficta (vt parallaxis ratio
habeatur), longitudinesque demia nutatione et praecessione ad eandem epocham trans-
latac; tandem tempora ab initio anni numerata et ad meridianum Parisinum redu-

cta. Hoc modo orti sunt numeri sequentes:

2y By 8y & 89,505162 137,544502 192,419602 |  251,288100
a, o, o, & 178° 45°58" 87 | 174° 1" 30" 08 | 187" 45 49" 25| 213754 15763
B, 8, 85 8 12 27 6,16 10 8 7,80 6 47 25,61] & 20 21,63
by By 1T 189 21 33,71 | 235 56 0,63 288 35 20,52 345 9 18,69
logg R, R, R', ' 9,9997990 . 0,0051376 0,0071739 0,0030625

Hine dedncimus

o == 168° 52" 41" 54, a’
- - A it 5 o
175 5 15,68, 0" =100 45 1,40, loga'=g,9994859

62°25" 4" 88, log @’ =9,552610%

I

|

— 11,00944q, % = — 1,085506, log2 =o0,0728800, log w =9,7159702 n
b'=— 2,082056, ¥'= + 6,522006, logA’=0,0798512 n, log 1’ =19,8587061
A'D= 37°17 51" 50, A'D= 89° 94 11" 84, e= g b'5"48

B'D =—25 513,58, B'D=-—11 20 49,56

His calculis pracliminaribus absolutis, Ay pothesin primam aggredimur. E tem-

porum interuallis elicimus
log £ ({ —#) = 9,9153666
log & (f'—¢) = g,976535g
log k (#“— ")y = 0,0054651
atque hine valores primos appl‘oximatos
log P'=0,06117, log(1+P') = 0,3326q, logQ"=09,59087
log P'=g,97107, log(14P") = 0,28681, logQ = g,68097
hinc porro : '
¢ =—7,68561, logd = 0,04666 7

" =
¢ = 4 2,20771, logd = o0,125b02

Hisce valoribus, paucis tentaminibus factis, solutio sequens aequationum I, II eli-
citur ;
Pt ’ =0 = :
& = 2,04856, z’ =253°38 17", log+ =0,34951
7 2 o, logr =0,53419%
" . i 3 b i
Ex z, z atque & eruimus C'C'=¢'— ¢ = 17° 7 5": hine ¢v'—v¢, r, V"“""?"G-. 3

"

%'=1,96745, 2'=2

per aequa.'tiones sequentcs determinandae erunt:

26
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2 A

- - A4 l! ; . ’ { ] o -
log rsin ¥ —t')zg,'f‘—iqm, logrsin(v' — v 4 17 7°5")=0,07500

.

JU . i 7 Mmoo s Z O Pt o e
logr"sin(¢"—¢")=g,84729, logr”sin(v"—¢" $17°7 5")=o0,10735

) vade eruimusg

e

quibus fypothesis secunda superstruenda erit.

. .
v —v = 14"14"52", log r ==0,55865

it ) T - t -
P -——_1." =18 48 55, logr" =0,55887

Denique inuenitur log (7 01) = 0,00426, log (n 12) = 0,00599, log (n 25) =o0,00711,

= . ' 14 ’ L
atque hine valores correcti ipsarum P, P”, @', Q"

log & — 0,05944%, log Q' = g,60574
logP'= 9,97219, log Q" = 9,64581

habent:

T

= .- p.

r - - ’
¥ ==2,03508,z" =25 47" 54"

[

¢ =— 7,67820, logd = 0,045756n

?

= /
(d ; i L -4
X =1,9%290,z" = 27 12 25, logr’'=o0,339573

CC' = ¢ — =1 78 0"
’ o el i
v — v =14 21" 36", logr = 0,554687

1 7" -~ /- " Ty
v —v =18 50 45, logr" = 0,554564

log (n01) = 0,004559, log (n12) = o,006102, log (n25) =0,007380

$ LI e ?
i, Hine prodeunt valores denuo correcti ipsarum P, P”, @', Q"

log P’ = 0,059426, log Q' = g,604749
log P"=g,972249, log Q"=g,697564

quibus si ad fertiam hypothesin progredimur, numeri sequenies resnltant:

! g =
¢ =—17,67815, logd' = 0,045729 1

"
¢ = +2,21076, log d" = 0,126082

’ P
& ==2,05255, &' = 25°48 14", log# = 0,346655
e oA R i :

x ==1,94235, 3" =27 12 49, logr'=o0,559276
S =" —v =18 ¢

(] ’ e

v —v=14" 21" 49", logr=—1,3545229
w o i S
p—y=—18 b1 =, ]og P = 0,594290

log (no1) = 0,004563, log (rn12) = 0,006106, log (n23) = 0,0072q0

Quodsi iam ad normam praeceptorum- art. praec. distantiae a terra
prodit :

i~ =

’ #

¢ =1,5655, o"=9,1519

Huius praecipua momenta ita se

supputantor,
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log p cos 3 = 0,09876 log @" cos B =0,42842
logpsin B = 0,44252 log o " sin 8" = 9,30905
g s am ab 4o Blic = 4 20 59"

logg = ©,10909 logp" = o 42067

Hine inueniuntur

Correctiones tﬂn_!l fompora correcta,
11(71'11111 1 b
I 0,007535 89,4075827
II 0,008g21 155,555581
T e | 0,012165 1G2,407337 -
IV 0,015346 251,272756

yade prodeunt valores quantitatum P, P, @, Q" denuo correcii
log P’ =o0,059415, log Q' = 9,604782
log P” =0g.972255, log G"=9,697687

Tandem si hisce valoribus nouis hypothests quarta formatur, mumeri sequentes

prodeunt:
6"”"-"7;6731 16, logd = 0,045723
— 4 2,210775, logd” == 0,12608%

N
=

8

(s

—_— ais = ~
x’=—1,942281, 2f—27 12 91,7, 6

O 7/ = ” ¥ 9
170 8’5”1? .;(H. -|-I_£).-.-.-l7b 7 bo .'J, %—(u —u)—*

14 21 51,9, log r=0,354503

0,546

0,339

4
& =—2,052473, 2 =28° 48" 16”7, logr
log "

H fl

L]
3

e 5523”6
g —v =
o' —1"=18 51 9,5, log r'=0,554203

i numeri ab iis, quos hypothesis tertia suppeditaverat, tam parum differant, vi

iam tuto ad 11)50:'11111 elementorum determinationem prowmdj liceat. Primo situm

v b
plani orbitae eruimus. Per praecepta art. 14g inuenitur ex y/, o' qtqueﬁ' C=4§—17,

inclinatio orbitag =7 °8 14”8, 10nglludo nodi ascendentis 103° 16" 37" 2, argumen-

20 A4 4 E P

tum latitudinis in obsernatione secunda 94 56'4" g, adeoque longitudo in orhita
- ; . ' A4 T . i . e B

4 970 52" 42" 1; perinde ex 7 u' atque A ‘0= 3" — 2 elicitur inclinatio orbilac

=7"814"8, longitudo modi ascendentis 103° 1657”5, argumentum ]ahmchms i1

obseruatione tertia 111° 44" 9”7, adeoque longitudo in orbita 215° o 47" 2. Hine

erit longitudo in orbita pro obserudtmne pnma 183° 50" 50" 2, pro quarta 2. 33 51

oy r— -
56" 7. Quodsi jam ex # g, atque " — =50 216" 5 orbitae dimensiones

determinantur, prodit
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Anomalia Vera Pro 1000 primou....c..esssissisennnn.. 295" 55 457 7

Anomalia vera pro loco g (P . e S 345 54 bo,g
Hine longitudo perihelii. . ...., Rt P~ 249 57 6,5
Anomalia mediy PrO. 1000 PYRION v si v susss vmie von Jo2 35 52,6
Anomalia media pro loco quarto...,... i o386 52 25 9
Motus medius diurnus sidereus,........... o Wil i 978" 7216
Anomalia media pro initio anni 1807..crviininnnnnn278 15 39,1
Longitudo media pro eadem epocha..................168 10 45,6
Angulus ¢......., Rt M 8 et o e R o0 58,1

Logarithinus semiaxis e (5 St e 372808

Si secundum haecce elementa pro tem voribus #, ', #”
> b

planetae geocentrica computantur, quatuor longitudines cum e , o &, o, duae-

" s
, & correctis loca

que latitudines intermediaec cum £ B ad vnam minuti secundi partem decimam
conspirant; latitudines” extremae vero prodeunt 12°26"43” 7 atque 4° 20" 40”1, illa
22" & errans defectu, haec 18”5 excessu. Aitamen si manentibus elementis reli-
quis tantummodo inclinatio orbitae 6” augeatur, longitudoque nodi 4’ 40" diminna-
tur, errores inter omnes latitudines distributi ad pauca minuta sccunda deprimen—
tur, longitudinesque lenissimis tantum erroribus aflicientur, qui et ipsi propemo-

dum ad nihilum redacentur, si insuper epocha longitudinis o7 diminuatur.

-
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SECTIO TERTIA

Determinatio orbitae obseruationibus quotcunque quam
proxime satisfacientis.

172.

Si obseruationes asironomicae celeriqgue numeri, quibus orbitarnm computus

innititur, absoluta praccisione gauderent, elementa quoque, siue tribus obseruatio-

nibus siue quatuor supersiructa fuerint, absolute exacta statim prodirent (quatenus
guidem motus secundum leges Kepleri exacte fieri supponitur ), adeoque aceitis

aliis aliisque obseruationibus confirmari tantum possent, haud corrigi. Verum enim
vero quun omnes mensurationes atque obseruationes nostrae nihil sint nisi approxi~

mationes ad veritatem, idemque de omuibus caleulis illis innitentibus valere debeat,

scopum summum omnium compulornm circa phaenomena concreta institutorum’ in

co ponere oportebit;, vt ad veritatem quam proxime fieri potest accedamus. Hoc

qutem aliter fieri nequit, nisi pe
ationem quantitatum incognitarum absolute requiruntur. Hoce

r idoneam combinalionem obseruationum pfm‘izmz,

quam quot ad determin

negolium tun¢ demum suscipere licebit, quando orbitae cognitio approximata iam

innotuit, quae dein ita rectificanda est, vt omnibus obserualicnibus guam exactis—

sime satisfaciat. Titiamsi haec expressio aliquid vagi implicare videatur, tamen in-
fra principia {radentur, secundum quae problema solutioni legitimae ac methodicae
subiiciefur. .

Praccisionem summam ambire func tantummodo operae pretium esse potest,
gnando orbitae determinandae postrema quasi manus apponenda est.  Contra quam-
din spes affulget,
esse, prout res fert plus minusue ab exirema praecisione remittere conueniet, si

mox nouas obscruationes nouis correctionibus occasionem daturas

tali modo operationum prolixitatem notabiliter subleuare licet. Nos virique casw

consulere studebimus.
179,

Maxiii imprimis momenti est, vt singulae corporis coelestis posiliones geo~
centricac, quibus orbitam superstruere propositum cst, non ex obseruationibus so=
litariis pelitae sint, sed si fieri potest e pluribus ita combinatis, vt errores forte
comiissi quantum licet sese muiuo destruxerint. Obsernationes scilicet tales, quae

paucorin dierwn interuallo ab inuicem distant — vel adeo prout res fert jnter-
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vallo 15 aut 20 dierum —— in caleulo non adhibendae erunt tamquam iotidem po-
sitiones diuersae, scd potius positio vnica inde derivabitur, quae inter cunctas quasi
media osl, adeoque praccisionem longe maiorem admittit, quam chseruationes sin~
gulac seorsim consideratac. Quod negotium sequentibue principiis innititur.
Corporis coelestis loca geocentrica ex clementis approximatis caleulata a lo—

cis veris parum discrepare, ' differentiaeque inter haee et illa mutationes lentissimas

tantum subire debent, ita. vt intra pancorum dierum decursam propemodum pro

constantibus habert queant, vel saltem variationes tamquam temporibus proportiona=-
les spectandac sint. Si itaque obsernaliones ab omni errorve iminunes essent, difle-
rentiae inter locos obsernatos temporibus £, 1', a", " ete. respondentes, eosque qu
ex elemeniis computati sunt, i e. differentize tum longitadinum tum latitudinum,
sine tum astensicnum rectaraom tum declinationum, obscruatarum a computatis, fo-
rent quantitates vel sensibiliter aequales, vel saltem vniformiter lentissimeque in-
crescentes aut deerescentes. Respondeant e, g. illis temporibus ascensiones rectae
obscruatae e, «, o, o cle., computatae autem sint a+d, o' +J’, «" 3", o«“+6"
efc.; tunc differentiac d, ', 8, " cte. a veris elementorum deuiationibus eatenus
tantum discrepabunt, quatenus obseruationes ipsac sunt erroneae: si itaque illas
deuiationes pro omnibus istis obserualionibus tamquam constantes spectare licet, ex—
hibebunt quantitates d, d°, ", " etc. totidem determinationes diuersas eiusdem
magniludinis, pro cuius valore correcto itagne assumere conuecniet medium arith—
meticum inter illas determinationes, quatenus quidem nulla adest ratio, cur vnam
alteramue praeferamus. Sin vero obseruationibus singulis idem praecisionis gradus
haud attribnendus videtur, supponamus praecisionis gradum in singulis resp. pro-
portionalem aestimandum esse numeris e, ¢, ¢, ¢ etc., i e. errores his numeris
reciproce proportionales in obsernationibus acque facile committi potuisse; tum sc-
cundum principia infra tradenda valor medius maxime probabilis haud amplius erit
ol 4 SIS H LY SE Lol
et ee + e’ +é'e +eto. Sta-
tuendo iam hunc valorem medinm = A, pro ascensionibus rectis veris assumere
licehit resp. e+ d=—A, o +0 —A, o« +0 —A, a"'-}-c}‘”—A, tumque arbitra-

rium erit, quanam in calculo vtamur. Quodsi vero vel obseruationes temporis in-

medium arithmeticum simplex, sed =

teruallo nimis magno ab inuicem distant, aut si orbitas clementa satis approximata
nondum inuotuerant, ita vt non licuerit, horum deuiationes tamgquam constantes

pro obseruationibus cunctis spectare, facile perspicietur, aliam hine differentiam
non oriri,

nisi quod deuniatio media sic inuenta non fam omnibus obseruationibus

|
|
|
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munis supponenda erit, quam potius ad {empus medium quoddam referenda,

e singulis temporum momentis deriuare oportet, vt A ex singulis

" _,'" M
.

com
quod perinde

oL d : cet+ et e"é't' + e &'t yete.
snialionibus, adeoque generalite U8 —— 7T T
deunialio 8y oque gencraliter ad temp et éé+ecFee +eto

itaque summam praecisionem appetere placet, pro eodem iempore locum geocen-

ac dein ab errore medio A liberare oportebit, vt

tricum ex elementis computare,
iet, si error

positio guam accuratissima emergat: plernmqgue tamen abunde sullic
medius ad obseruationem tempori medio proximam referatur. Quae hic de ascen-
<ionibus rectis diximus, perinde de declinationibus, aut si mauis de longitudinibus
el latitudinibus valent: attamen semper praestabit, immediate ascensiones recias et

declinationes ex eclementis compulatas cum obseruatis comparare; sic enim non
modo ealculum magis expeditum Incramur, praesertim si methodis in artt. 53 - 6o

exposilis vtimur, sed eo insuper titulo illa ratio se commendat, quod obseruatio=

nes incompletas quoque in vsum vocare licet, practereaque si ommnia ad longitudi-
nes et latitudines referrentur metuendum esset, ne ohseruatio quoad ascensionem

recte, quoad declinationem male instituta (vel vice versa) ab viraque parte depraue-

tur, atque sic prorsus inutilis euadat. — Ceterum gradus praecisionis medio ita

inuento  attribuendus secundum principia mox explicanda erit = \/((»’-?-l-e'e’-l- '

+¢"¢" +ete), ita vt quatuor vel mouem obseruationes aeque exaclae requirantur,

si medium praecisione dupla vel tripla gaudere debet, et sic porro.
174,

Si corporis coelestis orbita secundum methodos in Sectionibus praece. ira=
ditas e tribus quatuorue positionibus geocentricis talibus determinata est, quae ipsae
singulae ad normam art. praec. € compluribus obseruationibus pelitae foerant, or-
bita ista inter omues hasce obseruationes medium quasi tenebit, neque in differen=
tis inter locos obseruatos et calenlatos vlium ordimis vestigium remanebit, quod
per elementorum correctionem tollere vel sensibiliter extenuare liceret. lam quo-
{ies tota obseruationum copia interuallum temporis non nimis magnum complecti=
tur, lhoc modo consensum exoptatissimum elementorum cum omnibus obseruationi=
bus assequi licchit, si modo tres quatuorue positiones quasi normales scite eligan=~
tur. I determinandis orbitis eometarum planctarwmue nouorum, guorum obser-
pationes annum ynum nondum egrediuntur, ista ratione plerumque tantum proficie=
mus, quantum ipsa rei natora permittit. Quoties itaque orbita determmanda an-

gulo considerabili versus cclipticam inclinata est, in genere tribus chseruationibus
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supersirueiur, quas quam remotissimas ab  inuicem eligemus: si vero hoc pacto
in aliquem casunum supra exclusorum (artt. 160 — 162) fortuito incideremus, aut
quoties orbitae inclinatio nimis parua videfur, determinationem ex positionibus qua-
tuor praeforemus, quas itidem quam remolissimas ab inuicem accipienius.

Quando autem iam adest obseruationum series longior plures annos com-
plectens, plures inde positiones normales deriunari poterunt: quamobrem praecisioni
maximae male consuleremus 5 si ad orbitae determinationem tres tanlum quatuorue
positiones cxcerperemus, ommesque reliquas omnino negligeremus. Quin potius in
tali casu, si summam praccisionem assequi propositum est, operam dabimus, vt
positiones exquisitas quam plurimas congeramus, atque in vsum vocemus. Tunc
itaque aderunt data plura, quam ad incegnitarum delerminationem requiruntur:
sed ommia ista data errovibus viut exiguis obnoxia erunt, ita vt generaliter impos-
sibile sit, omnibus ex asse satisfacere. Tam quum nulla adsit ratio, cur ex hisce
datis sex haec vel illa tamquam absolute exacta consideremus, sed polius, secun~
dum probabilitatis principia, in cunctis promiscue errores maiores vel minores ae~

que possibiles stupponere oporteal; porro quum generaliter loquendo errvores leuio-
res saepius committantur quam grauiores; manifestum est, orbilam talem, quae

dum sex datis ad amussim satisfacit a reliquis plus minusue deuiat, principiis cal-
culi probabilitatis minus consentancam censendam esse, quam aliam, quae dum ah
illis quoque sex datis aliquantulum discrepat, consensum tanto meliorem cum reli-
quis praestat. Inuestigatio orbitae, sensu siricto maximam probabilitatem prae se
ferentis a cognitione legis pendebit, secundum quam errorum crescentium proba-
bilitas decrescit: illa vero a tot considerationibus vagis vel dubiis — physiologicis
quoque — pendet, quae caleulo subiici nequeunt, vi huiusmodi legem vix ac ne
vix quidem in vilo astronomiae practicae casu rite assignare liceat.” Nihilominus
indagatio nexus inter hanc legem orbilamque maxime Pprobabilem , quam summa
iam generalitate suscipiemus, neutiquam pro speculatione sterili habenda erit.

175,

Ad hune finem a problemate nosiro speciali ad disquisitionem generalissimam
in omni calculi ad philosophiam naturalem applicatione foecundissimam ascendemus. -

Sint 7, 7', 7" etec, funetiones incognitarum 5 r, s ete. multitudo illarum
’ 8 P> q,r, > M

functionum, » multitudo incognitarum , supponamusque, per obseruationes imme-—
diatas yvalores functionum ita inuentos esse 7 = M, F’=M, ' =M ctc. Gene-

raliter itaque loquendo euolutio valorum incognitarum constituet problema indeter~
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minatum , deferminatom, vel plus quam determinatum, prout fuerit <<%, :u.=y,
vel w>v*). Hic de vltimo tantum casu sermo erit, in quo manifesto exacta
cunctarum obseruationum repraesentatio- tune tantum possibilis foret, vbi illae omnes
ab erroribus absolule immunes essent. Quod quum in rerum natura locum non

habeat, omne syslema valorum incogmilaruii p, ¢, r, s ete. pro possibili haben-

dum erit, ex quo valores functionum y—M, V' —M, ¥ "— M" elc. oriuntur,
limitibus errorum, qui in istis obseruationibus commitli ‘potuerunt, non maiores:
quod tamen neutiquam ita intelligendum est, ac si singula hacc syslemata possibilia
aequali probabilitatis gradu gauderent,

Supponemus primo, cum rerum statum fuisse ‘in omnibus ohseruationibus,
vt nulla ratio adsit, cur aliam alia minus exactam esse suspicemur, siue vi erro-
res aeque magnos in singulis pro aeque probabilibus habere oporteat. Probabilitas
itaque cuilibet errori A tribuenda exprimetur per functionem ipsius A, quam per
@ A denotabimus. Jam etiamsi hanc functionem praccise assignare mon liceat, sal-
tem affirmare possumus, eius valorem fieri debere maximum pro A=o, plernm-~
que aequalem esse pro valoribus aequalibus oppositis ipsius A, denique euanescere,
si pro A accipiatur error maximus vel maior valor. FProprie itaque ¢ A ad fun-
ctiomum discontinuaram  genus referre oportet, et si guam functionem analyticam
istins loco substituere ad vsus practicos mobis permitiimus, haec ila comparata esse
debebit, vt virimque a A =0 asymptotice quasi ad o conuergat, ita vt vltra istum
quam Vere euanescens considerari possit. Porro probabilitas, errorem
es A et A +d A differentia infinite parua dA ab inuicem distan-

limitem tam
jacere inter limil
tes, exprimenda erit per ¢ A.dA; proin generaliter probabilitas, errorem iacere
inter D et D, exhibebitur per integrale fo A.dA, a A=D vsque ad A=D'
extensum, Hoc integrale a valore maximo negatino ipsius A vsque ad valorem
maximum positiuum, siue generaliusa&:—— co vsque ad A =4 o0 sumtum, ne-
cessario fieri debet=1.

Supponendo igitur, systema aliquod determinatum valorum quantitatum p,
g, r, s ete. locum habere, probabilitas, pro ¥ ex obsernatione prodituruwm esse

valorem M, exprimetur per g (3 —¥), substitutis in # pro p, 4, 75 ¢ ete. valo~

*) Siin casu tertio functiones #, ¥, ¥, elc. ita comparatac essent, vig - 1—y €X ipsis vel plu-
res tamquam functiones religunarum spectare liceret, problema respeetu haram functionum eliamnum

* plas guam determinatum foret, respecin quantitatwnp, ¢» 759 ete. antem indelerminatum : harom

scilicet valores me tunc quidem delerminare liceret, quando valores functionnm 7, ¥, 7" ete.
absolute exacti dati cssent: sed hunc casum a disquisitione nostra excludemus,

27
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ribus suis; perinde ¢ (M'— 7', @ (M —F") etc. expriment probabilifates, ex
obsernationibus  resultaturos esse functonum #2Es S, divalores M M ete.
Quamobrem quandoquidem ommes obseruationes tamquam euentus
pendentes speetare licet, prodactum

p(H—F) . g(M —F"). (M —F") etc. =0
exprimet exspeclationem sen probabilitatem, omnes istos valores simul ex obserua—

ab inuicem inde—

ftionibus prodituros esse.

176,

Iam perinde, vt positis valoribus incommitarum determinatis quibuscunque
3 LT
[ N . . ! o . .
cunis systematl valorum functionum /7, 7', " eie. ante obseruationem factam
b b

probabilitas determinata competit, ita vice versa, postquam ex obseruationibus va-

lores delerminati functionum prodierunt, ad’' singula systemata valorum incogni-

tarum, e quibus illi demanare potuerunt, probabilitas determinata redundabit: ma-

nifesto enim systemata ea pro magis probabilibus habenda erunt, in quibus euen=

& ] q

tus eius qui prodiit exspectatio maior affuerat. Huiusce probabilitaiis acstimatio se=
quenti theoremati innititur:

§i posita hypothesi aliqua Y probabilitas alicuiys evenius de

est=h, posita autem hypothesi alia H' illam excludente e

terminati E
L per se aeque proba-
bili etusdem euentus probabilitdas est =N : tum dico » quando euentus F renerea
apparuerit, probabilitaten, quod H fuerit vera hypothesis, fore ad probabilita-
tem, quod W fuerit hypothesis vera, vt h ad W,
Ad quod demonstrandum supponamus, per dislinctionem omnium circum-
stantiarum, a quibus pendet, num # aut F’ ant alia hypothesis locum habeat,
formari systema quoddam casuum di-

uersorum , qui singuli per se (i.e. quamdin incertum est, virum euentus L an

virum ecuentus £ an alins emergere debeat,

alius
proditurus sit) tamquam aeque probabiles considerandi sint, hosque casus ita distribui,

vt infer ipsos vhi locuom habere e modificationibys talibus
reperiantur debet hypothesis vl prodire debeat enentus
7 H E
e it ab IZ diuersus
m ' B
n H’ ab £ diuersus
m" ab H et H' diversa B
n' ab Het I’ diuersa ab £ diuersus
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i m - m
Tune erit A= o = = 17 ; porro ante euenium cognitum probabili-
m4n

tas hypothesis I erat = - — Lo
P E mtntml i +m e’ post- encRtumgoguitum autem,

L / N s . .
vbi casus n, 7, = e possibilium numero abeunt, eiusdem hypothesis probabilitas

m -
; perinde hypothesis H’ probabilitas ante et post euentum

erit = 7
mtm m

’ r !
ety ™ o T m
resp. exprimef T 7 7 t
p. eXxp P mtrn4m 40 +m’ 40" T 4w

s ’ . : = - .
hypothesibus H et 71’ ante euentum cognitum eadem probabilitas supponitur, erit

quoniam itaque

w1 — i 4+, vonde theorematis veritas sponte colligitur.

JTam quatenus supponimus, praeter obseruationes =M, ¥V'=M', Frt=mM"
etc. nulla alia data ad incognitarum determinationem adecsse, adeeque omnia syste—
mata valorum harum incognitarum ante illas obseruationes aeque probabilia fuisse

2
manifesto probabilitas cuiusuis systematis determinali post illas obseruationes ipsi Jf2
Hoc ita intelligendum est, probabilitatem, quod valores imco-
gnitarum resp. laceant inter limites infinite vicinos p et p+dp, get ¢+ dg, retr
4 dr, s et s+ds etc., exprimi per Af2dpdgdrds etc. vbi 2 erit quantitas constans

: : > =
ap, g7 S ete. independens. Et quidem manifesto erit— valor integralis or-
dinis 2% ¢ Rdpdgdrds....., singulis variabilibus p, ¢, r, s €ic. a valore— ¢ vs—

gque ad valorem -+ o0 extensis.

17%.
Hinc iam sponte sequitur, systema maxime probabile valorum quantitatum

P, g, 1, s ele. id fore, in quo Jf2 valorem maximum obtineat, adeoque ex 7 ae-

Ak d.n d.2 d.2 oy d.f2
quaialiina i e, % -=0, =0 g, =0 ete. eruendum esse. Hae
acquationes, statuendo # — M =¥, V'ie— M=+, V'=— MN" =+ ectc., alque
depA - 4

___‘PA e =g A, formam sequentem nanciscuntur:

dV’ r dV' T dV”l AP

- @ v + i @ v 4 ap @ v +etc. =0
de de/ dy’

._dq__ @ ” + --aq— q;'p' - -'—d—(-‘" gp' U”+Eh3. e
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ditesio, dv’ - de’ o e
<73 rpif-}-——d—r-gau-{- 4 7Y tete. =0
dy dy de”

ds 7 v+ ds ¢ v + —(I;-—qy'v"+efc.=0

Hine itaque per eliminationem problematis solutio plenc determinata deri-
nari poterit, quamprimum functionis ¢ indoles innotuit. Quae quoniam a priori
definiri nequit, rem ab aliera parte aggredientes inquiremus, cuinam fanetioni, ta—
cite quasi pro basi acceptae, proprie innixum sit principium triuinm, cuius prac-
stantia generaliter agnoscitur. Axiomatis scilicet loco haberi solet hypothesis, si
quae quantitas per plures obseruationes immediatas , sub acqualibus cireumstaniiis
aequalique cura inslilutas,‘ determinata foerit, medium arithmeticum inter omnes
valores obsernatos exhibere valorem maxime probabilem, si non absoluto rigore,
lamen proxime saltem, ila vt semper tulissimum sit illi inhaerere. Statuendo ita-

e ¥ = F'=F" ele.. = p, generaliter esse debebit ¢ (M —p) +¢' (M —p) +

r " L 1 o 4
9 (M — p) + ete. =0, si pro p substituitur vanrT (M + M + " + efc.),

quemcunque integrum positinum exprimal g Supponcndo itaque M — }" — cle.

= M— uN, erit generaliter, i. e pro quouis valore integro positiuo ipsius (g,

¢ (it —1)N=(1— @' (—N), vode facile colligitur, generaliter “esse dcbere
¢ A

A Quantitatem constantem, quam per & designabimus.  Hine fit bgg A =

ZRAA 4 Const., siue designando basin logarithmorum hyperbolicorum per e, suppo=
nendoque Const. = log s,
1kas
Ap=uxe
Porro facile perspicitur, % necessario negativam ess¢ debere, quo /2 remera fori
possit maximuom, quamobrem statuemus i £=—— hh; et quom per theorema ecle—

gans prino ab ill. Laplace muentum, integrale _/ e~MAdA, a A =— 5o vsque
Vz

ad A=+ oo, fiat = » (denotando per & semicircumferentiam circuli cuius
radius 1), functio nostra fiet :
ki —hhas

gA=—"F—¢

vV
178.

Functio modo eruta omni quidem rigore errorum probabilitates exprimere

cerfo mon potest: quum enim errores possibiles semper limitibus certis coérceantur,
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eprormm  maiorum probabilitas semper enadere deberet = o, dugm formula nostra

semper valorem frilum exhibet. Attamen hic defectus, quo ommis functio analy=
fioa matura sua laborare debet, ad ommes vsus practicos nullius moment est, quum
valor functionis nostrae tam rapide decrescat, gquamprimum %A valorem censide-
rabilem acquisinit, vt tuto ipst O aequiualeus CemSerL possi't. Praeterea ipsos erro~

rum limites absoluto rigore assignare, vei natura numguant permittet.

Ceferum consfans /2 tamquam mensura pl‘aecisionis obseruatiomum conside-

rari poterif. Si enim probabilitas erroris A in aliquo obseruationum systemate per
h — hhaia
vV
I
vz

mate priori er

, in alio vero systemate obscruationum magis minusue exactarum per

—h'h'aA F o B _ i .
exprimi concipitar, exspectatio, in obsernatione aliqua e syste~

e

rorem inter Hmites — d et + 0 contineri, exprimetur per integrale

fr —hhAA
[‘ e dA a A=—Jvsque ad A=+ d sumtum, et perinde exspectatio,

v
errorem alicnius obseruationis e systemale posterori limites — & et+ 0 non egre-
h’ —h'h’an
di, exprimetur per integrale W o et dA aA=—4¢ vsquead A=4+0

extensum: ambo aufem infegralia manifesto aequalia fiunt, quotics habetur A0 =74'&.

s e = r i
Quodsi igitur €. 8 i3 2,
ac simplex in posteriori, in quo casu obseruationibus posterioribus secun=

aeque facile in systemate priori error duplex committi

=2

'poterlt,
dum vulgarem loquendi morem praccisio duplex tribuitur.

17Q.

Tam ea quac ex hac lege sequuntur euoluemus. Sponté patet, ¥t produ~

—Zp —hh(ve+ oyl P o ;
aum 2=h" 7 ir, fiat maximum, aggregatum vv S

+ efte. minimum fieri debere.
tarum Py Q, Ty 8 ete. id erit, in quo quadrata differentiarum inter Junctionuimn

Systema itaque maxvime probabile valorum incogni-

t o P LS i, 2 1 v @ s .
v) N i V' ete. vulores obseruatos el compulatos Swpunaine  myLLInai qﬁwumt, Bl
quidem in omnibus ebseruationibus idem praccisionis gradus praesumendus est.
Hoéce principium, quod in ommnibus ;J.p])}j'm'lionibus mathesis ad phil()sophimn
nataralem vsum frequentissimum offert, vhigue axiomatis loco eodem iure valere
debet, quo medinm arithmetienm inter plures valores obseruales eiusdem quantita-

tis lamguam valor maxime probabilis adoptatur-
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2

Ad obserualiones praecisionis inaequalis principiom nullo iam negotio ex-

tendi potest. Scilicet si mensura praecisionis obseruationum, per quas inuentum

est V=M, /=M, V' =M cte. resp. per A, K, I’ ete, exprimitur, i e. si

supponifur, errorves his quantitatibus reciproce proportionales in istis obseruationi-
bus aeque facile committi potuisse, manifesto hoc idem erit, ac si per obseruationes
praecisionis aequalis (cuius mensura=1) valores functionum AP, Kp’, BV ete.
immediate inuenti essent = M, WM, ' M" ete.: quamobrem systema maxime pro-
babile valorum pro quantitatibus p, g, r, s etc. id ei‘it’, vbi aggregatum Al oy 4
WSV + WHVY  ete. i e. vbi summa quadratorum differentiarum inter valores
reuera obseruatos et compulatos per numeros qui praecisionis gradum metiuntur
multiplicatarum fit minimum. Ioc pacto ne necessarium quidem est, vt funclio-

- i .
nes ¥, ¥/, V" ete. ad quantitates homogeneas referantur, sed heterogeneas quo-

que (e. g minuta secunda arcuum et temporis) repracsentare poterunt, si modo

rationem errorum, qui in singulis aeque facile committi potuerunt, aestimare licet.

180.

Principium in art. praec. expositum co quoque nomine se commendat, quod
determinatio incognitarum numerica ad algorithmum expeditissimum reducitur, quo~
ties functiones /', 77, 7" etc. lineares sunt. Supponamus esse

V—]ﬂ:v:—-—m-{-(zp-l-bg—{-cr-{-d.s-l-etc.

Vi— M =¢=—ml+dp+bq+r+ds+ete.

V'i—M'=v'=—m'+d'p+qg+cr+d's+ete
etc., statnamusque |

av 4 a'v' 4 a'y" Fete. =P

bo+ v 4+ 0" fete. =Q

ev+ 'y v fete. =R

dy+dv 4 dvV4ete. =8
ete. 'Tunc ¥ acquationes art. 177, e quibus incognitarum valores determinare o~
portet, manifesto hae eruant:

P=o,0=0, R=o, 8=0 etc.
siquidem obser uationes acque bonas suppenimus, ad quem casum reliquos reducere
in art. praec. docuimus. Adsunt itaque totidem aequationes lineares » quot incogni-
tae determinandae sunt, wvnde harum valores per eliminationem vulgarem elicientur.

Videamus nune, virum haec eliminatio semper possibilis sit, an ymgquam

solutio indeterminata vel adeo impossibilis euadere possit. . Ex eliminationis theoria
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constat, casum secundum vel tertium fune locum habiturum esse, quande ex ac-
quationibus P=o0, Q=o0, R=o0, §=0 elc., omissa vna, aequatio conflari pot=
est vel identica cum omissa vel eidem repugnans, sine quod eodem redit, quando
assignare licet functionem linearem aP—I—ﬂQ-}—yR{-JS-{- etc., quae fit identice vel
—o vel saltem ab ommibus incogniiis p, ¢, r, s ete. libera,  Supponamus itaque
fieri P 4 3Q + y R+ 08 4 ete. ==z Sponte habetur aequatio identica

(v ) v (¢ +nt) '+ (¢" +m') v 4 ete. = pP +qQ4rR4 sS4 elc.
Quodsi itaque per substituliones p=oax, ¢=gBx, r=yx, s = Sx ete. functiones v
¢, ¢ ete. resp. in —m 4 A, —m'+ X%, m'+4 % ete. iransire supponimus, ma-
nifesto aderit aequatio identica

(424 Fi 42 Fete) sx— (A 4 A0l + 2w ete.) &= xx
e erit A 42X+ AV Fete. =0, 2+ Amd Am' 4 Am’ 4+ ete. =o: hine vero me-
cessario esse debebit A=o0, '=o, A'=o etc. alque ¥ =o. Hinc patet, {unctio-
nes omues F, ¥, ¥" ete. ila comparatas esse, vt valores ipsarum mon mutentur,
si quantitates p, ¢, 7, § etc.” capiant incrementa vel decrementa quaecungue nume-
vis «, 3, ¥, O cte. proporiionalia: huiusmodi autem casus, in quibus manifesto
determinatio incognitarum ne tunc quidem possibilis esset, si ipsi veri valores fun-

. r " 3 . - -
ctionum #, £, F" elc. durentur; huc mon pertinere iam supra monuimuns.

Ceterum ad casum hic consideratum ommnes reliquos, whi functiones 77 V’,
" ete. non sunt lineares, facile reducere possumus. Scilicel designantibus z, y;
0, o etc valores approximatos incognitarnm p, ¢, r, s ele. (quos facile eliciemus,
si ex w aequationibus /=M, ¥V '=M', V'=M" etc. primo ¥ tantum in vsum
vocamus), introducemus incognitarum loco alias P ¢ 1,8 ete., statuendo p=z+p,

1 ! . ’ 4 » . .

g=y+q, r= Q+ F, §=@+5& etei: manifesto harum nouarum mcogmtarum valo-
res {am parui erunt, - vt quadrata productaque negligere liceat, quo pacte aequa-
liones sponte euadent lineares. Quedsi dein calculo absoluto contra exspectationem
valores incognitarum p/, g’, r', s cte. lanti emergerent, vt parum tutum videalur,
quadrata productague neglexisse, einsdem operationis repetitio (anccptis loco ipsa~
Tm T, ¥, 0; o'leic. valoribus correclis ipsarum Ps 4y Ty §ete.) remediam proni—
tum afferet. ‘ oy

181.

Quoties itaque vmica tantum incognita p adest, ad cuius determinationem

o, ’ ’ n " - - - i
valoves functionumi ap+4n, ap+n, ap4n ete. resp. muenti sunt =M, M', M

— s e
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elc. et quidem ger obseruationes aeque exacias, valor maxime probabilis ipsius p
erit
am+ a'm’ + a'm' + ete.
aat dd + d'a’ + cte.

s S ’
scribendo m, m', m'" ete. resp. pro M—n, M'—n'y M —n" ete.

lam 'v‘; gradus praecisionis in hoc valore pracsumendae aestimetur, suppo~

I b
iqe . . . * o —nhad .
nemus, probabilitatem erroris A in obseruationibus exprimi per-ﬁ e . Hine

probabilitas, quod valorem verum ipsius p esse ==.4+4p’, proportionalis erit functioni
=l ((ap i) 4 (ap—mi J2 A (" — m Yt 4 etc.)
(4

si pro p substituitur 4+p’. Exponens huius functionis reduci polest ad formam
~hl(aatdd +a'a’+ ete.) (pp—2pA+B), vbi B a p independens est: proin fun-~
cde ipsa proportionalis erit huie

e bt (aaa'd 4= 2"a" 4= ete.) pp’
Patet itaque, valori 4 enndem praccisionis gradum {iribuendum esse, ac si inuenius

esset per obseruationem :immediatam, cuius praecisio ad praccisionem obseruationum

o=

primitivarum esset vt 2y/(ca+d'd’+a'a +cle.) ad I, siue vt y/(ca+d'a'+a'a ete,)

ad 1.

189.

Disquisitiomi de gradu praecisionis incognitarum valoribus tribuendo, quo—
ties plures adsunt, praemittere oporitebit considerationem accuratiorem functionis
po 4 40"+ ete., quam per /# denotabimus.

3 iV 'n’
4. Statuamus % Fresn) =p = A+ap+Bg+yr+ 0s+ ctc., atque W—-—gl—p—

d__p o
a7’ e dF ap’ dp’
dp ~ dp = a dp

== W, patetque fieri p'=2P, et, quum sit = o, functio-

4 3 “a . : ’ H" K i
nem /7’ a p liberam fore. Coéfficiens o = ae+a'@ +aa + etc. manifesto semper
erit quantitas positiua.
’

il. Perinde statuemus %. =q¢=14+Fq¢+yr+ s+ etc., atque

dg
y qf ’ o ' : ; rlfy })r dpr ‘B ; d}—f/rﬂ
W' — ?—:;V) eritque q:I'W_“ﬂa_.Hﬂ—:Q—?'p’ atque- EP =0,

vide patet, funetionem /" tum a p tum a ¢ liberam fore. Haee locum non ha=
berent, si fieri posset #'=o. Sed patet, 7 oriri ex vy -+ ¥/ 4+¢'¢" + ete., elimi-
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3 ’ o . . - 7 i p .
nata quantitate p ex ¢, ¥, v ete. adiumento aeguationis p'=—o0; hine [3' erit sum-~
= 3 . . . . r v v 2 ) . - = S
ma coéficientium ipsius g¢q in wv, ¢'¢, ¢ etc. post illam eliminationem, hi vero
singuli coéfficientes ipsi sunt quadrata, neque omnes. simul euanescere possunt, nisi
L) . - = 4 ’
in casu supra excluso, vhi incognitae indeterminatac manent, Patet itaque, 3 esse
debere guantitatem positinam.
" 7'

III. Statuende denuo z.— = :r’:ﬁ"-&-y”r-l—é"‘s-}- cte., atque fV’——»-?-’—-

r .
=", erit T':R‘_%"P!—‘%T ¢, atque /7" libera tum a p, tum a g, tumar.

Ceterum coéfficientem 3’ necessario positiuum fieri, simili modo probatur, vi i I
Facile scilicet perspicitur, 7" esse summam coéflicientium ipsius rr in vv, TRy
cte., postquam quantitates p et g adiumento aequationum pl=0, =0 ex v, v, ¢
etc. eliminatae sunt.

daw" e T
IV. Eodem modo statuendo z— - =s=1"4"stete,, V=0 .__".d;_’
erit .s".—_-lfi--——(i p’-———(-.)i—g'—- -—6. vy WY ap, q, r, s libera, atque 0" quantitas
| = 7 7T

positiua.

' V. Hoc modo, si practer p, g, r, & adhuc aliae incognitae adsunt, vlte- ‘
yius progredi licebit, ita vt tandem habeatur

= —;— P’P’.].—firg’g’+-§rr’r"—[—3lrrs's'+ etc. + Const.
wbi omnes coélficientes a, B, S 0" ete. erunt quantitates positinae,

VI Iam probabilitas alicuius systematis valorum determinatorum pro quan-
titatibus py g, r, s etc. proportionalis est functioni e—*#’; quamobrem, manente
valore quantitatis p indeterminato, probabilitas systematis valorum determinatorum
pro reliquis, proportionalis erit integrali jé""‘""""dp ap=-00 vsque ad p=+00 ex-
tenso, quod per theorema ill. Laplace fit—h ‘o ‘ntc (T":— ’I'q'+—,}r""'+§.—r‘f'3' + “tc')_;
haecce itaque probabilitas proportionalis erit function e—=h¥’,  Perinde si insuper ¢
tamquam indeterminata tractatur, probabilitas systemalis valorum determinatorum

pro r, s ete. proportionalis erit integrali jé—’l"”"dg a4 g=—00 vsque ad g=-+00

S —}T 3 j ! ! i L - »
extenso, quod fit =/ ‘ﬁr 5 i B_MJ( 7 r,'—l-—grss f- c-tc.); sine proporl;mnahs fun—

ctioni e—#4# ", Prorsus simili modo, si ctiam r tamquam indeterminata conside.-
ratur, Pmbﬂbihms valornm determinatorum pro reliquis s etc. proportionalis erit

y " : 5 > . i
functioni e—### " et sic porro. Supponamus, incognilarum numerum ad quatoor

y . 28
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ascendere, eadem enim conclusio valebit, si maior vel minor est. Valor maxime

w

probabilis ipsius s hic erit -_—:—--—{')\.T_, probabilitasque, hunc a vero differentia o

hhrzr
2 L . . s oL il .2 e LN : 3 ‘
distare , proportionalis erit fonclioni e a0 5 vnode COIlClufhnmsJ mensuram prae-
Lo . - ¥ . . . . e S / i .
Cisionis relatinae isti determinationi {ribuendae exprimi per V°§7 > simensura prae-

cisionis ohsernationibus primitinis iribuendae statuatur = 1.

183.

Per methodum art. pracc. mensura praecisionis pro ea sola incognita com-
mode exprimitur, cui in eliminationis negotio vltimus locus assignatus est, quod
mecommodum vi cuitemus, coéflicientem J" alio modo exprimmere conuenict. = Ex
aequationibus '

P:‘U!

Q:q'fl-_-g P

v

Ay A
Sk ¥y o hby L
R; - "*-—*’/),, q + > P

g e gl J

'] (4
S=¢4+—7"1+ 7),?—{{ -+

/
o })
sequitur, ipsas p, ¢, ©y &' per P, Q, R, § ita exprimi posse

p=F

g =0+ AP

Fr=RLBOLUP

§=84C'R +B'Q+AP
itasvt A, A, B, A, B, €' sint quantitates determinatac.  Erit ilaque { incognita—
ruom numerum ad guatuor restringendo ) 5

” 1 i
‘5:—-——3\7,—-}—'—3-}) +—%3r‘— Q +—§rR -I-"';T).TS

Hinc conclusionem sequentem deducimus.  Valores maxime probabiles incognitarum
P> > 7, s ele. per eliminationem ex aequationibus P=o0, Q=o, R=0, §=o ctc.
deducendi, manifesto, si aliquantisper P, Q, R, § ete. tamquam indeterminatac

Spectentur, secundum eandem eliminationis operationem in forma lineari per £,

0, R, 8 ele. exprimentur , ita vt habeatur

Y
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pe=Lik AP + BQ 4+ CR + DS + ete.

g::L' 4. AP+ BQ+ CR+ DS+ ete.

p=0L"+ AP+ BQ+ C'R+ 'S+ etce.

gL'+ AP 4 B'Q+ CR4 D8+ ¢to
ete.
Iiis ita factis, valores maxime probabiles ipsarum p, g, T’y § ete. manifesto erunt
vesp. L, I/, L, 7” efe., mensurague praecisionis his determinationibus tribuendae
resp. exprimetur per v, VB, VC', D" etc., posila praecisione obseruationum
primitinarum = 1. Quac enim de determinatione incognitae s ante demonstrauinius

i5 T . .
(pro qua A respondel 1pst D), per solam incognitarum permufationem ad omnes

reliquas transferre licebit.

184.

Vit disquisitiones praeccdentes per exemplum illusirentur, supponamus, per
obsernationes, in quibus praecisio acqualis pruesumenda sit, Inuentum esse

p—qteor= 3

Sp42¢—ir= 5

4p+ g+ br=21
per quartam vero, cul praocisio dimidia tantum tribuenda est, prodiisse

—op46g+ Gr—28
Loco aequationis vltimae itaque hanc substituemus

_._-1;.+5g+5r::14 ;
hancque ex obseruatione prioribus praecisione aequali prouenisse suppotiemus.
Hinc fit

P = 27p+4 6(1' — 88

0 = 6ptrdbgdr. —70

R q + b4r — 107
atque hinc per eliminationem

10899 p = 49154 + 8og P—3240Q + bR

na7q = a6y — 12P 4+ 52Q — R
3g7g8 7 = 76242 + 12 P— 54Q 4 1473 &

[ncognitarum itaque valores maxime probabiles erumni

I

Pr= 2,470
.= 3,551
re= 1910
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atque praccisio relatiua his determinationibus tribuenda, posila praecisione obserua-
Honum primilinaruym — 1,

19899
Pro p...... ‘/W_— ,gﬁ

757 -
Pra q..... e = 35,69

152066 g
Pro r.....\/: dgr =920

185.

Argumentum hactenus pertractatium plaribus disquisitionibus analyticis elegan-
tibus occasionem dare posset, quibus tamen hic non immoramur , ne nimis ab in-
stituto nostro distrahamur. Fadem ratione exposilionem artificiorum, per quae cal-
culus numericus ad algorithmum magis expeditum reduci potest, ad aliam occasio-
nem nobis reseruare debemus. Vaicam obseruationem hic adiicere liceat. Quoties
multitado functionum seu aequationuum propositarum considerabilis est, calculus ideo
potissimnm paullo molestior enadit, quod coéfficientes per quos aequationes primiti-
vae multiplicandae sunt vt P, Q, £t, § etc. obtincantur, plerumque fractiones de—
cimales parum commodas inuoluunt. i in hoc cast operae pretium non videtur,
has multiplicationes adiumento tabularum logavithmicarumn quam accaratissime per—
ficere, in plerisque casiblr_s'suﬂicict, horum multiplicatorum loco alios ad ealculum
commodiores adhibere, qui ab illis parum - differant. Haecce licentia errores sensi—
biles producere nequit, eo tantummodo casu exceplo, vbi mensura praecisionis in

determinatione incognitarnm nmlto minor cuadit, gquam praeeisio obseruationum
primitinarum fuerat.

186.

Ceterum principium, quod quadrata differentiarum inter quantitates ohser—
vatas et computatas summam quam minimam producere debeant, etiam indepen—
denter a caleulo probabilitatis sequenti modo considerari poterit.

Quotics multitudo incognitarum mullitudini quantitatum ebseruatarum inde
pendentinm aequalis est, illas ita deferiinare Licet, vt his exacte salisat. Quo-
ties autem multitudo illa hac minor est, consensus ahsolute exactus obliners nequit,

quatenus obseruationes praccisione absoluta non gaudent. In hoc itaque casn ope-

ram dare oportet, vt consensus quam optimus stabiliatur, siue vt differentiae quan-
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tnm fieri potest extenueniur. Haec vero notio natura sua aliquid vagi inuoluit.
Eiiamsi enim systema valorum pro incognitis, quod omnes diffcrentias resp. mino-
res reddit quam aliud, procul dubio huic pracferendum sit, nihilominus optie inter
duo systemata, quorum alterum in aliis obsernationibus consensum mehiorem offert,
alierum in aliis, arbitrio nostro quodammodo relinquitur, manifestoque imumera
principia dinersa proponi possuni, per quae conditio prior impletur. Designando
differentias inter obseruationes et caleulum per ALAY A’ cte., conditioni priori non
modo satisfiet, si AA+ AN +A'A" + ete. fit minimum (quod est principium no-
stram), sed etiam si A4 A*4 A"+ ele,, vel A°4 A4 A"+ etc., vel genera-
liter summa potestatum exponentis cuiiscunque paris in minimum abit. Sed ex
omnibus his principiis nostrum simplicissimum est, dum in reliquis ad calculos compli-
catissimos deferremur.  Ceterum principium nostrum, quo iam inde ab anno 1795
vsi sumus, nuper ctiam a clar. Legendre in opere Nouvelles methodes pour la de—
termination des orbites des comeles, Paris 1806 prolatnm est, vbi plures aliae
proprictates huius principii expositae sunt, quas hic breuitatis caussa supprimimus,

Si potestatem exponentis paris infinite magni adoplaremus, ad systema id
reduceremur, in quo differentiac maximae fiunt quam minimae.

Tll. Larlace ad solulionem aequationum lineariwin, quarum multitudo maior
est quam multitudo quantilatum incognitarum, principio alio vtitur, quod olim jam
a clar. Boscovich propositum erat, scilicet vt differentiae ipsac sed omnes posiline
«qumtae symmam minimam conficiant. Facile ostendi potest, systema valorum in-
coguitarum, quod ex hoc solo principio erulum sit, necessario *) tot acquationi~
hus e propositarum numero exacle satisfacere debere, quot sint incognitae, ita vi
reliquae aequationes catenus tantum in considerationem veniant, quatenus ad opfio-
nem decidendam conferunt: si itaque e. g aequatio # ==/ est ex carum.numero,
quibus non satisfit, systema valornm’ secundum illud principtum inuentorum nihil
mularetar , etiamsi loco ipsius M valor quicunque alius N ohseruatus esset, si modo
designando per r valorem computatum, differentiae M—mn, et N—n codem signo
affectae sint. Ceterum ill. Laplace principium istud per adiectionem conditionis no-
vae quodammodo temperat: postulat scilicet, vt summa differentiarum ipsa, signis
non mutatis, fiat =o. Hinc eflicitur, vt mullitudo aequatiomum exacte reprae—
senlatarum vnitate minor fiat gquam multitudo qnanthﬂtmn incognitarum , verumtamen

quod ante obsernauimus etiamnum locum habebit, siquidem dunae saltem incognitae

alfuerint.

*) Casibus spr'ci;ﬂi’uus exce}‘-tiﬁ, vhi solatio quodammodo indeterminata manet.
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187.
Reneriimur ab his disquisitionibus generalibus  ad propositum nostrum pro-
priam, culus caussa illae susceptac fucrant. Antequam determinationem quam ex—

actissimam orbitac ex obscruationibus pluribus, guam guot necessario requiruntur,

aggredi liceat, determinalio approximata iamn adesse debet, quae ab omnibus ch-

seruationibus datis hand mulium discrepet.  Correctiones his elementis approximatis
adhuc applicandae, vt consensus quam accuralissimmus eiliciatur, tamquam proble-

matis quacsita considerabuntur, Quas quum tam exiguas cuasuras esse supponi pos-—
sit, vt quadrata productague negligere liceat, variationes, quas corporis coeleslis
loca geocentrica computata inde manciscuntur » per formulas differentiales in Sect.
secunda Libri primi traditas computari poterunt.  Lioea igilur sccundum elementa
correcta quae quacrimus computata, exhibebuntur per functiones lineares correctio—
num elementorum, illorumque comparatio cum locis obseruatis secundum principla
supra exposita ad determinationem valorum maxime prebabilium perducet.  Hae
operationes tanta simplicitate gaudent, vt vlteriori illustratione opus non habeant,
sponfeque patet, obseruationes quotcungue et quaninmnis ab mm(,mu remolas in

vsum vocari posse. — Eadem methodo etiam ad correctionem orbitarum paraboli-
carum cometarum vii licet, si forte obseruationum serics longior adest 5 conscnsus—
que quam optimus postnlalur,

188,

Methodus praecedens iis potissimum casibus adaptata est, vbi praecisio sum-~
ma desideratur: saepissime autem occurrunt casus, vhi sine haesitatione paullulum
ab illa remitti potest, si hoc modo calculi prolixitatem considerabiliter contrahere
licet, praesertim quando obseruationes magnum temporis internallum nondwn in-
cludunt; adeoque de orbitae determinatiorie vt sic dicam definitiva nondum cogita—

tar. In talibus casibus methodus sequens lucro notabili in vsum vocari polerit.

E}igantur ¢ tota obseruationum copia duo loca completa L ot L/, compu-~
tenturque pro temporibus respondentibus ex elementis approximatis corporis coele~
stis distantiae a terra. Formentur dein respecti harum distantiarum tres hypothe-
ses, retentis ip prima valeribus computatis, mutataque in hypothesi secunda di-

stantia prima, secundaque in hypothesi fertia: viraque mutatio pro ratione incerli-

tudinis, quae in illis distantiis remanere praesumitur, ad lubitum acecipi poterit.

Secundum has tres hypotheses, quas in schemate sequente exhibemus,
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Hyp. 1 | IIyp. 11 ‘ Hyp. 11 i ‘3
.3
Distantia *) loco primo respondens D D44 D .{ '
X . B ’ ’ LB 1
Distantia loco secundo respondens \ F o4 D l D40 lx

computentur e duobus locis 1., &' per methodos in Libro primo explicatas tria
elementorum systemata, 4c dein ex his singulis loca geocentrica corporis coelestis
temporibus omnium relignarum obseruationum respondentia. Sint haec (singulis 3
longitudinibus et latitudinibus, vel ascensionibus rectis et declinationibus seorsim Tae

notatis ) ;

in systemate Primo....... M, ar, m" Stes

in systemate secundo. ... Mya, M 4o, M 4o et

in systemate tertio ..o M4+ 8, M+, M"+ 8" cte

Sint porro resp.

loca obseruata.........coe Ny N, N ete.

b T

. . . . - ¥ » .
[am quatenus mutationibus paruis distantiarum D. D respondent mutatio-
| ?

nes proportionales singnlorum clementorum, nec non locorum geoceniricorum ex
his compnutatorum ; supponere licebit, loca ge_ocenlrlca e quarlo elementorum sy-—
stemate computata, quod distantiis a lerra D48, D'+yd" superstrucium sit, resp.

S ') - f " Al . . 5 .
fore M+ax+ Y, M taxdfBy, M4+ ax+py cte Jinc dein, secundum dis—

quisitiones praceedentes, quantitates &, y ita determinabuntur, vt illae quantitates

"

cunm. N, IV, IV E1c. Teshe gquam oplime consenfiant (ratione praccisionis relatinae

=
b

obsernationum habita). Systema elementorum correctum ipsum vel perinde ex L,
o e . 3 N b o ! »
7. et distantus Dixd, D +x0’, vel secundum regulas motas e tribns elemento-

Tum system:{lﬂ:us primis per simplicem inlerpolationem derivari poterit.

18g. i |

Methodus haecce a praccedenie in eo tantum differt, quod duobus Jocis
geocentricis exacte, ac dein reliquis quam exaclissime satisfit, dom secundum me-
thodum alteram obscruatio nulla reliquis pracfertur, sed errores quantum fierl pot=
cst inter omnes distribuuntur. Methodus art. prace. ilague priori eatenus tantum
postponenda eril, quatenus locis L, 1. aliquam errorum pariem recipientibus er-

rores in locis reliquis notabiliter diminuere licel: attamen plerumqgue per idoneam

*) Adhuc commodius erit, loco dislantiarun ipsarum logarithmis distantiarum curtataram vii.
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electionem obseruationum L, 7 facile caueri potest, ne haec differentia magni
momenti €uadere possit. Operam scilicet dare oportebit, vt pro Z, L' tales ob-
seruationes adopteniur, qnae non solum exquisita praecisione gaudeant, sed ita
quoque comparatae sint, vt elemenfa ex ipsis distantiisque deriuata a variationibus
Paruis ipsarum positionum geoceniricarum non nimis afficiantur, Parum prudenter
itaque ageres, si obseruationes paruo temporis interuallo ab inuicem distantes cli=
geres, talesue, quibus loci heliocentrici proxime oppositi vel coincidentes respon<
derent.
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SECTIO QVARTA

De determinatione orbitarum, habita ratione perturbationum.

190,

Perturbaliones, gquas planetarum moias Pper actionem planetarum reliquo-

rum patiuntur, tam exiguae lentaeque sunt, vi post longius demum temporis in-

ternallum sensibile
per reuolutionem integram ynam pluresue — moius tam parum
perfecta secundum leges Kepleri exacte descripta, vt obseruatio-
Quamdiun res ita se habet, operae haud

prout circu mstantiae

differet

< Gant: intra tempus breuius — vel adeo,

sunt,
a motu in ellipsi
nes deuiationem indicare jon valeant,
caleulum praematurum perturbationum suscipere, sed potius sufli-

pretium esset,
osculatricem obseruationibus adaptare: dein vero,

ciet,  sectionem conicam quasi

postquam planeta per tempus longius accurale obseruatus est, effeetus perturbatio—

num tandem ita se manifest
yum pure ellipticum exacle conciliare;
nisi perturbationes cum motu elliptico rite iungantur,

cum quibus periurbationes

abit, vt non amplius possibile sit, omnes obscruationes

per mott tunc ilague harmonia completa et
stabilis parari, non poterit,

Quum determinatio elementorum ellipticorum,
vt obserunationes exacte repraesenientur, illarnm cognilionem sup—

iungendae sunt,
a pcrturbalionum accurate stabiliri nequeat, nisi ele-

ponat, vicissim vero theori
oguita sint: natura rei non permittit, —ardunm hot negotium

menta 1am proxime e
fectissime absoluere, sed potius perturbationes et elementa

primo statim conatit per
ctiones alternis demum vicibus pluries repetitas ad summum praecisionis

per corre
Prima itaque perturbationum theoria supersiructur ele-

fastigiom euehi polerunt.

mentis pure ellipticis, quae obseruationibus proxime adaptata fucrant: doif orhita

noua inuestigabitur, quae cuin his periurbationibus inneta obseruationibus quam
proxime satisfaciat. Quae sl a
qum euolutio ipsi supersiruenda erit,
cleinenta et perturbationes quam arclissime consentiant.

priori considerabiliter discrepat, iterata perturbatio-

quae correctiones alternis vicibus tolies repe-

temtur, donec obserunationes,

191.

.Quum euolutio theoriae permﬂmﬁonum ex clementis datis ab instituto mo—

stro aliena sit, hic tantummodo ostendendum €rit, quomodo orbita approximata

ijta corrigi possit, vt cum perturbatiopibus datis iuncta obseruationibus satisfaciat

Simplicissime hoc negotium absoluitur per methodum iis quas in

quain proxime.
29
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226 Lipr. IL.  Szcr. IV,

artt, 124, 165, 188 exposuimus analogam. Pro temporibus omnium obseruationum

gquibus ad hunc finem vti proposilum est, et quae prout res fert esse poterunt vel
tres, vel quatuor vel plures, computabuntur ex aequationibus perturh
rum Valores numerici, tum pro longitudinibus in orbita .

ationum ha-
tum pro radiis vectoribus,
tum pro latitudinibus heliocentricis - ad hunc caleulum argumenta desumentur ex
elementis ellipticis approximalis, quibus perturbationum theoria superstructa erat.
Dein ‘ex omnibus obseruationibus eligentur duae, pro quibus distantiae a terra ex
iisdem- elementis approximatis computabuntur: hae hypothesin primam constituent ;
hypothesis secunda ot tertia formabuntur, distantiis illis paullulum mutatis.  In sin-
gulis dein hypothesibus e duobus locis geoceniricis determinabuntur positiones he-
liocentricae distantiaeque a Sole; ex illis > Pposiquam latitudines a perturbationibus
purgatac fuerint, deducentur longitudo mnodi ascendentis, inclinatio orbitae, lon-
gitudinesque in orbita. In hoe caleulo methodus art. 110 aliqua modificatione opus
habet, siquidem ad variationem sccularem longitudinis ‘nodi et inchnationis respi=-
eere operae pretium videtur.  Scilicet designatitibus B, B latitudines heliocentricas
& perturbalionibus periodieis purgatas; 1, X longitudines helioceniricas: 8, +A
longitudines nodi ascendentis; i, i4d inclinationes orbitae; acquationes in hac
Torma exhibere conueniet :
tang 8 = tangi sin (J—)
ﬁé\)— tang 3 = tangi sin (¥ —A~—8)
) e tang i : oy oo B ,
Hic valor ipsius Wim— omni praecisione necessaria obtinetur, substituendy
.

pro ¢ valorem approximatum: dein i et {2 per methodos vulgares crui poterunt.

A duabus porro longitudinibus in orbita, nec non a duobus radiis vectori_
bus aggregata perturbationum subtrahentur, vt valores pure elliptici prodeant. Hic
vero etiam effectus, quem variationes seculares positionis perihelii et excentricitatis in

lengitndinem in orbita radiumque vectorem exserunt, ct qui per formulas differen—

tiates Sect. I libri primi determinandus est, statim cum perturbationibus periodicis

inngendus est, siquidem obseruationes satis ab inuwicem distant, vt illius rationem

habere operae pretium videatur. Ex his longitudinibus in orbita radiisque vectori-

bus correctis, yna cum temporibus respondentibus, elementa reliqua determinabun-—

tur: tandemque ex his elementis positiones geocentricae pro omnibus reliquis ob-
seruationibus calculabuntur. Quibus cum obseruatis comparatis, eodem modo quem
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in art. 188 explicanimus sysiema id distantiarum elicietur, ex quo elementa omni-

bus reliquis obsernationibus quam optime satisfacientia demanabunt.

192-

Methodus in art. praec. exposila praecipue determinationi primae orbitae
perturbationes implicantis accommodata est: quamprimum vero tum elementa me-
dia elliptica tum aequationes perturbationum proximé iam sunt cognitae, defer-
minatio exactissima adiumento obseruationum quam plurimarim commodissime per
methodum art. 187, absoluetur, quae hic explicatione peculiari opus non habebit.
Quodsi hic obsernationum praestanlissimarum copia satis' magna cst, magnumque
temporis internallum complectitur, haec methodus in pluribus casibus simul deter~
ininationi exactiori massarum planelarum perturbantium, saltem maiorum, inseruire
poterit.  Scilicet, si massa cuiusdam planetae perturbantis in ecalevle pertarbatio~
num supposita nondum satis certa videtur, mtroducetur, praetér sex mcognitas

a correctionibus elementorum pendentes, adhue alia g, statuendo rationemn massae

correctae ad massam suppositam vt 14w ad 1; snpponere tunc licebit, perturba-
tiones ipsas in eadem ratione mutari, vnde manifesto in singulis positionibus cal-
culatis terminus nouus linearis ipsam g¢ continems prodmecetur, cuius eudlutio n STk
Jifficultati obnoxia erit. Comparatie positionum calculatarum cam ohseruatis secun~

dum principia supra cxposita, simul cum correctionibus elementorum etiam corre-
ctionem g suppeditabit. Quinadeo hoc modo massae plurinm planetarum exactius
determinari poterunt, qui quidem perturbationes satis considerahiles exercent. Nul-
Jum dubium est, quin motus planetarum nouorum, praesertim Palladis et Tunonis,
qui tantas a Joue perturbationes patiunfur, post alignot decennia hec modo deter—
npiinationem exactissimam massae Touis allaturi sint: quinadeo forsan ipsam massam
vnius alteriusue hormm planetarun nouorum cx perturbationibus, quas in reliquos

exercet, aliquando cognoscere licebit.
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: Pag. 54 1 12 a calce pro illa 1. illi.

pi = 76 in formula V* pro tangb statui debet sin b cos b error non modo in eomiputo nu-
| werico huius formulae p. 7g propagatus, sed idem etiam in computo numerico lor=
‘ mulae VIII commissus est, vbi ltaque pro tang

b adhibere oportet cos b sin b.
= 87 L. 5 pro vitimo » L »”
= 102]. 2 a calce pro cos @* 1. cos 2 &>
— 110 L 13 pro ¢=o0 L p=go°.
— 121 L § a calce pro sinid L 2sin&d.

‘ — 126°L 2 a calce pro », ¥, z 1. &/, ¥ 2.

=~ 140 L 5 pro destitueremus 1. destituercmur.

Ibid. 1. 12 pro ab inuicem 1. ad inuicem.

— 144 L vl. pro longitudinem et latitadinem L. longitudine et latitudine.
— 148 1. 11, x2 et 14 pro d' 1, 4.

i i Fat 7
49 L. 12 pro Proe 1 17 80 o
AR e Pro—=oz my cosfcosfeosf7 " T 7w cos feosf cosf”
1 "
— 156 L. 2 a calce pro P:—i,.. T - e
g 7z b/
"’
hid. Lvit ). Q=32 ( ’H;,” 1 1) 13
“g — 162 L2iprop L P
{ — 163 1. 6 pro — 4+ 4" |. + &
l

' — 195 L 15 pro 3" 1. = 1.
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TABVLA T (v.artt. 42, 45) 1
s I
Ellipsis Hyperbola i
A log B C /i log B c A “
L e iy
0,000 a 0 0,00000 o o 0,0000 \
0,001 a o 100 o o 100 f'i |' i
0,002 o 2 200 o 2 200 | ‘
0,003 1 & 301 1 % 209 ‘| 1
0,00% 1 5 bor 1 f S99 14
0,000 a 11 foz 2 11 4g8 ;,
0,006 5 3 603 5 16 5g7 A4
0,007 4 232 70k & 23 66 J i
0,008 5 29 Bod 5 a9 795 } ||
0,009 6 57 0,00007 6 57 .894 it
0,010 7 46 0,01003 7 PAH 0,00002 1 "
0,011 9 56 110 9 55 0,01040 o
0,012 11 66 312 12 G6 189 : 15
o013 13 78 4 13 77 287 l" 1
0,014 15 g0 416 15 89 584 0‘ ]
0,015 17 103 518 19 62 48 31
0,016 19 118 621 19 116 580 ! \
0,017 22 133 723 21 131 677 il
0,018 2% 149 826 24 149 774 l 3
0,019 27 166 0,01029 27 164 872 L
o020 3o 184 0,02032 30 182 0,01503 Ad
0,021 35 263 156 33 200 0,02065 |,
0,022 36 223 239 36 220 162 ! l}
0,023 40 244k 343 3g 240 258 i i
0,024 43 265 447 49 261 355 i
0,025 4 288 551 4 283 451 b
" 0,026 51 512 655 ho 300 549
0,027 85 556 760 b4 530 645
0,028 59 362 86k 53 355 739
0,029 63 588 0,02469 62 381 854 |
0,030 67 416 0,05074% 67 Goy 0,02930 ‘,:;ll-"-
0,031 72 Ll 179 7 435 0,03025
0,052 77 495 284 76 463 120 |
0,033 Bz 563 589 8o 42 215 j#
0,034 87 535 4qd 85 523 510 "
0,035 2 569 6a1 91 554 4ot *; i
0,030 97 6o 707 ofs 585 499 '}“: ‘l
0,037 103 634 813 101 618 593 1y
0,033 103 Gy 0,03919 107 652 688 ME
0,039 114 704 0,04025 112 686 782 e
0,040 120 741 132 118 722 876 '

T T
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2 TABVLA 1T
i e ‘xme v -y
' Ellipsis Oyperbola r
I
{ | A log B C 7 log B C= 7%
,‘ 0,040 120 741 0,041319 118 721 0,038757
! 0,041 126 279 2387 12% 758 0,03g653
i 0,042 133 818 34by 130 289 . 0,0%0032
4 0,043 139 858 4528 136 833 1567
! 0,044 146 893 5601 145 872 2500
0,045 152 gio G676 1dg g1z 3452
: i 0,046 159 B2 765 156 953 4563
& | 0,047 166 1026 8831 165 904 520z 7
F) 0,048 173 1070 0,04gg11 170 1037 6220
J 0,049 181 1116 0,050g93 177 1080 7147
; 0,050 188 1162 2077 184 1124 + 8072
0,051 196 1210 3163 151 116g 8995
0,052 204 1258 4250 199 1215 0,049917°
: 0,053 212 1307 5339 207 1262 0,050838
\_ 0,054 220 1558 6430 215 1510 1757
“I 0,005 228 14oq 7523 223 1358 2675
A 0,036 236 1461 8618 251 1doy 3592
0,057 245 1514 0,059714% a3y 1458 45oy
| 0,058 254 1568 o,060812 247 1509 S4no0
',; ! 0,05¢ 263 1623 1912 256 15061 6335
b . 0,060 272 : 1679 3014 205 1614 7243
0,001 281 1736 4113 495 -~ 166y 8152
6,002 290 179% 5235 | - 282 17232 golic
it ' 0,063 500 1855 6331 241 1937 0,050067
| 0,064 309 1913 7440 So1 1853 0,060872
0,065 dug 1974 3551 310 1891 1976
‘ ‘ 0,066 32 2056 0.00406% 20 194g 2678
1' 0,007 351 2049 0070774 5ag 2007 3579
t 0,068 360 2163 1896 33g z0by 4dqg
] 0,060 360 2228 Jo14 349 2128 5373
.| 0,070 371 2204 4155 359 2189 fizpk
\ 0,071 331 2360 5257 370 2251 7170
! 0,072 Jga 2428 6581 382 2314 864
0,073 405 24q7 7507 dgo 2353 8ab7
o074 R f1h 2567 8635 4oz 2443 0,069548
- 0,075 426 2633 0,079765 41z 2509 0,070938
4 0,076 437 2909 0,0808q7 423 24575 1627
il 0,077 ddg 2583 2030 i 434 2643 2514
§ 0,078 4By 2856 5166 445 2511 5ido
0,079 453 2030 4503 4 457 2780 . 4286
o,0Rg ! 485 Juoh 54453 468 2850 5168
L] e i g ==
!
1
!
'
ls
i
i
!
!
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TABVLA I 3
o oD VR TR A ——
Ellipsis Hyperbola
A tog 22 (3 iy log B C T
0,080 485 Boob 0,085443 468 2850 0075168
0,081 498 5083 6584 480 2921 GoSo
0,082 510 3160 7727 492 2592 6g50
0,083 523 B23g 0,038372 504 5065 7810
0,084 535 331g 0,000019 516 3138 8683
0,085 548 33g9 1108 523 d212 0,079564
0,080 H61 3481 a31g 540 3287 0,080439
0,087 575 5564 B472 553 5365 1513
L 0,083 588 56-‘17 4627 566 5440 2186

0,089 oz 3752 5784 543 3517 5057 H
0,000 615 3818 643 51 3595 3927
0,001 bzg ok 810% Go% 557"& 47_]5
0,002 643 3992 0,0002606 618 Snbg 5663
0,003 658 4081 0,106451 631 3835 6629
0,004 67 4170 1598 645 3917 754
0,095 637 4261 2766 658 3909 8257
0,000 701 4355 3937 672 4085 9119
0,007 716 4446 bi1o 686 4167 0,08g95%0
0,003 751 4530 6284 700 4252 0,090840 ‘
0,000 246 463% 7461 71k 4338 1603

‘ oioo pa 4730 8640 728 bhok 2555 3
0,101 777 4826 0,100820 743 4512 3a1o I
0,102 793 AP 0,111003 758 46oo 4265 }
a, 105 80 5025 21583 ik 4689 5118
0,104 225 51123 3335 787 4779 5469 .
0,100 841 5204 1563 Soz 4820 6820 l
0,106 857 5325 G954 817 462 o669 K
0,107 375 5428 G_g’-.j; 333 bodd 8017
0,108 dgo 56352 8142 848 5148 0,09936%
0,10 gu7 5639 0,119339 804 Ha4a ~ 0,100209
0,110 924 5743 0,120538 8do 5357 1053
0,111 g1 5850 1739 895 552 186
o,112 058 fig58 2942 911 5529 2738
0,115 975 606y 4148 028 5626 5578
0,114 953 6177 5355 gk 5724 4417
0,115 1011 6288 6564 gio 5823 5255
0,110 1029 (400 7776 977 5923 © Gog2
0,117 1047 6515 o0,128g8g go4 6024 627
0,118 1065 6627 0,150205 . 1010 6125 7761
0,119 1033 Gip4n 142% 1027 6228 8594
0,120 1102 6858 | 2643 1045 6331 9426 l
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i TABVLA I
I e T —
Ellipsis Hyperbola
A log & i T log B o 4
o120 1102 6858 0,132613 1045 6331 0,109420
L 0,121 1121 6g76 38065 1062 64355 0,110256
) | 0,122 1139 7004 : 508g * 1079 6539 1085
%: 0,125 1158 7213 6315 1097 6645 1913
i 0,124 1178 7854 7545 1114 6751 2740
}{ 0,125 1197 2455 0,13877% 1132 6858 3566
h ‘ 0,126 1217 7577 0,140007 1150 figtie %390
e 0;127 1256 7701 1241 1168 7075 5213
I 0,128 1256 7825 2478 1186 7183 6uds
4 0,129 1256 7951 3717 1205 7295 6855
I:| 0,130 1206 Bo77 4959 1223 7hoh 7695
0,131 1317 8205 6202 1242 7018 8493
0,132 1337 8554 7448 1261 7631 0,119310
0,133 1358 8163 8695 1280 7745 0,120126
i 0,134 1575 8594 0,14g045 12499 7859 0940
| 0,135 130 8726 0,151197 1518 7074 1754
!
i 0,136 1421 8859 2452 1337 8ogo 2566
0,137 1442 8993 3708 1357 8207 3377
0,138 1463 9128 4967 1346 8325 4186
\ oa3g | 1485 9264 6228 1596 8443 4995
: 0,140 1507 gion 7491 1416 8562 5802
0,141 1529 9big 0,158756 1436 8682 66og H
0,142 1551 9678 0,160024 1456 8303 7414
0,143 1573 gB1g 1204 1456 Bgab 8217
0,14% 15g6 ggbo 2566 1497 gody gozo
0,145 1618 10102 3840 1517 9170 0,120822
| b,
0,146 1641 10240 5116 1538 9204 0,150622
,@P i 0,147 166% 10300 6393 1559 gérg 1421
g 0,148 1687 105356 7676 1530 9545 2219
11 0,149 1710 10683 0,168959 1601 g671 3016
! | 0,150 1754 10830 0,170245 1622 9798 5812
|
| . =
0,151 b 1757 10979 1533 1643 9920 4606
s 0,152 Po1781 11129 2823 1665 10055 5399
! 0,153 |I 1805 11280 4115 1686 10185 6191
0,154 ‘ 1829 11432 5410 1708 10315 6582
0,155 |1 1854 11535 fizoy 17530 10446 7772
: 0,156 1878 11739 Boo6 1753 10078 8561 L
F 0,159 1903 11804 0,179508 1774 10711 0,13934g
i 0,158 192 12051 0,180612 17 10844 0,140135
X 927 797 )
4 0,159 1452 12208 1918 1819 10978 0g20
ﬂ ' 0,160 1977 12306 5226 1842 11113 . 1704
! i, S=y= S —— > |
B
3
T
f
")
]
A
Vi
' ]
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TABVLA T 5
e R TR S STV a1
Ellipsis Hyperhola 3
’
A log B c | 7 log B c T
R S
0,160 1977 12366 \ 0,153220 1842 - 11115 o,14170% T
0,161 2005 12526 4537 1864 11249 2437
0,162 2028 12686 5850 1337 11586 Babiy !
0,163 3954 12848 7166 1010 116235 4050 i
0,164 2080 13011 8484 1953 11661 48ag !
0,165 2106 135175 0184804 1956 11800 I 5608 'vl
0,166 2152 13340 0,191127 1980 11940 6385 1
05167 2158 13506 2402 2003 12081 7101 i
* 0,168 2184 " 13673 3779 2027 12222 70937
0,169 an11 13841 5109 2051 12364 8710
0,170 2238 14010 G 2075 12507 0,149485 |
0;171 2260 14181 7775 2009 12651 0,150200 i %
0,152 2202 14302 0,190112 2123 12795 1026 .
0,173 2319 14525 0,200%51 2147 12940 1795
0,174 2347 14609 1793 2192 135086 2564
0,175 2574 14875 5137 2196 13255 5551
0,176 2402 1boikg 484 2221 L 15380 4og7
0,177 2430 15226 5832 2246 13529 4862
0,178 2453 15404 7184 2271 13678 5626
gD e 15545 8558 2296 13827 6389
0,180 2515 1596% 0,200304% 2321 15978 2151 ‘
o181 2545 15945 0,211255 2346 14119 7911
0,182 2652 16128 2014 2592 14481 . 86
0,183 2601 16311 3977 2353 14434 0,150429
0,184 2630 16496 5343 2443 14533 0,160187 )
0,185 . 2660 15682 Opis 2440 14743 043
0,186 2689 | - 16868 8033 2495 14843 1
0,187 2719 17057 0,210456 2502 15054 !
0,188 2749 17216 2528 15210 i
0,189 2759 17450 2211 2554 15568
0,100 afiog 15627 5y 2581 15526 a
. R e
0,191 283y 17820 4070 2608 15685 5455 i
0,102 2870 18615 G361 2034 15845 6207 |
0,193 2500 18408 7750 2661 16005 G0hd '”.
0,19% 2951 13404 ;229141 2658 16167 7705 rv:
0,199 2062 18601 0,2530555 2716 1A329 8447 it
S —— 1
0,196 2G93 18799 1931 2943 16491 9102 i |
0,197 J025 18908 5529 2971 16655 0,1 60030 |
0,198 5ab6 19108 4751 2798 16319 0,170678 ’J
0,199 5088 19400 6135 2826 16084 1419
0,200 3120 19602 7541 2854 17150 2139 v
e =) imeens = mna s, pomm \
* o ,'lll
.#'r
Wi
i
|
ol
§
i
!
I_J‘
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TABVLA I

r—_—-— === e
Ellipsis Hyperbola
A log & c 4| log B a B
0,200 3120 19602 0,237541 28564 17150 0,152159
0,201 3152 19806 0,238450 2882 17317 2899
0,202 5184 20011 0,240561 2910 17484 3637
0,203 3216 20217 1776 2938 17052 4574
0,204 3249 20424 Fig2 2067 17843 5110
0,200 3282 20632 4612 2095 17091 584h
0,206 3315 2084s Go34 5024 18161 Gh7g
0,207 3348 21052 7458 3055 18332 732
0,208 3581 21264 0,248885 SoBa 18504 Boki
0,200 3414 0,200515 J111 18677 8375
0,210 3448 1748 dio 18850 0,179505
0,211 5482 3183 316g 19024 0,18025%
0,212 3516 4620 31099 19199 agba
0,213 3bho Go61 d2a8 10375 1688
0,214 5584 750% 3258 19551 2414
0,215 3618 a6,258g950 3283 19728 3139 i
0,216 3653 0,2603548 3518 19gat 3363
05217 3638 1849 3348 20084 4585
0,218 3725 3505 3328 20264 b3a7
0,214 3758 4959 Siog 20444 GozB
0,220 3793 6218 5430 20625 6747
0,221 382y 7680  B4j0 20806 7466
0,222 3865 0,200145 3500 20088 8164
0,223 3g00 0,270612 3531 21172 8goo
0,224 3936 2082 3562, 21355 0,18961h
0,225 a975 5555 3hg% 2154%0 0,190331
0,226 4ooqg bod 3625 21725 1044
0,237 4oih Gaog 3656 2191t 1757
0,228 4ola 7090 5688 azagl 2468
0,229 4ing o, 270474 5719 22285 Suyg
0,230 4156 26210 o,28au60 3751 22493 388q
0,251 &y 9% 20448 2450 3783 23162 4ba7
0,232 4231 26687 Bghz 3815 22852 5305 ||
0,255 42 26928 5437 5844 23042 6012
0,234 4306 2716g 6935 5880 23254 By17
0,235 4344 29412 8435 3912 25425 7h2n
0,236 4582 27656 9,289439 3qib 23618 8126
0,239 4hay 7001 0,291445 Bg77 23811 8829
0,258 #45g 28148 2654 4o10 24005 0,399550
0,230 4£4q8 28395 4466 4043 24200 0,200231
0,240 453y 28644 5630 4076 24396 0981 l
e R ——
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TABVLA T 7
Ellipsis Hyperbola
A log B c i} log 8 C T
e R ; — I e e

0,240 45637 280644 0,203480 4070 Feei 0,200531
0,241 4596 28894 7408 4110 24592 1630
0,242 4615 20145 0,29401B 4143 24789 2323
0,245 4654 agdyy | ©,300b4e 4176 24987 Bo25

i 0,244 4By 29651 2068 4a1o 25185 Sya1 A
0,245 4934 29905 5397 hobh 25584 4616
0,246 497% 50101 bi2g : 4a97 25084 biio
;247 4814 Bo0418 6664 4%1 25585 5803
0,248 4854 " Boby6 8202 4546 25986 6495
0,249 4804% 50935 0,500745 4380 26188 7186
0,250 4935 31146 0,511286 4414 26391 7876
0,251 476 31458 2853 {44 2065¢4 8505
o;2bz 5019 1721 4582 465 206799 gabi i
0,253 5058 31985 5935 4618 29004 0,2000%1 g
0,204 5099 3zabo 7hoo 4555 259300 0,210627
0,255 5141 Ja2b17 0,51G048 4588 27416 13513

u 0,256 5182 B2 8k o b0 4625 27625 oo
0,257 5az4 33053 2174 4658 27850 20681
0,258 5266 53323 F741 4644 28039 8364
obiy Ry 335455 5512 4929 28248 4015 iig
a,200 5551 35867 6880 " g 5 4705 ‘ 28158 a6
0,201 53p% dirda 0,528401 4801 28669 5406 ]
0,463 5436 %4416 0,330041 4838 23880 6085 I
o465 579 Bufiga 1623 4873 29092 6765 |k ;
0,204 5522 34970 3203 4909 29305 7440 ! * I

i 0,265 6556 51248 4797 4gis 29519 8116 ‘
0,206 v\'jng 55538 06338 -"'H_}BJ. 29:‘35 8791
0,269 5653 3380y 7085 5018 29948 0,210465
0,203 56y7 altogr 0559580 5035 B0104 0,220158 3 |
0,209 574 26575 0,341 18 5001 30380 o1
0,579 5985 36650 2785 5128 30597 1482
;271 58209 30645 4502 5165 30815 2193
0,272 5874 39232 Gooz 520z 51035 2822
0,479 5919 57521 7615 Hado 51253 Fig1
0,274 Ggb4 37810 0,3%9251 5277 51495 4159
0,275 Goog 38101 0,350850 b315 51603 4826 -
0276 G054 53393 2493 0563, +* 5315 542
0,277 100 38636 4ugB 53g0 32137 6157
0,278 6145 38931 5737 5428 3235 6821 ‘ ]
0,279 G1g1 Bga77 2359 5466 52583 =484 \

2 or s . Fa i
0,280 G237 3ga73 | 8no4 5504 32807 Sk
)
B —— Lo S
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5 TABVLA I
T
Ellipsis Hyperbola
A log & & 4 log 7 C il

: 0,280 6257 39575 0,306g04 55ai 2807 0,228147
i r 0,281 (283 39872 9,000632 53da 53032 8808
| i 0,282 65330 do171 2274 5531 332575 0,22g46y
F i 0,285 6576 4olkya 318 5619 53484 0,250128
&t 0,284 © 6423 40574 5566 5658 35711 0787
i 0,285 G450 41077 7217 567 33938 $i5%
i 0,286 G517 41581 0,3688791 5756 54169 2102
0,287 65064 41687 0,370529 5975 54596 2758
i 0,283 G612 d1ggk 2189 5814 34626 8413
! 0,289 6660 42302 G835 5835 31856 4008
{ 0,290 6708 42611 5521 5893 55087 hg21
; ‘ 0,201 6706 42922 7191 5952 35319 5374
}? 0,202 fiBod 43253 0,578865 5972 35502 Go25
i P 0,293 6852 43547 0,580542 Goiz 35785 G676
11 . 0,29% 6yo1 43861 2222 6ob2 36o1g 7926
r" ! 0,295 Ggbo ddagq 3gob 54 6oz 56253 2975
!t 0,200 Gg09 44493 5693 6152 56489 8625
i ll L 0,207 7048 44812 7283 G172 56725 9271
‘“ 0,248 7097 45131 ©,588977 6213 36961 0,235g917
f 0,299 7147 45452 0,390673 6253 52199 0,240563
Ji 0,200 7196 45774 2374 294 37437 1207

| i) 3 = e naat
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TABVLA TI (vid art. 93) 9
£ e L
z log yy 2 log vy 7 log
;0000 0,0000000 0,0040 0,0038352 o,0080 0,0076133
o1 0G5 41 0,003028% 81 7071
o3 1050 ba 0,0040235 82 fiong
03 2894 43 1186 85 8947
ok 5358 44 2135 84 0,0079884%
ab 45y 45 5086 85 0,0080821
ol 5784 46 A036 86 1758
07 6747 4y 4985 87 261y
o8 7710 48 g5 83 3630
ag 8672 4t 6383 39 45006
10 0,000(63% - 50 7852 90 fboz
11 0,0010555 51 8780 g1 G457
i2 1557 82 0,00%9%28 oz 2372
13 2517 53 0,0050675 93 8506
14 3478 54 1622 9% 0,0089240
15 4458 55 256¢ 95 0,000017%
16 5598 56 5515 96 1108
17 6357 57 #4462 97 2041
18 7516 b8 Séo07 g8 2074
19 8295 59 6355 0,0009 3gob
20 0,001923% to 7208 0,0100 4839
= e 61 8243 o1 5970
a2 1150 [ @,0050187 0z G702
23 2107 63 0,0060151 o5 7633
24 5064 6 1075 8564
25 fo21 G5 2019 ol 0,0000%05
26 4917 66 2462 oh 0,0100425
a7 5953 67 G905 07 1356
28 688g 63 4849 o8 2285
29 7835 69 5990 09 3215
3o 9900 70 6552 10 A4l
51 0,0029753 7L 7625 11 5073
B 0,0050709 73 3614 12 6oo1
55 1663 70 0,0060555 135 6029
34 2617 = 60070496 14 7857
535 3570 29 1456 15 8785
56 4b23 70 2376 16 0,0109712
37 5476 77 5%10 17 0,0110639
38 6428 79 4256 13 1560
3q 7281 79 51g& 19 2491
0,0040 0,0053332 a,0080 0,0076133 6,0120 0,0113417
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10 TABVLA 11
/ log ¥ 03 log vy k log yy
0,0120 0,0113417 0,0160 0,0150202 0,0200 0,0186501
21 4343 G1 1115 o1 7403
22 5268 Gz 2028 o2 8304
23 6193 63 2941 (%]} 0,0189205
!]' ! 24 7118 64 3854 ok 0,0140105
i | 25 Boi3 65 4766 o5 1005
LAl S e
il 26 8967 66 5678 of 1909
i 27 o,0119800 67 658y n7 2805
i 28 0,0120814 63 2500 ob F70k
| 20 1737 69 8411 0g 4603
{ 30 2660 %0 0,0150322 10. - 5502
| :
31 3582 71 0,0100232 11 4601
1 52 4bod 72 1142 12 7299
i 25 54ag 753 2002 13 B1g7
i 34 6548 74 2061 14 gogk
| 35 72fig 75 3870 15 0,0199992
! 36 81 go 70 4? 79 16 0,0200389
57 0,0129111 77 5688 17 1'}85
38 0,0130032 78 6596 18 2632
39 og52 79 750% 19 3578
4o 1871 8o 841z 20 449%
41 2791 81 0,010051q - 21 536y
42 3710 82 0,0170226 22 G264
i 43 4hag 83 1135 a3 7169
i\l ik 5547 8i 2039 2k 8054
; : 45 6466 85 2945 25 8348
4 |
‘ f 46 7583 86 5851 af 0,0200843
47 8301 8y 4957 27 0,0210736
- 48 0,01309218 83 5062 28 1030
! 49 0,0140135 89 6567 29 2523
Ii : 50 1052 9o 7471 50 5416
6 51 168 g1 8346 32 430q
E 52 2884 g2 oj0170280 52 5201
: 55 3800 95 ;0180183 33 6og3
54 4716 gk 1087 34 6985
1 55 5631 g5 1990 35 7876
lh 56 6046 96 2893 36 8468
i 57 7460 07 5706 39 0,0219659
f 58 8375 93 4608 38 0,0220549
hg 0,0140288 0,0109 . 5600 3g 1440
dl o,0160 0,0150202 0,0200 a,0186501 o,0240 0,0222330
it T R N — o, STmes
i '
i
lf
i
{
/) p
i
1 L




- . s e — —
TABVLA 11 11
I I log s h log yy h log ¥y
0,040 0,0222330 0,0280 0,0257700 0,0520 0,0202020
41 3210 81 8579 EM gk
42 410g 82 0,0259457 22 4361
43 43 83 0,0200355 23 5228
b4 5887 84 1215 24 €ogh
45 6776 85 2090 25 661
45 7604 86 agfig 26 7827
47 8552 87 3344 27 86g5
43 0,0220440 88 4g21 28 2,0209959
49 0,0230528 89 G5g7 a9 0,030042%
ho 1215 < qo 6479 3o 1290
ST
b1 2102 g1 7349 31 2354
b2 24933 oz Ba24 a2 3019
53 3875 93 g099 53 5883
54 4961 9% 0,020007% 3% 4747
i ] 5647 93 ©,02708%9 55 B611
56 6332 gb 1723 36 675
57 7h17 97 2597 37 7358 3
58 8302 g8 3471 33 8201
59 0,0239187 0,0209 4545 5g gobk ,
J 6o 0,0240071 0,0300 5218 o 0,0300g26
o1 e il o1 Gogt 41 0,0910788
62 1839 02 6g0% 42 1650
63 2723 03 7836 45 2512 -
A 3606 ok 8708 44 5375 #
65 4489 od 0,0270580 45 423%
66 b7z ob 0,0280452 iab 5og5
A 67 b25% 07 1325 by 556
68 2130 of 21q% 43 6816
69 8018 09 300b 4q 2676
70 8goo i 3y36 5o 8536
71 0,0249781 1 4Bob 51 0,0519396
2 0,02506062 12 5676 52 0,0520255
73 W EAT 13 6546 53 1114
7% 2423 1% 7é1h 54 19‘,’:‘5
75 3304 15 8284 55 2831
e e————— i
76 4183 10 0,0289155 56 5689 il
H 77 5oli3 17 0,02(0033 57 4547
78 5gla 18 6890 63 5405
79 G822 19 1758 59 6262
0,0280 0,0257700 0,0320 00292626 0,0560 0,0327120
J—e———— e
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TABVLA 11

12
F i
& log ¥y h log vy Z log g
0,0560 0,0327120 0,040 0,0361192 0,080 0,0681057
61 765706 0,041 Gyb4h 0,081 88012
G2 88535 0,043 78075 0,082 0,0050146
63 0,032068 0,043 86478 0,0703661
04 0,05350546 0,044 0,0394856 11157
65 1401 0,045 0,0403z200 0,085 18635
66 2257 0,046 11537 0,080 zfogo
67 di1a 0,047 19341 0,087 55027
63 3967 0,048 28121 0,088 doghs
6ig 4822 0,049 36576 0,089 48545
70 b6i7y 0,050 4460y 0,000 55725
71 6551 0,051 52814 0,001 63087
73 7985 0,052 6ogg8 0,002 70430
73 823g 0,053 69157 0,003 27754
74 gog2 0,004 7;394 0}094 85060
75 0,0339046 0,055 85407 0,005 92348
76 0,08407099 0,056 0,04034G6 0,090 0,07990617
77 1651 0,057 0,0501503 0,007 0,08006863
78 2504 0,058 0607 0,098 14101
79 3356 0,059 17628 0,099 21516
So 408 0,060 25646 0,100 28513
81 boby 0,061 33602 9,101 35603
82 G911 0,062 41550 Q102 42854
H 83 6762 0,063 44488 0,103 490999
84 7613 0,064 57397 0,104 57125
a5 8ib4 0,005 65285 0,105 64235
a6 0,0549351% 0,066 43150 0,100 71327
87 0,0350164 0,007 Bogg4 9,107 78401
83 1014 0,008 83817 0,108 85450
89 1864 0,06ig 0,0596618 0,109 q250
go 2713 0,070 0,06045398 0,110 0,089525
01 5462 0,071 2157 05111 0,0g06530
92 411 0,072 19395 0,112 13520
g3 5259 0,095 27612 0,113 20404
' 6108 0,074 55308 0,114 29451
i gd i) 56 5,075 4208% 0,115 34391
96 780% 0,076 50639 0,116 141515
97 §651 0,077 58274 0,117 48223
98 0,0359499 0,078 65888 0,113 55114
©,0309 0,05360340 0,079 23483 0,119 G190
0,0400 0,0301192 I 0,080 0;,0681057 0,120 0,0068849
ST —— e A e et S
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TABVLA II 13
0 FRIIT T
-
V3 log 3y h log 3w T log zy
0,120 0,040(8849 0,160 o,1230g927 0,200 0,1471869
0,121 45692 0,161 7192 0,201 42653
Byl 82520 0,162 A5 4 ©,202 834a7
0,125 80351 0,163 4032 0,205 89189
0,124 o0,0996127 0,10% 50908 0,20% o,14g4g4o
o125 0,1002907 0,165 G121 - 0,200 0,15000681
0,120 og0672 o,166 68521 0,206 06411
H 0,127 ; 16421 0,167 24508 0,207 12130
0,128 23154 0,168 80083 0,208 17838
0,129 298753 0,169 80845 0,200 23535
0,130 36576 0;170 9209k 0,210 20222
i 0,131 43264~ o171 | 01299151 0,211 34859
0,152 4qg36 0,172 0,1505255 0,212 40b0%
0,133 56594 0,173 1156 0,213 46220
0,154 63237 o174 17466 - 0,214 51865
0,135 6365 0,175 23555 0,215 br4n9
0,136 76478 0,176 290628 0,216 65125
0,137 83076 0,177 .  S56go 0,217 66757
0,158 85660 0,178 41740 0,218 74340 2
0,139 0,1006229 0,170 47778 0,219 20933
0,140 0,1102783 0,180 5580% 0,220 85516
’ o ' o +.
T~ 0,141 0g32d 0,191 50818 0,221 g108g
ok 15840 0,182 65621 0,222 0,15g6652
0,145 22300 ! wyaoe i & i oy wysbanaok
0,144 28357 0,18% 77789 0,224 07747
i Gras = z T . .
0,145 55340 0,133 85755 0,225 13279
L
41809 0,156 By710 0,220 18802
4862 0,187 0,1345653 0,227 24315
Siq0% 0,188 ;1401585 0,228 ag817
61131 0,189 o7bok 0,229 30310
67544 0,19¢ 13412 0,230 40795
e e
4 79943 0,101 19500 0,291 iba2by
! o z o
‘ Bo329 0,102 25194 0y252 513250
| 8hi7o1 0,103 31068 0,293 57e84
3059 0,19% 3liga 0,254 62628
0,155 o,119g40% 0,193 42782 0,235 6863
e o
‘ 0,156 0,1200733 p,1gb 48622 0,236 75408,
0,157 12003 0,107 54456 0,237 ~8g03
r
0,158 18357 0,193 60208 0,238 d430g
0,159 24649 tp,199 66074 0,239 8g705
0,160 01230927 0,200 o0,1471869 I _ opzdo o,1695002




1% TABVLA II
k log gy V: fog yy % log yy
0,240 0,16g5092 0,280 0,1903220 0,320 0,2098515
b 0,241 0,1700470 0,231 08249 0,321 0,2103040
: 0,242 05558 0,282 13269 0,532 07559
| 0,243 11197 0,283 18282 0,325 12450
I 0,24% 16547 0,284% 25286 0,324 17154
l 0,24 21887 0,285 28282 0,325 21871
_ 0,346 { 29218 0,286 53271 0,326 26502
f 0,247 32540 0,287 38a51 0,327 31245
| 0,243 . 57853 0,283 4300% 0,328 3hga1
| 0,240 43156 a,28g 48188 0,329 4dobg1
| 0,250 484b1 0,290 53145 : 0,330 45253
. 0,251 53756 0,291 580y 0,331 4ggog
0,252 bgo13 0,202 63035 0,333 54558
0,253 64280 0,203 67968 0,333 Sga00
0,254 6y558 0,20% 72804 0,334 63835
:' 0,235 74788 * 0,295 7811 0,335 68464
—— | e S S
0,256 8oong 0,296 82721 || 0,336 75085 '
| 05257 85261 f 0,247 87624 0,337 {2788
0,258 90483 0,298 92518 0,338 §2308
0,240 " 0,17956g8 0,209 o,1g97406 | 0,339 Bfig1o
0,260 0,1800505 0,500 0,2002285 0,340 91505
e, S SR i .
0,261 ob1oo . 0,301 o716y 0,341 o,2196095
. 05202 11288 6,502 AT 0,340 0,2200675
0,265 10467 0,503 10878 0,343 0d250
0,264 : 21638 0,504 21727 0,34% 05818
0,265 26800 0,305 afibfig 0,345 14580
0,266 51955 0,300 31403 0,346 18935
0,267 57008 0,507 36230 0,347 23485
0,268 &as3h 0,508 41050 0,548 28026
0,20q 45363 0,301 45862 0,349 32561
0,270 52485 0,510 5o 0,350 37001
0,271 57504 0,311 554064 0,351 41613
0,27 62696 0,312 Go254 0,352 40130
0,273 67;91 0,513 Ghody 0,353 50040
0,274 72877 0,314 6813 0,354 55143
0,279 77955 0,315 24581 0,555 Sgbio :
-—_—'—"_--—_-‘-———-_
0,276 83004 0,516 79342 - 0,356 64131
0,277 88085 : 0,517 840gh 0,357 68615
0,278 931358 0,518 83843 0,358 73004
0,279 0,1898183 0,519 §3582 0,359 27565
0,280 o,1q965250 0,520 0,2008315 0,360 0,2282031

.Mw e T Tem———

e

e
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TABVLA II B - |
|
h log yy ke log yy h log yy L4
i 0,360 0,2282051 0,400 1 0,2455716 o,liko 0,2620486 -g |
0,561 864g0 0,401 bogao ok a44g0 )
- 0,362 gogd 0,402 64158 o4z 28507
0,563 95390 0,403 G837t 0,443 %2511 i
0,364 0,2209831 0,40k #2578 o5t 56500 r
0,365 0,2504265 0,405 76979 0,445 Viofos i ‘
0,366 0864 0,406 30975 0,440 4ldgo { £
0,367 13116 0,407 85106 0,047 48475 | !
0,368 17552 0408 89301 0,448 5245% ﬂ 1
0,369 2194z 0,400 §35631 ok 56428 ’ 1|
0,570 265406 0,410 €.24g770b 0,450 60597 * ‘
|
0,371 Bog4d 0,411 02501874 0,ib1 6362
01572 55135 0,412 obods 033152 68321
0,373 39921 0,113 10196 0,453 77‘-_.;5 |
0,374 43900 0,414 14349 " 6,454 26226
0,975 48274 a,415 18406 0,405 g0171
IS ik S =
0,376 Habid 0,416 22638 0,456 das11
| 0,377 57005 0%y 26773 0,487 88046
| 0,578 61339 0,413 Bagob 0,458 91977 |
‘0379 65709 0,d19 55062 0,459 95903 |
6,380 70053 0,420 59153 0,460 0,260g824
: 0,381 74dgt 0,421 4520q 0,401 0,2703741
- e— el 0,422 47579 0,402 07692
0,383 83050 i oy e wiros P
0,384 87370 o4 55584 0,464 15462
0,385 91685 0,425 59679 0,465 19360
B P
0,386 0,2395093 o426 * 63769 0,466 23253
0,387 o,2400296  § o407 678535 0,467 27141 I
0,388 o150k 0428 71652 0468 31025
0,389 o883 0,429 76006 0,469 Shgok
0,350 13171 0,450 80075 0,i70" 38778
0,391 17451 0,451 84139 0,471 42648
0,392 21725 0,452 88198 o0z 46513 [
0,353 25094 0,433 g2252 0,547 $oB4
0,394 50257 0,454 0,2506300 0}474 54230
0,305 54514 0,435 02000344 0,475 ‘ 58082
FOE _— —
0546 58766 0,450 04582 0,476 61929
0,597 55612 0,137 08415 0,477 63771
0,508 4nad2 0,438 12444 0,478 6ghiog
0,309 h1487 0,459 16467 0,479 75443
ot 0,2055716 0,440 0,2620480  oifo 0,2777272
| W s=mmsy : -
i | |
d
| 4
¢ |
{ |
|
]
{
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16 TABVLA 11

SE=pear s :

b log gy = log gy % log gy
0,480 0,2777272 0,320 0,20206364 0,060 0,3060338
0,431 81096 0,021 36018 0,561
0,482 8916 0,522 54168 0,562
0,483 88732 0,523 57815 0,565
0,48% 02543 0,524 41455 0,564
0,485 0,2796349 0,525 45092 0,565
0,486 0,2800152 0,526 48726 0,506

0,487 03949 0,527 52855 o567
0,488 07745 0,528 56981 9,063 0,30g7823
0,489 11532 0,52 59602 0,569 03101292
0,490 15316 0,530 4 i3220 0,570 04753
0,401 19096 0,531 66353 0,571 08220
0,402 22872 0,532 70443 0,572 11678
0,493 26644 0,333 7404q . 9,573 15133
0,494 dodn 0,554 77650 0,574 19584
0,403 34173 0,535 81248 0,575 22031
0,406 37952 0,536 848in 0,576 25i7h
0,497 41686 0,537 83452 0,577 28415
0,408 45436 0,533 92018 ‘ 0,578 32352
0,409 49181 0,53y 95600 0,579 5585
0,500 52023 0,540 0,2009178 0,580 dga1h

Rtk |
©,bo1 56660 0,541 5002552 0,581 4201
o502 Godgz 0,54z 06323 0,082 46064
0,503 Giaz 0,043 Qgi8a5 0,583 40485
0,504 67845 0,544 13452 0,384 52843
0,505 71565 0,545 17011 0,585 56310
' 0,506 79281 0,546 20466 0,586 59710
0,507 73992 0,547 24117 0,587 (3124
0,508 82700 0,548 27664 0,538 66525
0,500 86403 0,549 51208 0,53g Ggga3
a,h10 goloz 0,550 34748 0,500 73318
0,311 95797 0,551 F8a84 0,691 76709
0312 0,2897487 0,562 41816 0,592 8oayb
0,513 0,2001171 0,553 45544 0,593 83481
0,514 04856 0,554 48869 0,504 86864
0,315 08535 0,655 Habgo 09,505 go23g
0,516 12200 0,656 Hbge7 0,596 93612
B,517 15879 0,557 bgézo 0,507 0,5196483
0,518 19545 0,558 Gaglo 0,548 0,3200350
0,319 23207 0,559 66436 0,599 03714
0,520 0,2026864 0,500 0,506g933 0,600 0,3209074
.N
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TABVLA 1H (v artt. go, 100) - ;
s == 3 . i
+ ¥ vel z I E g x vel z . & e
0,000 '©,0000000 0,0000000 0,040 [ 0,0080955 o,00008g4
0,001 DO1 ao1 0,041 o58% 6938
0,002 002 002 0,042 1033 0904
0,003 005 005 0,845 1084 1091
0,00% p0g 600 0,044 1135 107¢
¥ 0,005 o014 ; 014 6,045 1188 1128
P e e m— T
0,006 021 020 0,046 1242 1178
H 0,007 028 028 0,047 1208 1229
I 0,008 033 036 0,048 1554 1281
I[ 0,009 047 046 o;0kg 14512 1354
0,010 057 0d7 0,050 1471 1339
H qo,nl 070 obg 0,051 1532 1444
- 0,012 a8d oz 0,052 1595 1500
9,013 097 ogh 0,053 1656 1558
0,014 113 111 0,004 1720 1616
0,015 150 127 0,055 1785 1675
0,016 143 145 0,056 1852 1936
0,017 169 164 0,057 1920 1798
2,018 187 183 0,058 1989 1860
0,019 209 204 0,059 2060 1924
0,020 231 226 0,060 2131 1938
0,021 35 ) e | s | —_—— anhi J
0,022 280 273 0,062 2273 2121
0,023 30b 298 0,063 2354 2189
0,024 554 325 0,004 2431 2257
0,025 562 352 0,005 2509 2327
0,026 Sg2 331 0,060 2388 2398
0,027 423 d10 0,067 - 266g 2470
0,028 455 441 0,068 2751 2543 ]
0,029 489 473 0,069 2854 617
0,030 523 Hob 0,070 2718 2691
0,031 559 534 0,071 S004 2567
0,032 S0 a7+ 0,072 3001 2844
0,053 654 611 0,073 5180 2922
0,03% 67k 643 0,074 320g S001
0,035 714 686 0,075 5360 5081
,036 756 720 0,070 3453 5162
0,097 709 2066 ©,077 5546 244
0,038 Bk 807 0,073 3641 5327
0,009 889 850 0,079 5758 Ba11
0,040 0,0000050 0,0000894 0,080 0,0003335 0,0003450
[Aimabmam——— e ——— ; o e s b e
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TABVLA III
==rm e s s R
z vel z £ £ xvel z k ¢
0,080 0,0003835 0,0003456 0,120 0,0008845 0,00070693
0,081 3934 5582 0,121 8gg9 7822 L
0,082 4034 366y 0j122 9154 7948
0,083 41356 3757 0,125 9311 . Boyd
0,084 4239 5846 0,124 gibg 8202 i
0,085 4343 5936 0,125 628 8330
0,080 4448 doz7 0,126 9789 B45g
0,687 4555 d11g 0,127 ©,0000001 T 8590
0,038 4665 4212 0,128 0,0010115 8721
0,089 4775 4306 0,129 0280 8863
0,000 4384 4hot 0,150 of47 8486 F
0,001 4906 44g6 6,131 o615 g120
0,002 5109 4593 0,132 0784 6255
0,003 bazg 4691 0,133 0955 9390
: 0,004 5341 4990 0,134 1128 9524
0,005 5458 4800 0,135 1501 4665
0,056 5697 4gg1 0,136 1477 9803 k
0,007 5647 Soq2 0,137 1654 0,0000043
0,008 5819 5195 0,133 1832 ¢ 0,0010083
%290 hohz 5299 0,139 2012 oz2 %
0,100 666 5403 0,140 21093 a366
0,101 frga 5509 0,141 2576 obog
0,102 631 5616 0,142 2560 0653
05103 6448 5725 0,143 2745 0708
0,104 6578 5852 0,144 2933 oglh4
05100 G709 5gia 0,145 3121 10g1
0,100 6842 Goba 0,146 3311 12538
0,107 676 6163 a1y 8503 1387
0;108 F111 6255 0,148 5696 1536
0,100 7248 638q 0,14g 3792 168¢
4 0,110 5386 G505 0,150 4087 1858
0,111 7526 6018 0,101 4285 1Gg0
0,112 7667 | 6754 0,132 4484 21435
0,113 780g 6851 0,153 4684 2296
0114 7055 Goin 0,1 94 4886 2451
0115 8093 7088 0,153 Hogo 2607
0,116 8245 2208 0,100 b2gh 2763
0,117 8393 7929 Y8107 5boz 2021
0;118 8542 A1 0,158 5n0° So7g
05119 863 7574 0,159 bgzo 3258
0,120 0,0008845 a,0n07693 0,160 o,0010151 0,0013508
———. e e ————————




TABVLA III iy
i
a2 vel z b3 & x vel z E ¢
0,100 0,0016131 a,0013305 0,200 0,0025877 0,0020507
0,161 6344 3559 0,201 B154 0702
0,162 6559 F7a1 0,202 64335 o7
0,163 6775 35883 0,200 6713 1004
0,164 6gg2 4ok 0,204 6gg5 1202
0,165 2913 4211 0,205 =278 1490
0,166 7452 4377 0,200 7664 © 1689
0,107 7654 4543 0,207 7851 P | |
0,168 7878 4710 0,208 8159 2690
0,16g . 8103 4878 0,200 Bian 2201
0,170 8350 5047 0,210 8722 24g%
0,171 8558 5216 0,211 go1d abgy
0,172 8788 6387 0,312 0311 2701
0,173 9020 5558 0,213 9608 3106
0,17 % 9233 5230 0,214 0,0020007 3311
0,179 9487 5ga3 0,215 0,0030207 3513
0,176 9724 Go77 0,216 abog 3725
0,177 - 0,0019961 6252 0,217 0814 3532
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