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INLEIDING.

Dit proefschrift heeft zijn ontstaan te danken aan de opmerking
van Prof, Dr. J. WoLrr dat de meeste bewijzen in de dissertatie
van H. UNKELBACH ) aanzienlijk verkort kunnen worden door ge-
bruik te maken van de eigenschappen van holomorfe functies, die
een positief reéel deel bezitten in het rechterhalfvlak, en dat er
tevens een aantal nieuwe stellingen ontstaat, door de voorwaarde
die UNKELBACH stelt, te varieren.

Wanneer nl. een holomorfe functie f(z) een pos. regel deel heeft
in het halfvlak H(Rz>0), dan gelden de volgende eigenschappen,
afkomstig van Prof. WoLFF 2):

\ e . Ri@)
@) @) =72
Ri(z)
Rz
is) met de limiet 2 >0 voor Rz — | oo, onafhankelijk van c.
(C) Het getal 2 uit (B) is gelijk aan de hoekafgeleide van f(z)
f(z)

In oo, % = lim ang '(z)= lim ang —— .
Z—>00 z—>00 Z

Ri
(D) Voor iedere z in H is: —E(Z) =

()
f Rf
(E) lim ang Fe) = lim ang {'(z) > fz(ﬂg A, als a>0.

] Z 2—»0

Opm. Het = teken geldt bij (A) slechts, als:

f(z)—o 2B
f(z)+& 24P
Bij (D) en (E) geldt het — teken slechts voor de functies az--bi,
a en b zijn reéle constanten, a = 0.
Hieronder nu zullen enige stellingen van UNKELBACH op de boven
dangegeven manier bewezen worden:

(B)

is een nietstijgende functie van Rz(als Iz=c= constant

» le|=1; «, B en e constant.

| H. UnkerBacu, Usber beschrankte Funktionen, deven Wertevorral
gewisse Liicken aufweist. Mathem, Annalen 115, p. 208,
*) Comptes Rendus, tome 183, 1926.



2

1. ,Satz I" van UNKELBACH luidt:

Geg. w=1(z) is holomorf en |f(z)| < 1 voor z| < 1, {(0)=0, x=re'®
hoort niet tot de waardenvoorraad van 1(z) in de eenheidscirke],
f<r<], 0=o<2xz

2r log r-1
Te bew. I£(0)| sﬁl—g—zz?ﬁt(r).
= [
142z
Fl—z—7
Het = teken geldt alleen voor: ofy(z) =— 57— en voor de func-
l—ri-=

ties die hieruit door draaiing van het w- of z-vlak om de oor-
sprong verkregen worden.
Bewiys ,,door middel van het halfvlak”. )

I af(z)—1
Zij Czliz, dan is door ®({)= log e een holomorfe functie

Har— £(2)—a
met pos. reéel deel bepaald in het halfvlak R(Z) >0, want | ——~ =

1—ai(z)
iIs <1 en nergens =0 in de eenheidscirkel, dus de log. kan langs
iedere weg in de eenheidscirkel voortgezet worden.

: v i I
(1) =— . [£(0)]; RD(1)=log —
2|x| o]
RO(1 2r log -1
(1] < - 1(—) (A) geeft: |f’(0)f5%§—
Het = teken geldt alleen als |@'(1)|=R®(1), dus volgens blz. 1,
l—ez |
opm.: ®({)=a. I ~—ib, |g|=I.

Zien we af van draaiingen om O, dan mogen we ez door z en

1 1
—af(z) door rofi(z) vervangen. Uit ®(1)=log— volgt: a=log—,
b = ¢. Er komt dan: % r

1+rfr(z) 142z o 1
- of (z)41  1—z = r
waarin °f;(z) een functie is die s£—r en waarvoor het — teken
geldt. Men ziet gemakkelijk dat of (z) de gevraagde vorm heeft.

') |z] =1 correspondeert met het halfvlak R() = 0. De keuze van
() vindt zijn corsprong in de stelling van LINDELOF:

Ond. g(t) beeldt RL > 0 af op cen deel van het Riem. opp. R, liggend
over het rechterhalfvlak, met oo-voudig vertakkingspunt v.

h(f) beeldt R() > 0 af aop het gehele opp. R; g(1)=h(1)=1.

Gest. |g'(1) | < |n" (1) |- = teken alleen als g=h, op ,rotaties” na.
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2. Geg. w=f{(z) is holomorf en heeft pos. reéel deel voor R(z)> 0.
I(1)=1, f(z) #£%, Ru=a, [1+3)=p|l—a|, Jarg(l+a)— arg (l—u)| =
=¢, 0<¢<n A=lm angf'(z).

Z—>00
2al
Te bew. ) < - ng
g* p+
Bew. Stel ®(z) :( W"H‘ , dan is ®(z) holomorf met pos.
5 - : A
reéel deel in Rz>0; lim ang ®'(z)=—.
—> 00 2a
1 _ logp
RO(I)=R—— = ———, k=geheel getal.
=R e pri@imiy) = Togt prge ¥ —8ebeel ge
A ] 2alog p
Volgens (D): ?gRq)(l) of: X < @ TS

Transformatie naar de eenheidscirkel levert Satz II van Un-
KELBACH :

3 1 1 f-re® . 9. 2(1—r?) [+ .
‘:_‘; » A=y '=—'t_l =il =S [Pl £l
D,.CIJ T it I+r*—2rcos g - l—a‘
: 1+& . (1—re®) T sin g
td=imlog — =imlog——— 7 . S.ret — —aq.
gyl — e re®(re"¥1) " ¢ l—rcosg *

rsin ¢ n
———— =< — gekozen worden,
l—rcosp ™ 2

Bovenstaande ingevuld geeft de verl'mgde transformatie:

N
Wegens |{| < nmoet — o =arctg

I—2r cos ¢-+1?

T et e fip o
’?22(1—1*2),(—] ){Iog 1+(2a,rc g

—T COS

+<P—7r) }HM(W)-

Opm. In het halfvlak blijkt Satz II een eenvoudiger gedaante te
hebben dan in de cirkel.

3. Ock in de eenheidscirkel kan men Satz T en II een eenvou-
diger vorm geven door een lincaire transformatie, n.l.
Geg. w={(z) is holomorfen [{(z)| <1 in |z << 1. f(z) is nergens nul
in |z| < 1, {(0)=c.el, ly| =7, ¢c<1,limangi(z)=1, limang f'(z)=f"(1).
2—>1 z—>1
log? c 42

e
Te-bes. [F(0)| <2elog — en £(1) 2 51—
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i - l :
Bew. Zij c=l—7f dan is ®(Z)=log— holomorf en RG>0 in
=i w

1 I
RE>0. Dus [@(1)] <RO(1) of ——|£'(0)| < log . aed
C

Verder is:
$(€)=(—log W)™ holomorf en Ry >0 in RZ>0,

: $(©) ) Z—1 : | 1
=1 —— =limang —— —11] e
e e o1 BTz logw ey ™8 T TR (1)

—] — loe 1 =1
RU(1)=R og ¢ 0g ¢

— = S
log ce’  log?c+-(y+2kn)®  log? cy2

Uit Ay < RY(1) volgt de tweede te bewijzen formule.
Opm. De grenzen voor [{'(0)| en f'(1) kunnen niet verbeterd wor-

den:
_ (A—z)log*e +Y4) L
D, (z) =exloz o +iy) + oz c—iy voldoet aan de voorwaarden, terwijl voor

deze functie het = teken geldt.

4. Uit 3 kunnen nog enige grenzen voor [f'(0)| en f'(1) worden
afgeleid, die onafhankelijk van ¢ of van Y zijn:

1
1e. De functie h;(x)=x log — heeft op het vak (0,1) een absoluut
¥

maximum van de grootte e, dus:
2
(0)] = é-=0,7357. .

1 1
20. Wegens y2 =0 is: /(1) = -2—Iog =

) X242 s
30. De functie hg(x)=772' heeft een absoluut minimum voor
X

x=y op het vak 0 <x < oo, dus:

. Yﬂ_f__ 2
Filje— T
'}’

5. Geg. w=f(z) is holomorf en Rw > 0 in Rz > 0. f(1)=1,
lim ang f(z)=oco. Boog B (Rz=0, Iz < p) wordt door f(z) glad af-

Z—>00o

gebeeld op een boog B, (Rw=0, —oo<Iw<p).



1+&
f(z) o,y — = e+ YL
l—=

T™ bk
de bew prs——
SERESE

W&

Bew. g(w)=0(z)= (log -
\ — %

14&\1T  m—iy
)~

g(w) beeldt boog B, glad af op een boog B, van —ocoi tot Poi
dus door ®(z) wordt boog B glad afgebeeld op B,. Wegens ®(oo)=co

=4
) is holomorf en R®(z)>0 in

Rz>0. @(I):(iog

en ‘1)(])=mz_1 zal bij een gegeven boog B,, dus bij geg. p,,
m2-}-2
1
de grootste p behoren bij de functie d)m(z)=m2+¢2 (mz—ig). 1)

De grootst mogelijke p, behoort bij een boog B,, die correspondeert

1
met B, (—ool, ool), dus p, < — o P is dus kleiner dan pp, behorende
1%

1

bij de afbeelding door ®(z) en Pi=—p Pm is bepaald door:
1 _inpmi—iup
2n  mP4y2
of :
m3-+{2—20n Y—m)®*  wm—m? n%-m?
pm:_.—q)‘—q),:—(‘[)_ )_+ g....__ =
27=m 27=m 27m Zmm

Uit p < pm volgt hetgeen te bewijzen was.

; L z—1 w—I
Transformatie naar de eenheidscirkel, {="-—, o= - geeft
z+1 w1
de ongelijkheid die UNKELBACH in Satz VI vindt. (z) gaat dan over

in een holom. functie o(f), die de waarde S=re!? niet aanneemt in

') Grondslag is de volgende stelling (WHLNER):

Geg. G en g zijn gebieden, die door Jordankrommen begrensd worden,
welke een boog AB gemeen hebben, de restboog van g ligt in G; ¢ in g.
G en g worden op e¢en (O afgebeeld, waarbij ¢ in het middelpunt van de
overgaat (bij beide afbeeldingen).

Gestelde: Bij de afbeelding van G wordt boog AB op cen grotere boog
Vvan de cirkel afgebeeld dan bij de afbeelding van g.
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a—1
€] <1, terwijl [w(¥)| <1 in K<l p= JII_ geeft m=log 1 de boog
o 0

. i mi'
B(——ool, o —H) correspondeert dan met een boog A, waarvan
2m 2,
de lengte is:

T m *
2 arcctg (L_P% e =4arctg oy zodat de lengte «, van een boog A

van de QOf|=1, die door o) op een gladde boog van la|=1
wordt afgebeeld, voldoet aan:

ir = 4 arctg
or = 4 arctg log 1

Satz VII, VIIT en XII van UNKELBACH, waarin de voorwaarde
f(z) #a vervangen is door: f(z)=o alleen in vertakkingspunten
van de n® orde, kunnen Op overeenkomstige manier korter be-
wezen worden,

§ 1. Functies welker waardenvoorraad cen gebied, dat tot de eenlieids-
cirkel behoort, witsluiten.

a. Stelling 1.

Geg. w=f(z) is holomorf, [w|<1 en

i [
— ‘>e‘m voor |z| < 1,
w

l—&
e < Ja|=p, 0<p <1, £(0)=0.

2 T
Te bew. [w'(0)| < — =2 .Esiu(ilog —).
I—p2 & m P

Bew. Kies ¢ 26, dat a=pe'?. De functie ®(¥), bepaald door:
| —Fwr 1 - 1 . .
D) = Iog‘ﬂ, ?;=;+f, ®(1)= log ——ig, is holomorf en heeft
o—W l—z P

ok oo
pos. reéel deel in R = 0, terwijl 0 < R®(Y) < m. Dus Y(§) =—iem i

ligt in het rechterhalfvlak waaruit volgt:

19" ([ = R(1)

dy do| | d d w TP]—p?
"””':!d—;f}'}ae}'i’d‘;l"fda':ae“’ =W O

:—:(lugl—rpi) b :—:E 2 1 i

Ry(l)=TIe P =e sm(m log P,)



dus: TP ]—p? e f 1)
us E em ﬂ l“ (O” <em sin ( = log ,,)
m

waaruit volgt hetgeen te bewgzen was.
Opm. Voor m — oo komt er Satz I van UNKELBACH.

b. Functies waarvoor het = leken geldt:
Neem ¢=0, a=p. Het = teken geldt als Y({)=AL—Bi, A>0,

n:i

Tl 1
B reéel. Nu moet (1)=—iem % P zijn, of Ai-+B—em %5 dus
¥ j

i ] N I A

Ri=— i (E log —), B = cos ( -log — ]
m g \

Hierin is A >0 wegens m > log 71> 0.

De extremale functie is nu bepaald door:

s
em  e—w =Ail+B

of:
—peW  m C—Cz il e
log = —-log ; C=e )
F—W i l—z

De log. zijn bepaald door de voorwaarde: beide leden Eeéel als z=0.

' C—C
Doorloopt z de rand |z|=1, dan doorloopt z de gehele

reéle as, waarbij de punten C2 en 1 van lz|=1 corresponderen met
de punten 0 resp. oo van de reéle as. Als z de Ofz|=1 in pos. zin
C—Cz

de ima-
7

van C? tot 1 doorloopt, dan doorloopt h(z):—‘log
il

ginaire as van —ooi tot ooi, dus w doorloopt de O|w|=1 oneindig

zZ
<0,

—

C
vaak. Doorloopt z de andere boog van ©lz|=1, dan is ]
dus h(z) doorloopt een lijn // de imaginaire as en op afstand m daar-

van gelegen, dus w doorloopt oneindig vaak de O: =g,

l——pw
¢. Stelling 2.

Geg. w=1(z) is holomorf en Rw > 0 voor Rz > 0. lim ang f(z)=c0,
Z—r0a
lim ang f(z) =0, lim ang ['(z)=2, lim ang {'(z)=1'(0)

z—+0 zZ—>0a z—>{

W&

W—or' |

<e®m m>0, arg a= g—nb, 0<¢gg-, R(x)=a.
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m3\ )
Te bew. £'(0) > —— sh2 —*
0= 7 sin? § m

BEE

Bew. G)(z)z—i(ll—e is holomorf en heeft pos. regel

deelin Rz> 0. ) is de hoekafgeleide van ® in z—co.

i (0] mi
=lmang — = —.,
lq) Z—»00 g A 2753.
T\ 2 LR (7
lim ang ®'(z)=—i (1—em‘ W B B “2 18/(0) =
z—>0 m !ml?.

T g ™Y . Asnty .1(0)
2m m a

Wegens (E): lim ang ®'(z) = hp, waaruit volgt h.t.b.w.
z—>0

d. Opm.
Als m—»o0 komt er de stelling 1): ‘

Als w=f(z) een holomorfe functie met pos. reéel deel is in D
(Rz>0), met de lim ang. =0, resp. oo voor z—0, resp. z—»o0, en
de waardenvoorraad van f(z) bevat niet de gehele halfrechte:

[w| >0, %>a,rg w:%—q,zo, dan geldt voor de hoekafgeleide

1'(0) in nul, resp. A in oo, de volgende ongelijkheid:
4
'Oy = ——
= sin? )

e. Extremaalfunctie bij c:
We vinden op dezelfde manier als bij b, dat voor ®,(z), bepaald
door:

i D,(z)+a ( i ) m 3 _2m\-1
—log—2- 1" _qog14+—1 | A_" -, B=—il1 m
m e D, (z)—a i TAz+B 2ma 1(‘ < )

het = teken geldt, en dat deze functie het halfvlak Rz> 0 afbeeldt
op een oneindig-bladig Riem. oppervlak, liggend op de ,,ring”
D,

2—'1

tussen de imag. asen de cirkel T': =e™, De log. moet zo ge-

kozen worden dat ®,(0)=0.

') Prof. J. WoLFrr, Sur les fonctions holomovphes dont Vensemble des
valewrs est sowmis @ cerlaines vestrictions. Proceedings Vol. XLIII, No, 8,
1940.
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We bekijken deze afbeelding wat nader en voeren ze daarom in
étappen uit:

i m 4. W&
Zye=1 —,LAZ:B, Zy=— log z;; z;=e™; — =za: W=D,(z),
- B i ,
De cirkels door de punten == =D en - _]_;&7 =E (fig. 1) gaan

A

achtereenvolgens over in de lijnen:

, W&
arg z, = const.; Rz, = const. ; |z,] = const. ; cirkels =const.,
W—2t

De cirkels van Apollonius t.0.v. de punten D en E gaan achter-
eenvolgens over in de krommen:

W6l
— COnSst.
W—x

Opgemerkt zij, dat men niet de gehele cirkels krijgt, doch slechts
de bogen tussen imaginaire as en cirkel I' (fig. 2).

|2, = const.; Iz, = const. ; arg z, = const. ; cirkels arg

Fig. 1. Fig. 2. Fig. 3.

Als z loopt van D naar E langs een cirkel door D en E, dan
doorloopt w oneindig vaak een cirkel [W--%| : |w—ot|= const.
Met het stuk der imag. as in het z-vlak buséen D en E correspondeert
de o.v. (oneindig vaak) doorlopen imag. w-as, met het stuk der
imaginaire z-as tussen D en E correspondeert de o.v. doorlopen cir-
kel I'. Als z van een punt van ED naar een punt van het verlengde
van ED loopt langs een cirkel van Apollonius, I';, dan loopt w van
I' tot Rw=0 langs een boog I', van een cirkel arg(w--&)—
arg (w—a) = const. Als I'; zich samentrekt tot E, dan draait T,
0.V. om o.
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f. Stelling 3. (fig. 3)
Geg. w(z) holomorf, [w(z)] < 1 en [Ww+a| > l—ain |z]| <1, w(0)=0,

1_r
t<a<l, kzn.—;il, lim ang w(z)=1, lim ang w'(z)=w’(1).
Z—>1

Z—=>1
sin k 2k
Te bew. |w'(0)] <——: w'(l —tg—.
e bew. |W'(0)| < T W()akg2
1—w . =z
Bew. Stel wy=k——, w,=¢el™ = e Ul 1
ew. Stel w, 1w Wy=¢ g — (1)

g8(8)=—iw, is holomorf en Rg(t) >0 voor Rt >0.
1=V [ 1—z)\2
gO=ke" 15 (7 oy
1&'(1)[=Kk|w(0)], Rg(1) = sink
Volgens (A): kjw'(0)| < sir? k q.ed

Zij vervolgens f({)= - , dan is:
wa—I

f( i 1
lim ang —* = lim an = —5
t—a-oo g c z—>1 g 1+Z( ik ;-:;z J kW’(I) :

e w1
l—z
i sin k 1 k
(1) e* 1 2 2cosk 2 8 2

Door toepassen van (C) en (D) volgt het gestelde.
Opm. 1. Het = teken geldt als {({)=Af+Bi, A en B moeten
z6 gekozen worden, dat: ‘

f(l)=i(eki_])‘l, A >0 en B reéel.
Zij nu ®y(z) bepaald door (zie (1)):

1—®, i Cop 1=y ] z+-ek
ke, ™ e 110, K Celzri

dan zal voor ®y(z) in de hier bewezen formules het — teken gelden.
De gevonden grenzen kunnen dus niet verbeterd worden,

Opm. 2. Als a loopt van 1 tot I, dan loopt k van = tot 0, dus
sin k 2., e
van 0 tot I en T tg—z- van oo tot 1.

Opm. 3. De waarde b=1--2a wordt door w(z) niet aangenomen,
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volgens UNKELBACH is dus [w'(0)| <I(b) (blz. 2) en w'(1) =M(b,=).
Men ziet gemakkelijk in, dat voor corresponderende k en b:

k
M(b) =

2.0k
en M(b,=) < o tg 5 is.
g. Stelling 4.
Geg. Als bij f, i.p.v. w(0)=0, 2 <a<1 echter:

0<1<a, lim ang w'(z)=w'(-—1), lim ang w(z)=1—2a.

z——1 S et

4a®
Te bew. w'(—1).w'(l) =

2
2

Bew. Zij 1(C) en k als bij f, dan is w;== voor z=—1, dus
i

lim ang {({)=— .

Jim ang 1) =—

. —ke™ 4 = l—a w'(—I1)

lim )= -— . W(—1)=— , =

et e Y f

Bij f is afgeleid:
1 a
kw'(l)  =(1—a)w'(1)

met (E) volgt hieruit:
a nw'(—1)
m(1—a)w'(1) ~ 4a(l—a)
Het = teken geldt hier voor dezelfde functie ®4(z) als bij f,

—d

— q.e.d.

1
nl. k vervangen door = geeft:

a

k
®;(—1)= lim ang D (z)= 2ta(]—a) cotga

z—»—1

, , 4a®
y ] . —04'(1).05'(—1)= —-
a - 4
Oi(l)=— . — . tg—
i) l—a = 5 2
Ook hier kan de gevonden grens dus niet verbeterd worden.
Opm. Op het eerste gezicht zou men een dalende functie voor de
grens verwachten. Immers, een grotere a geeft een kleinere cirkel
van waarden die w niet aan mag nemen, wat een minder sterke be-
perking lijkt. Toch blijkt dit, tezamen met w(—1)=1—2a, een ster-
kere beperking voor w(z) te zijn, want er hoort een grotere grens bij.
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Stelt men a=1, dan gaat het geg. over in:

w(z) holomorf en |w(z)| <1 voor |z| <1, lim ang w(z)=1,

z2—>1
lim ang w(z)=-—1, lim ang w'(z)=w'(—1), lim ang W' (z)=w'(1).
E—y—1 B=—] z2—>1
Zoals bekend is, geldt nu: wi(l).w'(—1) =1.
y: . 4al 4
De grens is dus discontinu bij a=1, want lim — =]
a—1 T "

§ 2. Functies die een geg. waarde slechts één maal aannemen.

a. Stelling 5.
Geg. w(z) is holomorf en [w(z)| <1 voor |z|<1, w(0)=0.
W(z)=u0 als en alleen als z—=8, w (5)¢D

2]er] log } = ((1—I8%)
Te bew. |W'(0)] < — I I‘—— (1)
—— J
Bew. Volgens een uitbreiding van het theorema van ScHWARz
is f(z)= s Ezﬁ holomorf en [f(z)| <1 voor |z| <1, terwijl
aw—1 z—f
f(z)#01in |z| <1 (volgt uit het geg.).
1 T2
Zij g(¥)= log f(_)’ C:I——H, dan is g({) holomorf en heeft pos.
Z =

reéel deel in RC > 0.

vy i1 =] Az I—fef® I—{B{*
g)=|(—a)w )_-+p[( ) el
I8'(1)] = Rg(1)= | geeft l’x"gl\""(O)F” IB]: < log 9’

2] 2B 7 7|«

waaruit volgt h.t.b.w.

|
Het = teken geldt als g({)=2 log E‘ 41 argE waaruit na enige
& 4

herleiding volgt :
(1)) B @ Czig
) 4(z)_ o z—58 =i lf)g*
50,(z)—1  fz—I 2
Voor @,(z) wordt (1) dus een gelijkheid, terwijl @,(z) aan de geg.

voorwaarden voldoet. De gevonden grens kan dus niet verbeterd
worden.
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Opm. 1. Als bovendien gegeven is dat w ,,schlicht” is, dan volgt
uit de bewijsvoering:

N e

w(0) —— =

Opm. 2. Neemt men ¢=0=0, dan komt er:
w''(0)
w'(0)
b. Stelling 6.

Geg. w(z) is holomorf en Rw>>0 in Rz>0. w(z)== als en alleen
als z=0, w'()s£0, Rz=a, Rp=Db;lim ang w(z)=0, lim ang w'(z) =x

z—>0 Z—>00
lim ang w'(z) =w'(0).

= 2 log | — | voor iedere z met [z| < 1.

<4 log (zie stelling 11).

1
[w'(0)]

z=>0
Te bow. w22 |% " 22 o
. ar; .
Ry 'a(a—bm( )
Bew. f(z)= (log B : ) heeft pos. regel deel in Rz>0
b [j W—at

(dezelfde redenering als bij a).

(0) = lim ang f/(2)— [H—”(é* 5)“"‘0)](2 argg)‘i

~+{gro—galees)

=
A= lim angf(—z) {hm (zlog——};)—%hmangzlog +a] = ( 5
j W—u

60 Z 7—>c0 T—r 0 2(a—ba)

Uit f'(0) =2; volgt het gestelde.

§ 3. Funclies met gelijke randwaarden in verschillende punten.

a. Stelling 7.
Geg. w(z) holomorf met pos. reéel deel in Rz> 0, w(z) #x=a-Dbi,
lim ang w(z) = lim ang w(z)=o0, lim ang w’(z)=3, ]jm ang z.w(z)=p.

Z2—>c0 z—0 Z2—>r00

Het beeld van de pos. reéle as loopt n maal om .

Te bew. ;(-——)d.
nw
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RN
Bew. 1(z)=— (log — ﬁ) 18 holomorf en heeft pos. regel deel
wW— .
in Rz> 0. De log. is z6 bepaald, dat f(z)— oo als z—co langs de reéle
as.

W— A

[ i 2a \|71
lim ang E = lim ang [Z log( I ‘l)} = _-lim ang
L W

Z—+co z z—500 20 e z 2a

Als z loopt van oo naar 0, dan neemt {arg (W+-&)— arg (w—a)}
el

met 2nr toe of af, dus f(0)=- —, e2=—1.
2nx

( =t , =1

f{Z)=[10g(1+- e )J = [—ZWHiE—I- 2 +.. ' —
W—ar; W—at
e [ 1&g
(-t te)
i nT w—x
. f{z)—i(0) . —i2%? a a
f(0)=1 — =1 - g =
© zﬂ e z zinn it 2n*r® z(w—a) 2nir2y
(E) geeft:
a

_ A fru< a? i
= —=— 0 ——q.ed.
2nfnfy 5 0g i% ntr2 1
Ock hier kan de grens niet verbeterd worden, Het = teken wordt
bereikt door de functie:
_dum 2nmw |
mﬁ(z):(ae2azmi -+ ﬁ){c‘.’.az +i-—1 } .

die wordt gevonden door te stellen:

( DgtE\T 2uzti
f(z) E(log =
Dy—o 2nw

welke functie aan de geg. voorwaarden voldoet,

b. Stelling 8.

Geg. w(z) holomorf, |w(z)|<1 en w#a=re'® in |z|< 1.
lim ang w(z) = lim ang w(z)=1, lim ang w’'(z)=w'(8,),
z—-fi, z—>f3, z

=>[y
lim ang w'(z)=w'(B,), 2> arg B, >arg B, = 0, Jpy|=|B,=1. De
>0,

cirkelboog die |z|=1 loodrecht snijdt in £, en B, en binnen |z|=1
ligt, wordt afgebeeld op een kromme, die n maal om « loopt.

: 2o |1—af2\?
Te bew. |w'(B,).w'(3,)] ‘(IB_}BJ JT_HFZ)
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ew, Stel w= i—l—w’ L= i ":—B2

=W Z_Bz‘ S8y

l —fs

kozen moet worden, dat: g arg < E dan is w(Z) holomorf

met pos. reéel decl voor R?,'>O tcrwul o:{0)=w(co)=00

— (8 | |1
1imangij—:1imang 2P . ] 2, il b
L0 s> z—fy —fy | 1—w
I+w! 2
= lim ang | — 2y Bl - -
=+, I—w | | z—fy (W' (Ba)] - [Ba—Pal
A ; | Z2— = 2
lim ang w.{ = lim ang | L ’(jl \j—w——,——
{—0 i z—8g| |1—w | W (By)]. |Be—Pul
14re!?  1—r2+i(....) 1—|o[?
—|-re' = ey , dus de a van stelling 7 is: 2
1—re'? 1412 2rcosg [1—a|?

Met stelling 7 volgt hieruit:

4 S( I—]af? )2 4

- - — | — q.e.d.
W (@)W (85)] - [Br—Bsf* " \nr|l—a

Daar stelling 8 een transformatie is van stelling 7, kan de hier
gevonden grens evenmin verbeterd worden als bij stelling 7.

¢. Stelling 9.

Geg. |w(z)| <1 en w(z) holomorf voor |z| <1, w(z)=0 als en al-
leen als z=0, w'(0)#0. lim ang w(z)=1= lim ang w(z),

z—>1 z—>—1
lim ang w'(z)=w'(—1), lim ang w'(z)=w'(1).
Z—>—1 z—+1
a®
Te bew. {w'(1)—1}{—w'(—1)—1} = ot
Bew. f(z) =2z1.w=£0, f(z) holomorf en [f(z)|<1 als |z|<]1,
f'(z)= T, ——;, lim ang {'(z)=w'(1)—1, lim ang {'(z) =—w'(—1)—1.
G z——1

Volgens de stelling uit § 1, d is dus:

(w'(1)—1) (—w'(—1)—1) = i (¢= _,:)

') Omdat lim ang — 2 0, mogen we hiervoor lim ang

in de plaats
L—>o0 g {—co

zetten.
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Opm. 1, Beide factoren van het linkerlid zijn positief, want
w'(1)>1 en —w'(—1)> 1 (bekende stellingen).
Opm. 2. Ts nog gegeven: —w’(—1)=w’(1), dan volgt uit stelling 9:

w'(l) =3n1=2,57079. ...
Opm. 3.

{z—1)
Het = teken geldt voor de functie Dy(z)=z.ed +Dz+1—i,
Men ziet: @q(1)=®y(—1)=1, ®4(z) =0 alleen als z—0 en [@g(z)| <1
—1
TC_(Z L— heeft het teken van:
(141241

Re—D{(1—)z+ 14+ =R{|2]>—1+(z—2) +i(z+2)} <0 als |z <1

want R

@g(z) voldoet dus aan de gestelde voorwaarden, terwijl:

o Dy(2) 2nD4(z)
Bet=="+ {(1 i)z 1—ip’ 9
; . _2n —21— B 72

§ 4. Functies met vertakkingspunten.

a. Stelling 10.
Geg. w(z) is holomorf en |w]<1 wvoor |z|<1, w(0)=w'(0)=
= ....=wO"(0)=0, lim ang w(z)=1, lim ang w'(z)=w'(1).
z—>1 z—>1

Te bew. w'(l) =n.
w(z)

zn*l

Bew. g(z) =

is holomorf en [g(z)| <! in |z| <] (herhaalde
toepassing van ScHwaRrz) g(0)=0.
lim ang g8(z)=w'(1)—(n—1)w(1) = 1-w'(1) =n q.e.d.
z—>1
Het = teken geldt voor w=2zn.
b. Stelling 11,

Geg. w(z)=az"+bz" “'-L..., |z|<1, a0, n is een natuurlijk
getal, [w(z)| <1 als |z| <1, w(z) 0 als z=0.

b
Te bew. }—J s.zlog—l—.
a " lal
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Bew. Stel f(z)=a--bz+-....=z""w(z), dan is:

f(z) holomorf en f(z);:D in [z| <1, en [f(z)| <1 in |z|<I. Volgens
3 (inleiding) is dan:

[f(0)] =2 [£{0)| log — lf( )| of |b| <2Ja| logﬁ g.e.d.

Opm. 1. Voor n=1 komt hetzelfde resultaat als in stelling 5,
opm. 2, want in dit geval is a=w’(0) en b=3w"'(0).

Opm. 2. Het = teken geldt voor ®,(z)=2z2®,(z) (zie 3, inleiding).

c. Stelling 12.

Geg. w(z)=az"+a, 2" "4 .., |[w(z)| <] voor |z| <1, a,=ce'T,
w(z) 0 als z3£0, lim ang w(z)=1, lim ang w’'(z)=w'(1).

z—1 10g2 C+Y2 z—>1
"y = s B

Te bew. w'(l) =n-+ 2log ot

Bew. Stel g(z)=z".w(z), dan is g(z) holomorf, g(z)#0 en
lg(z)] <1 voor |z| < 1. g(0)=ce™, dus volgens 3 (inl.)

log2 ey
My=lmangg'(z) = —
g'(l)= _mang g ~ 2logc! Hqed.
g'(2) = — nz" " .w(z)+-z-n.w'(2), dus g'(1)=w'(1)—n

d. Stelling 13.
Geg. |f(z)| <1, {(z) holomorf en #0als |z| <1, '(a) =0, f(a)=ce!Y,
O0<c<l], —nm<y< =, limang f(z)=1, lim ang {'(z)= (1)
z—>1 z—>1
log? 2 (g2
Te bew. f'(1) = B oty g

logc! [l—af?’

Bew. w=— log f(z) is holom. en heeft pos. reéel deel in |z| <I.
w(l})=0 (zo is de log. gekozen), w(x)=— log c—i(y-+2kn) =B,
‘ p—w B Z—o ot
=0. Stel gll)=——=.—, {=
w'(ar) el g(t)= - i el , dan voldoet g(%)
aan de voorwaarden wvan stelling 10, dus lim ang g'(z) =2
z—>1
: E+E B flz) d
dus lim ang ——— .= - =9, of:
on PR 8 )
B+B F(1)|1—af* —2logc.f(l) |1—«f?

B I loglot(r—2knp I~

waarnit het gestelde volgt wegens (y+2km)2 = v2
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Het = teken geldt als g(z)=z2, dus voor de functie ®4(z) bepaald

door: -

q,s(z)ze—W(zJ’ B;W,(i_)ﬁ

w(z)+-B B

®Pg(z) voldoet aan het geg., dus kan de gevonden grens niet verbeterd
worden.

=%, B=— log c—iy.

§5. Even en omeven functies.

a. Stelling 14.

Geg. w(z) is holom. en even, |w|<1 voor lz] < 1; w(0)=0,
lim ang w(z)=1.
z=>1

Te bew. lim ang w'(z) = 2.

z—>1

Bew. Aangezien w'(0)=0, volgt het gestelde uit stelling 10.

De grens kan niet verbeterd worden: W =2? voldoet aan de voor-

waarden, terwijl lim ang w,'(z)=2. Merkwaardig is dat de veel ster-
z—>1

kere voorwaarde ,,w even” toch geen scherpere grens geeft dan de
voorwaarde w'(0)=0.

b. Toepassing van stelling 14 op wiet-even functies.

Stelling 15,

Geg. f(z) is holomorf en [f(z)| <1 voor |z| <1, £(0)=0.
lim ang {'(z)=f'(1), lim ang f'(z)=f'(—1), lim ang f(z)=

—>1 z—=—1 z—>1

= lim ang f(z)=1.
z—>—1
Te bew. {'(1)—'(—1) = 4.
Bew. Stel f(z)+f(—z)=2w(z), dan voldoet w(z) aan de premissen

van stelling 14, dus lim ang w'(z) = 2.
z—>1

(1) —f"(—1)
2

Hieruit volgt: -=2— q.ed.

c. Stelling 16. -
Geg. w(z) is holom. en even, |w|<1 als |z| <1; w(z)=0 alléén als
z=0, w'"(0)s£0.

2
Te bew. |[wIV(0)( <24 |w"(0)]log —= .
OS24 )i gy
rr - O
Bew. Stel s=22, ®(c)=w(z)= szo) B 4'( )crﬂ—.f-. s

waaruit ®"(0) a ;T elezen kan worden.
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Uit stelling 11 volgt: |®"(0)] < 4|®'(0)] log |@'(0)|* waaruit:

lwI¥(0)) 2
A N S S L 1| TR [T (i
Deze grens kan niet verbeterd worden. Zij nl. ®g4(z)=0,(z?)
(stelling 11, n=1). Zoals bekend geldt |®Z(0)|=4|®;(0)]| log [®;(0)|-1.
Wegens 20 (0) =®4(0) en @{V(0)=12 ®%(0) volgt hieruit:
BgV(0)]
12

zodat voor @4(z) het = teken geldt.
d. Stelling 17.
Geg. w(z) is holomorf en even, |w|<I en w30 voor |z|<I;

w(0)=ce', |y| <=, lim ang w(z)=1, lim ang w’(z)=w'(1).
z—>1 z—>1

log? ¢+
loget! '
Bew. ®(s) als boven, dan is w'(z)=2z0'(s). Het gestelde volgt

uit 3 (inleiding) door in te vullen: 20’(0)=w"'(0), 2 lim ang @'(¢)=

z=>1

=w’(1). Daar de grenzen voor w’'(1) en |w"'(0)| gelijk zijn aan 2®](1)

resp. 2/®(0)| (zie 3, inl), wordt de grens hier dus bereikt voor

D,y(z) =@4(2?), want dan is @] (1)=2D{(12) en |P,,(0)|=2|@{(0)].
Opm. Is geg. w(0) <0 i.p.v. w(0)=ce'Y, dan is:

w(l) = 2n

—2|®}(0)|log

|95(0)]

1
Te bew. w'(1) = |[w”(0)| <4c log — .
c

want dan is
log? ¢~} w2
W"(l) ;: _gj 2‘
log c-1 7
e. Stelling 18.
Geg. w(z) holomorf en oneven, |w|<1 voor |z] <1, w(z)50 als

270, w'(0)=ce'Y, lim ang w(z)=1, lim ang w'(z)=w’(1).
a=>1 z—>1

weLm?
— =7m.

log?c |- y*—1log ¢
—logc ]
Bew. w(0)=0. Stel w(z)=z.f(z), dan is f(z) een even functie,
die aan de premissen van stelling 17 voldoet, dus:

1
Te bew. w''(0) =< 12clog —; w'(1) =
c

1 . log? c-+2
1(0)] < 4clog - en £(1)=lim ang £'() = _gh;;"—

Hieruit volgt het gestelde wegens f”(0) =1w""(0) en f'(1)=w’(1)—1.
Het = teken geldt als f(z) =®,,(z), dus als w(z) =2.0,,(z).
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f. Stelling 19,
Geg. w(z) is holomorf, oneven en w4 in [z| < 1 ; [wl<1; |aj=r<].

Te bew. |w'(0)) < 2r ]/

—log r

— T=40),

Bew. Als w(z) #a en oneven is, dan is ook w(z) #=—a, dus
w? e w2 is een holomorfe functie van z%=g. Zij w(z) = a,z 4
+a2® a4 ... ., dan is w¥(z) =f(c)=ale-+2a,a500 1 . ... £ 42
Volgens UNKELBACH, Satz I:
2r2 Jog r—2

l—1d

17(0) <

Uit [f(0)|=[a/>=|w’(0)[2 volgt het gestelde.
Opm. De hier gevonden grens is kleiner dan die bij UNKELBACH
(er is ook een voorwaarde meer) nl, :

logr 2rlogr  4rflogr-! 4r?log? -1
te bew. 2r V < itk s v =
[—rt l—2 l—r* (1—r2)2
| —r2 .
dus moet log — > T wat door UNKELBACH is bewezen.
T =T

§ 6. Uithreiding van het Lemma van Schwars.

Zij F de verzameling der functies, die aan de voorwaarden van
het Lemma van Schwarz voldoen.

a. Stelling 20.

Geg. w(z) e F, w(B) = o, || 52|p]520.

R e P (1)

pz—aw 1—fz

Bew. Uit het geg. volgt: |w|<|z| dus ook ot < |B]. Verder

dat wy(z)=z~'.w(z) holomorf en lw,[< 1 in |z] <1 is, dus:

z—p i
1—fz |’ Y*{j

Wit
1—yw,

(2)

waaruit (1) volgt door in te vullen w, =z-!.w en Y=o.f"L
Het =teken geldt alleen als:
W= z—p

- — , le|=1 (3)
l—yw, 1—pz ¢l )

waardoor een holom. functie w(z) bepaald is, die aan het geg.
voldoet.
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b. Bij gefixeerde zis door (1) een cirkelomtrek I' bepaald, waar-
binnen of waarop w moet liggen. Uit (2)
volgt nl., dat w, tot een cirkel IV met
niet-euclidisch middelpt. ¥ t.o.v. E behoort.
Uit TV wordt T' verkregen, door de ge-
hele figuur uit O met z te vermenigvuldigen.
w ligt dan in het gearceerde gebied. Deze
grens is dus scherper dan ,Schwarz”,
want I' ligt geheel binnen de © |w| < |z].
Opgemerkt dient echter te worden, dat
hier gebruik is gemaakt van de functie-
waarde in @, wat bij SCcHWARZ niet het
geval is.

¢. De punten van I' met extreme af-
stand tot O liggen op de lijn door O en
zy. Voor de maximale afstand B geldt

dus:
|BB—laz| y —$
3z|-tfx_|]§- S 1—Bz Fig. 4.
of
PlBl+ ]
B=l|z|. ——— 4
2l Dl =

De Kkleinste afstand A nemen we >0 als O buiten T, en <0
als O binnen T ligt. Dan geldt:

zl—Alg] ol —ple| '
Be—Alal P % AP g e
Uit (4) en (5) volgt:
l«/—plg lel+-plg
2 gple = = o

Hierdoor is |w(z)| dus niet alleen naar boven, maar ook naar
beneden begrensd. Intussen is het linkerlid neg. voor |«|<plB|,
z—f

= >
I—fz
heid triviaal.

2|, en in dit geval is de eerste ongelijk-

g

dus voor
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d. Grens voor w(z) onafhankelijk van arg 2.
[ 1 2 .2
M:_(gl—u) is stijgend voor stijgende p
Plof+ B |af ple| 18],
(p=0), dus bij vaste |z| is B maximaal, als p max. is, en dit is
weer het geval (bij vaste |z|) als arg (z)=arg (—B), dus

_ lz+el iz B (1z| +|8) + || + Pz
14+ |Bz| e (j2l+-(8])+|g) + g2z

B=Bu als arg z=arg (—g). Uit |w(z)|<Bm volgt:
la 2
()] o] ZLCBIF281)+ lal -+l
2] (jo 4+ [BI%)+ 18]+ |3

e. Uit |w(z)|=A volgt:
- Stelling 21.
Als w(z) e F en w(B)=ea, dan is w(z) #0 voor:

(7)

e 0 0
1—Bz | | B
z—p Al ;
Bew. Voor = ’<)E is A> 0, dus |w(z)| > 0. (Zie c.)

§7. Nader onderzoek van w'(z), als w(z) e F.

a. Stelling 22.
Wanneer w(z) < F en W(3)=a, dan is

PW(0)—=

e il ®

Bew. Dit volgt meteen uit (1), door in te vullen z=0.

Bekend is reeds: |w’(0)|<1, dus w’(0) ligt in de eenheidscirkel.
Door (8) is een kleinere @, T, bepaald waarbinnen w’(0) moet
liggen. We kunnen (8) schrijven:

Bl _
)1—?“«'(0} <E. 753

dus I' is weer een cirkel met niet-cuclidisch middelpt y t.o.v. E.
b. Zij weer B de maximale en A de minimale afstand van T tot
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O (fig. 5, A>00of <0Qalsin § 6, ¢). Voor B resp. A geldt dan:

R VR
BB ~® TREE TR
al—lBlA a]—pI?
|a|—|oc|A Bl> A=y 9
Uit (9) en (10) volgt: Fig. 5.
| —pJ? |+ 1p]?
- A1) 11
Bli—a) = OI= G ()

De eerste ongelijkheid van (11) is triviaal als |e| < |B[2.

Opm. (11) kan ook meteen uit (6) worden afgeleid, door alle
leden door |z| te delen en dan z— 0 (dus p— |B).

Uit (9) en (10) zijn het middelpt M en de straal van T te vinden:

| 18] « 1—I[B[2
e R
2 el B B 1P

—A S i@

straal: R:B. = |BI*—lot|

2 [Bl(1—«l
Hieruit volgt:

o 1—B[? |BIP—lex?
w'(0)——. = (12)
O g e | = Tel(—a
Laat men |x/— [8] in (12), dan komt er |w’(0)[=1, een be-
kende stelling.
c. Grens voor arg w'(0).
Als o > [8]%, dan ligt O buiten T, en dan is:

aig W'(O)—'lfa‘-!i = arcsinizarcs‘m [ (13)
B M ] (1— 8%}

d. =fekens.

z=0 geeft in (3):

w'(0)—y -

?_(.;)Ww =—zB, |g|=1, =

Hieruit zien we, dat in (8) het =teken bereikt kan worden.

Zelfs kan w'(0) in ieder randpunt van I' liggen, wegens de vrije
keuze van e.
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Uit dit laatste volgt dan weer, dat (11), (12) en (13) de scherpste
grenzen zijn.

e. Stelling 23.

Als w(z) e F en w(B)=«, dan is (voor iedere f met |Bl<1):

|8 —]or]?

o (ph—al< (14)
Bew. (1) (zic § 6, a) kan men schrijven:
fw—az Ez_&\i
z—f 1—pz

Laat men hierin z - B, dan komt er (14).

w'(g) behoort dus tot een cirkel met middelpt. y en straal
IBP—Ial“

IBI(1—[e3)”
cirkel liggen. (Zie f)

f. Als A en B weer dezelide betekenis hebben als in § 6, ¢, dan is:

(Zie (14).) Deze © kan gedeeltelijk buiten de eenheids-

«f  [BP—la* ® |, B«
R A=
ol (1Bl —[B]2 (]2 1o
I T = T R
_ Tl (g1 a8 el (B 1] (16)
Bl—Ier® I—[g* B
Hieruit volgen weer twee grenzen voor W' (B)]:
a—IB)2 1+la : w4612 1—|a
R Svels =
Als x| > |B|?, dan is weer A>0, dus O buiten I, dus
arg w'(B)— argi < arcsin M
g |l (1 —[BI?)
g We zijn nu in staat volgende vragen te beantwoorden

(W(z) e F):
1°. is w’(z) begrensd?
2°. waar kan w'(z)=1 zijn ?
3% waar kan w'(z)=0 zijn ?
4°. bestaat er verband tussen w'(0) en w'(1)?
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ad 1°.
Het antwoord op deze vraag luidt ontkennend, want als
— 1
w(z)=1—V1—z, dan is w'(z)= ——=—= en dit is niet begrensd
2V1—z

in |z|]<1. Zoals men gemakkelijk ziet, is w(z) holomorf voor
|z] <1 en w(0)=0 (bij goede keuze van de wortel). Door
wy="V 1—z wordt de eenheidscirkel afgebeeld op een gebied, dat
deel is van {z-+1|<1 en dus is |w(z)| <1, dus w(z)eF.

Wel is w'(z) begrensd in iedere @ |z|<p<<I, zelfs is er een
grens die voor alle functies uit F geldt, bij geg. p<<1.

Bew. h{e)=—]or|24 (1—|B|*) ||+ |8]? is maximaal als || =4(1—|B]?),
dus:

h(e) <—2(1—[RI%)*+3(1—(B|3)2+|BI*=3(1+|B[?)?
Dit geeft, ingevuld in (16)
(14182

& c——————— |
W@ oo+ Jel<1 (17)
Zij b= 1}(@—”31), dan is b een dalende functic van |f| en dusis
Y - . W (b i )
e G R

een stijgende functie van [¢| als O<b<1, dus als B/ <l en
2i8| > 1—|@|® of |B|> v/2—1. Voor B=1+/2—1 is deze functie (het
rechterlid van (17)) gelijk aan I.

Voor B<4/2—1 echter, kan h(«) zijn max. niet bereiken
wegens [a|=|B|, want de waarde van |«|, waarvoor het max.
bereikt zou worden, 4(1—|B[?), is > |B| voor |B| <4/2—1. In dit
geval is h(a) stijgend voor 0< |x|<|B|, dus

<— B3+ (1—IBI?) |B]+|B[2=|B](1—I|B®)-
Hieruit volgt:

IBI(I—IBI) _
[Bla—I8®

De grens voor |w'(f)| heeft dus een horizontale grafiek voor

voor |B|<+/2—1.
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0<|z|=4/2—1 en een monotoon stijgende voor 4/2—1<|z|< |
(fig. 6).

Men rekent gemakkelijk na, dat de grafiek van :

(17) een horizontale raaklijn heeft in |B]=+/2—1. .

We hebben nu de volgende stelling. 2 i

Stelling 24. :

Als w(z) ¢ F, dan is: i

|

Iw(z)|<1 voor |z]<+/2—1 |

I

en: i

Xy D - =9 »
wi(z) < LEO lZl<p<l.  (18) . ;
4P(I—P') Fig. 6.

Als voor w=®(z) in én punt zy met |zg|=p > /2—1, (18)
een gelijkheid wordt, dan is (behoudens draaiing van w- en z-vlak):
p+0%)2°+(1—3p%z
(1—=3p%)z+(o+¢?)

14 52)2
en geldt in alle andere punten van lz| <1: |w'(z)| < ﬁ

()=

4p(1—p?

Vullen we in (14) in [w'(8)|=1, dan komt er, als |a|+[B],
BT o [
“3“ (ﬁ)}—idléT—W of EB]—M]S I_—TF' dus

_ Bl _ 28
=

—IBE+-1<2(8], [B]2+2/g]—1>0, [8]> v/2—1.

Gecombineerd met stelling 24:

Stelling 25,

Als w(z) e F, dan is |w'(2)| <1 voor |2| < 4/2—1. Als |w'(zg)|=1
e één punt z, met |2 < v/2—1, dan is w(z) ==z, [¢]=1.

Hiermee is dan tegelijk de 2e vraag (blz. 24) beantwoord.

zd 3%
Substitueert men w’(3)=0 in (14), dan komt er:
!ﬂlﬂ__rmlg 9 1 2 '2,‘_/0 d 3 - L]
o] < W of Jatf*+arl (1—[B|?)—|B[><0, dus |u| < |g[.

We zien dus: als w'(z,)=0, dan is [W(zZp)| == |22
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z, kan willekeurig zijn (mits |z, < 1), bij iedere z, zijn er functies,

Z—2Zy |2 .
. Aan de functiewaarde

waarvoor w'(zg)=0, b.v. w:z(

—ZyZ
w(zy) is echter cen beperking opgelegd.
I o
— =< |B], dus weer

Vult men in (8) in w'(0)=0, dan komt er l

le| < |B|?, echter nu met een andere betekenis dan boven, want nu
geldt het voor iedere f met 8| <1, dus: Als w(z) ¢ F en w'(0)=0,
dan is |w(z)|=|z|* voor iledere z met |z]< 1. Intussen kan dit
resultaat ook gevonden worden door toepassing van ,,Schwarz”
op z7t.w(z).
ad 4°.
Volgende overweging doet een verband tussen w'(0) en w'(l)=
= lim ang w'(z) vermoeden. Als w(z) = T en w(1)= lim ang w(z)=1,
z2—>1 z—>1
dan is [w(0)|=1 als w/(1)=1 en |w/(0)]<1 als w'(1)>1. Het
lijkt er dus op, of |w'(0)|.w'(1)=1. Inderdaad blijkt er een ver-
band te bestaan, zij het dan niet zo eenvoudig als bovengenoemd.
Stelling 26.

Als w(z)eF en lim ang w(z)=1, dan is

z—>1
‘(0 : = : 19
w'(0)— v | = v (19)
Bew. Uit (12) (blz. 23) volgt voor iedere z met |z| < 1:
L L DO 0
2 1—w@) | = T2 (—w(@)P)
Laat men hierin z—1 (ang.) dan komt er (19), want:
w(z) 1—|z|2 14 |z| 1—|z| 2 |
=¥ 15 == - = r— ¥ T T
z I—w(z)*  14+iwlz)| 1—w(z)] 2 wi(l)
}Z|2_.]w(z)ii= 12|+ |w(z)] ( s l——|z|)_}l__ 1
lzl—|zw2(z)] |z |2w(z)] 1—|w w(1)
w'(0) ligt dus in een cirkel T, met middelpunt en straal

w'(1)

e

1
—-, welke cirkel E dus raakt in het punt 1.

w'(1)
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Uit (19) volgt:
1

1
i) +1 lr—lw (0)+1fs1—;,m

w'(0) 1 1 ]) I : e £
12 () {1 ) = s o

Stelling 27.
Als w(z) e F en w(1) = 1, dan is

dus:

2

w'(1)= Tl_—I-W—’((m. (20)

(20) is minder scherp dan (19) als w'(0) niet reéel is, maar heeft
d.e.t. een prettiger vorm. We zien hieruit:

als w'(0)=0, dan is w(1)=2 (stelling 10 voor n=2),

als w'(l)=1, dan is [1+w'(0)| =2, dus [w'(0)|=1 (ook al bekend),

als w'(0) dicht bij —1 ligt, dan is w'(1) erg groot.

Uit (20) volgt een grens voor w'(1), onafhankelijk van arg w'(0),
en tevens een grens voor |w’(0)

r 2 . % 2
w'(l)= W resp. [w'(0)] > w (i) —1 (21)
De bij (19) gevonden grens kan niet verbeterd worden
w'(1)>1 kan men nl. een functie construeren, zodat w'(0) in een
willekeurig randpunt van T ligt. (Het punt 1 maakt een uitzonde-
ring, want als w/(0)=1 was, dan zou w'(1)=1, in strijd met
w(1)>1.) Uit (3) volgt nl. voor w(z)=z.w,(z):

. Bij geg.

3,223
w(z) = ﬁiz——{—ii, 8, en 8, const.
82218y

w(z) e F als [8,<[8;]. Wegens w(l)=1 moct 8,+8,=8,+8;, dus
8 —8;=8;—38,. Stel §,=a-Lic en 8,=b—ic, dan is:

wir)—1— DB BBz a(r—1)tie(zi22+1)

522+§, B (b+ic)z---a—ic

r '.W_ _II_I . ll
W‘(l):hm ang l"([,) 1 it &(Z )+1C(Z ) 2a

s>1 z—1 .,y (a+b)ficz—1)  atb
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1
Stel w'(1)== - dan is a--b=2ap en b--—pa=a(p—1I1)

I b—ic b—ap—ic(1—p)
f O _— — — = = {p—
w0 w'(l) a—ic : a—ic (=D

atic

a—1c

1 1
— | =[p—1|=1— ——— terwijl
W) ‘ Lo e T
i a
arg (w'(O)— . ([}) ——2arctg — iedere waarde #0 kan aan-
(1), c
nemen wegens de willekeur van a en ¢ (as£0). De enige voor-
waarden waaraan a, b en ¢ moeten voldoen zijn nl.: b=a(2p—1)
en |a--ic| > |b+-ic| of la|=|b|. a en ¢ mogen willekeurig geko-
zen worden, kiest men b dan zo, dat b=a(2p—I1), dan is aan
beide bovengenoemde voorwaarden voldaan wegens —1=2p—1 < L.
Voor a=0 echter komt er b=0, dus w(z)=z, in strijd met
w(l)> L.

We zien: | w'(0)—

§ 8. Gevolgtrekkingen wit § 6 en § 7.

a. Als geg. is dat w(g)=0, dan geven (l4) resp. (8):

resp. |w'(0)|=|8l. Uit het laatste volgt:

Stelling 28.
Alsw(z) ¢ F, dan is w(z) #0 voor 0 < |z| < |w'(0)| (verg. stelling 21).
b. Stelling 29.

De vergelijking a,z"-+a, ,2° '4....4a;z+a,=0 heeit geen
|
wortels met moduius<~ﬁ9l— )
T |ak|
- e
Bew. Stel w(z)= L(aﬂ—I—alz;—!. - | e ), dan w(z)eF en dus
ax
w(z) #£0 voor 0 <|z| < [w'(0)|= -i% (stelling 28).
k

Hiernit volgt het gestelde.
c. Als |z| < |w’(0)|, dan kunnen we nog meer zeggen dan
w(z)=£0, nl.:
|2l 1w (0) |—lz?

MEI= T o) o

) Vergelijk Scaun. Lessen over de Hogere Algebra, deel I, § 226.
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Uit (9) volgt nl. wegens |w'(0)| =B,
(w(z)| 4122 |z|(14 [w(z)]) [w'(0)]

waaruit (22) meteen volgt.

Uit |w'(0)|=A (zie (10), blz. 23) volgt:

[2l(1—[w(z)]) . ['(0)] = Iw(z) | —]2?] of:

|z[*4-|w'(0) | |z]

14 |w’'(0)||z|

Als |w'(0)[£1 en 0<|z|< 1, dan is (23) sterker dan |w| < |z,
want:

Iwiz)| < (23)

2P+ |w/(0)] . |z] (lzi—lz) (1—|w'(0)]) _
= ﬁlz[— ’ =~ IZ[
14-[w'(0}] . |z 1-+|z] . [w’(0)]

Door (22) en (23) is |w(z)| tussen twee grenzen ,,gekneld”. Ver-
gelijk ook (6), blz. 21.

§ 9. Over de lengle van beeldkrommen.

a. Stelling 30.

Geg. f(z) is holomorf en heeft pos. regel deel in Rz >0,

f(et)=ec. T is het rechte lijnstuk tussen «+p en a+-q, g =>p=0.
I is het beeld van T'. Rg=a>0.

Te bew. lengte I < lengte T

Bew. De lengte van T’ is q—p. Wegens (B) is Rw=u<x op
de horizontale rechte door a(x=a).

%t u %-q x+-q
2 |
lengte I'M= / If(z)| . |dz| < [*dxs_.’, [dx:q——p‘
e o x o
%Z+p +P ¢ +p

Het =teken geldt voor f(z)=

b. Stelling 31.

Geg. w=1(z) is holomorf met pos. regel deel in Rz 0.
zy=g(t) is de parametervoorstelling van een kromme I', waar-
van het stuk Ty tussen de punten t=0 en t=a de lengte 1{a)
heeft. Verder is voor t>t,: |arg g(t)]g%—,u, @>0 en wast.
Rg(t) >0 voor t 20, g(t)—oco voor t—oo. I'y wordt door w={(z) op
cen kromme T, met lengte 1'(a) afgebeeld.



31

1:'
Te bew. lim (@) = lim ang f'(z) =&
a—>00 1(3-) 2—>00
Bew. Uit het geg. volgt z;—oo0 (ang.) veor a-»oo. Wegens
lim ang |f'(z)]=n (gelijkmatig) is:

Z—>00
z(8) 23(a)
e N i |
lim = Tim [ [(zg)]. Azl < [ ldz|=2 qed.
a—>00 1(&} A—>C0 v
2:(0) 25(0)

c. Stelling 32.
Geg. Als bij stelling 31, bovendien f(z)#1.

2
Te bew. lengte I'< = — =
: o1 e a1 il
o= o—1
eﬁ(ﬂ)+1
Bew. Stel f(z)z_e-FET, g(z) is hol. met pos. reéel deel in
R(z) >0
T [ e g'la)]. e
, e2®) lg'(z)]. |dz] _
lengte I":./‘H (2)] - !dZ:_'/‘ leg(z?_ll'z =
o+Dp %Z+p

%+q
.3 / Rg(z)dx
= .\:|Cig("’]—e_*‘“‘""i2

x4D

Zij = arg (3(z)—g(«)) en g=arg <gm+g( ), dan is

|cos o)< |cosp,| als Rg(z) >0 en Rg(x) >0, dus:
{ 2)—Rg(«) | _ |8(@)—gl)].Jcos v _|8l2)—€l)
gl@)+Rg(z) | [gla)+e(2). [cos el | g(2)+8()
Wegens gle) E@ ;{ s geldt dus, rechts van « op een
+gla Z--a
horiz. lijn:

Rg(«)—Rg(z)
Rg(o)-+Rglz)  x+a
Stelt men nu g(z) = 2(g;+igs), & en g, reéel, dan is:

|e*g‘”ﬁe*13(z1|2_—_e231+e'3g’—2 cos? g,+2 sin? g, = (e5—e #1)2,

i

M| =

of Rg(z)= i Rg(x)

u(?é%—&) %{ (Zm)a‘f‘ 6! (281] -f-----}_ is een mono-
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toon dalende functie van g, voor g,>0. We krijgen dus:

o+q o+a

, 2g;.dx [ 2gdx
lengte T' 52_[ &Ieg1+1g,ﬂe—ﬁ.—lx.|2 52_/ W =
®%+p D
e mia a+aq
~ Kk . k 1 '
= dz [ _ke¥d —
X X 2
=2 k  k\2 2 k 5 =
x(\(}i.’x_e Zx) (_E"—‘i—l) ex—1]
e+p D CER
2 2 d
= u okl 5 a o1 e
pat glﬁ —] ea+p tog | 21 —=4

Als o>1 18, dan wordt het =teken bereikt door:

k

ez 41 a1
Pp(z) = ——, k=alog m—!{

ez—]

Want voor o> 1 valt ' langs de reéle z-as, en I' langs de reéle

2 2
w-as, dus lengte I =@, (a+q)—@y; (a+p)= — —
eq+a—] epto—]
Voor iedere « is (bij vaste p):
tim ¢11(“+Q)_“D!.1(°C+P) _ 2 -l 2 _ 2
e k k 1
Qoo q—p g 2y o ‘
De lim. hiervan voor a-—soco is:
: 2 ’ 2 - f?
b ————a=n i lim |
AR log [ aﬁxa.R(E-{—...) o
o— o

als a irreéel is. Voor &> 1 kan de grens dus niet verbeterd worden,
maar voor irreéle « soms wel. Daar kan nl. voor grote a en q de
grens > 1 worden en in stelling 30 is reeds een grens =1 ge-
vonden.



STELLINGEN

I

Wanneer tussen de stralen van 2 lineaire congruenties, waarvan
elk kruisende dragers bezit, een algebraische (1,1) verwantschap
zonder singulariteiten bestaat, dan is er minstens één projectiviteit
tussen de twee Ry, die elk één van de congruenties bevatten, zodanig
dat toegevoegde stralen der congruenties tocgevoegd zijn in de pro-
jectiviteit.

L

Wanneer tussen de stralen van 2 lineaire congruenties — liggend
in dezelfde R,— een algemene (1,1) verwantschap zonder singulari-
teiten bestaat, dan is de m. pl. der punten waardoor twee toegevoeg-
de stralen gaan, cen biquadratische ruimtekromme, die elk der
dragers 2 x snijdt.

11T

Een birationale quadratische verwantschap tussen de punten van
een vlak heeft i.h.a. 4 dekpunten.

Iv

Het tangentenoppervlak O?f van een algemene biquadratische
ruimtekromme heeft een viervoudig punt in de top van elk der 4 ke-
gels, die door de kromme gaan. Dit O®is invariant voor de groep der
4 centraal involutorische collineaties waarvan het centrum in één der
toppen ligt en het dekvlak door de drie overige gaat, en snijdt een
vlak door drie der kegeltoppen in een dubbeltellende 4e graads-
kromme met dubbelpunten in de drie in dat vlak gelegen toppen.

Vv

Als w = {(z) een holomorfe functie is, met f(0) =0 en |w| <1
2r log !
] —1r2

uit |[w| < r minstens éénmaal aan.

voor |z| < 1, terwijl |{'(0)| > dan neemt f(z) alle waarden






VI

De differentiaalvergelijking van RIccATr

b i ] 8 — gt
s T T8
waarin i en ¢ constanten zijn, en 8 en = functies van s, kan ineens
opgelost worden door de variabelen te scheiden.
Dit is korter dan de manier, die in verschillende leerboeken wordt
aangegeven (Zie b.v. EISENHART, Differential Geometry, pag. 25, 26
en 29).

VII

Als w = f(z) holomorf is en Rw> 0 als Rz > 0, terwijl de
waardenvoorraad van w de opening o (0 < ¢ < =) in het oneindige
heeft, dan is;

. W @
lim ang— = 0 voor p> =,
z=

Z—> 00 k)

VIII

Tardi’s afleiding der correctie, die op de lengte van een invardraad
voor basismeting moet aangebracht worden als deze bij een andere
zwaartekrachtswaarde wordt gebruikt dan bij de etalonage gegolden
heeft, is aanvechtbaar. (P. TARDI, Traité de Géodésie § 58, 4°.)

IX

De slingertijden van een volkomen buigzaam koord met de lengte
L, dat aan zijn boveneinde vast bevestigd is en dat onder de invloed
van de zwaartekracht kan slingeren in cen verticaal vlak, zijn bij
benadering gelijk aan de nulwaarden der functic van T:

dr . /L 2 1 [f—4p2l\
sy s iy
TY e o (nl) I*g
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