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AVANT-MOT.

Die Berechtigung einer nemen Theorie
wird gepriift an ihrer Finfachheit, an ihrer
Uebereinstimmung mit frither bekannt ge-
wordenen Wahrheiten , an ihrer Umfass-
lichlceit und Fruchtbarkeit. Dr. Dornix.

Bien des choses jugées d'un certain point de vue sont
taxées &tre imaginaires , impossibles, wvides de sems, elc.

Oes choses regardées d'un auntre point de vue peuvent
perdre ces qualifications et se montrer toutes réelles.

La Théorie des mnombres complexes ct le complément

renferment des principes pour prouver cette vérité,

Z-DB. G. C. L.
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ERRATA.

Planche. — Th. e¢. d. n. concrétes, lisez complexes.
Page 8, ligne 7, lisez B a™MNz.%) = av/a.(—p'—) =

» 45,
» 16,
» 26,

»

»

L]

8 en remontant, liseza?= 1+1p"—1=1p"—1.

12 » »  lisez /1, 2741, 51, ete.
8 » »  Remarque. Sur cette page et

dans la suite se trouve que ==y dans Pexposant “— 1.y mar-
que le nombre des degrés; le nombre y indiguant la grandeur
de l'are de la direction , exprime le plus souvent cette grandeur
en unités du rayon.

Page 36, ligne 9, 0° lisez 0.

»

66 ,

»

»

2 en remontant “— b, lisez |8-— b.

193 » lisez encore : ou 141 =
(cos 1 -+ p— 4 sind).

12 » » — < 0, lisez < 0.

+ 12
4, Sign., *+ 12 lisez Sign. ~5 =&+ 53

—_— + — an

=k, » — = — .

it ! + 0

3, racine absolu, » racine absolue.
=1 o A,

18, etV —1tx, I ot S

7 en remontant Bb — 37— 1, lisez:

Bb = p'— 1. asingp.

14,




§ 1. Nombres ; absolus, complexes. Les nombres
indiguent les quantités, et comme tels ils marquent le
rapport a I'unité,

Dans I'Arithmétique ils ne sont employés que pour mar-
quer cette relation, soit & 'unité absiraite , soit A Punité
conerete,

Dans les autres parties des Mathématiques les nombres
ne marquent pas simplement cette relation & I'upité; a
Paide de signes ils marquent encore d’autres relations ,
auxquelles on peut donner en général le nom de position,
de situation , de direction.

Les situations, les directions les plus connues sont celles
de positive et de ndgative ; la situation négative comme
toutes les autres se rapportent i la position positive , qui
sert de base i toutes les autres et par laquelle la signi-
fication de toutes les autres est determinde.

Dans ce qui suit les nombres seront divisés en nombres
absolus et en nombres complewes.

Les nombres absolus indiquent simplement la quantité ;
les nombres complexes marquent non seulement la quan-
tité , mais encore la situation, la direction.

Le nom de divection est employé, pour marquer la
situation , la position, ot une grandeur se trouve comtne
Pindice de ses relations,
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Et comme les nombres représentent des grandeurs , la
direction dans les nombres impliquera pour les grandeurs les
idées dérivées de la direction comme signe des relations.

La suite rendra plus claic, ce qu'il y aura d obscur dans
cette définition.

Fig. 1. Soit O lorigine; OA une grandeur dans la
direction fondamentale, positive; on peut se figurer que
la grandeur OA passe de cette position dans celle de 0N’
a Paide d’une rotation de 180¢, Vorigine O restant fixe,
tandis que le point A déerit I'arc de 180°.

De la méme maniére les autres directions peuvent étre
determinées, A Daide des arcs déerits par la ligne sur le
centre O.

Les nombres complexes renferment les deux facteurs pour
indiquer ces différents rapports :

—a—=—1.a; V—at=y—1lyad=y —1.a,
signifiant : — a contient ¢ unités , dont chacune se trouve
dans la direction marquée par — 1.; /—1. a renferme
@ unités , chacune dans la direction 1/ — 8

§ 2, Distinction des directions en direetes et in-
directes. Signes pour la direction.

Il est nécessaire d’observer déja ici, que les directions
se divisent en directes oun données et en indirectes ou
possibles.

On entend par direction directe, la direction indiquée
divectement par le facteur directif; par direction indirecte,
possible ou imaginaire, celle, non donnce directement, mais
implicitement ; glle comprend outre la direction directe,
marquée par le facteur directif, les rotations complétes ou
de 360, que la grandeur a faites outre celle indiquée
par la direction directe.

Pour indiquer ce qui précéde, on doit savoir que dans
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la suite pour marquer les directions dans les nombres
complexes, on se servira du signe (]) suivi de I'arc ou
des degrés qui indiguent la rotation, ainsi
+a=-+1.a sera = 10%a=al0-
—a=—1l.a » =M80.e=afr,
et ce sera la signification de la direction directe; la direc-
tion indirecte impliquera encore les rotations possibles, et
signifiera par conséquent :
Qutre: + a= 4 1.2 = a0 encore a2r, a4, a}2nx.
—a=—1dla=alr » a3z, albr,af(@n+1)7.
ete, etc.

§ 3. Les réductions des nombres compleres. Les
opérations par rapport aux Facteurs de la direction.
Dans les mathématiques on applique aux nombres complexes
les dillérentes opérations, par lesquelles non seulement
les nombres absolus, renfermés dans les nombres eomplexes
subissent des réductions, mais aussi les signes , qui mar-
quent les autres relations présentent & la swite de ces
opérations des transformations particuliéres.

Les opérations principales, (Iaddition, la sonstraction
In multiplication, la division comme aussi I'élévation aux
différentes puissances) n’ont pas introduit d’autres directions,
marquant la rélation; — les nombres ne restaient que
positifs ou négatifs.

Ce n'est que par l'extraction des racines que les tacteurs
de direction sont augmentds, ce qui a produit une espéce
particuliére de nombres, nommés vnaginaires, fmpossibles
efe.; par la cowbinaison de ces nombres et les réels on
obtint les formes compleses, 4 a4 /— 1. b.

La racine d'un nombre absolu est un nombre absoly
rationnel ou irrationnel; et dans ce cas chague nombre

na quune seule racine pour Ueatraction de chaque degre,
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§ 4. L’extraction des racines des Facteurs de
la directiom. — Dans les mathématiques se présentaient
les cas, que la racine était demandée d’un nombre dans la
position positive ou négative.

par ex. =" =k 1 yra’.

1% a"* — a; wais quel est le sens qu'on doit attacher 4
la demande: la racine d'une situation, d'une position,
dune direction ?

Peut-8tre on ne s'est pas fait cette question, parce qu on
w'aura pas fait attention aux différents éléments, cowpris
dans les nombres complexes.

Dans certains cas il paraissait quil n’y avait pas de
difficulté # determiner les racines , on avait par ex.

pra-ad=t0; pre® =4a
en général les racines d'un degré impair de nombres posi-
tifs ou mégatifs donnaient un nombre positif ou négatif.
Aipsi. ¥t + a22+! = + @

La réponse & la question: Pourquoi? était tout simple-
ment: que les racines élevées au degré indiqué , suivant
les régles de la multiplication, donnaient la puissance
primitive.

Cette réponse cependant n’éclaircissait pas pourquoi
Vextraction de la racine d'une direction ne changeait en
rien la direction primitive; surtout puisque l'affaire était
tout autre dans les racines d’un degré pair; on avait
pourtant 1/-+ a2 = -+ a, et de méme avec toutes les
racines de degré pair de nombres positifs; en général:

Bt e = £ a.

Ta raison gu'on donnait était la méme que dans les
racines de degré impair; — mais ce n'était pas expliquer
laffaire & fond; on mne donnait pas les raisons de la
diflérence, que dans les racines de degré pawr d'une gran-
deur positive , la direction de la racine est double, positive
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ou négative , tandis que dans les racines de degré i aie
d’un nombre dans la méme direction positive la racine n’est
que positive.

Plus grande était la difficulté, qui se présentait dans
les racines de degré pair de nombres négatifs ,

V — a’*non = 4@,

et comme on ne connaissait d'autre situation et qu’on ne
savail délinir cette situation inconnue, on donmait simple-
ment le nom d'imaginaire, dimpossible aux nombres re-
presentés par ces racines.

On les indique en général par le signe Vel iy —
ces nombres proviennent de la formule générale :

],}___aﬂu:al:a}_'l =ay—1.

Dans la suite on pourra juger il est Juste de réduire ,

comme on le fait généralement, a-—1 4 ay/— 1.

§ 5. Sur la signification ¢t la valeur des Fac-
teurs de la direction. — On est parvenu 2 trouver
nee valeur réelle pour la forme imaginaire 3/ — 1, et par
Ii ov a pu approfondir la signification de ces grandeurs ,
déduite de la signification de positif et de négatif comme
direction , suite de rotation.

La proportion ou la relation entre positif et négatif
peut étre représentée, d’aprés ce qui est dit précédemment,

par la proportion :

+: — = 0°: 180 = Qo: .
signifiant que la relation entre — est la méme que
a .
celle entre Tgﬁ° dans le sens de rotation.

On déterminait la signification de 1/—1, a T'aide dela
proposition géométrique : trouver la moyenne proportion-

nelle de deux nombres oa grandeurs.




Fig. 1. Soit 0 lorigine, 0A =+ 1, QA = — 1, On aura
OA” = Y/ (+ 1) (— 1) = y—1.
La solution de ce probléme dounnait la signification et
la valewr de /—1; on voyait que, — 1 indiquant la
différence de direction de 1800 avee + 1 ou la direction
positive , /— 1 marquait la différence de 90e avee - 1.
La relation entre ces directions peut done &tre exprimée
par la proportion suivante:
{-Jr—'l:p/—-i:—'l‘ = [0':90":180“1-
Note. Dr. Riecke a fait une objection & ce Theoréme
dans son livre intitulé : die Rechnung mit Rich-
tungszahlen etc.; dans les annotations qui smivront

la Théorie, on trouvera la réponse & cette objection.

§ 6. Sur les régles que suivent les Facteurs de
Ia direction dans les différentes opérations. —
Pour déterminer les significations des antres Facteurs de
direction , il sera propre d’observer et de prouver que ces
Facteurs suivent en général les régles des Lzposants dans
les difiérentes opérations.

Pour Paddition et la soustraction on n'a pas de
régles pour les .E:cposcmts; il en est de méme avec les
Facteurs directifs.

Remarque. Dans le complément se trouve une note
sur les signes - _

Dans cette note il est essayeé d’expliquer le sens ren-
fermé dans les exemples suivants, sur le quel les ma-
thématiciens ne sont pas encore généraleraent d’accord.
(+a)%(-—-a) =o0; (VY —a)+(—v —a)=o.

(+a)wr-(~b):—]—(r1-——-b):--(Za——a.}.
(—a)+(+b)=—(a—0b —+(b—a)
(+a)—(—b =a+b; (—a)—(—b)=—a-+0b




Plus tard il sera démontré que les expressions (% —a
712 — b peuvent tontes &tre transformées en formes com-
plexes, dont on peut trouver lo somme on le reste, qui
apres peuvent de nouveau étre réduits en quantiités com-
plexes,

De cette réduction il suivra, qu'il n'est pas juste de
dire que les sommes ou les restes:

B — a8 —0b,
en général f — a-+1 — b ne souffrent point de réduc-
tion, méme quand les valeurs absolues de @ et b sont
connues,

Dans les Produits et les Quotients les Faposanis
suivent les regles de Vaddition et de la soustraction , le
méme en est avec les Directions.

“+a.4a=al0.ald=a0c=+ g2
—a.—a=alr.alr= a*2r = a®
V—a.yv—a = (V—1yae) (V—1Va =
Vv cz’f‘é LV aTg =alr = — a.
0= % = B —09 = 1405 = 4 1.
- (ﬁ; = e —0) = iz =— 1,
— AT ol = ik A,

a — afx —  afw ”

Dans le dernier exemple il n’éiait pas nécessaire de

R~}

—
2

sl=

substitner la direction fndirecte a2z 4 la direction directe
@0y, car en suivant la régle on aura:
Z—$%o = _[T(O—ﬂ');‘i'l‘-—y:':—‘l,

ce qui donne le méme résnltat; quand on tourne la ligne
OA = 410 (voyez la Fig. 1.) soit en direction positive,
soit en négative l'espace de 480¢, elle parviendra dans les
deux cas dans la position OA/ = 1}z,

Dans I’Elévation aux Puissances, comme aussi
dans I’Exiraction des Racines les Exposants sont




multipliés et divisés par l'eaposant marquant le degré de

Pélévation et de Vextraction; il en est de méme avec les
facteurs directifs, —
(+ @) = (a]0°)® — a3{3.0° = a*l0r = + o°
(— a)t = (afn)t = a*fhr = a0 = + at

(V—aP=(—1va=WaP=v aaﬁ;:

V@t =ava(F.5) —vV—1)=—a/—a

(V—af = —1v a7 = (V al3) = ‘/GTTE:;:
@V al(3r. 8= ad v a)(@F .7 . )
—V—1 ayae=—a"V—a.

7. Observation de la direction indirecte dams
PPextraction des Macines. — u'extraction des Racines
demande une attention particuliére; dans les wnombres
complexes les opérations se rapportent aux deux ¢léements
mtégrants de ces grandeurs, comme déjd il est montré
dans les opérations qui précédent; il en est de méme
dans Uextraction des racines.

Dans les opérations précédentes on reduisait quelquefois

le resultat avee une direction indirecte a la direction directe.

Va"i‘z:'{ = a¥y/al3x .7 = a®yaln. LTr = — a’y —a.
Dans l'extraction des racines on ne se borne pas & la
direction directe, mais on applique encore I'exiraction ala
divection indirecte, pour avoir toutes les racines compleaes
possibles.
Dans Textraction on doit déterminer :
1. la racine du nombre absolu ,
2. » » du facteur directif.
La racine du nombre absolu n'est qu'un single nombre
absolu pour chague degré d'extraction; il en serait ainsi

avec la racine de la direction, sil'on n'avait qu'a déterminer
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la racine de la direction direcie et non en méme temps celle
de la direction indirecte, possible, imaginaire,

De Ia il résulte que le nombre des racines d'un nombre
complexe peut étre quelquefuis hien grand ; — quand on se
borne cependant & la direction directe, la racine de la direc-
tion comme celle du nombre absoly 1 est qu'une.

Par cette remarque bien des choses seront delaircies et
explignées & fond,

En observant non seulement la dircction directe , mais
encore [indirecte , on a:

+ a® = a2]00 = A e a?] 2ngz.

q‘- E
VA4at=y +1y/a2 = a1$ = a]\l; = (1’31"%- = ete;

= aTOU = aTq;.— — aTQ;— ete,
=+ a, —a, -+ a.etc.

Cet exemple donne d’abord explication de la racine dou-
ble dans le cas que la racine est d’un degré pair,

B+ ad=p 1, 0= al %o, aj'%!‘r, LET'?;’, a‘[g’ efc,

= a0, a}120v, a]240°, a2
=+ a, 1205, af2400, + q.

I’exemple prouve qu'il n’est pas juste de poser comme
régle absolue: les racines de degré impair d’un nombre
Positif ne donnent que des nombres positifs.

Le nombre des racines est égal au nombre de Vindica-
teur ou de I'exposant du degré dans le cas qu’on observe
la direction directe et lindireete.

Au contraire en n’observant que la direction directe dans
le nombre complexe, la racine n’est qu'une, on a :

0 ]
I+ at = a']“,‘-’ = CLTD“ = -+ a.

o
B- =g = aiﬁ =all0e =+ a.
Dans les racines de deamré impatr on néglice toutes les

dutres racines, parcequ'elles contiennent des facteurs direc-
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tifs , non directement positifs ou négatifs , mais indignant
des directions moyenues.

Ces racines cependant ainsi que les autres possédent
toutes les qualités des racines, cequi est démontré en les
élevant & la puissance de I'extraction ; — on les neglige, on
les ignore on bien elles sont taxdes impossibles, imaginaires

Remarque. Plus tard il sera prouvé que ces grandeurs,
taxées comme impossibles, imaginaires, représentent cepen-
dant des formes complexes, clest i dire des grandeurs
réelles . unies & des grandeurs imaginaires , dont on fera
encore connaitre la vraie wvaleur, qui n'est pas toujours
imaginaire, dans le vrai sens du mot.

(a]09)® =a?*]3.0° = a¥j0° = -+ a?
(aTL‘lUﬂ):’ = a3’(‘360° = a3
(a]240°)° = a®720° = ¢®) 27 = 4 a’.

Dans les racines de degré pair oun observe i ce qu'il
parait , peut-&tre sans le savoir, non seulement la racine
de la direction directe, mais encore celle de Pindirecte
avec le facteur négatif et on néglige les autres.

De 14 on ohtient:

V/ 4 a®* = a; dans ce cas on n’avait que deux racines
différentes , qui V'une et 1'autre sont observées.

vV +Fat=v thae= a']*%o ; ;11*233, ete,
= al0°, af7, etc.

= @ o B

Gir

prtet=p tla=a ']“f, a‘]‘%‘r, cz’]“f*_—i:‘, a’fz, a’rsg ete.

— aTOn-, 61%7 ﬂTr ,aﬁ‘}’i, a2
+ a, ‘/_‘]'Q"——a""'—l/—'i. a, s e

Cet exemple marque les 4 différentes racines de ” + o;
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dont on m'observe que =@, tandis quon néglige les deux
autres comme imaginaires.

Toutes ces racines sont de vraies racines, comme il est
montré plus haut, et encore on pourrait s’étonner de
ce qu’elles sont negligées, vu que la signification en est connue,
la direclion moyenne signifiant une direction réelle, celle
de 90-.

Le nom d’imaginaire est done inexact i deux dgards ;
d’abord puisque ce sont de vraies racines, et puis des racines
a valeur réelle, mais relative, comme il sera prouvé dans
la suite.

VvV —e2 =/ —1ag = a’[‘;), wT ; T” etc.
= af90°, af(x.90)°, af(27.90)" ete.
= -—RTQOU , af90e ete,
= i i, =3 —1a, 3 — 1 aete
La signification de ' —41 . a étant trouvée , comme il
est indiqué plus haut , Vapplication de la théorie au méme
exemple , sert 4 en prouver la justesse par la conformité
des résultats,

Les deux racines satisfont aux qualités requises :
(a]90°)2 = a*M80¢ — e
(al(7.90°)% = a2](27.180)> = — a2,

Pour développer les idées sur la manidre de déterminer

les facteurs directifs dans Uextraction des racines, la
détermination des différentes valeurs de f‘zf—a“ Servira

4 le montrer plus amplement encore,

11/ i P =‘2 =4 i
Brr Tx 1= 18x 15%
a'Tl)’ (}’Tlu 3 aT,T ’ “T-FH T1=) ’ W ) [ 12 s
17 19 21 'r 237 250y
(51 19 1 19 1 T 13 ! a 15 ete.

:aTiu", al4be czT’?a", al105+, af135°, af165¢,




alr. 1650,

car on voit

p—1 =
p—1 =

Fig. : b

oppoaa’g.

0B

12

ofr 150, afr.45°, afr.75+, afr.105°, almr . 135+,
af2r.15 ete.
1 i , - 12 12 22

On voit dans cet exemple que {2 — 1.a1? n’a que 12
racines différentes; qu’il n’y en a plus, puisque en con-
tinuant, les racines se répéteraient reéguliérement ;

% ¥ mwy O JE
alis = al(@r.5) = al(@nr. ).

Cet exemple prouve ce qui est observé ci-devant, qu'il

n’est pas juste de mettre en général :

ayjr—1 = apf —1,
la différence dans I'exemple précédent :
1B — A1 nlest pas simplement — p—1.
v —1 » » » = v —1

§ 8. Division en directions conjuguées et oppo=
sées., — L'exemple montre encore que les 12 racines
renferment des formes, qui de deux maniéres peuvent éire
combinées deux h deux, par rapport i certaines conformités ,

qui méritent d’étre remarquées et distinguées par des noms.

Pour expliguer la derniére remarque soit

OAT—1 — 1 1,
L AOH = L ."KOB{ — Z_ ."L’OB"" = cp".

OB sera = 19%

f = A — P
0B” = 1fm.¢o. = 1 (=192) = —1Tp~.

Les mathématiciens donnent le nom de grandeurs con-
juguées & OB et OB/ — 17]pe et ‘11‘—59«; leurs directions
sont positives et néyatives par rapport & la direction posi-
tive OA, la base de la direction.

0B et OB" sout opposées par rvapport & lorigine O.

0B, 0B” = 11%, 11(= . #) = 149, 1(—1¥P) = 119, — 11%.

Dans ce qui suit OB, OB’ seront appeldes grandeurs a

direction conjugude; OB, OB” grandeurs a direction
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Ainsi dans DPexemple pr—1.a'? les nombres ou les
grandeurs :

al15e et afr. 1652 — al — 15e

al75¢ et afr. 1050 = al — 750

al1be et afr.15¢ |

al75¢ et afr. 750 |

sont conjugudes,

sont opposées.

Cequi précéde renferme la signification fondamentale et
compléte de toutes les grandeurs imaginaires ou plutdt
de toutes les grandeurs complexes et en détermine en méme
temps la valeur réelle, cependant toujours encore dans un
sens abstrait; — dans la suite il sera essayé de trouver
le sens coneret des grandeurs généralement taxées comme
imaginaires , impossibles, ef dans un sens abstrait et de
plus encore dans un sens coneret.

Le mot signifieation compléte demande cependant une
certaine restriction, savoir qu’il ne se rapporte ici gqu’au
cas que les nombres complexes représentent des grandeurs
ou des nombres ordinaires; les nombres complexes se pré-
sentent encore wans d'antres relations , ils peuvent &tre
Ezposants, et encore dans les fonctions goniométriques
et les eyclométrigues ils sont employés pour indiquer les
lignes goniométriques ou des arcs de cercle ; les nombres
complexes figurant dans ces fonctions demandent d’atre traités
séparément pour en trouver la signification et la wvaleur.

Ce point important sera examiné plus tard,

§ 9. Distinction des mombres en abstraits et en
concrets. — Les nombres sout divisés, dang ce qui précéde,
en absolus et en complexes ; — on les divise encore en
abstraits et en comcrets.
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Los nombres abstraifs indiquent des quantiiés, dont
'unité est abstraite; les concrets au contraire dans cette
division , warquent des quantités, dont ’unité est coneréte,
dest & dire, on sait quelle est la grandeur réelle, qui
représente 'unité de ces quantités.

Dans les Mathématiques Punité positive étant détermince,
on est parvenu dans bien des cas a trouver la grandeur ,
qui correspond & la grandeur négative; dans les cas ou il
ne se présente point de grandeur , répondant a cette fin,
les grandeurs négatives sont jugées &tre impossibles ,
imaginaires,

Dans 1'Algébre la solution d'un probléme donnant une
grandeur représentée sous la forme imaginaire on complexe,
le probléme est jugé immcdiatement comme impossible ,
imaginaire,

Quand on ne sait la signification ni la valeur des nom-
bres complexes dans toute leur détendue, on ne peut
Sétonner de cette décision immédiate; — il wen est pas
ainsi quand la valeur, la signification est trouvée ; dans
ce cas, de méme quavec les réponses uégatives , on ne
se décide & juger le probléme impossible, imaginaire, gu'a-
prés avoir prouvé, qu'il est impossible d’attacher quelque
idée concréte @ la réponse & forme imaginaire ou complexe.

Au lien d'insérer ici un traité sur ce point, qui n'est
pas des plus faciles, ni des plus agréables, vu que non
seulement jadis, mais encore dans ce temps les opinions
sur ce sujet difitrent bemucoup, voyez les idées de Du-
hamel dans: Methodes dans les sciences de Raisonnement
2 partie page 161 ete.; il sera plus convenable de
réserver cette étude pour la fin, quand les grandeurs ou
Jes nombres complexes auront été expliqués dans toutes leurs
relations ou dans toutes les fonctions ot ils se trouvent.
§ 10. La signification et la valeur desnombres
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Imaginaires peuvent étre déterminées encore d’au-
tres maniéres. — La maniére précédente, quoique cer-
tainement la plus simple, la plus natarelle et en méme
temps la plus compléte pour déterminer la signification et
la valeur des grandeurs imaginaires, n'est cependant pas
la seule pour parvenir 3 ce but.

La signification et la valeur de vV — 1. se trouvait A
l'aide de la moyenne proportionnelle entre + 1 et — 1,
de la méme maniére on pourra parvenir 3 fixer colle des
autres grandeurs imaginaires ; cependant dans tous les cas
on ne parvient pas de cette maniére & foufes les valeurs
de ces grandeurs,

Pour trouver la signification et la valeur de pe—4,
ou pourra regarder cette grandeur comme une des moyen-
nes proportionelles entre —- 1 et — 1; 1/ — 1 étant la
seule moyenne proportionnelle entre ces deux grandeurs ,
on peut se figurer que 1 — 1 est une des trois moyen-
nes entre -+ 4 et — 1; de sorte qu'on aura:

+1ia=2ry =yiz=c¢:1,
Pour y on a trouvé la signification et la valeur de v —1=
1190°; cherchant maintenant la moyenne entre -+ 1 et
V' — 1 ouentre i/ — 1 et — 1 on aura la valeur de
Po— 1.
+1: 2 = 2:; V' — 41; cequi donne
A= LA A = gi—A
2 =vy —1=p —1
de méme on aura: z = V(i—ly—1)=y—1p—1.

La proportion continue sera done :

TP ] = i ] =
v— 1 V—tp —d -y —1p —1: 1,
De cette proportion il suit :
ﬂ/—izl«f’h'l:V——ily—i_ —1 oy
+4  Pr—1 y—1 =L —1

P—1.




De ce qui est prouvé auparavant , il est connu que la
puissance du second degré d'une direction signifie la direc-
tion prise deux fois, de sorte quon a:
@ —1)2 = v —1 = 2" — 1.

190° = 2 — 1.

ainsi ggo = 45+ = {p —1.

De la méme maniére on trouvera la signification et la
valeur des autres racines de degré pair contenues dans
la forme £-— 1.

En appliquant cette méthode aux formes suivantes - — 1,
s —1, T — 1 on ne parvient qu'a trouver une seule
valeur , savoir 3~ — 1 = 417 ef ainsi pour toutes les autres.

La valeur de - — 1 se trouve en prenant deux moyen-
nes proportionnelles , savoir:

Al e =te; g =g 1,
Encore en suivant cette méthode on ne trouve pas les
différentes valeurs des formes :
VvV -l ok, T

Il suffira davoir indiqud d’autres maniéres, et d’avoir
prouvé, que les résultats obtenus de ces maniéres nesont
pas en contradiction avee la premiére méthode.

La méthode des moyennes dans les proportions conti-
nues est la méme que I'interpolation dans les séries géomé-

triques et arithmctiques , qui donnerait les mémes résultats.

§ 11. Sur Véquation 2" — + 1, @ = 17 + 1.
Ce sujet est traité bien amplement dans tous les cours de
I'analyse algébrique.

Le sujet est défini comme devant prouver le nombre des

racines de Fwnitd, nombre égal & 'exposant de la racine .
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D'aprés ces traités I'équation renferme 4 cas différents.
pour @ pair, x = > -1 renferme lesracines réelles -1 :
» Mimpair, x =1 41 ne renferme qu’une seule ra-
cine réelle -+ 1;
» p peir, z=1% —1 n’a aucune racine réelle ;
» mimpair, &8 =% —1 renferme la racine réelle — 1.
Toutes les autres racines sont imaginaires et ont toutes
la forme complexe:
(cos ¢ + 1/ — 1. sin p).
Ce qui signifie réellement :

1(cos ¢ + v/—1. sin o).

§ 12. Sur la valeur des formes complexes. —
De la combinaison des grandeurs] réelles et des imagi-
naires naissent les formes complexes,

etV —1.y.

Aprés avoir trouvé la signification de V—14.y, on
est parvenu 4 déterminer la valeur complexe des formes
complexes.

Fig. 2. Soit OA =z, AB=y, AB' = —y.

En considérant en méme temps la direction de AB et ALY
par rapport & OA, prise comme base de direction, on
OA=12; AB= vV—1.y, AR = y/—1 . 1

Puis on a OB = ¢/ | 0A? 4 AB3} — /|22 L y?| =R.
Cette R est la valeur absolue de V/(#* + y2); par rapport
2 OA, OB a une certaine position, dépendant des valeurs
de OA et AB; — cette position peut &tre déterminée par
L AOB dont la tungente est égale & a,

La valeur complexe de OB peut donc btre exprimée par :

OB =R farc. tang % et OB’ =R }arc. tang =

b

-
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La valeur obtenue de cette maniére représente celle de

la forme complexe.
On a done la formule fondamentale:

ey —1.y=v@*+y?) 1 arc tang 2'

= R T » » £y

@

e B

Les grandeurs x et y dans 2 + ¢/ —1 .y différent par
rapport & la direclion.

Dans le sens de la Théorie ordinaire les grandeurs @ et y
de la forme 2 4+ ¢/ —1 .y sont regardées comme hétéro-
génes ; Pune 2 éiant réelle, V'autre /— 1 .y imaginaire,
impossible ; dont il suit que ces grandeurs ne sauraient
stre unies ; Uune par rapport & lautre est de nulle valeur.

Dans le sens de la Théorie qui précéde, d’aprés laquelle
ces grandeurs ne différent que de direction, qui n'est pas
jugée absolument imaginaire ou impossible , ces grandeurs
nonobstant la diversité des directions, ne sont pas sans
influence l'une sur l'autre, comme il sera expliqué dans
I'exemple suivant.

Ne considérant que la direction pesitive et la négative ,
si quelqu’un demande :

Une personne ayant fait la route représentde par les
lignes OA et AB ou AB’ dans les directions données, quelle
est la distance que la route AB ou AB' a ajoutée & la
distance positive OA?

La réponse sera nulle, ainsi ne considérant que les dites
directions , on a :

1/ —1.y=a-10.

Au contraire si lUon demande: A quelle distance du
point O on est parvenu par les routes donnces avec leurs
directions ; la réponse sera OB ou OB' comme la distance
absolue; — la distance complexe indiquée par les grandeurs
complexes sera :
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OB, OB' = /(22 4 y3) 1 arc tang i—}i

§ 13. Suite sur & =1* =+ 1. Pour reprendre les racines
de la dite équation, les formes complexes qui représentent
les racines imaginaires:

(cos® 4 /=1, sin ¢) = 4(cos P+ /— 1. sin 9)
peuvent étre réduites 3 la forme complexe :’

V/ (cos? ? 4 sin?¥) 4 arc tang :ﬂ;ﬁ — LAk on

Par conséquent en mettant P'arc ¢ pour représenter les
arcs des différentes directions on a pour les valeurs:
=" x£1 = 140

Encore ecette forme comprend non” seulement les ra-
cines imaginaires , mais en méme temps les réelles, car
Sk :‘1’[‘?: = 4(cos '1: + ¢/ —1. sin ?:)

Les différentes valears de ¢ se trouvent, comme il est
indiqué ci-devant dans l'exemple ;>-—+-1, en écrivant pour
=+ 1, les valeurs & direction directe et indirecie,

+1 =110, 1127, 1Mr . . . . . 1]20r etc.
dont les racines sont >~ 4+ 41 =
e, M2, M e I e,

T

De la méme maniére on trouve celles de - — 1, pour
les valeurs des nombres m pair ou impair, comme il est
expliqué dans ce qui précede, ol en méme temps il est
démontré que le nombre des racines ne peut monter au
deld de m, pour ne pas tomber dans des répétitions.

La question d’aprés ce qui est dit sur Iéquation " = - 1,
T =p~=21 sera: s'il est juste de la regarder comme
devant prouver que le nombre des racines de lunitd est
égal & lindicateur du degré de la racine 7

Ou bien: Véquation bien comprise ne renferme-t-elle
principalement , fondamentalement la solution de I'extraction

WP S S————
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des racines de la direction dans les nombres complexes?

Les nombres complexes renferment deux facteurs, I'un
Jest le nombre absolu; Vautre clest le facteur de la
direction; — pour avoir la racine compléte il ne suffit
pas de déterminer le nombre absolu, c.a. d. la racine du
facteur qui indique le nombre absolu, et dont dans tous
les cas pour chaque racine d'un certain degré le nombre
n'est quun; -— mais encore on doit déterminer la racine
de la divection, la direction n'étant pas un facteur inva-
riable dans ces opérations.

Il est prouvé que la racine de la direction ne serait
quune de méme que celle du nombre absolu, quand on
so bornait & déterminer simplement la racine de la direc-
tion directe, mais puisqu’en méme temps on doit considérer
la direction indirecte renfermée implicitement dans la
directe, le nombre des racines nest pas un, le nombre
dépend de celui indiquant le degré de Pextraction et quand
on finit ot la répétition des directions commence, le nombre
de ces racines est égal & ce mdéme nombre.

Ainsi pour n =12 pP-==1=p 1. 1.
On a dabord ;3-1 =1; cete unité est la seule racine
absolue du nombre absolu 1.
- == 1 indiquant la racine de la direction ne serait

: ‘ v 0 . 0
* 4 f — i
quune pour la direction directe 11, , et serait =11,
7F
1.
En considérant la direction indirecte on trouvern les
autres racines, comme il est indiqué ci-devant,

§ 14, Objection sur la maniére de considérer
Véquation x# = == 1. Peut-étre encore aprés ce qui
précéde, on fera l'objection : la racine de lunité n'est pas
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simplement lunité; — el pour preuve on citera une
multitude d’exemples, p. ex.

B 1 = ——V" + - 1"’;_“0"’;9"’_5).
On dit: le second nombre élevé au 5me degré donme
P'unité,
Réponse. — Le Sme degré ou la puissance demandée

donne l'unité, c. & d., l'unité complexe -|- 1 =110:-=
142n; , et non la snnp]e unité absolue,

La racine Vs 2 —i V_(“]_ZM nest pas la

racine de Z’umté absolue ; — cette expression bien com-
prise renferme implicitement deux facteurs, les racines des
deux facteurs de I'unité concridte; — savoir

5—1 042 5
oy 10 2175

Le factenr 1 est égal & 371, comme la simple et uni-
que racine de l'unité absolue, et le second facteur n’est
autre chose que la réduction de (cos 720+ 3/ — 1 sin 72+)
c. & d. guon a substitué & cos 72 et & sin 720 les
valeurs des lighes gonioméiriques par rapport au rayon
du cercle — 1. :

L’analyse de cette objection donne le résultat suivant :

' 1 r
Pl =p -41= 5 V_,il/o(_wi-g[/s):
V51 042175 _

: g . — 2
1 (eos 7204 1/ — 1 sin 729) = 1472 =117
Ainsi tout le second membre n’est autre chose que la
2, 5.0 e
transformation de la direction 1‘?5—’, — et quand I'équation

w'élait pas price dans le sens gu’elle exprime implicitement,
elle serait fausse, car prise explicitement 151 n’est que
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1, et non le second membre, qui estune forme complexe;
laquelle n'entre pas dans les grandeurs absolues — tandis
que la valeur du second membre me se trouve pas dans le
premier, 1 n'étant que l'unité absolue, grandeur sans
direction. — Ainsi la formule est fausse:

5b—1 10 + 2175
]§/’1:_V')4—MI_V_1 &_-:_l____.)

Si lon transformait de la méme maniére les autres
racines du 5me degré de l'unité 4 1, on aurait toutes les
expressions, ‘qui représenteraient les facteurs directifs

& 6 -
4=, 115 ete. sous des formeg complexes,

Ce qui précéde suffira pour bien comprendre le sens de
cette Gquation; c’est par elle quil n’y a plus d’incertitude
sur la signification, la valeur de toutes les grandeurs
complexes, car Gtant en état de déterminer les racines
des deux facteurs dans les nombres complexes la racine
compléte est connue.

L’importance de ce sujet non généralement encore re-
connue ou regardée sous ce point de vue, fera que dans
la suite il sera nécessaire d'y revenir, pour éclaircir cer-
tains points de l'analyse algébrique et encore pour décider
la question des logarithmes des nombres négatifs, en général
des mombres complexes et des formes complexes; ques-
tion qu'on regarde comme décidée , mais dont il sera prouvé
que la décision est fausse ou bien qu’on a laissé le dernier
mot & un théoréme faux,

§ 15. Les nombres complexes dans les fonctions
exponentielles , goniométriques et cycloméirigues.
1l est dit plus haut, qu’il ne suffit pas d'avoir trouvé la
signification des nombres complexes dans les formes ordi-
naires, pour pouvoir dire d’en connaitre la signification ,
la valeur compléte; — il est nécessaire d’examiner si la
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méme signification convient & ces nombres dans les aufres
fonctions ol ils se trouvent,

Ces nombres se trouvent encore dans les fonctions ew-
ponentielles , gonioméiriques et eyeloméirigues.

Les formules ou se trouvent ces grandeurs, sont de
grande imporfance dans ceite partie des mathématiques; —
il est done nécessaire d'analyser les expressions ou elles
ge trouvent dans ces relations, pour pouvoir déeider sur
leur signification et leur valeur et pour décider ainsi
ce qui en est des formules elles-mémes ¢t des conclusions
qu’on en tire,

La signification trouvée et déterminde, il sera clair que
la  plupart de ces formules dans Panalyse algébrique ne
sont que de simples équations identiques, ce qui se pré-
tera tout naturellement & y attacher des observations im-
portantes et 4 en tirer des conclusions non moing intéres-

santes.

§ 16. Sur les Exposants. Les Exposants n’étaient
d’abord que des nombres entiers, absolus.

La formule ¢ = 1. aga .., donne la signification de ces
nombres, — Par lapplication de la régle des exposants
dans la division, on a obfenu les exposants négatifs avec
leur signification :

B

a‘ﬁa_l*‘ g |
al N ' a? gt

- . . » : 1
Ainsi % signifiant 1.eaee, on a obtenu pour ¢ —4% — aaao”

Le résultat de I'application est conforme 2 ce gu’on aurait
pu obtenir par Panalyse logique; car af signifiant 1.qaqe
et puisque a% est égal & a4, il est tout conséquent que
a— 4 signifie E;&; ainsi que a® = 1,

1l résulte de ce qui précéde que dans ce cas les nombres
complexes + # dans @ ont la signification particuliére,
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que le sens de direction opposéé se rapporte ici & des
opérations contraires ou opposées.

Dans DI'élévation aux puissances les exposants sont multi-
pliés : (am)» = gmn; quand on renconire des exposants a
nombre fractionnaire la signification se frouve tout natu-

rellement ; car de méme que la multiplication et la division
. . . m 1
sont des opérations confraires, _ comme Oppose 4 mn

dans les exposants se rapportera & une opération contraire
dans les fonctions ol ces exposants se trouvent, et comme
Pextraction est 'opposée de I'élévation , il suit:

"
amn = (g et gF = P am.

La signification ainsi trouvée, s’accorde avec celle tirée
des démonstrations algébriques.

Les Exposants se présentent done pour indiquer les opé-
rations de la multiplication , de la division , de I'dlévation
auz puissances et de extraction des ractnes. — On n’a
pas d'autres opérations qui influent sur les exposants; — |
dans ces opérations les exposants sont additionnés, sous-
traits, multipliés et divisds, comme puissance ils se
trouvent dans le cas particulier :

(am)m = gMm?2,

Il 7'y a pownt d'opération qui demande Uevtraction de
la racine dun exposant, |

Quelle est donc la signification de o —1-2? Au lieu
de juger d'abord ces exposants comme imaginaires, ou
impropres, figurds; il est nécessaire d'essayer s'il nest
possible d'en trouver la siguification, la valeur réelle, et de
déterminer ainsi sous quel point de vue les formes doivent
etre regardées ol se présentent ces exposants soit comme
nombres imaginaires ou complezes.

Ces exposants ne doivent pas étre nommés imaginaires,
jigurés, s'ils ont une signification réelle, puisque autre-
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ment tous les exposants hormis ceux indiqués par des
nombres entiers, absolus mériteraient le nom d'impropre.

La signification trouvée, ils satisfont méme dans ce cas
& la signification du mot ezposant, ils montrent, ilsindi-
quent la valeur de la forme,

Aidé simplement par le raisonnement pour trouver le
sens de ¢¥—1, on devrait dire: 1/— 1 est wmoyenne
entre 4 1, qui indiquent la muliiplication et la division,
Iopération moyenne indiquée par ce signe n'existe pas,
d’ont 1'on ne tirerait que la seule conclusion :

les grandeurs avec des exposants de cette forme ne
peuvent étre qu'imaginaires, tmpossibles, et par consé-
quent I'exposant lui-méme ne pourra avoir quelque valeur
reélle , absolue.

Il est donc nécessaire d'examiner comment ils sont entrés
dans l'analyse algébrique pour trouver ainsi quelle en peut
étre la valeur.

Il est connu qu'ils doivent leur présence dans les fonc-
tions exponentielles & la substitution, — en analysant ces
formes on parvient & Jeur signification, & leur valeur
véritable,

§ 17. Dans I'Analyse algébrique on trouve que les ex-
pressions :
eyt e e — e—ty
2 2.
developpées en séries de n et de y, et compardes aux

séries pour cos y et sin y, deviennent identiques par la
substitution de VY—1 . 2 n.
De 1a on tire les formules connues :
g/ —1.y b eV —1.y
2
Dot/ —1.y— o=V —1.y
2 — 1.

— Cos y;

= “Bin -
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desquelles on déduit encore les suivantes :
eV’ —1.y = cosy + / —1.siny;
He—"—1.9 = cosy-— )/ —1 . sin y.
D’aprés ce qui est prouvé ci-devant on a:
cosy + v/ — 1 .siny =17y°
cosy—p —1.siny =cosy+ /—1.(—siny) =
cos — g4 v/ — 1 sin —y = 14—y".

D’ott il suit:
elr—1.y — 11~y0 = My e —1.y — 1)—y° = e —y".

De ces équations on peut déduire la signification de ces
exposants.

Dans e— 1.7 Ia valeur absolue était 1 = 0, il suit
que la valeur absolue de lexposant y/—1 .y dans la
signification primitive est — 0; — puis

V—y = 1y = oy
étant un nombre complexe avec la direction Ty, il suit
encore que ' — 1.y comme eaxposant flant dgal & Yy
ne sert qu'a indiquer la direction dw nombre complexe
auquel il est li¢, de sorte qu'on aura:
er—1.y=g0+V—1.9 =1y = .

Pour résumer on pourra formuler la thése suivante :

La valeur absolue de ' —1 .y comme exposant est
nulle ; et 4y indique le nombre des degréds qui marquent
la direction de la valewr numérique , absolue de la puis-
sance figurée.

Ainsi le signe /— 1 a regu par la substitution une
signification toute particuliére ; il ne doit étre regardé que
comme un simple ¢ndice , marquant que le nombre suivant
n'a pas la signification ordinaire des exposants primitifs,
mais sert & indiquer les degrés de la direction ; 'expression
e’ —1.y — 11y n’est donc qu'une expression nouvelle
pour marguer le facteur directif,
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La valeur des expressions exponentielles 4 forme com-
plexe suit immédiatement de ce qui précide :
get+ V' —1.y —px, B 1.y = ex goTy _:g:c'Ty_
=V —1l.y=gz, e—V—1.y — ¢, e —y = e} —y.

§ 18. Remarque. Dans les cours de I'analyse algébri~
que on trouve que, quand on suit lorigine des formules
1. 2. 3. 4., on voit, qu’elles ne sont valables que pour

la base €; — quand on a a¥—1.9 et en général toute
autre base que e, on doit réduire l'expression a la base e,

Soit @® = ¢z; on a pour les Logarithmus naturelles,
#l.a = z; d'ou il suit:

g —=1l.2 — V" —1.20la — 1T(¢-].a)0

etV —1.y = gz, g+ —1.y — afvT(:{_—y i a)o.

Réponse. — Quand on cherche dans les cours la base,
la démonstration de cette thése, on trouve, que ce n’'est
que par analogie qu'on a déduit cette régle, et de la
maniére qu’on l'annonce il parait, que la raison de I'ana-
logie suffit pour en tirer cette conclusion,

On oublic ou plutdt on n’a pas vu par I'analyse, quelle
est la signification et la valeur de }/—1 . dans les expo-
sants ; c'est pourquoi qu'on soumet aux régles des expo-
sants ordinaires , les exposants sous des formes tout a
fait différentes, des exposants & signification toute difté-

Tente,

On trouve p. ex, (V—1l.a) —l.2 = -2 = -:;,1

tandis que la vraie valeur sera, suivant les régles indiqudes,
au moins contenues dans les mémes cours
(eV—-'i.:c)r/ — o — (11\.3)[//——-1.3: — (11‘{3)”4-1/—1 L=
(112)° 12 = 1},

Si ces exposants suivaient les mémes régles, on aurait
les équations dérivées de (eV —1.eV =1z
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(eV—'l.!D)V—'I.:’E — '11‘.1; — eﬂ’r‘_‘c;

et (e LoV —la — :T — 0%1\0_

" 1 o
dont on tirerait: e = —5; fz = o.

Qe qui prouve la fausseté des dquations ; ce n'est que le
manque de valeur # =0, qui fait s'accorder les différentes
transformations de (eV" —1.2)"—l.e,

Voyez encore dans le complément la note sur la fameuse
formule de Montucla.

Pour prouver gue les exposants sous ces formes ont une
signification tout autre que celle de ces formes dans les
fonctions ordinaires, on peut prendre la réduction de
(v +V —1Lyye—"—1.y; regardant ces formes complexes ,
quoique exzposgnis, comme sOUmMiLes aux régles ordinaires,
on aurait :

(ea:+V-—i.y)a:—V—'1.-y — g+ = @t ¥
tandis que la véritable valeur est:
(e + V—‘l.y):c-ul/'—'l.y = (ngy)m~V—'l.y =
(e*tay)t—y = e*fla—1)y-

Dans les formes ordinaires les grandeurs x et y sont
homogénes et ne diflérent que dans la. direction , comme
déja il est indiqué ; — tout autre il en est avec ces gran-
deurs étant ewposants , dans ce cas les deux termes sont
tout 4 fait hétérogones; « n'est autre qu'un nombre ab-
strait , absolw, tandis que le nombre y acquiert par le
signe 1/ — 1 la signification concréte de degrés.

Par [observation de cette grande différence de signifi-
cation sexplique la fausseté des résultats obtenus en la
négligeant.

Dans le complément on reviendra sur ce sujet, pour le
présent ce peu suffira pour en tirer la conclusion suivante :

¢/ —lz = g =1z = 1z
e+ V—ly = exfy; etV Ly = ey



v — 1. & impliquant la signification de o 4 1/ — 1.
on a eV —le = gV —dgp _ 11z
aV —le — go+l"—le _ 11‘;{;

1l est impossible de fournir des raisons directes qui
prouwvent le coniraire ; au contraire en ne pas acceptant
la signification et la valeur données, on tombe dans des
contradictions , des inconséquences comme il est prouvé dans
les exemples, dont le nombre sera augmenté dans la suite
surtout en traitant des Logarithmes, ol la contradiction
et I'absurdité seront encore plus sensibles,

Supposé encore que 1/ — & dépendait de la valeur par-
ticulitre de @, dans ce cas aussi aV—a@ = @l —xls pne
serait pas juste, car on aurait alors

gV —z = (¢le V' —x = glal —= et pnon V" — 2zl

21/ —4& n'est pas égal & 1/ — 8,
Ce n'est que par analogie, qu'on a dit:

g =& = ¢V —=la; on n’a pas été en état de vérifier
cette thése, ni den donner quelque raison valable, vu
que la signification de ces exposunts est tout autre que
celle des ordinaires, et par 1i cette faute faite n’a pas
été remarquée et ne I'a pu étre,

L’exemple ci-dessus:

(el/‘—-i.a:)l/'~‘1.x = 11*5,_-; — eV —da
donne encore lieu # l'observation suivante: — on voit dany
cet exemple que le second exposant /— 4.2 n'est d'au-
cune influence ; ce qui s'explique toul naturellement par le
sens de 1/— 1.2 comme exposant,

Par le signe 1/ — 4. les exposants y/— 1.2 sont pour
ainst dire devenus des mombres concrets, de méme c.luc
dans FArithmétique un nombre concret multiplié par un
nombre concret n’a pas de sens; ainsi dans I'exemple ci-
dessus on aurait: — la direction @ degrés multiplide par
la direction @ degrés; — cette multiplication absurde ne
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changerait en rien le premier facteur, puisque le second
comme multiplicateur n’a ni sens, ni valeur.

La Théorie donnée est donc conforme a ce que le hon
sens décide & priori: 4% signifiant @ degrés

120 X f20 = fao,

La justesse de la réduction suivante est prouvée par la

théorie des directions:
eV —le, oV —1lu = 11\5,5. 11\3; AL 11\25}; — b —1.2z,

Titant donnd: Acosz- 1 —Lsiny; la transformation
donnerait Acosz+1 —dsiny —= Acoszq(sin y)?; ce qui
signiﬂe, la valeur numérique étant:

Go8 & = Vg 8100 =D,
AaTb — Joosz+ W —4d.siny = a4V —1.5,

Dans les cours on trouve que les fonctions exponentielles
suivent en tout les régles des Exposants ordinaires et pour
preuve on donne des exemples; dans ce qui précéde se
trouvent des exemples, qui prouvent linconséquence de
cette thése.

Encore pour les exposants ordinaires on a:

(3m)n = egmn = (gr)m.
D’aprés la thése nommde on devrait avoir:
(gﬂ'lr.)[/'—' 1n = (¢ —1.0)m?
(gm..)I//F'l = (g'm.)ﬁ el B AL — 1T""
(V" —1.nym = Ay = Am fmn = 1pmn.

Ce qui montre Vinconséquence de la régle.

§ 19. Aprés avoir expliqué la signification et la valeur
des Exposants v — 1.2, o + v —1.y, I'auteur sans
avoir rencortré d’autres formes non expliquées dans les
Exposants, se proposait de déterminer déja d’avance la

s ‘ w4,z et -
signification des formes al” fom pii—te =i e

qui pourront se présenter dans la suite.
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D’aprés la Théorie donreée il n'est pas difficile de déter-
miner le sens de ces expressions, parce que les grandeurs
complexes, » —1.2, ¥—1.2, o—1.2, comme il
sera prouvé, peuvent toutes &tre transformées en formes
complexes 4 4= /—1. B, dont la signification comme
exposant est déterminde,

Cependant il a 6té cefte partie de la Théorie, parce que
ces grandeurs exponentielles ne se présentent pas jusqu’ici
dans les Mathématiques et elles ne peuvent se présenter

comme suites des Opdérations et des réductions appliquées

aux grandeurs exponentielles connues ot z, gt ,;, ath —1.a,
at V' —1 .y,

S'il arrivait cependant qu'on en demandait la significa-
tion en les présentant non comme résultat de quelque
opération ou réduction, mais comme expression donnde ,
on peut en déméler le sens d’aprés la Théorie démontrée.

Quand on demandait si le sens, déterminé de cette
maniére d’aprés la Théorie, sera aussi le sens que les
formes auront dans la suite, quand ces expressions se pré-
senteront dans les Mathématiques, comme la conséquence
de progrés faits dans cette science, la réponse devra tre
que la signification déterminée maintenant ne sera certaie
nement pas colle que ces formes auront dans la suite, —
ces expressions ne pourront entrer dans les formes expo-
nenticlles & la suite des opérations et des réductions con-
nues et suivies jusqu'd ce jour; elles ne peuvent ¥ entrer
que par quelque nouvelle substitution , — I’exemple de la
substitution de 3/ — 1 dans les Exposants ayant montré
la signification toute particulitre que eces Exposants ont
cquise, il n'est pas possible de fixer déjd d’avance le
Sens de ces Lixposants avant de connaifre les substitutions
&t les résultats qui en dérivent.
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§ 20. Les mnombres imaginaires et les formes
complexes dans les Fonections goniométriques et
les cyclométrigues. — Les formules suivantes sont

connues <

Al e —p_ P
cos |V — 1.9 = ;)"f- ;smp/—’l.go:;T/:f.

En considérant la maniére , dont on est parvenu & ces
formules, les conséquences tirées de l'analyse n’étonneront
pas.

Par la substitution de / —41.% 4 9, on a obtenu
eV —1(1 =1Ly qu'on dit dtre égale a e—»,

Dans l'analyse des Exposants il est prouvé que /—1
n’est qu'un signe indiquant que le nombre suivant marque
les degrés de la direction de la puissance, et non comme
dans les fonctions ordinaires, renfermant en soi la direc-
tion de la grandeur & laguelle il est joint,

/— 1 dans les Exposants nest qu'un signe, rien de
plus, servant simplement pour exprimer ce qui vient d’étre
dit; — on doit observer cependant que ce signe n’est pas
introduit dans les fonctions comme tel, c¢.a. d. sciemment.

Sans le vouloir, sans le savoir le signe est entré dans
I'algébre avec la signification, trouvée par l'analyse des
fonctions ot il se trouve; — ce gigne ne suit pas les
régles des facteurs de direction, n’ayant pas de valeur
numérique , ¢est pourquoi les formules dans lesquelles on
a appliqué & ce signe les réductions ordinaires, ont pour
résultat d’avoir la signification et la valeur, qui en sont
déduites.

Pour ¢V —1( " —1.¢) on a mis ¢—¢; la yraie valeur au
contraire est:

e —1{F =19 = Aty —1.7 =
cos Y — 1.9+ v — 1. sin pf —1. 9.
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Pour ¢V —1(—V"—1.9) on a mis er; la valeur est
A=Vt = 1} —y/— 1.0 =
s — ' —1.¢ 4+ py—1. sin—p—1.9p =
cos V' — 4.0 — 1/—1. sin /— 1., ¢,
D’out il suit qu'on a pour la somme :

—1 (0 —1. e (— L —1,
¢ ( #) —l—ﬂe ¢ #) — cos (Y —1.¢).

11 est donc clair, que la formule trés connue cos vV —1.¢=

ﬁ_";"’_? est identigue, gquand on met a la place de ez

et e~ ¢ les valeurs véritables, déduites des éléments d’apres
les régles prouvées, tandis que par une operation inexacte,
on a obtenu le second membre de la formule citée.

Par Tanalyse des deux formules connies , on trouvera
que les membres au lieu d’¢tre identiques, meénent & des
absurdités , ce qui me devrait étre, si les réductions suivies

étaient exactes.

D oo (17 —4 o) =1t Lo ¥

9
Z

et sin (V' —1.9) = :‘)_:/P:_l'i

0 —0__
on déduit: & +He~P A= P—e

0) ) e
=cos V' — AP+ /—1 . sin (1/ -—1.9);
le second membre est égal & 113/ —1 p.
Par réduction le premier membre devient:

T s P P . 9% = = — _1_
T P

1
par conséquent on a: P = MV —1.p
e

1 o e

o est une valeur numérique alsolue; la direction est
donc 10 = positive ; cette direction doit s’accorder avec
la direction indiqude Tv—1.¢, dou il suit quela direc-
tion de I'are imaginaire est =0 el v/ —1 .9 =0,

3
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Quelle que soit la signification de /—1 dans cetfe
expression , toujours ¢ devra &tre =0; car si ¥ —1 ala
méme signification que dans les fonetions ordinaires ou
dans les exposants, ¢ devra étre =0, pourque |/ — 45 P
soit égal & 0; ¢ donc ne pouvant &étre que 0, les
valeurs absolues s'accordent de méme :

1 1 1 "
oo E=1= 1 ; la méme valeur absolue, qui se trouve
€

daps 1M/ —1.¢9 = 1f/—1.0 = 110.
Par conséquent il est prouvé par V'analyse que ces for-

mules trds connues sont fausses,

=19 e =1
Des formules cos @ = £ ! - SD;
: 1. e —1
sin @ = ¢ e 1.7
\)V’_-l

on obtient par la substitution de (#+ /—1.y) & P, et
par quelque transformation les formules connues :

COS(‘$+1/—1011)—GOS:I'PJ_+F Y ‘/_.41 SInfLLJ—C 4

&l f‘f,—w

sin (- y/—1.y) = sinmiy%_i—l— /=1 cehr =t

Par P'analyse précédente on sait la valeur de T'arc mar-
quant Ja direstion indiquée par (V/—1.p) doi il suit
que dans les formules cos (#+ 1/ —1 .y) et sin (2 + 1/ —1.y)
la valeur absolue de y est = O.

Les deux formules se réduisent par la &:

Lo—p—0

cos (@4 v/ —1 J)gc‘osn-—len v/ — 1. sin 2 —

141 ; u,
— ket — ¥ —1. sin mj_q_'l = oS @.
cos & -+ 1V —1.y est done = cos &,
de la méme maniére on aura:
gin (z+ /—1.y) = sin =
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§ 21. La grandeur imaginaire |/ — 1.y dansles
fonctions goniométrigues. Cos. sin (V' —1.y) et
cos, sin. (z—+ | —4.y) n'a ni valeur complere, ni
absolue , et par conséquent dans ces expressions elle est
réellement imaginaire.

Il n’était pas difficile de trouver a priori la signification
d’'on tel arc. — Le cercle et I'are sont des lignes courbes
toutes déterminées dans lear courbure ou leur direction ,
d'ott Pon peut déduire que Vare V' —1.9, par rapport &
Parc 4 © ne peut avoir quelque réalité, quelque sig-
nification,

En prenant sur le cercle un point o comme origine ,
les degrés peuvent é&tre comptés dans des directions oppo-
sées , mais oufre ces deux directions il n'y a pas d’autre,
ce qui est indiqué cependant par 1/ — 1.0, don il suit
directement que cet arc d’une autre direetion , gui n’existe
pas, doit étre regardé comme imaginaire , impossible, qui
n’étant pas réel ne peut avoir une valeur réelle,

Voyez TFig. 11. Les arcs AC et AC' se trouvent dans
la direction par rapport au cercle déerit par OA de devoir
étre indiqué par.3/— 1, AC » V— 1. ACY,

§ 22. Les formes complexes dans les Fonciions

eycloméirigues. Dans les cours de I'Analyse algé~

brique oun trouve - encore leg fonetions ’cyc!nm{itriques en

formes complexes , P. (6%,

are sin (¢ 4 1/ —1 cH) = &4 — 1. y; ce qui signifie
sin (4 /—1 )y = Ba pi— L,

En substituant dans le premier membre la valeur pré=
tendue, ils parviennent anx équations , par lesquelles les
valeurs de & et y doivent &tre obtenues.

Par la substitution de ces valeurs on e
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D Y Y -
sin @ €+ "4 t/—1 cosa¥—¢ = ta yy—1.y
g 3 :
de la les équations :
Sinlpe e v e = dlidasi e T g,
5] =
= 2

Dans ce qui précéde la valeur de 1/— 1 .y est déter-
minée dans les fonctions goniométriques sin (v + ¢/ —1.%)
pour savoir la valeur de .

Les équations sont par la:

Sinﬂ:‘“"““ —|—|/—‘I cosm‘f“;‘_}”*t’zg-}-v'—*l.y,l
sin @ .1 fy—1.cene .0 =fLy —1.u.
ce qui donne sin & = £, cos 2 .0 = 0 = =

La formule Are sin (4 vV—1.7) = 2L v—1.y,
ne signifie par conséquence que:

are sin £ = & ou sin & = %

Dans ce qui précdéde on a traité tous les cas ou se
présentent les grandeurs imaginaires, les formes complexes;
pour tous ces cas on a trouvé la signification et déter-
miné la valeur tant absolue¢ que complewe; — plus tard
il sera traité encore la question des Logarithmes, savoir
la maniére de déterminer les TLogarithmes des nombres
complexes en général , d’ou Von déduira ceux des nombres

imaginaires et des formes complexes,



Application de Ia Théorie aux différentes opéra~
tions avec des gramdeurs imaginaires et des
formes complexes.

§ 23. Béductiion de toutes les Formes imagi-
naires ¢t complexes a la forme & 4 1/ — 1 LY et
Efp. — 1l est dit que toutes les grandeurs imaginaires
et toutes les formes complexes, en général tous les nom-
bres complexes peuvent étre réduits & la forme & + vV —1.y,
qu'on peut transformer aprés & la quantité complexe Eho.

Toutes les grandeurs imaginaires sont comprises dans les

{ormes r —a, pr—a

Il est donné l?—a: =P —a=p —1.pa —
Soit I @ un nombre déterminé, rationnel ou irrationnel ;
I a = A,

P —1 = (c0s45° + /—1 . sin 450) = 19459,
Ona: P°— a = Afcos 45° + /—1- sin 450) =

Aecos 45° + /—1 .4 sin 45° =
Yo AV 24 y—1.y, Ay o

Ce qui donne P — @ réduite & la forme complexe

2+ v —1.9

Soit  donné i§/~ b=@p —bb=p—1,p80b.—
B-b = B et d'aprés ce qui est prouvé on a:
B4 = 4221% = (cos 22: 4+ /— 1. Sin 2230Y,
Do il suit: B~ — b = B(eos 22} 4 /—1 . sin 222)
= Beos 22: 4+ ¢/ — 1. Bsin23,,
La valeur numérique de & étant donnée , la valeur

i

absolue des deux termes est connue par les valeurs de
cos 221 et sin 22}; — ainsi la grandeur 1/ — b est
transformée & la forme complexe # 4 y/— 1, y.
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Il ne sera nécessaire de donner d’autres exemples de
la forme L —%Dp.ex. [ —a = P—1. >a.

Soit 72 @ = A; on ne devra se borner & la valeur
P—1 =p Y —1 =y —1 = 190°, pour avoir
les 10 différentes valeurs de p» — 1 .

Des formes complexes comme A(cos ¢ & /—1 . sin £)
se transforment d’abord en & 4+ 1/ —1 .y, quand on sait

les valeurs numériques de 4, =, 2.

Etant donné a -4 1~ —1 .6 ; on réduit premiérement
d'aprds ce qui précéde ¥ — 1.0 &laforme % 4 1/ —1.y,
de sorte que la forme sera :

(@+a) + v —1.y

Ces exemples suffiront pour montrer que toutes les for-
mes quelque compliquees qu’elles solent et quel que soit le
nombre des termes, peuvent étre transformées a la forme
complexe , & 4 /—1.y, quand les valeurs numériques
sont connues.

Un seul exemple montrera le résultat de ces réductions.
— Quand on demandait la valeur de f18~— 1,41000; la
réponse serait: c¢'est une grandeur imaginaire, impossible,
dont la valeur est nulle.

C’est la réponse d'aprés la Théorie ordinmaire; il n’en
est pas ainsi, quand on détermine la valeur d’aprés la
nouvelle Théorie.

fr—1. 1000 = ‘10001“5 = 1000 (cos 221 4/ —1. sin 221)

= 1000 cos 22L 4+ /—1, 1000 sin 22!
= 1000. 0.92388 . 1/ —1. 1000. 0,38628
= 923,88 + ' —1. 386,28,

La vpleur réelle de f18”—1. 1000 est donc f923,88,

et de plus on a la valeur imaginaire de 386,28,

Dans les Annotatious il sera traité de la valeur et de
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la signification des grandeurs imaginaires, comme gran-

deurs complexes, dans un sens eoncret.

§ 24. Application. Sommes, Différences, —
Supposé que les formes données toutes compliquées qu’elles
solent , sont déji réduites & la forme complexe @ + 1/ —1. y.

On demande de trouver la somme des formes complexes :

(@t v—1.0); — (&' £ v —1.b); (a’ == / —1.5").

Soit o — @' + a” = A.

V—1llx=bF¥ 6" = 4+ /—1. B.
Onaed+y—1.B = R (cos P 4= 1/ —1. siu ).
B=y A2+ B2|; p=are, tang ;j;

Il ne sera nécessaire de donuer d’autres exemples plus

compliqués , ni de transporter I'exemple en figure pour
Pexpliquer davantage.

§ 25. Produits. — Dans la Théorie il est prouvé
que les [acteurs directifs suivent la régle des Exposants
dans la myltiplication,

afz. B = ab N+ B).

Puisque toutes les grandeurs imaginaires peuvent se
transformer en formes complexes, la multiplication est réduite
i trouver le produit de

(Z vV —1y) (@ xy—Ly)
et en réduisant ces formes en nombres complexes Ry,
on a a la fin:
(Cxy—Ly) @y —1.y) = Bfx¥¢ . R+ =
REY -+ (P4 9).

Ce dernier produit peut ensuite é&tre transformé de
nouveau en z + 1/ —i1., y.

On demande le produit de :

@+ vV—1.6) (4— v —1.3),
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8 4 1/ —1.6 = 1/(64 4 36) farctang © = 10136%2.

b — Y —1.3 =164+ Nt > » ——.)1‘ 269524
Le produit est 50(36952" — 369°52') = 5070° = + 50.
Le résultat prouve la validité de la Théorie.

§ 16. Le Théoréme de Moivre. — Ce Théoréme
suit immédintement de ce qui précéde , car le produit de
différentes formes complexes n'est que le produit des nom-
bres complexes Jify, qui présentent la valeur sous une
forme plus simple. — Quand on a
B (cosp 4+ y/—1.sin®) = RY?

R (cos¢' + v/ —1.5in¥) = RN
R" (cos 9" + ¢/ —1. sin 9¥) = R"fo”
Le produit sera = RR'R"}(P+ ¥ +97) =
RRR" {cos (P + ¢+ 0")+ ¢/ —1. sin (F -+ ¢ + £) .

Le produit continu change en [Pugssance, quand les fac-

teurs sont les mémes, ce qui donne le Théoréme de Moivre.
R330 = R3 (cos 3¢ + |/ —1. sin 39)

Exeraple. — Quel est le produit de:
(4 +r—1.5) (3 + B-—1.3)?
—1, 5 = 5450 = 5 (cos 457 + v —1. sin 459).

En substituant les valeurs de cos, sin 45°, on a:
—4.5 = 8,5855 - 1-—1.3,5355.
44 pr—1.5 = 7,6355 + ¥—1.3,5355,

B-—1.3 = 31221 = 3 (cos 224 + p—1, sin 22})
par la snhbstitution des valeurs on a:

Br—1.3 = 2,77163 + p—1. 1,14804.
318-—1.3 = 577163 + p—1. 1,14804.
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Par la réduction de ces formes complexes en nombres
complexes, on obtient :

1 {7,58557 + 3,53552| farc tang Sooe — 83249959
Pour le second facteur : ’
v/ [5,771632 $1,148042] Yarc tang P10t = 5,884M101 5
Le produit sera :
|8,3241‘25°8'} [5,88411°15] = 48,98136923",

En suivant la méthode ordinaire, on obtient :
124128 —1 4+ 15— 1 4 151 —1.pr —1,

D’aprés la méthode ordinaire on ne peut aller plus loin
avec la transformation ; — au moins on ne peut parvenir
@ réunir les quatre termes de la forme en un seul.

La question est: Les produits acquis de dijférentes
manitres s'accordent-ils en valeur ?

12 = 19,
1231 = 124292 = 12(cos 22+1/ —1. sin 221)
15" —1 = 15145 = 15(cos 45 + p/—1. sin 45)

157 —1 pr—1 = 15445, 22¢ = 15(cos 671+ 4 —1. sin 67%).
Par les valeurs numériques des cos sin on a:

12 = 19,

1287 1 — 11,08656 & /— 1. 4,59216.
15 —1 — 10,60650 + 1/ — 1. 10,60650,
150 — 13 —1 = 5,74020 + 1/ — 4. 13,85820.

39,43326 + 1/ — 1. 29,05686.
La derniére forme complexe transformée en nomhre com-
plexe donne :

; } 29,05686
(] £) V2 99 56 2 i
V [39:43326% + 20,056862| ) arc tang 2U0000
48,98 ] 36° 28",
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§ 27. @uotients. — Un exemple tout simple suffira
pour montrer ef pour prouver la méthode basée sur les
principes précédents.

Soit donnée la forme générale

e+ —b4P —c+ | —d
P —e—ph—f

Les nombres généraux étant donnés , gquon obtienne par

la réduction :
b4-17—1.3 Sharctang: . 54 36°5

= v 15?{0,9-1-116 by —1. 0,4'1204%
= 0,4941 + y —1 . 0,2235,
D’aprés la méthode ordinaire on aura:
h+1—1.3 _ (V¥ —1.3)(9— s —d )
9+ 1 —1.2 81 + &
= 00,4941 + ¢ — 1. 0,2235.

Ainsi les quotients obtenus des deux maniéres sont

les mémes.

Remarque. — On dira peut-&tre , la méthode nou-
velle n'est pas plus courte que l'ordinaire.

La réponse sera: dans cet exemple, mais en sera-t-il
de méme dans tous les autres?

ia méthode ordinaire peut-elle dtre appliquée i toutes
les formes imaginaires quelque compliquées qu’elles soient?

Et encore la nouvelle méthode nlexclut pas lordinaire ;
— dans les exemples on se sert de la méthode guest
la plus convenable.

La nouvelle méthode se préte a toutes les formes;
le quotient peut toujours &tre transformé i la forme com-
plexe (@ 4+ 3/ —1 . y) ou au nombre complexe R1%.
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§ 28, Puissances. — On réduit d’abord la forme
quelle qu'elle soit en (@ + 1/ — 1.y) el en RYY.

On éleve le nombre complexe R]P & la puissance vou-
lue, qui aprés est transformée en forme complexe,

Exemple. Quelque polynome imaginaire doit dtre dlevé
& la 3me puissance; soit que la transformation donne la
forme :

(4 + 1/—1.3.)% = |btare. tang g| = |5136°52/ |3 —
1259110°36°,

Diaprés la théorie ordinaire on ne sait fuire les pre-
miéres réductions pour parveniv du polynome & la simple
forme complexe.

En employant le Binome on a:

(4 +1/—1.3)8 =
434 3. 4%/ —1. 8 + 3. 4. (y/—1. 32 } (y/—1. U —
64+ —1.144—108—p/—1. 27 =— L4 +1/—1, 117 =
125. 041110°36/,

Les résultats prouvent l'exactitude, et la nouvelle mé-

thode par sa généralité pourra bien étre comparée

Vordinaire pourque la décision soit & son avantage,

§ 29. Racines. Pour montrer la justesse de la mé-
thode, un exemple de I'extraction du 2me degré sera pris
premiérement,

VI[24+2iy15| = /5 4.iy/8.
C’est la racine obtenue suivant la manidre ordinaire.

D’aprés la nouvelle méthode on a:

242 —15 = y/ 64 arc tang /15 = 8 Parc tang 1715
dinsi 1/ |2 42/ —15] = V/ (87 arc tang 1/15)

= 2172/ are tang 1-15.
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Log 115 = 0,58804 = tang 75"31/20"
o1l e P

37%540" = «a
{2 4 2p— 15| = 212 (cos @ + 1'—1 sin a.
Log 18 = 0,45154
Log cos @ = 9,89808
0,34962 = Log 2,237 = Log 1-5.
Log 178 = 0,45154
Log sin ¢ = 9,78702
0,23856 = Log 173
On a par conséquent :
|2 24 pAd5] = 22137045407 = 15 4 p—1. 3=
V5 - pr—3.

Il serait moins facile d’employer la méthode ordinaire
pour trouver la racine d'une forme imaginaire quelle qu’elle
soit et de quelque degré que ce soit.

Demandée la racine: - (4 4 pr—1. 3) = p(5136°52") =

P 51913,
5 (eos 99437 4 p-—1. sin 9M3) =
2 5(0,98708 + 17— 1,0,16016) = 1,476 + p-— 1.0,2395.

L’avantage de la nouvelle méthode basée sur la Theorie
précédente se manifeste par sa généralité dans toutes les
opérations , surtout dans la Multiplication , la Division ,
V Elévation aux Puissances et U Extraction des Racines
de quelque polynome et de quelque degré que ce soit,

D'aprés la méthode ordinaire dans I’ Elévation aux Puis-
sances et dans VExtraction des Racines, on ne peut que
trausformer le polynome en binome et y appliquer la for-
mule du Binome; — on obtient de cetie maniére des
polynomes ou bien des séries infinies, dont les termes pour
la plupart sont imaginaires, desquels il serait difficile si
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nen impossible de réduire la valeur & ln forme complexe

(# + p—1.y).

§ 30. Conclusion. — Aprés avoir divisé les nambres
en absolus et en complewes; aprés avoir distingué les
facteurs des nombres complexes, en facteur de la valeur
numerique absolue, et en facteur de la direction ; — aprés
avoir trouvé la signification et la valeur de tous les fac-
teurs de la direction , tant directe qu'indirecte, comme
anssi les régles que ces facteurs snivent dans les diverses
opérations et réductions, on peut regarder comme prouvye
ce qui soit:

Que les nombres imaginaires, impossibles ete. n’existent
pas, exceplé dans les fonctions gonioméiriques et oyclo-
métriques & forme imaginaire et complexe; — ce sont tous
des nombres rdels, possibles, qui ont une valeur réelle.

Qu’il est prouvé par la détermination de la signification
qu'on peut marquer la valeur absolue et la complexe de
tous' les nombres et de toutes les formes, et les réduire
a la forme générale z + .y o A la valeur numérique
complexe RfP, ot encore que quelques opérations et quel-
ques réductions trés difficiles on bien impossibles d'aprés
la méthode ordinaire basée sur la Théorie généralement
suivie sont réduites 2 des régles et a des opérations bien
simples et toutes gémérales,

Pour compléter la signification et la valeur des nombres
complexes il reste de trouver la signification rdelle , con-
erdte de ces nombres qui jusqu’ici ne sont traités que dans
un sens abstroit; mais de méme gu’avec les grandeurs
négatives , qui parfois ne permettent pas dans les résultats
de la solution des équations, d’en trouver la signification

concréle, il arrivera avec les grandeurs imaginaires de ne
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pouvoir indiguer la grandeur concréte, répondant & la for-
me imaginaire ou complexe,

Les regarder cependant d’abord comme absolument
imaginaires , c'est tomber dans 'ancienne erreur avec les
nombres fractionnaires et les négatifs, qui furent consi-
dérés bien un temps, comme impossibles, imaginaires dans
les résultats de la solution de plusieurs équations.

Dans TArithmétique les nombres ne sont qu’absolus,
sans facteur de direction ; dans I’Algdbre la direction ou
la situation positive et la négative seules sont regardées
comme réelles; les autres, dont on ne savait la signifi-
cation, sont jugées imaginaires, impossibles.

Le chapitre & part sera voué A& prouver que ces gran-
deurs ne sont pas toujours uniquement abstraites, mais
qu'elles ont pour la plupart une signilication toute con-
créte, et de plus qu'elles trouvent leur application dans
bien des cas concrets.

§ 31. Logarithmes. La Théorie qui vient d’ttre exposée
conduit d’elle-méme par ses principes sur les exposants .
& la question des Log. des nombres nézatifs,

L’auteur ne commencera pas 4 répéter le pour et le
contre que les mathématiciens Bernoulli et Leibnitz,
d' Alembert et TFuler, et tant d’autres ont écrit sur les
Log. des nombres négatifs,

Il est connu qu'on a laissé le dernier mot & Fuler et
que dans Vopinion presque ou toute générale idée d’Euler
est regardée comme la vraie,

Euler s'est prononcé de la maniére smivante :

Tous les nombres positifs ont un nombre infini de Log.,
dont il n’y a qu’nn seul de »del;

Tous les nombres néyatifs ont un nombre infini de Log

S

qui sont tous imaginaires.
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Les formules fondamentales des Log. dans les divers
systemes sont :

e =9y ; =L o
102 = y ; & = Log. y.
at = 9y ; & = Log. y.

Il suit de ces formules et des propridtés qui en dérivent,
que toute la Théorie des Log. est hasée sur les Expo-
sants; car le Log. d'un nombre n’est que I'Exposant de
la base d'un systeme, marquant le degré de la puissance
a laquelle Ja base doit &tre élevée pour avoir le nombre.

Dans la Théorie les Exposants sous toutes les formes
sont analysés; la signification en est indiguée, la valeur
est déterminée de I'Huposant comme aussi du mombre
dans toutes ses formes, et par la il est démoniré gque
pour chaque nombre complexe on peut déterminer Iexpo-
sant de la hase; le nombre complexe pris dans la direction
directe ou dans Cindirecte.

§ 32. La formule ¢# = y ; & = L.y se rapporie aux
Log. naturels,

Il vaudra mieux prendre pour formule fondamentale :

ot =y ; 3y = Log. 2.

puisqu’on a déja donné des raisons, sur lesquelles on
reviendra dans le Complément, qui permetient de pré-
tendre que la direction indiquée par le signe 1/ — 1 dans
les exposants, est indépendante de la valeur absolue du
nombre a,
 Les nombres [complexes 4 comme exposants, se rap-
portent aux opérations :

4 " .
a8 et = et iy 0= =

(BT
Les autres exposants en nombres complexes ne peuvent
avoir que les formes + ¢/ —1.,2, + (z + vV —1 + )
gl —dow — ¥ 0 gudkl —d.y = az =190,

Les expressions de la forme gV —1.2 = e+l —1.2
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— 11 +a2 ne sont autre chose gue des manieres d’in-
diquer les facteurs de la direction dans les nombres
complexes,

En passant de la derniére formule

arxl —1l.y — a'mT + 9.
auxLog.ona:x+y —1.y =2+ 1+ y=Log.af4y.

Cet exemple renferme la solution de la question sur
les Log. des nombres complexes en général, et en parti-
culier celle sur les Log. des nombres négaﬁfs.

Quel est le Log, du nombre 4 A?

+Ad=x+1.A=41"

Soit 4 = ap,+ 4 = ziTO = ATQ%,—.';

ap+V—10 — gp+V"—1.2nx — 4 4
et p+10=p+1 2 = Logt+ 4
de méme on aura pour — 4 = Alz = A|(2n+1)7.
ap +FV—lw = gptp—1.@n+lr = — 4
et p+Pr=p+12n+1)r = Log— 4.

Ainsi le Log. de chaque nombre complexe est un nombre
complexe , representé en jorme complexe; la situation, la
direction du nombre complexe, dont on cherche le Log,
est jointe dans 'Exposant & sa valeur absolue par le signe
p—1, et toujours les directions du nombre complexe et
du Log. ou de I'Exposant sont parfaitement égales.

Dans la question des Log. il nest parlé d’autres nombres
que des négatifs, on pourra donc compter que I'affaire
est terminée par ce qui précdde; on peut la juger décidde

mathémaliquement.

§ 83, 1l sera & propos d'insérer ici le principal fonde-
ment sur lequel Euler basait son opinion,
Cette base était la formule:
e+ V—Ly = ex(cosy + 17—1. siny).
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D’aprés la Théorie cette formule peut &ire écrite :
er+V —1.y — ex(eos y 4 /—1 . sin y) = exty.
De cette formule il a tiré les suivantes:

elia+1" —1.9nx

[l
a
[l
_’_.
8

elo+ " —1.@u+lyw — __ 4
et Log. a = L. a 4 2ag.¢
Log. — a =L oa + 2o+ Dr.¢
La signification de ¢« = 3/ — 1. dans les Exposants

est démontrée; il est indiqué la signification de 2 =
comme expression géndrale de la direction indirecte - 1
on de la direction positive, la base des directions.

La signification de (27 4 1)7 comme expression de la
direction indirecte de la direction ndgative est indiquée en
méme . temps,

Euler dit: Tous les nombres positizs ont un nombre
infini de Log., dont un seul est réel, les autres sont tous

imaginaires,
Ce nombre infini de Log. de 4+ @ est renfermé en :

.

Log. a = L. a + 2am.4
pour n=o.log.a=L.a+2.0.7.i=L.a+0.i =L.a+%o
=1. » =Le+2 .i =La+12r=L.a+%o*
n=2. » =La4dr.i =L.a{dr=L.a+loe
et ainsi de suite pour n ad injfinitum , toujours on a:
Log. a =L.a+2n7.i = L. a +1227=L.a+oe
ainsi tous les Log. de @ ne sont que L. a 4 Too, . a. d.
Log. @ avec la direction positive. :

Les Log. d'un nombre positif sont donc tous le Log.
du nombre absolu suivi de la direciion positive, exprimée
d’une infinité de maniéres, qui toutes ne signifient que la
direction positive,

La direction directe ne Sexprime que d'une senle ma-
nidve ; ['indireele d’une infinité de maniéres, qui toutes

vindiquent que la méme direction.
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De la méme maniére on explique le véritable sens de
Tinfinité des Log. imaginaires des nombres négatifs.

Log. —a =L at+2a+1)x.1

pour-n:o.Log.—a:L,cH—x.i =La+
g— 1 » = L g 3% =La+{r
n=u » -'*L.a-‘r(ﬂa'+'1)r.i:L.a+T,-,-,

Ainsi dans Vinfinité des Log. de — o toussont L. @ + 1=
c. a. d. Log. a avee la direction négative.

I’infinité est donc linfinité de maniéres dont on peut
esprimer une dircction par la direction indireete , laguelle
cependant v'indique que la méme direction.

Pourquoi ces Log, sont-ils taxes imaginaires? Parce gue
dans tous on trouve le signe i = V' — 1, dont on n'a
pas compris la signification de direction =1,

Quelle est maintenant la traduction de la Thése de Fule

Tous les nombres positifs ainsi que les négatifs n’ont

» 2

quun seul Log. pour chaque Base.

Ces nombres positifs et négalifs, comme nombres com-
plexes , ont dans leurs Log. le signe de leur direction,
exprimée non par un Jactewr dans le Tog., mais par un
terme uni au Log. absolu par le signe 4+ suivi de ¢ =
Vo ="

La direction positive, ainsi que la mégative, peut atre

exprimée d'une infinité de maniéres , qui toutes ne signi-

fient que la direction positive on la direction négative,

1*0“ = 1227 = t1; P = T(Qﬂ:-}—'l)rr = —1.
La valenr numérique de ces directions comme hétérogéne

avec le Log. absolu ne change en rien la valeur absolue

du Log. ; qui dans le sens primitif et propre nest gu'un
nombre abstrait, absolw, tandis que le nombre qui se
{rouve aprés le signe }/ — 1, marque le nombre des
degrés de Varc, mesurant la direction ,

Log. — 100 = Log. 102+ br—1.180 = 2 . 1 180> —



ou la longueur de P’arc exprimé dans la longueur du rayon
du cercle prise pour wmitéd .
Log.— 100 =Log. 102+V —1.» _ 9 1 /1, 3,1415926.

Dans le dernier cas 3,4415926 a la valeur concrife
de 3,14 — rayons du cercle pour marquer la longueur
de I'arc, mesure de la direction; 2 n’étant qu'un nombre
abstrait , absolu,

Pour faire ressortir 'absurdité il sufira de prendre pour
exemple :

Log. + 1 =y —1.2n7=92n7;
Log. —1 =y —1.Quadyr=125 4 1)z
en donnant & #n les valears de 0, 1, 2 ete. on dit:
Log. +1 = 0; 30 —41.2%344%; 1V —1.43%314% ete,
Log. — 1=y —1.344: v/ — 1.,3x%3,14;
¥ —1.5X% 3,14 — ad inf.

Pour se sauver de la contradiction, de I’absurdité, puis-
que dans tout systéme Log.l =0, on répond que tous
ces Log. sont imaginaires.

Le vrai sens de ces formules est:

Log. +1 = Log. V" —1.2%% = Log. a0+ V" —1.2nx

=0 +12nx
Log. — 1 = Log. a¥ —1 @n+1)z = Log, a0+ V" —1.@n )z
0 + }(2n+1)r
Signifiant que le Log. de lumité complexe estO, etque

[l

la direction de cette unité dans le premier eas est la
positive , marquée par la direction indirecte 12n7x =
v —1.2a7. '

Dans le second cas la négative, marquée de la méme
manidre générale par

1204+ 1) = vV — 1 2n+ .

Toutes ces valenrs comme direction n'ont que 'unique

valeur de la direction directe

1207 = 45 1@n+ )7 = —,
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§ 34. Pour montrer et pour prouver que tous les nom—
bres complexes ont des Log., il est nécessaire de répéter
premidrement que toutes les formes complexes peuvent étre
rédnites en nombres complexes; et que tous les nombres
imaginaires sont des nombres complexes.

Par la transformation indignée de tous les nombres
imaginaires et des formes complexes en nombres complexes
les Log. de tous les nombres sous toutes les formes et
dans toutes les sitnations sont trouveés.

Exemples. -— Les Log. des nombres positifs et des néga-
tifs sont déja indiques.

Le Log. de ¢/ — 1. A7

V= 1.4 = AYZ = alog 4+ —1.90

ainsi Log. ¢/ .~ 1.4 = Log. 4 + 190°.

Le Log. de la forme p» — 1. 47
Soit n = 5.
1.4 = 4 IG5 = dosd+ =118, vour ne

prendre que la valeur de la direction directe.
ainsi Log. ¥ —1.4 = Log. 4 + 118-.
Pour avoir toutes les valeurs de I — 1.4, on n’au-

. 7 wo _ AT A A3E g ADE
rait qu'd prendre P —1 .4 = A4 TW , A leﬁ . | TE ete,
19 7

10 °
La différence des Log. ne serait que la dillérence des

jusqu’a 4 ¢

directions , d'aprés la valeur prise pour P — 1. 4.

Log. 4 1592 = Log. 4 -+ M9.18e,



Le Log. de la forme 2 — 1. A?
Soit » = 3,
p—1.4=3—1.4- ANZ = dlog A+ —1.99,
ainsi Log. - — 1.4 = Log. 4 4 122:-
La méme remarque sur les autres valeurs et les autres
Log. des différentes valeurs complexes.

Le Log. de la forme 1> 4+ A4 non imaginaire ?
T = 2 = glog 4417 —1.¢°
14 A Tn alog. 4 4 -
ainsi Log. 1 4+ 4 = Loz. 4 + To®.
Il ne sera ndcessaire de parler des (n — 1) autres valeurs
complexes,

Dans la Théorie il est montré que tous les polynomes
avec des termes imaginaires de toutes les formes peuvent
étre reduits 4 la forme complexe & 4 1/ — 1. ¥, quand
la valeur numérique des grandeurs générales est déterminée ;
— chaque polynome de cette forme pent donc &tre trans-
formé en forme complexe, puis en nombre complexe, dont
on peut déterminer le Log.

Demandé le

§ 35. Application de la Théorie.
produit de = — 4 X — B & l'aide de Log.
Log. — 4 = Log. (4} 7) = Log, 4 + 1
Log. — B = Log.(B{#) = Log. B + 1
Log.(— 4. — B) = Log. AB = (Log. 4 + Log. B) + 127
= (Log. 4 + Log. B.) + la direction positive.




Il sera & propos d'insérer d’abord une des bases de
V'opinion de Leibnitz,

Son argument était: quand — 2 avait un Log., celui
de ¢/ — 2 serait 4 Log, — 2, et un nombre imaginaire,
impossible aurait dans cette supposition un Log.

Réponse. Log. — 2 = Log.(217x)= Log.2 + kg

Log. V" — 2 = ! Log. (2 1) = & Log. 2 4 Tf]

Ces équations sont tirdes des équations Logarithmétiques

d’une Base quelconque; pour la Base 10 on a:

10e+ 17 1.180 — © T s O
dans la table on trouve @ = 0,30103.
ainst 100,30103+ 1" —1.180 = — 2; Log,-—2 = 0,30103+ 1=
encore 10045051517 —1.90 = 1/ 947 = /— 2.

et Log. / — 2 = 0,450515 + 7.

Non seulement le Log, 1/ — 2 existe réellement, mais
encore on esi en état de donner toute déterminée la forme
complexe , qui Pexprime,

Remarque. Les Log. des nombres complexes sont indi-
qués en formes complexes,

Il y a cependant une grande différence entre les formes
complexes ordinaives et celles marquant les Log. des
nomhres complexes.

Dans les formes complexes ordinaires @ 4 1/ — 1.y,
les quantités & et y sont homogénes et ne différent que
de direction; ce qui n'est pas le cas dans les formes ;
indiquant les Log.

p. ex, Log. a+V —1ly = gL y—1.y =a+1y

Les quantités « et y ne soont pas homogénes, & étant un
nombre abstrait, absolu, y étant un nombre concret,
y = y degrés ou y rayons du cercle.

Les formes complexes marquant les Log. des nombres

complexes ne peuvent donc pas étre transformeées en nom-
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bres compleses comme Jes formes complexes ordinaires .
dont les termes x et y sont homogénes.

Le vrai sens demande gu'on écrive

Log. azt+V —1.y = ¢+ 1y
puisque le signe ¥/ — 1 dans Pexposant n'a pas la signi-
fication de 3/— dans les nombres complexes ordinaires
ou les nombres imaginaires V' — 1.y =y 1‘.‘;

Cette distinction Fuler ne 1'a pas entrevue ; quand on lit
¢e qui se trouve dans les oeuvres mathématiques et sur-
tout ce que Dr. Riecke a derit sur les Log. dans son
livre 1 die [echnung mit Richtunyszahlen, on verra qu’on
1

prend le signe ¢/ — 1 d . sens ordinaive de la direc-

tion 4 <, ou de T'unité cumplexe 115

Déterminer & Paide des Log. le product (1/ — 2) (v —2)-
Log., y/—2 = 1log, 2414
Log. y/ — 2 = 4 Log. 2+ T;

Log. (/—2) (v —2) = Log. — 2 = Log.2 + 4=,

Le guotient donnera :

P ]
Log. e — 0+ 10%°« 0 = Log. 1
Demandde la puissance (1/ — 23t = A
Log. Y—2 =}Log. 2415
Log. (/—-2)* =4(}Log. 2 + 13) = 2 Log. 2 4 12~

= Log. 22+ 10 = Log. + 4
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Demandée la racine pr — 16 = p- — 1.9,
Log. — 16 = Log. 16 + 4}~
Log. pr — 16 = { Log. 16 + 1452 = Log.p~ 16 4 145
=Log. 2 + 445 =TLog. (2. — 1) = Log.p —1 .2.

Ces exemples suffiront pour montrer la méthode et pour
prouver en meére temps que la méthode ordinairement suivie
est celle, qui résulte de la Théorie des Exposants dans les
différentes formes.

On peut compter par ce qui précéde que la question
sera terminée, ddcidée non en faveur de Popinion de Fuler,
mais pour réfuter ce que sur son autorité ou suivant ses
principes les mathématiciens pour la plupart jusqu’ ce

jour ont jugé &tre vrai,

§ 36. Avant de quitter le sujet il est nécessaire de
juger les autres fondements sur lesquels les deux partis
basaient leurs opinions,

Bernoulli fondait son opinion sur la ligne logarith-
métique , pour prouver que les nombres néyatifs de méme
que les positifs ont leurs Log.

Soit dans I'équation a® =y, @ labseisse et y ['ordonnde;
on voit qu'a la valeur # se rapportent toujours deux or-
données ¥, l'une dans la partie positive, I'autre dans la
négative, — Ce qui s'accorde avec I'dquation , car

a® = a3 — V a* = 4.
ainsi & = Log. - .

En prenant les tables des Log. cette opinion est tout

d’accord avec ce qui 8’y trouve ;

Dans les Log. de Briggs on trouve:
Log. 100 = 2,00000
réduite en équation logarithmétique on a :
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10290000 — 40725888 — 19000 40200000 _ . 400,
ainsi 2 = Log. -+ 100,

Leibnitz qui était contre la thése que les nombres
négatifs ont des Log., suivai P'argument déja annoncé.
La base en est jugde; il taxail les nombres dits imagi-
naires , comme impossibles, non réels; il ne discernait pas
les deux facteurs  dans les nombres complexes , au moins
il n'en savait la signification mi la valeur ; — surtout
il ne regardait pas Jles Exposants des différentes formes
gous le point de vue exposé dans la Théorie,
Dans le temps de Leibnitz les Exposants de la forme
V—1.2, 4+ y/— 1.y étaiert-ils déja connus?
Il décidait sur les idées généralement adopides ; son
argumentation est conséquente, mais la base en est fausse.
Quelle aurait-été sa réfutation , 81 on lui avait presenté
le raisonnement suivant :
Suppoesé que (— 1) ne peat avoir qu'un Log. imaginaire,
impossible, on aurait I'équation suivante :
Log. (—1) = % = impossible
2 Log. (—1) =
ou Log. (—1) = Log. 4 1 = 2 o
Log. (+ 1) = 0
0
0

9]

X

par conséquent AL

ainsi Log. (-+1) = 0 = Log. (—1).

Encore Log. (1 — 1) =  — impossihle
4 Log. (¥ —1) = Log. (p.v — 12 = T, (F1)=4dy
ainsi Log. +1 = 0 = 44
et % = Log. (¥ — 1) = 0 = Log. + 1.




D'ou il suit:
Log. — 2 = Log. == 1 4 Log. 2 = 0 4 Log. 2.

ce qui donne Log. —2 = Log. 2 4 0 = Log. 2.

Log. ¥ —2) = Log.pr—1 1¥2 = 04 ] Log. 2,
et Log. »—2 = 1 Log. 2+ 0 = i Log. 2,

D*Alembert se pronongait en faveur des Log. des
nombres négatifs,

Il fondait son opinion sur l'équation;

il disait: gz = y, soit & = g.
13
T R e
on aura: em = pr €% == .

et encore sur la ligne logarithmétique comme il se trouve

dans ; Kliigel , mathematisches Worterbuch.

La base de Euler est déjd annoncée et ona déja donné
la traduction de sa thése, de méme on a formulé ce qui
en est des Log. des nombres complexes en général, aux-
quels ioutes les formes complexes el les nombres imagi-

naires peuvent étre reduits.

§ 87, Conclusion. On doit s'étonner de ce que jusqu’d
ce jour on n’'a pas entrevu l'importance de distingmer dans
les nombres complexes la signification et la valeur des
éléments intégrants, et surtout de ce qu’'on n’a pas observé que
les nombres dits imaginaires et les formes complexes dans
les Fonctions exponentielles et les goniométriques n’ont pas
la méme signification ni la méme valeur que dans les Fone-
tions ordinaires.

Encore de ce qu’on a négligé d’observer dans la direction
Uinfluence , la portée, non seulement de la directe , mais

encore de [indirecte.
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Surtout I'équation pour prouver le nombre des racines
de I'unité dans le sens od on I'a pris, n'a pias contribué
peu & embrouiller les idées, les opinions.

La suite en a 616 qu'on a jugé imaginaires, impossibles
des nombres et des grandeurs réelles et qu’an contraire
on a attaché la réalité et une réalité de valeurs infinies
a des expressions, dont la valeur numérique, absolue était
nulle et Uinlinité de valeurs hétérogénes avec la premidre
n'était qu'une.

Toutes les obseurités dans les mathématiques & ce sujet
et la dispute sur les Log., qui a occupé des esprits émi-
nents & diffiérentes reprises et durant un espace de temps
&l considérable sans parvenir & une déeision compléte ,
ne tiennent, aprés ce qui vient d’étre prouvé, qu’d des points
en apparence de peu d’importance et de profoudeur,

Pour prouver que toujours encore on n’a pas deviné le
vrai sens de ces sujets et la grande influence, qu’il a
encore toujours dans toutes les parties des mathématiques,
il sera certainement utile de relever les obscuritds et les
absurdités ; suites ndcessaires de la maniére dont on a
regardé ces points, et de montrer en méme temps, combien
ces obscurités sont expliquées tout naturellement, de prouver
Pabsurdité des conséquences tirées de la maniére ordinaire
de comprendre ces choses.

L'auteur a pris & cette fin les ocuvres des premiers
mathématiciens pour &tre stir de ne pas critiquer des idées
et des opinions surannées.

Le complément renferme la comparaison des principes
des Théoriss ordinaires avec ceux, exposés dans la Théorie
precédente,
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Sur le complément. La Théorie renferme les prin-
cipes des nombres complexes dans les diverses Fonetions.

Ces principes différent de ceux, qu'on trouve dans les
Oecuvres mathématiques ; il sera bien de vépondre plus
directement aux principes des opinions contraires en con-
frontant les bases,

Il ne sera nécessaire de parcourir & cette fin toutes
les Oeuvres mathématiqnes; la réponse avx Oeuvres prin-
cipales sera en méme temps celle aux antres,

Quelques  sujets , sur lesquels les opinions different
encore beaucoup, demandent d'8ire traitds plus au long
qu'il n'est fait dans la Théorie,

Sur les signes —- et les quantités positives et les nega~
tives ;

Sur les quantités imaginaires ; ;

Sur la sigoification concrdte des nombres complexes en
général , des imaginaires en particulier.

Le complément deviendrait trop grand, si Uon voulait
comparer tout ce qui se tronve dans les livres de Wallés ,
des Formes imaginaires en algébre ; leuwr interprélation en
abstrail et en concret; Br. Riecke , die Rechnung mit
Richtungszahlen ete. , qui traitent spécialement les princi-
paux points de la Théorie: ces denx livres cependant con-
sultés et comparés par Pautenr méritent bien Iattention
pour pouvoir se prononcer sur la diversité des principes et
des résultats par vapport aux nombres complexes dans les
diverses Fonetions,
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Le complément pourra étre continud, de sorte que toujours
on pourra reavenir sur des sujets oublids et répondre aux
remarques , aux critiques qui seront faites,

Dr. Riecke , die Rechnung mit Richtungszahlen, —
Pag. 29. Note.

La détermination de la signification et de la valeur de
1’—1 peat étre regardée comme le premier pas pour
déterminer les aufres quantités imaginaires, en général
tous les nombres complexes.

R. fait objection contre la manidre de déterminer p/—1
a laide de la moyenne géométrique; il dit quion a fait
la faute de trunsporter sur les grandeurs complexes le
théoréme des quantités ahsolues.

La remarque est juste, qu'il est fautif d’appliquer en
génceral les mémes principes & ces différentes grandeurs ;
les mathématiques offrent beaucoup d'exemples dans les-
quels on a suivi cette maniére, qui a donné lien @ bien
des inconséquences et des absurdités.

Fig. 1. R. prétend qu'au lien de OA”, OA” on pour-
rait conclure avec le méme droit, que les lignes OB, OB,
OB”, OB" ete. seraient les moyennes entre OA et OA/, —
de sorte qu’on aurait :

OA:0B = 0B: 04/
TAHOBT =108 : —1,
0B = p—1.

Les ligues OA, OA’ étant des lignes complexes , OB,
OB’ etc. devront pour la méme raison &ire prises com-
pleses; — la proportion sera :

OA:0B = OB:0A; +1:14]¢ = 11P: —1.

Ho_ A4y ; — 4
ct fig = ;1;?7 +1.—1 = 1¢. 11
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Il est tout clair que la proportion est fausse , quand on
prend la ligne complexe OB comme moyenne entre 0A,
OA! = +1, —1 = 110, 14=.; il en serait de méme, quand
on prenait pour moyennes les autres lignes OB/, OB" efc.
en sens complexe.

Les seules lignes complexes, comme moyennes entre QA
et OA’, sont les lignes OA” et QA7

OA: OA” = OA”. QA ; +1=1T§: :[1‘5;;—.--1.

OA : 0Aw — DAYy QA ; Gl :'11'7-?.5,}:'11\7:'.;.:—1.
Car on a:

ﬂf"—”‘%{ﬁ—iﬂ'- 1. —1 = 110. 17 = (1152
ur = 2 =15; +1. —1 = 1{0. 19 = (11}

—1

_+1 1 4]

11‘;7.5 i v 2

’,11‘97;‘.7:' = ’]T‘f;r = el

Il ne sera nécessaire d’expliquer I'égalité de ces raisons;
la figure montre , que la différence des directions est par-
faitement dgale,

L’objection de R.n’est done pas fondéde , et on ne sest
pas trompé de baser la signification de §/— 1 sur la
démonstration , qu’en fournit la Géométrie, quand on prend
les grandeurs non comme absolues mais comme complexes,

La formule 7 — — 92y —1. [, v/ —1.
dite d’'aprés Montucla irowvée par .J. Bernoulli.
Kliigel , mathem. Worierbush.

Dr. Riecke , page 76 § 46,
R. a dérivé cette formule de ()/ — 1)V —1,
D’abord il tiche de trouver la valeur de (1/—1)V —1

T

o




Par conséquent il dits
7 7
(V—1W —1 = (' —15)V—1 = ¢—5 = 0,2078...
R, regarde par conséquent 3/ — 1, I'exposant, comme
ayant Ia valeur de 115.

Dans la Théorie il est prouvé, ce qui en est de cette

supposition.

Do y—1 = —1.3; Ly —1=y—1.5,
il obtient 7 = —2 ¢V —41. Ly —1.

Analyse de cette solution, Quand on étudie, ce qui
se trouve dans Riecke, Kligel et d’autres, on voit que
Iexposant 1/ —1 est pris dans le sens de /' — 458
v/ — 1 pris dans ce sens, on a:

(V— 1V —1 = @50+ —11 = 10410 = 1717,
ou si lon veut 1° = 1 (cos 1° + 1/ —1. sin 4%
Clest 1a d'aprés la Théorie la signification et la valeur

de (/— 1)V —1 et non 0,2078....

v/ — 1)V —1 peut aussi étre pris comme signifiant :
(1/-—'1)1/'—1-0 =(V— 10+ —1.0— -11‘0 —- e
Dans les exposants /' — 1 n'est qu'un signe, 7ien de
plus , pour indiquer que les nombres , qui accompagnent
v/ —1, comme vV—1.2, x y—1 , donnent les degrés
de la direction, V—1.2 = z/—1 = {2
Puisque dans (1 — 1)V —1 Vindice n’est suivi d’aucun
nombre, on peut compter, ef awec plus de raison , que
la direction manque , de sorte gu'on a:
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(V-1 —1=(y— W =1.0 = (/) —1)0+ 1V —1.0—
17100 = + 1.

7.":—941/—-‘1 L(I/---i.).

Cette formule est derivée de la manitre suivante:

V=1 =o~15 ; L(y—1) = 7/ —1.

21/ —1.
e/ —A. B — )= =,
7=—2¢y—1 L(y—1).
Analyse. Dans le second membre 17 1/—1, on a
pris 1/—1, qui n'est que I'indice de la direction, pour

Punité complexe 11‘5 i puis multipliant les deux membres
avec 2¢/—1 = 217, on a obtenu la Formule, qui ne

peut &tre quabsurde.
La dérivation dans le vrai sens ne donnerait que:
— =L g — — g
Lyv—1)y=41i7y 1—0+T2
(2

2 L(y/—1) = (0 +15) 2
L(I/—-'l)2 === :L1+T7r:9[0+1g]'

Dans la suite on trouvera par rapport & cette formule
des formules encore beaucoup plus compliquées, tirdes de
Dahamel , des Méthodes dans les seiences de raisonnement.

On a passé sous silence dans R. la construction géo-
métrique de (y/— 1)"—1, basée sur sa manitre de com-
prendre V'expression, jointe & sa solution algébrique,
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Reéduetion de /(—1/(—1/

)

Dans les Eléments de I'algébre on trouve quelquefois

ces réductions , traitées de la maniére suivante:

VIV (—v—1) = y—1,p—1.8°—1 =
(=12 (—1)2p—1 = Bo(—1)y = g-—1,
Ce qui donne lieu & bien des obscurités et des contra-

dictions pour les commengants.
p.ex. y—1,p—18—1 = g-—1
vV—1.p—1 =1,
Une réduction semblable donne :
V—lp—1 =p—1 ; v—1 =1,

En réduisant ces expressions suivant la Théorie et en
n'observant d’abord que la direction direcie, on a:

1/(—1/(--1/——-‘1)) = yV—1.p—=1.p -1 =
15 - 1745 = 115 = M7 =
1 (cos 457% 4 1/ — 1. sin 15739),
Ou encore: 1/ (—p/(—/ —1)) =
VI—VE=UE) = vieviteg) = vi—viy) =
Bt 37 i T
VU = visg) = vUE = 11y
Quand on observe en méme temps les directions indirec-

t¢s, on aura les différentes expressions.

Quelle est la signification et la valeur de % —1?

Trouver la valeur de # dans:
2 = s,
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r—=l.2=200 14y —3_ a4+ 3) farc tang /3.
Ainsi 202 = y/4farctang 1/3 = 2430,

180

=

— 30 T =6,

Les nombres complexes renferment deux facteurs s +a=
al0; —a = afr; VV—1,a = al3.

Tous les mombres imaginaires j/ —1.a , B—1.a et
en général > —1,a, f'/— 1. @, dont les indicateurs dans
les racines sont des nombres connus , représentent dans
leurs facteurs de direction des grandeurs constantes ,
ainsi

d—1.22 = —1,2282+ 225 —1 —
—2xdr+ 22,0 = —2x3y,
dpr—1.22 = p'—1. 2082 4 22, 3 pp—1 —
W—1.2z0x 4+ 22,0 = p'—1.223 2.
ete., ete,

Pour comparer la Théorie des nombres complexes et le
contenu des oeuvres mathématiques sur les quantités ima-
ginaires et les formes complexes, il est nécessaire de
relever les points de différence, d'en trouver les raisons
el de donner les fondements sur lesquels les opinions
différentes reposent.

En étudiant ces oeuvres, on trouve que dans la plupart
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Pauteur fait sentir ou déclare ouvertement, que ces quan-
tités et ces formes renferment des obscurités , des incon-
séquences , méme des absurdités , qu'il ne sait expliquer.

Dans d'autres Uauteur les taxe comme des quantités
imaginaires dans le vrai sens du mot; lopération sur les
quantités n’est que machinale, on ne les comprend pas,
on ne sait si lapplication des régles est juste ou non,
on ne peut verifier tous les résultats; — on s’en sert
parce que les imaginaires donnent quelquefois des résultats
réels, on obtient des solutions, dont on s'étenne, gu'on
n’avait pu prévoir, qu'on ne sait expliquer,

Encore d'antres continuent toujours & les nommer ima-
ginaires , mais ils prétendent que la signification leur est
connue , et dans leurs oeuvres ils les traitent d’aprés
Pidée quiils y attachent; — pour wmontrer la réalité de
leurs opinions, ils transportent leurs idées sur les quan-
tités & des grandeurs, c’est par des constructions géométri-
ques qu'ils traduisent leur maniére de les concevoir.

Parmi ces derniers 'auteur de la Théorie a trouvé des
constructions en contradiction avec les principes donnés ;
par lanalyse il est parvenu & trouver la raison de la
divergence, et 4 prouver que ses idées contraires peuvent
soutenir la comparaison de celles contenues dans ces
oeuvres.

L’auteur a rencontré des passages, qui renferment que
les imaginaires, par les découvertes faites dans ce siécle ,
ont acquis la juste définition; qu'on peut dire avec raison
que la maniére correcte de comprendre ces guantités et
la méthode & suivre dans Papplication doivent étre comp-
tées parmi les plus importantes découvertes du 19me gidele,

Encore on tronve pour réponse i ceux, qui demandent
si les quantités dites imaginaires ne sont pas impossibles,
et que par conséquent, tout ce qu'on en dit, nest qu'un
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jeu de mots sans quelque intérét: — Dans les mathéma-
tiques on me peut nommer impossible que ce qui renferme
des contradictions, des absurdités, qui ne se prisentent
pas dans les quantitds imaginaires.

Ceux qui ont fait cette demande sont jugés ne pas avoir
fait beaucoup de progrés dans les mathématiques.

La question, il est vrai, marque que celui qui la fait,
n'a pas fait beaucoup de progrés dans les mathématiques ,
mais la réponse 4la question sur I'imaginaire, I'impossible,
n’étonne pas moins l'auteur de la Théorie.

»Dans les mathématiques ne se présentent pas des ab-
»surdités dans les réductions, les opérations appliquées a
»ees quantités’” ? |

La Théorie en offre bien des exemples ; on est donc
obligé d’en tirer la conclusion que : ne pas les remarquer

?
cest ne pas les comprendre.

La différence avee la Théorie se trouve dans les points
suivants :

On n’a pas distingué assez les nombres gbsolus des comm
plexes, dans le sens indiqué.

On v'a pas approfondi la signification, la valeur des
facteurs directifs dans les nombres complexes,

Par la détermination de la signification des imaginaires
sous la forme /—1.a, on a trouvé encore la valeur des
formes complexes et la maniére de les transformer en
nombres complexes ;

e+ y—1.y = ],/(.cvﬂ-[-gﬂ)’]‘arctang.3:;;’r = BTS" =
R (cosp 4 v/—1. sin 9);
mais on s'est arrété 14 pour la plapart; on n’est pas
parvenu & déterminer la signification et la valeur de toutes
les imaginaires , sous quelque forme qu’elles se présentent;
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on n’a pas determiné cn général la juste signification et
la vraie valeur des quantités complexes.

Dans I'équation o7 ==41., & =32 +1, que toujours
on ne regarde que comme Ja solution des diverses racines de
l'unité , on a perdu de vue suivant la Théorie, la véri-
table signification, savoir la détermination de la significa-
tion des différents facteurs de la direction.

Dans les expressions A(ecos® + 1/—1.sin&) on ne
regarde pas assez le second facteur comme simple facteur
de direction, ne signifiant que 47z, et renfermant pour
ainsi dire la clef de la signification de toutes les quantités
complexes.

Par 13 on a manqué de savoir transformer a la simple
forme complexe @ + 3/ —1.y touies les quantités com-
plexes imaginaires, tous les polynomes renfermant ces
termes.

Dans P'application des opérations & ces quantités, 4 ces
formes, a ces polynomes la Théorie a montré, combien
toutes les opérations sont réduites & des régles simples et
générales , qui ne laissent ni difficultés , ni obscurités,
dont les résultats non obtenus machinalement, peuvent
dtre vérifiés. — On sait ce qu’on fait, connaissant les cho-
ses qu'on traite, la méthode qu'on suit. Connaissant & fond
les facteurs de la direction, on sait que dans tout nombre
complexe la direction directe donne la vraie et la simple
valeur, que la direction indirecte n’a la moindre influence
sur la valeur d’une quantité, d’une grandeur complese ,
que toujours on a comme parfaitement égales :

AP = Af2n7. 0,

On sait que les directions indirectes ne sont d'influence
que dans l'extraction des racines des nombres complexes.

Le point important sur lequel la Théorie différe princi-
palement avec les Théories connues, c’est que les nombres
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complexes imaginaires et surtout les formes complexes ont
une tout autre signification, quand ils se trouvent dans les
Fonctions exponentielles, goniométriques et cyclométriques,

La Théorie renferme les différents points contraires &
ceux dans les Théories suivies jusqu'a ce jour, eten mdme
temps les fondements de ces principes divergents; — on
y trouve Ia validité de ces principes prouvée par "applica-
tion aux formules, qui par li perdirent leur obscurité ou
montrérent leur absurdité,

Les opinions contraires sur ces divers points, contenues,
dans la Théorie, n'ont pas été sans influence sur les orin-
«cipes des Logarithmes.

Il ne sera nécessaire de les répéter ici.

Br. Oscar Schlbmilch, Algebraische Analysis,

En étudiant ce que Schl. a éerit sur les imaginaires ef
les formes compleses, on voit clairement que bien des
choses Iui sont tout obscures ; gue par rapport aux ima-
ginaires , elles lui sont en beaucoup de cas encore de vraies
imaginaires; quil n'a pas entrevn que les imaginaires et
les formes complexes dans les différentes fonctions n’ont
pas la méme signification ni la méme valeur,

La signification de }/—1 dans les formes ordinaires
ne lui est pas inconnue, de méme que la valeur des for-
mes complexes, mais il n’a pas distingué les nombres en
absolus et en complexes; il n'a pas distingué dans toute
son étendue la signification des facteurs directifs; et encore
il w'a pas approfondi le sens, la portée de la distinction
des directions en directes et en indircctes; dans quels cas
la distinction est importante; dans quels cas elle n'est
d’aucune influence, et ne change en rien la valeur réelle

de I'expression.
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Dr. Oscar Schlémileh. Chap. X, § 51, page 225.
Die Functionen complexer Variabelen.

Par les remarques que Sehl. lie aux formules de cos y,
sin iy, de eV'—1.9 ¢ —1.y on woit d’abord qu’il n’a
pas compris la signification de (3/—1) dans les Exposants.

Il dit qu'il était & prévoir que pour avoir les équati-

; q ’ ky , —hky
ons de cos ¥, sin y, il devaitentrer dans & __+¢ ° et
2
Sy _ Ty
2%

et sin. étant tout au plus 'unité, il serait impossible de

des valeurs imaginaires; — les valeurs de cos.

trouver pour & une valeur réelle, qui repondit i cette fin.

Puis en faisant 'énumédration des différentes Fonctions
a formes coraplexes , il dit que les définitions de ces Fone-
tions , quand les guantités sont réelles, n'ont pas de sens
pour les mémes Fonctions, quand les quantités sont des
imaginaires ou des formes complexes.

P. ex. a¥ =1¥, sin y/—1.y, arc tang v/ —1.y.

Encore il demande, si les régles pourles différentes opé-
rations en quantites réelles, sont les mémes pour les ima-
ginaires et les formes complexes,

La Théorie donne les réponses a4 ces diverses questions.

Dans une note Sekl. dit que Cauchy a donné la solu-
tion de ces problémes,

L’auteur de la Théorie n’a pu avoir le cours de 'analyse
algébrique de Cauchy , il ne sait donc, sitoutes les défi-
nitions de Cauchy s’accordent avec celles, qu’il a données ;
— quand Cauchy a donné la démonstration, que les régles
dans les opérations sont toutes les mémes pour les réelles
et les imaginaires , la Théorie donnée avec ses démonstra-
tions sera en opposition avec les solutions de Cauchy.
Les formules ¢ —1.4, e—¥ =1y cosp’—1.y, sinp’—1.y
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sont des formules fondamentales; on doit s’étonner un peu
de la remarque de Sehl., disant que la dérivation de ces
formules n’est pas absolument juste , correcte , et cependant
elles lui servent dintroduction dans les nombres imagi-
naires, v

Les formules ne sont tout au plus que des équations
identiques , comme la Fig. 3 le montre,

Soit le rayon OA =1, et comme base de la direction
=4 0A = 1,

Les autres lignes prises en sens complexe, on a:

OB = 11¢ ; OB = 11—¢.
1) 0B =0¢+1/—1.¢B = 1(cos ¥ +1/ —1.sin¢) = V=19
2)OB'=0c41/—1,¢B' = A{cos— 9P+ 1/—1. sin — 9) =
[e—V—1¢

Oc _y/—1.¢B =1(cos ¥ — 1/ —1, sin .
Par laddition et la soustraction de (1,2) on ohtient:
OB + 0B'=2 0¢ = 2cos p — eV*—f-?—{— e—V"—1o
OB+ OB’ =21—1.¢B — 2 —1, sinp =
eV —-190__ .17 1.0
Ce qui renferme les Formules fondamentales :
eV 1o — 119 = 4(cos ¢ + 17 —1.sin 9);
eV =19 = 149 = A(cos —9 4 po—A1. sin 9).

VLo, b —1p V—1.p_ —Vd.p

— . - _—
cos p = ; sinp=¢

2. 27—,
La Figure montro Videntité , la réalité des Formules.

——

Dr. @. Schitmilch , par 52. —Ppag. 22%. — La preuve
que Schl. w’a pas fait la distinction des facteurs directifs
dans les nombres complexes, cest qu’il regarde y/—1,
i comme ['unitd imaginaire , an lieu de les prendre com-

me facteurs ou indices de la direction 11180, 197,




76

L addition, la soustraction: — Au lien de regarder
les formes complexes, comme étant composées de rdelles
et dimaginaires, il est plus juste de dire: les formes
complexes renferment deux termes de quantités homogénes,
mais & direction différente; les premiers termes sont des

quantités complexes pos. ou ndy., les seconds des com-
= ul - 2 Y3
plexes & direction 190 ou TQ-
Pour avoir la somme oun la différence de ces Formes,
on unit les termes, qui ont la méme direction, on dont
les directions ne sont quepposdes , savoir les premiers, qui

sont tous —=; et les seconds, qui ne sont que 4 vV —1=

i
A
==

La multiplication , la division, — Quand on connait

la signification des nombres complexes, on sait que les
régles de la multiplication et de la division des polynomes ,
dont les termes ne sont que pos. et néy., trouvent aussi
leur application aux polynomes, dont les termes complexes
ont toutes les directions.

Dans la multiplication il transforme les Formes & } p-—1.
en R(cos? + /—1.sin¥) pour y appliquer I'opération ,
mais il ne passe pas de la dernidre réduction aux nombres
complexes R|?, ce qui rend I'opération beancoup plus simple,
et dont on tire encore les mémes résultats , obtenus d’une
maniére plus compliquée en suivant la méthode ordinaire.

La comparaison des opérations qu’on trouve dans Schi.
et celles dérivées de la Théorie, prouveront la simplicité
et la généralité des derniéres.

Sechl, ne parle que des Formes @ 4 /' —14.y; il n'est
parlé de la réduction de toutes les quantités imaginaires
ete, ete. i la forme simple £ 4 /' — 1. %, niau nombre Rfe

Dans le reste de ceite § se trouvent des choses bien
compliguées , qui toutes traitent les directions. '
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Schl. ne parle pas de directions dans le sens indiqué
dans la Théorie.

Au lien d’analyser ce qui se trouve dans Sehl. , il sera
cependant néeessaire de répéter quelques points de la Thé-
orie, et d'y attacher des remarques.

Les directions se distinguent en directes ot en indirec-
tes; — les directes renforment implicitement les indirectes,

Il n'y a point de différence de waleurs entre les quan-
tités, qui ne different que par rapport 4 leur direction
de directe et dindirecte Rip — R{p + 2z,

La différence ne se trouve que dans la forme et non
dans la valewr ; — la différence n’a point de réalité.

Parce que les directes renferment implicitement les indi-
récles, ce n'est que dans extraction des racines , qu’il
est nécessaire d'observer non seulement la directe , mais
encore les indirectes, pour déterminer toutes les différentes
racines possibles,

Dans tout le reste I'observation des indirectes n’est
d’aucune influence , et ne sert qu'a embarrasser par les
formules compliquées, qui en résultent.

Tous les polynomes & termes complexes imaginaires ,
ainsi que les simples formes complexes ; ne sont réellement
que des nombres complexes.

Les nombres absolus peuvent &tre regardés comme des
nombres complexes & la direction 10 = 12n7. Tous les
nombres étant ainsi en fout de méme nature , Suivent en
tout les mémes régles par analogie, étant réellement des
choses analogues,

Il est done superfiu de prouver, ce qui n’a besoin d’étre
prouvé emncore,

Z étant = Z10, les mémes récles pour Z sont aussi
applicables & ZI? = Z(cos ¢ + 1/ —1., sin ?).

P. ex. (Zi9)m, (Z1p)=m, (Z]0)2, (Z]9)—ete
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Dansles cas que les exposants sont des membres entiers,
la puissance n'a qu'une seule réalité, soit que la base soit
ur: nombre absolu ou complexe. :

Quand les exposanis sont des nombres fractionnaires,
le nombre des différentes racines , représentant différentes
valeurs, est égal au dénominateur de la fraction,

y

En réduisant £ 4 y/—1.y en R arc tang =, les deux

membres de Péquation ne sont pas absolument égaux,

Arc tang 2 a deux valeurs ¢ et 7 4 9.

Ainsi on aurait & + V—1.y = RI? = BY7 + o);
ce qui est faux, les deux valeurs R? et Rf(x -+ ¢)étant
des grandeurs opposées.

Explication. Par la réduction des deux formes com-
plexes == |2 T vV—1.y] on obtient le méme nombre
complexe , R ] arc tgt]g% = R} arctang g

Le nombre complexe renferme ainsi deux différentes
formes complexes, qui sont représentées par les grandeurs
Rlo et R{(7 + ¢) , — suite de la double valeur de

arc tang 1—; = ¢ et (7 + 9.
Fig, 4, Soit AE = tang ¢ = tang (p.7) = efc.
OC = cos ¢ = cos (9. %7) = ete.;
BC = sinp = sin (?. 27) = etec.
0C' =cos (9. m) =cos (¥ . 37) ete. ;
B¢ = sin(P.7) = sin (P. 37) = ete,
0C 4+ /—1.BC = OB = Rfp=a2+ v—1.1
oC 4+ V—1.BC¢ = OB'= Eip.7) = —2z— yv—1.9.

Ce point non expliqué a fond acausé des difficultés, gu’on
rencontre aussi dans Schl.

Il dit: 24+ v/ —1.y = RYarc tang?, (P. k7), pour &
on peut mettre toutes valeurs, pair ou impair; mais
quand on met :
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Z + vV—1.y = R(cosp.kr) + 1/ —1. sin (p . k7)
le nombre % doit &tre toujours pair.

La wvraie et unique valeur de 2 + VvV —1.y est Riyp;
de —z—y/ —1.y est RYY. .

Les directions indirectes n'influent pas sur ces valeurs,
et ne regardent que la forme de Iexpression,

B = Eflp. 2kr) ; RI®.5) = RIP. 2k + 1)7).

Dr. ©. Schibmilch , § 53, page 233,

Cette § traite principalement Véquation 7, + 1 — o et
le Théoréme de Chtes.

La Théorie renferme le point de vue, sous lequel cette
équation est regardée, et la manidre d’en déterminer les
racines.

En donnant & n dans &% + 1 = o, les valeurs 6 et 5 ;
les Fig. 5, 6 représentent dans les lignes 0;, 0, etc.
les racines de ces équations.

Fig. 5. Soit le rayon du cercle — 1.; les racines

de ° 11 =0 sontz=0;, 0,, O,, 0., 0,0,

de 2°—1'— o Z2=0,, 04, 0;, Oy, O,,, OA,
0, =117 = 1(cos§ + v —4.sing) = 0B+ /—1.B
0, = 117 =1(eos ¥ 4 /1. sin 2= 00 + y/—1.6,,

Dans la Fig. 6 le cercle est divisé en' 10 parties égales,
les lignes O, , O, ete. représentent de la médme maniére
les racines des équations 25 —4-1 = o.

2841 =0; 2=0,, 05, 05, 0,, 0,.
L=l =gis =000, Os, Og, OA.
0, =115 =4(eosf + 1/ —1.sing) =0B 4+ /' —1.B,

0, = 11F = 1(cos + 1/ —L.sin ) = 0C + /—1. .
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Ces lignes 0,, 0, etc., racines de lunité complexe ,
marquent les différentes directions de Vunité, d’aprés le
degré de lu puissance de I'équation,

Le Théoréme de Codtes est fondé sar le Théoréme que,
les racines d'une équation €tant connues, le premier mem-
bre peut &tre divisé en facteurs du premier degré, ainsi
on a pour les équations @ +1 =0, #°—1 =o.

1) Fig. 5 (& — 0,) (& — 0y) (@ — 0y (& — 0s) (& — O)
(—0y) = @ + 1
2) Fig.6 (w — 0,) (¢ — Oy (# — 05) (& — Og) (# — OA=
x4+ 1
et ainsi avec les autres équations ¥8—1 =0, a®* + 1 =o.

Les équations (1. 2) peuvent étre prouvées directement
en cherchant le produit contenu des facteurs des premiers
membres; ces produits donneront les Fouctions :

#% L Azd 4+ Bat 4 Ca® 4 De? L Ez + F=2%11(3

28+ Ap* | Bad - Ca2 L Dad + E = a®—1 (4

Dans (3. 4) A indique la somme des Uniones, B celle
des Biniones , ete, des racines des équations,

La wmaniére simple d'indigner les racines en nombres

complexes 01 — 1Tg:x ete. dans 2® + 1 = o;
<

0; = 11‘2—:[ = x ete.dans #® — 1 = 0, se prétea trouver
w0

facilement les valeurs de A, B, C etc, dans (3. 4).

Pour prouver les Formules (1. 2) et pour déterminer
les valeurs de A, B, C ete. dans (3. 4), il sera néces-
saire de déterminer premiérement la somme et le produit

de quantités conjuguées et d’opposées.
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Fig. 3. OB et OB’ sont des grandeurs conjuguées;

0B =11y = 1(cos o+ V' —1.sing).

OB =17 —p=1(cos—¢ +1/ —1.sin p)=1(cos p—y/ —1.sin?).

Ainsi OB + OB’ = 119 4 11—% = 2cos . ‘
Le produit sera:

0B.OB' = 119.11--p = 1)(¢—9) = 140 = 4 1.

Fig. 4. OB et OB’ sont des grandeurs opposées;
OB =41¢ = 1(cos @ L 1/ — 1. &in o)
OB = 1f9.7 = —11P = —1(cos ¢ + y/ —1. sin P).

Ainsi OB+ 0B’ =11 + 11%. = = o.
Les figures donnent les memes résultats.

Fig. 3. OB = Oc + 1/—1.Be.
OB = Oc+ 1/ —1.Bl¢ = Oc— y/—1.Be.
0B - OB/ =20 = Z2cosg.

Fig, 4, 0B = = O¢- /—1.Be.
OB = 0 + v —1.B¢d = 06—/ —1. Be,
0B + OB = o :

Détermination de la somme des Uniones, des
Biniones , des Tertiones ete.

Les racines de #%4 1 =0 sont O, , Oy, O;, 0., O,,
0,,; indiquant les différentes valeurs par 1, 3, 5, 7,
9, 11, la somme des Unionessera: 1 + 3+ 5+ 749 4
11 ; — dans cetle somme on a les valeurs opposées :

1. Tz 8y 0 Endds
147 =15+ NZ = 1Z +1UE. 7) = o.

et ainsi avec les autres, par conséquent 4 = o.

§




Pour trouver la somme des Biniones, on metira pour
e B .
abrévier 1.3 = 11z . 11‘; = 'l’[‘ﬁ = 4
Les Biniones de 1, 3, 5., 7, 9, 11 sont:
1.3, 1.5 1.7, 1.9, 141 = 44 6+ 8+10-+12
3.5, 3. 7, 3.9, 841, 5. T = 8410412+ 14 + 12,
59, 541, 7.9, 744, 941 =14+ 16 +16 + 18 4 20.
Parmi ces valeurs se trouvent les valeurs opposées:
4 + 10, 6 + 12, ete. Car:
e = ,11.4‘!24 1,1,1{]‘: — ,lii 1\{&1.“
et ainsi avec les autres valeurs opposées; les seules va-
leurs , gui ne s'anéantissent pas d’abord, sont:
12+ 16 +20 = 11122 4 14207 4 447

=1 + 122+ 115

Les valeurs T 1’[‘— sont conjuguées;
ks —bdz __ _ i
= 11\—(_!' + 1TT = Qcos —Ur.
2 cos 4T = 205120 = — 2sin30 = —1.
ainsi 1 -}-Qcos%:i—ﬂ =g == B,

La somme des Tertiones sera:
1.3/5, 1.3.7, 1.319, 43144, 1.5 = 9 4 41 4
13 == db &~ 13 =
1.5.9, 1544, 1.7.9, 1.741, 1.941 = 15 + 17 +
AT 90 = 9 =t
387, 359, 3540, 870, 3744 = 146 = AT
19 =190 = 94 -

3944, 5.7.9; 5.744, 5941, 7.9:41 = 23/ - 24 -+
28 == 2501 27
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La somme est = o, puisque toutes les valeurs sont
opposées 9 +15, 14 +417, 21 4+ 27, qui sanéantissent.
Ainsi C = o,

La somme des Quaterniones sera :
1.3.5.7, 1.3.5.9, 1.3.5.41, 1.8.7.9, 1.3.7.11 =
16 4~ 18 4 20 4 20 + 22
1.3.6.11, 1.5.7.9, 1.5.7144, 15911, 1.79.41 —
24 + 22 + 24 + 26 4 28
3.5.7.9, 3.5.741, 3.5.9.11, 3.7.9.41, 5.7.9.41 —
24 + 26 + 28 | 30 + 32.

La somme est, aprés avoir rayé les valeurs opposées ,

2% + 28 + 32 = 492 4 %r g _
=4+ MNF + 15F =0 =D,

Comme il est montré dans les Biniones,

La somme des Quintiliones sera :
1.3.5.7. 9, 1.3.5.7.11, 1.359.41 = 25 + 27 4 25 4
1.3.7.941, 1.6.7.9.41, 35,7941 = 31 -+ 33 + 35.
La somme des quintiliones s’anéantit d’abord, done

B =,

La valeur de T est:
1.3.5.7.941 = 36 = 13 = 190 = 4 1.

Détermination de la somme des Uniones , des
Biniones etc. des racines de 2% -—— 1 = o,
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Pour abrévier il suffira de donner les résultats obtenus

suivant la maniére précédente.

Les racines de 5 —1 — o sont, 2 = 0.2.4.6.8.
0/
248 = ']“‘" e 1’[‘8” sont conjugudes = 2 cos —-
_ Y b7 L 5 4w
4‘E-6—‘11‘r+11‘1 » » _BGUSTJ-.
o = 1fo — [

La somme des Uniones est 1 4 2 cos 72 + 2cos 144 =0 =A.

Pour la somme ‘des Biniones on obtient:

&
2o + tiw:c:s‘;—’r + 4303%’5 = o0 =B

La somme de Terniones et des Quaterniones est la méme

que celle des Biniones = o = C,

La valeur de E est:
02468 =20 = 1127 = 1fo = + 1.

Remarques. Au calcul, qui précéde, se lient quel-
gues observations.

D'abord il est montn’- que la méthode suivie prouve
d’'une maniére bien _.mnp]e le théoréme des fauteurs du
premier membre de I'équation &7 +1 = o.

Encore on n'a pas opiré avec des grandeurs imaginai-
res, impossibles , mais avec des grandeurs réelles, ce qui
mettait en état de comprendre les opérations et de juger

les résultats.
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Une autre observation c’est, que de ceite maniére se
présentent différentes relations entre les directions et les
lignes goniométriques,

Les racines de 27 =41 = o sont:

e T, N L s
tfo, 1hr, M. ool 1t
Quand n est pair, on a toujours, que la somme des
directions est nwlle , ainsi que la somme des unités com-
plexes , racines de Péquation.
La raison en est, que toutes ces grandeurs ont dans ce
cas deux & deux des valeurs opposées, qui s'anéantissent,
Quand 7 est wmpair , les racines sont deux # deux des
valeurs conjuguées, dont la somme, exprimée dans des
cosinus de différents degrés, est Vopposée du terme fm-
pair , qui reste.
Le nombre 360 a les facteurs impairs 8, 5, 9, 15, 45;
en prenant ces nombres pour m dans les racines de

a1 = o, différentes relations se présentent,

Prenant par ex. n = 15, dans & 4-1 =0, et écri=
vant par abréviation dans les racines 1 = '11'-;15, on a
g, B BT L i 25,97 89,

Le terme moyen 15 = 11157 = —1; les termes 1,29 ;

3,27 ; représentent des valeurs conjugudes :
: P Y

1429 = NE+ 1D = 9cos 2,

3427 = ‘1’[‘1 +11‘0h = 2 cos ?J
La somme des valeurs étant = o, on obtient I'équation :
2 [14+34+5+T+9+ 11413 | = 1.
== ,;%est par conséquent = 120,

L’équation indiquée par abréviation sera:
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9 [cos 12 .+ cos 36 4 cas 60 + cos 84} — ‘
2 [sin 18 +sin 42 + sin 66| = 1. |
ou ‘..’|u0512+ cos 36 1+ cos 6O 'TCDSS-’ilz
Qfsin 18 + sin 42 4 sin 66 | + 1.
Ce qui se réduit encore 4 :
cos 12 + cos 36 + cos 84 = sin 18 - sin 42 - sin 66,

Pour ne pas amplifier trop le complément, l'auteur a
oté¢, ce quil avait écrit sur le Théoréme de Cotes et sur
celui de Moivre, qui n’est qu'une variante de celui de
Cotes.

Les Fig, 8, 9, Servaient & expliquer la démonstration.

Dr. 0. Schlgmileh , § 54,
Die Ezponentialgrossen mit complezen variabelen.
Par la substitution de # + 1/-—1.y pour = dans
¢t = Lim. | (1 + - |
il obtient aprés des réductions :
ge+V=1y = ¢&(cosy + y/ —1.siny),
La formule obtenue prouve la justesse de la Théorie par
rapport @ la signification de )/—1 dans les exposants,
La formule n’avait besoin d’étre prouvée encore, car
V' =Ly etamt = 1(cosy + VY —1.siny) =
¢o(cosy + /' — 1.siny) on avait dabord :
et 1r—y = v, V—1y =
et 1(cos y+ v/ —1.siny) = ey
Sehl. appuie beaucoup sur les formules :
e = Lim. [(1 4 __I;}m Iy ee+V—ly=[{+ 2k Lfi-?i)»a.:|

Ty
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comme renfermant la définition des Puissances sous toutes
les Formes. 1l remarque encore dans une note, que les

Y

mathématiciens ont donné la préférence & sa définition sur
celle de Cauchy, qui la définit comme la somme d’une
série ; savoir:

ol L
er + 1~y =1 _I.‘c'{'l"l_l‘lf_l_(vﬂ'r'l/ 1.9 + ate.

Schi. est parvenu par la réduction i :
vtV —ly =1 + ‘+V—" Y

)m;
e*(cosy 4 v/ —1.siny.

Ainsi ¢+ 1V =1y = ¢%(cos y -]- VvV —1.siny) = e*ly.

En observant la signification et la valeur de 1/ —1.
dans les Exposants, la déficition donnée dans la Théorie
n’est-elle pas plus simple , toute générale et aussi mathé-
matique ?

Par analogie Schi. dit: oV —1.y = ¢V —1.y La,

Dans la suite on reviendra sur cette formule, en trai-
tant ce que Duhamel a dit sur les quantiiés imaginaires ,
pour prouver directement que cette formule , obtenue par
analogie , est fausse.

Schl. prouve encore que :

(a*+V —1Lu) (a7 + V —1¥) = o+ )+ V' —1.(y+y),
Dans le cours de la démonstration il met continuellement
au lieu de cos y, y' et de sin y, v, cos yla, yl.a,
sin gl.a, y'l.a; mais il est clair, que les expressions
ecrites sous cette forme, n'ont lJa moindre influence dans
toute la démonstration.

De la Théorie on sait que les équations sont identiques :
2eosu = 14u + M—u; 2/ —1, sinu= = 1T — 11‘——n
En élevant les deux membres de ces équations identi-
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ques i la méme puissance, on obtient des relations im-
portantes.

En appliquant les principes de la Théorie et prenant
les puissances 5, 6 on a:

(2 cosu)® = 1154 + 54 18w+ 10. 14w +
11—5u+ 5.4 P—3u—+ 10. 11—u.

Les termes sont deux & deux comjuguds, qui sont placés
les uns sous les autres, et dont la somme des valeurs
est connue; aingi on a:

96 cosdw = 2 cos du + 10 cos 3u + 20 cos u.

9% cosPu = cos bu + 5 cos Su 4 10 cos u.

(2)/ —A. sin u)® = 1]6u — 6.174u + 15 142u — 20.110 +
= 14— 6u — 6.11—4u 4 15. 142w

— 96 gin6 o — 2 cos 6u— 12 cos 4u + 30 cos 2u— 20

et — 20ginSu= cosbu— 6 cos4u + 15 cos 2u—-10.

(2 ¢/ —1.sinu)® = 1M5u — 5. 143w+ 10. 14
— 14—5u -+ 5. 41—3u — 10. 11—
Prenant la différence des termes comjugués , on a:
96 1/ —1, sin®y = |/ —1 |2 sin 54 — 10 sin 3u +20 sin |
et 2% sin®u = sin Hbu — 5 sin 3u 4 10 sinw.

La Fig. 6 donne I'explication de quelques transformations.

Dr. ©. Schlémileh, § 56.
Die goniométrischen Functionen complexer Bagen.
Dans la Théorie on a traité ces formules et la valeur

en est analysce.
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Cos, sin(1/ —1.y) = ; cos, sin (@ 1/ —1.y) =
Schl. dit que ces formules représentent la signification
de ces Fonctions, mais il ne traduit pas le sens de eces
formules.
La Fig. 11. Représente la valeur, la signification des

are / —. .
AB = arc + 4° ; AB/ =arec — 39%;
AC=arcV/—1L.y=y190 ; AC =arcy —1. —y=

are — y190°.
Les ares AB et AC, ainsi que AB’ et AC/ forment I'un
avec l'autre un angle de 90°, I'angle étant mesuré par
les tangentes tirdes aux différents arcs,

Dans cette § Sehl. applique i ces formules des opéra-
tions , pour prouver que les formules goniométriques sont
encore de rigueur pour les formes imaginaires et com-
plexes ; toute la démonstration n’est qu'apparence , donnant
des résultats, qui ne sont qu'apparence , de méme que
les conséquences,

Analyse d'une seule formule :
sin(e? + e 1) — 17 —1. cos & (ev — e

— 2008 2w + (¥ | %)
toute la signification réelle n’en est que:
= 9 gine(l+1)—1"— Leosz (1 —1) X

cosec (X + 1/ —1.y) =2

cosec &
S —ao8 2e + (1 1)
2sine  _ 2ging 2 gin @ e i — e
“—20082x 42 T —cos2x1 T —I12smPa-1  Ama - CUS€C.

L’analyse des autres formules donne les mémes résultats.
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Dr. 0. Schldmilch, § 57,
Die cyelométrisehen Funetionen complewer variabelen.

Schl. a obtenu par des opérations trés étendues des
formules trés compliquées, qui ne sont tout au plus qu'i-
dentiques et ne renferment pour le reste la moindre rela-
tion nouvelle,

Il ne sera nécessaire d’analyser ces formules pour en
prouver identité,

Dy, 0. Schlmilch, § 55.
Die Logarithmen complexer Zahlen.
Dr. Lobatto , Lessen foogere Algebra. Logarithmen.

La preuve que lopinion de Euler etc. est aussi celle
de ces auteurs, c’est qu’ils tachent d’affermir encore cette
opinion par leurs démonstrations.

Il ve sera nécessaire d’analyser ces démonstrations ni
Papplication de leur Théorie.

Sehl. conclut par analogie, que la régle indiguée par
Lz+4 Lz' = Lzz' est aussi de rigueur pour les formes
complexes.

Soit z = ¢%;

AP = z(cosP+ ¢/ —1.sin®) =a 4/ —1.b=er + V' —19,

Les exposants, les Log., sont & et & + /—1.%.

Y a-i-il analogie entre ces exposants de nature différente
dans la partie v —41.97

La régle est générale mais non par analogie,

Lobaito finit sa théorie sur les Log., en disant:

»Il mérite d'étre observé que de méme que chague

vligne goniométrique appartient & une infinité d’arcs, de




94

ymeéme chaque nombre a une infinité de Log. dont il n'y
»a quun seul de réel, les autres étant tous imaginaires.”

Traduction de cette thése:

Il mérite d’étre observé que de méme que chaque ligne
goniométrique , appartient & une infinité d’ares, qui n'ont
la moindre influence sur la valeur primitive de ces lignes ,
appartenant & la direction directe ; de méme chaque nom-
bre soit absolu soit complexe a une infinité de Log., qui
tous ont absolument la méme signification, la méme va-
leur, -~ la conclusion en est, que Pinfinité des Log, se
rapporte & Iinfinité des formes, sous lesquelles le seul
et véritable Log. d’un nombre queleconque peut ftre exe
primeé.

La base de Popinion de Lobaito est la méme que celle
des autres auteurs,

Lobatto & Yexemple de Cauchy pour distinguer les Log
véels des imaginaires écrit L ((a)) pour indiquer la totalité
des Log., tandis que L (a) ne marque que le seul Log. réel.

Br.Lobatto, Lessen Moogere Algebra, 2¢druk, p, 299.
Analyse de quelques Formules.

2 4 5
e —1.p = { 1 ———% S %} — ete, | -

&

v —1 { "P—';—FL — ete. |,

2.3 2.3.4.5.
Cette formule est obtenue par la substitution de 1/ —1, ¢
La valeur de er'—1.9 est = 149 ; la valeur absolue du
second membre est égale a :

: P P g ol P o
V l ('l =g —I— 395 — ete,)? 4 (P — 93, - §§43 == CLL‘.)-i (e

Cette expression indiquant la valeur absolue, doit étre
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égale 4 la valeur absolue de eV —1.9 = 119 ainsi la
valeur de I'expression est = 1.
Le Facteur de la direction est égal &:
(Ps 991
? —a3 t+a345 — ete sinp

Tarc tang = T = farclang — = ']‘:p.
R W= e Gy

Cette valeur s’accorde avec la direction de '11‘9. Le
numérateur et le dénominateur de la fraction sont égaux
4 cos @ etsin@; ainsi la valeur absolue de (1) estl'unité,
puisque sin? @ 4 cos2 9 = 1.

Le tout n’est qu'identique, et les opérations ne forment
qu'un cercle logique.

S —1.2p = 1V —1.tanggp
1—1~— 1. tang ¢

1+ 1V —1tangyp _ V(1+tang?0)pp ey
1- - —1.fangp = V(L | tang20) 40 == ’}1‘[9’ ( ‘,79)]

e~ (— 9= 1120 = 1%,
La formule n’est qu’identique.

Prenant les Log. des deux membves Lobatio obtient:

, 14 P Atange . . _
V—*'}.. 295:, LW amsr — LiTQP.

L’exposant de ¢V —1.9 est proprement o + 1/ — 1.9,
s’accordant , comme il est prouvé dans la Théorie, avec
le Log. de 1429 = Log. 1 4 2%, car:

11‘250 = gr)TQ‘F = g0+ 1 —1.20 — 7 —1.2p

Arc (sin = &) = arc (tang = 7(—1%@) =

e Llvid—an) + v—1.3).
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VA —2) L v/ —A.p =
v |[( c(tdngvi_lg)) 'lerc(tfm m,))

de sorte qu'on touche ici & une inconséquence ,

T -1 m
arc(tang = V—ﬁ) = p7—7 Log. 11 arc (tang :W'L_muj)

car Lfllral‘c(tanl:r = l/(’l g)) L1. 'l'TalC(taﬂ”'_"V(i_,caJ)

o 4 Jare (Lang = i/—’('l—T_ZE_))

ainsi arc (tang = V(i_xﬂ)) V >l o+ farctang V(iT mg};

Pour expliquer cette inconséquence , qui n’est qu’appa-
rence avec la signification de /—1 , il est & observer
que la formule peut &tre écrite :

1/ —1 arc (tang = l/'(1 E,a)) = o+ fare (tang = V(1 r!))
preuve de la valeur ou de la signification de V—A1 =
1 = signe de direction.

Pour résumer cette analyse en peu de mots, la formule
n'est qu'identique et la division par 1/—1 correspond 2:
10 Florins = f10.

10 Y

Floring"

Les guantités pos. et nég.; détermination de Ia
signification et de la valeur.

Pour déterminer une chose la manidre la plus sfire
pour y parvenir c'est de remonter & son origine.

Les nég. sont le résultat d’une soustraction ; quand on
a 8—5, le reste est 3; ce reste est dans le vrai sens
du mot, il est effectif, il est positif. Quand on a au
contraire 5 — 8, il est impossible qu’il y ait de reste dans
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le sens précédent; le résultat de cette soustraction c'est,
quil en reste encore 3 A soustraire; 5 — 8 =— 3.

Le résultat — 3 indique dans ses deux éléments, la
signification de ce nombre; la valeur absolue én est 3
unités, le signe (—) marque que ces 3 unités restent
encore @& soustraire,

Les résultats 3 et — 3 proviennent de deux cas oppo-
sés: ces nombres eux-mémes renferment dans leur signi-

fication cette valeur opposée.

8 5 13
—5 —8 - —13
3 —3 = 0.

La combinaison de ces deux cas montre la valeur des
résultats opposés 3 et — 3 = 0.

En donnant le nom de positif & 3, le reste de 8 —5;
il est conséquent de donmer celui de négatif au résultat de
la seconde soustraction; et (— 3) étant le reste con-
séquent de 5— 8, il est tout naturel de donner a 3, le
reste du cas opposé, le signe (=) pour indiguer le résul-
tat du ecas contraire,

La combinaison de ces deux cas contraires prouve la
valeur opposée de ces deux nombres; 3 et — 3 =
4+ 3 — 3 =0; ces deux nombres ont par la la propriéte
de s’anéantir, de se neutraliser réciproquement.

Ce qui précéde renferme la signification et la valeur de
ces quantités.

Les opinions sur les quantités négatives sont loin d’dtre
d'accord parmi les mathématiciens.

Quant & la signification quelques uns les regardent com-
me vides de sens; comme n’étant pas des grandeurs,
comme n'ayant d’existence réelle.

Quant & la valeur on les taxe comme moindres que Zéro;
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et bien qu'on soit persuadé de Pabsurdité de Iidée de
moindre que le néant, on montre qu’on ne saurait se
passer de cette maniére de regarder et de taxer ces
grandeurs.

Pour répondre & ces opinions, il sera propre de deman-
der d’ahord ce que c'est que la rdalité d’un nombre,

Un nombre est-ce quelque chose de réel , dans le sens
de matériel ? Certainement non,

On peut réaliser un nombre en prenant un nombre d’u-
nités concréfes , mais ces unités ne sont pas le nombre ,
elles ne servent qua le faire figurer.

Qu’est~ce donc que V'opinion, que les nombres négatifs
n'ont pas d’existence réelle ?

Ne peuvent-ils étre figurés comme les nombres absolus ?

Il est prouvé, que les nombres nég. ne différent des
pos., qu'en ce qu’ils indiquent avee le nombre un sens opposé,

Ce sens opposé peut se réaliser d’une infinité de manié-
res;; <= 3 et 3, dans l'exemple précédent, indique que
+ 3 marque 3 unités qui restent aprds lg soustraction ;

(— 3) au contraire 3 unités, qui restent encore 3 soustraire,

Quelle est la différence de réalité dans ces deux cas,
par rapport au nombre ?

Quand le nombre 3 indique une route de 3 lieues ,
— 3 indiquera de méme une route de lg méme longueur;
le sens négatif joint & — 3 renferme un sens opposé par
rapport 4 3 = + 3.

Ce sens opposé peut se trouver dans la direction ; soit
3, une route & gauche, — 3 sera la méme route 2 droite,

-3 et —3 ne sont-ce pas des nombres réels , Vidée
jointe & ces nombres leur fait-elle perdre leur réalité de
nombres ?

La grandeur dans les nombres se rapporte a la quantité
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des unités; dans la réalisation qui préceéde, J. 3 et —3
ne sont ils par figurés dans les deux cas par 3 unités;
pourquoi donc les nombres négatifs ne sont pas de grandeurs?

Les nombres négatifs sont wvides de sens; les exemples ,
pris d’une infinité d’autres, sont-ils vides de sens? Ce qui
est vide de sens, est de méme vide deréalité. — En quoi
ces exemples sont illusoires; en quoi péchent-ils contre la
raison et la conséquence ?

Surtout on en veut & ces nombres négatifs , quand ils
sont tsolds,

L’origine a fait connaitre, gque ces nombres indiquent
dans leur signe négatif, qu’ils doivent &tre sousiraits, que
ce sont des nombres, gui renferment dans leur signe un
sens d’opposé aux nombres, qui n'ont pas cette marque;
que ce sens opposé leur donne la propriété d’andantir ,
de neutraliser un nombre absolu on positif, qui renferme
le méme nombre d’unités.

Quand on trouve le nombre isolé (— 3), a-t-il perdu
par son isolement son existence, sa réalité, ne conserve-
t-il pas toujours son nombre d'unités, sa grandeur, et la
propriété de neutraliser le méme nombre d’unités positives,

Quelqu’un, qui par son isolement, ne peut montrer,
ne peut appliquer ses forces, peut-on dire d'une telle
personne , que ses forces n'ont pas de réalité, que les
forces d'un tel sont illusoires , vides de sens.

Quant & la valeur on les taxe comme moindres que Zéro,

Qu’est-ce que le néant; gqu'est-ce que moindre gue le néant,
moindre que Zéro?

Une inconséquence, une contradiction, une absurdité, —
On le reconnait, et cependant on continue a les taxer
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comme tels; on montre qu'on ne peut se passer de cette
base, et cette base doit &tre le fondement des nombres
algébriques , des nombres complexes dans les mathématiques.

Dérivation de cette opinion.
5 —8 = 4—7 =41 — 4 — 0 — 3; ainsi
9 —8 = —8 = 0—3,
Une absurdité ne peut, ne doit entrer dans les mathé-

matigues.
Explication. 5—8 = 0—3 ='— 3 pe signifie pas

que les nég. sont moindres que Zéro, mais quune im-
possibilité¢ dans la demande conduit & I'impossibilité de
Pexécuter ; (— 3) signifie simplement que 3 unitds restent
encore A soustraire; il n’y a point de reste dans le sens
propre ; le reste est, ce qui reste encore i, faire ; le résul-
tat est une quantité, qui porte avec soi la position on

elle se trouve,

Autre dérivation de cetie opinion.
3¢ 5; 3—5{bh—5; — 24 0;

Réponse. — (0 est donc pris dans le sens de (—2) — <0,
mais {0 est une absurdité; la valeur des nég, comme
moindres que Zéro est donc basée sur la comparaison de

quelque chose d’inconnu & une absurdité.

Les régles pour les inégalités sont justes, pour autant
que les indgalités se bornent aux possibilités,
Dans labsurde, Iimpossible les rdgles du conséquent ,
du possible ne sout pas applicables.
3¢(H; 3—2(5—2;1 {8,
Les conséquences sont Justes . parceque les choses sont

possibles,
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3{5; 8—5{5—5; —2K0.
L’impossible , I'absurde méne & Iabsurde; dans le pre-
mier membre la chose est impossible ; dans le second elle
est possible.
Tl est contradictoire , absurde I'idée de » { entre I'im-
possible et le possible; de méme cette idée est telle entre

les résultats.

3{5,3—8(5—8; —5{—3;

des denx cotés il y a de impossibilité ; Pimpossible ne
peut &tre fait; quelle signification peut étre attachée au
signe {, qui du vrai a passé machinalement dans l'ab-
surde , I'impossible ? :

Uimpossible n’a pu étre fait; cependant en faisant
ce qu'on a pu faire, on a obtenu un résultat,

3—-8=—5,5—-8 = —3; de l'un coté il reste
encore 5 4 soustraire , de Iautre 3.

Ces nombres sonl tous deux négatifs, homogeénes, le
nombre d'unités marque la grandeur, ainsi — 5% — 3.

83L5;3—45—4; — 4 {+1.
Entre le possible et I'impossible il n'y a pas de rapport
de » {; les résultats des deux cotés sont hétérogénes,
entre lesquels le rapport de » { est vide de sens.

Par la réalisation les idées précédentes sur les nombres
abstraits prouveront leur verité dans le sens concret.

Les nombres 3, 5 ele. indiqueront des routes de la
longueur de ces nombres en leues.
3{b; 3—2¢(5—2; 1 Lieue {3 Lieues,




3(5 3—5{5—5. — 2Lieues € 0 Lieue?

En parcourant la route de 8 L. on est parvenu & la
distance de ces lieues du point de départ, de Forigine ,
de 0; diminuer cette route, cette distance , Clest faire la
route opposée; en faisant cette route inverse on passe le
point 0 et 'on parvient & la distance de 2 L. de 0 dans
une direction opposée; en faisant la route (5 —5) on est
revenu an point 0.

Quelle est la signification de — 2 < 0; le résultat a un
sens réel , quand on met — 2 » 0 savoir la distance néga-
tive , opposée, —2L,» 0 L.

La distance négative est-elle non-réelle; n'est-ce pas
une grandeur ; cette grandeur est-elle vide de sens?

3(5; 3—8(5—8; —5(—3.

En faisant la route de 3 — 8 on est arrivé a la distance
nég. (— 5L) de 0; par la route de 5— 8 on est arrivé
a(-—3L) de 0.

Ces distances sont-elles réelles : ces distances tant homo-
génes est-il juste Pinégalité des distances:

— 5L.{—3L.; ou bien —5L.% —3L.?

8¢5y B a5 —4y — 14,

Par la route 3 —4 on est parvenu & la distance neg.
—4 L. de 0; par 5—4 & la distance pos. 4-1 L. de 0.
L'inégalité des distances est-elle juste:
—41L.{+1L.?7
Les distances sont hétérogénes, elles ne peuvent étre com-
parées dans leur sens complexe, el par conséquent dans
leur sens complexe il n'entre pas dans la comparaison
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Pidée de » {; ces idées entre les grandeurs hélérogénes
prises en sens complexe de leurs grandeurs est vide de
sens.

On prétend que — 5 est { — 3, puisque par la trans-
position des termes on a: ~ 3 { - 5.

La signification de (—5), (—— 3) est trouvée par I'a-
nalyse de Vorigine de ces grandeurs.

Ce sont des quantités, qui doivent étre soustraites, ce
sont des quantités opposédes, des négatives,

Soit —5{-~3; 8—05 sera >8—3; 355,

(—5), (—3) étant des quantités homogénes, on a:
iy B 5 8t B 5B — 3 BICE

La transposition dans les dquations et les inégalités est
le résultat de ce que les deux membres sontaugmentés on
diminués de quantités égales,

—3 = —8y —3-+-B8 = —5--6: 43 =++3;
dans la supposition de —3%»-—5, on aura d'aprés la
regle dans les inédgalités 8 = 8; 8 —3({8 —5; 5{3;
au contraire — 3 dtant  — 5, comme quantités homo-
génes, op a: 8-—3%8 —5; 553,

Ainsi — 3%

dans les dquations et les inégalités.

5, est en contradiction avec les régles

Sur les Polynomes.
Dans les mathématiques les signes () indiquent non
seulement les opérations, mais servent encore i distingner
les quantités pos. des nég.
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Tout polynome peut &tre regardé comme la combinaison
de quantités absolues, unies par les signes des opérations,

Tout polynome encore peut &tre regardé comme la com-
binaison de quantités complexes.

atb—c ; af0+510+ o)

Quand on trouve par le caleul la valeur des polynomes ;
la valeur sera exprimée d’aprés la raaniére, gu’on a re-
gardé et calculéd les polynomes,

Quelle que soit la maniére de les regarder et d'en cal-
culer les valeurs; les résultats réduits I'un dans lautre ,
montreront , que ces résultats obienus en regardant les
polynomes des deux maniéres , donnent cependant les
mémes valeurs ou des valeurs qui s’accordent.

Cette vérité est le résultat de la connaissance de la
signification et de la valeur des quantités complexes et
de la connaissance des régles, que suivent les élements
intégrants de ces quantités dans Tes diverses opérations,

Par rapport aux polynomes com posés de quantités complexes,
pos. et nég. , en les regardant comme polynomes composés
de quantités absolues , unies par les signes (+), et en ¥
appliquant les diverses opérations, les résultats obtenus ,
transformés ou traduits en quantités complexes donneront

le vrai résultat complexe.

Ceite régle générale ne trouve de restriction que dans
Pextraction des racines, pour avoir la valeur compléte.

(e qui précéde, servira de base dans I"analyse de ce que
Duhamel dit sur les quantités négatives dans son Oeuvre:
des Méthodes dans les sciences de raisonnement , on il
critique les opinions de Fuler , de d' Alembert | de Carnot,
de Leibnitz et d’autres,
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Duhamel , partie I, page 164 ete,

»§ Les quantités négatives isoldes doivent étre dites
plus petites que Zéro.”

»Euler , dans son Introduction & analyse infinttésimale,
a dit que les quantités nég. étdient moindres que Zéro.”

»D’Alembert, daus le premier volume de ses Opuscules
mathém. , s'exprime ainsi a ce sujet:

»Qu’il me soit permis de remarquer combien est fausse
lidée qu'on donne guelquefois des quantités nég., en disant
que ces quantités sont au dessous de Zéro. Indépendam-
ment de l'obscurité de cette idée envisagde métaphysique-
ment, ceux qui voudront la réfuter par le caleu! pourront
se contenter de considérer cette proportion :

1:—1 = —1:1
proportion réelle, puisque le produit des extrémes est égal
au produit des moyens, et gue d’ailleurs —711 = — 1 et
:’lfl =4

»Cependant si on regardait les quantités nég. comme
au dessous de Zéro, 1 serait » —1, et — 1 {1 ; ainsi il
ne pourrait y avoir proportion.”’

»Il est vrai que Leibnitz prétend que (— 1) n’est pas
moyen proportionnel entre 1 et 1, non plus que — 2
entre 1 et 4, quoiqu'il avoue que — 2 X — 2 =1 X 4:
parceque les quantités nég, , dit-il, entrent dans le caleul
sans entrer dans les rapports, et que des fractions ne sont
pas la méme chose que des rapports.”

»l’avoue que je ne sens pas la force nila vérité de cotte
raison : elle tendrait & renverser toutes les notions algé-
briques par des limitations inutiles et forcées ; et elle ne
serait juste d'ailleurs qu'en supposant que les quantités
nég. sont au dessous de Zéro, ce qui n'est pas,”’

La raison de L, sera: les quantiids ndg. entrent dans
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le caleul , dans le sens de quantites opposées ; elles n’en
trent pas dans les rapports; puisque L, n’aura pas distin-
gué les deux éléments des quantités nég., et par la il ne
lui a pas été clair, comment on pourrait délerminer le
rapport complexe de ces quantitds complexes.

Des fractions ne sont pas la méme chose que les rap-
ports; L. a dit vrai par rapport aux quantités nég. et pos. ;
les fractions dans le sens primitif marquent les parties

k . -+ 3 :
d’un tout; dans ce sens o n'est pas une fraction, carle

numeéraleur et le dénominateur ne sont pas homogénes ;
le tout serait divisé en quatre parties & valeur nég.; on
ne peul avoir 3 parties pos, comme fraction de 4 parties nég-

Cependant i‘—‘f margue un rapport, savoir les deux
— &

quantités prises absolument ont le rapport de g, mais

puisque ces quantités sont complexes , le rapport de leur
condition , de leur situation, de leur direction est celui

d’opposé — nég. : ainsi le rapport com plexe de i z

=

Par conséquent la conclusion de d’Alembert n’est pas
juste que les nég, devraient étre an dessous de 4éro, pour
pouvoir faire la remarque de L.

Bubamel : »Carnot approuve la réfutation de d’Al,
et s'exprime en ces termes au commencement de sa Géome-
irie de position.”

»Les notions quon a données jusqu’ici des quantités
nég. isoldes, se réduisent & deux : celle dont nous venons
de parler, savoir que ce sont des quantités moindres que Zro;
et celle qui consiste 3 dire que les quantités nég. sont de méme
nature que les pos., mais prises dans un sens contraire.”

»D’Al. détruit Vune et I'autre de ces notions. 11 repousse
d’abord la premiére par un argument qui me parait sans

réplique.”
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»Soit , dit-il , cette proportion :

A —d = iy’

»Si la notion combatiue était exacte, c. a. d. g —A4
était plus petit que Zéro, & plus forte raison serait-il
moindre que 1 ; donc le second terme de cetle proportion
serait moindre que le premier ; donc le quatriéme devrait
&tre moindre que le troisiéme, c. a. d. que 1 devrait etre
moindre que — 1 ; done — 1 serait tout ensemble moindre
et plus grand que 1, ce qui est contradictoire.”

Dans le passage de Carnot se trouve: » Les ndg. sont
les mémes que les pos. mais prises dans un sens contraire.
DAL détruit Vune et Pautre de ces notions.”

L’auteur regrette de ne pas trouver dans Duhamel la
réfutation de cette notion par d’Alembert, et de n'avoir été

dans occasion de aveir; ainsi il n'a pu y répondre.

Duahamel: »CUes diverses opinions sont aussi peu fon-
dées les unes que les auntres.

yEt d’abord, quand on nie que les guantités nég. sont
moindres que Zéro, il faudrait demander A ceuX, qui
Vaffirment , ce qu'ils entendent par li, autrement on ne
saurait pas ce que on nie. Et sion I’avait fait,, on aurait
fini par §entendre, car il n'est jamais venu i Pesprit de
personne de préfendre gu’il y ait quelque chose de plus
petit que rien.”

yQuant & la prétendue démonstration de d’Al. approu-
yée par C., il est bien étrange que ces deux illustres
géomeétres n'en aient pas apercu le défaut,”

»Que signific cette proportion 1 : — ===
D’ot vienteelle 7 Comment 'entend-on ? Est-elle résultat ou
donnée? Si Pon entend qu'on fasse les divisions d’aprés

les rdgles des signes dans le cas des polynomes , on dira

en effet que le rapport _Ld_ est — 1, comme le second
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7;—1, et on pourra appeler leur égalité une proportion.
Mais on n’attachera réellement aucun sens & ces opérations
et les remargues faites dans le cas des véritables propor-
tions w’auront aucune raison de s'appliquer ici: et l'on ne
pourrait dire que si le premier terme d’un rapport est
plus grand que le second, il en doit étre de méme dans
Iautre.”

»Quelle définition donnera-t-on de plus grand ou plus
petit, relativement a des choses qui ne sont pas des gran-
deurs ?”’

»Ces observations suffisent pour montrer le vide de ces
simulacres de raisonnements, qui se font sur des choses
non définies, sans existence réelle et ou l'on se sert de
propositions établies sur des grandeurs véritables.”

Il est bien hasardé de se prononcer sur ces auteurs;
d'Al. n’a pas dit directement ce qu'il entend par des quan-
tités nég., il dit simplement gu'il est absurde en tout sens
de les regarder comme moindres que Zéro; Carnot dit que
d'Al. détruit encore la notion que les nég. sont les mémes
que les pos. mais dans un sens contraire.

Duh. ne sait pas par conséquent quelle est l'idée do
&'Al; il s'étonne de ce quon parle de ces choses sans les
définir , tandis que sa propre idée n’est autre quede dire:
des choses qui me sont pas des grandeurs etc. , sans qu'il
fournisse la raison pour cette opinion.

Toujours Duhamel juge d’aprés son idée sur les polyno-
mes et les quantités nég. isolecs; il oublie que les sig-
nes —— dans les polynomes n'indiquent pas absolument des
opérations ; et & 1'égard des quantités nég. isolées, que quand
elles se présentent isolées on en connait cependant la sig-
nification , la valeur par leur origine et le sens qui en dérive.

Quand ces quantités isoldes désignent des quantitds con-
crétes, on en sait d’abord la valeur absolue, réelle, il
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ne manque que le sens relatif, qui n’influence pas la
valeur réelle.

Les conséquences de ces idées se montrent dans les
conclusions , que Duhamel tire des opérations sur les poly-
nomes . dont il sera parlé aprés; les conséquences se
manifestent ici par rapport aux proportions.

On se demande, sur quel fondement Puk, se prononce
sur les proportions de la maniére suivante:

»Et Voo ne pourrait dire que si le premier terme d'un
rapport est plus grand que le second, il en doit éire de
méme dans 'autre.”

Les rapports dans une proportion peuvent étre tres
différents , d'aprés les guantités ou les grandeurs qui entrent
dans la proportion, comme il est déja prouvé plus haut
a 'dgard des rapports complexes des quantités complexes ;
mais toujours il est vrai que si le premier terme d'un
rapport est plus grand que le second, il en doit étre de
méme dans Vautre.

I’ Al a eu raison de parler de plus grand et de plus
petit , puisqu’il regardait les ndy. isolées comme des gran-
deurs; il s’est trompé en ne pas observant que les pos. et
les méy., quantités en sens complexe , sont hétérogénes ;
dans ce sens le rapport de » { est vide de sens.

Duhamel oublie que dans certains cas les proportions
penvent &tre véritables et justes sans qu’il y ait question
de plus grand et de plus petit,

Duhamel fait guelques questions sur la proportion de
d’Alembert et de Carnot,

»Que signifie cette proportion ?” La proportion renferme
des quantités complexes abstraites; d’ Al a montré par le
produit des extrémes et par I'égalité des raisons ou des
rapports que la proportion répondait aux propriétés des

proportions ; — elle est exacte non seulement en sens
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abstrait , mais encore on peut la traduire en seng concret.
La proportion signifie proprement :
190 : 147 = 197 : 140.
Le produit des extremes 140. 110 = 110 est égal &
celui des moyens 1f7. 1= = 112x = 140.
L'identité des rapports se démontre encore de la maniére
suivante, par les propriétds des proportions :
110 : 1f7 = 19w : 170
en multipliant les termes du second rapport avee le méme
facteur 197, on obtient :
190 2 Afr = 192% : 14r = 110 : 1m
La proportion est juste et la signification en est expliquée
en sens abstrait.

»D’ou vient-elle ?””  On pourrait répondre en disant sim-
plement : pourquoi cette démande? — Cependant on peut
donner des réponses divectes.

Deux personnes ont fait la route d’une lieue I'une &
droite, Tautre & gauche, on demande les nombres, qui
marqueront le rapport de ces routes i direction opposce.

Licues.
ST = S = R R
comme il est prouvé ci-devant.

Le rapport des longueurs absolues des routes est 1 ; le
rapport des antres facteurs, le rapport des directions est
une demi-rotation = 7 = 1 180.

»Est-clle résultat on donnée " Comme on veut, cequi
suit immédiatement de ce qui préeéde.

Ces réponses renferment en méme temps la réponse anx
motbs qui suivent: wnmais on n’attachera réellement aucun

sens ete,”
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Reéponse 4 la conclusion de Duhamel : »Ces observations
suffiront ete.”

L’auteur s’étonne d’entendre quelqu’un se prononcer de
la sorte dans un livre, dont le but principal est de mar-
quer les défauls et de garantir contre des opinions non
bascées sur des vérités solides.

Duhamel prétend que ses observations suffiront pour
montrer le vide de ces simulacres de raisonnements,

Il est vrai que les auteurs w'ont pas défini précisément
les choses qu’ils firaitent; ne pas définir préeisement une
chose est un vide, un défaut, pour se faire entendre de
ceux , qui ne connaissent ces choses; mais ne pas définir
une chose n’est pas toujours ne pas la connaitre, et encore,
méme dans le cas que les auteurs n’ont su les définir pré-
cisément , il n'en suit pas directement, que ces choses
non définies sont sans existence réelle, que ces grandeurs
ne sont pas de véritables, et que par i les propositions
établies , appliquées a ces grandeurs ne sont justes,

La seule remarque juste serait, qu'il est hasardé de
compter définitivement sur les résultats obtenus sans con=-
naitre parfaifement les quantités, les grandeurs qu'on
soumet a4 des réductions, & des opérations; remarque A
faire sur toutes les opérations faites sur les grandeurs

imaginaires en particulier, sur les complexes en général,

Duhamel , I, page 166 ete, Dans ces §§ il traite les
Inégalités. Bien des fois Duhamel s’est prononcé sur les
quantités nég. comme vides de sens, comme des grandeurs
qui ne sont pas des grandeurs, qui n'ont pas d'existence
réelle ; dans ces §§ il va ymontrer comment , contrairement
a lopinion de d’Alembert et de Carnot il peut y avoir
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lien de considérer les quantités nég. comme plus petites
que Zéro” — et encore »qu'on doit regarder comme la
moindre de deux quantités nég. celle qui a la valeur ab-
solue la plus grande.”

Duhamel : »Tl1 est nécessaire pour cela de rappeler les
premiers principes du caleul des inégalités, qui sont si
simples , que nous n’avons pas cru devoir nous enoccuper
spéeialement,”

Aprés avoir dit ce quon doit faire pour tirer d'une iné-
galité la limite de linconnue, il continue :

»Mais si les nombres connus sont représentés par des
lettres dont les valeurs puissent tre prises arbitrairement,
on sera exposé A trouver des soustractions impossibles ,
quand on particularisera ces valeurs; et I'un des membres,
ou méme tous les deux pourront se présenter sous la
forme de quantités nég,”

81 par ex. en partant de linégalité :

1) a + e - d, on tire 2) a—e¢{d—05, et que
dans un cas particulier on ait d — b, et parsuite a { ¢;
(1) et (2) se réduiront & 3) a —¢{0; et, comme g — ¢
est nég,, linégalité (3) exprime quune quantité nég. est
plus petite que Zéro,”

Dans ce qui suit, Dub. dit encore que» @ — ¢ { 0 n'est
quune manidre d'éerire @< ¢, qui naura aucun inconvi-
nient; qu’il fant se résigner 4 aceepter cette forme do
I'inégalité ou ne pas faire le calenl général ; mais que ce
serait se priver de l'avantage des solutions générales et
sans aucun intérét puisque la forme bizarre du résultat
est interprété d’avance et pourra étre changé sans difficulié.”

»Et si Ton avait retranché des deux membres une
quantités supérieure au plus grand membre, les deux
membres se Lrouveraient nég. et celui qui aurait la plus

grande valeur absolue serait indiqué comme lo plug petit.”
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»Et tout cela serait d’accord avec les propositions qui
ont lieu dans Je cas des nombres absolus.”

»Par ex,, si on ajoute une quantité absolue plus petite
qu’une seconde, la somme est moindre que si on ajoufait
la seconde; or il en sera de mime pour Paddition de quan-
tités nég, , telle qwon Uentend , pourvu quon regarde
comme la moindre de dewx quantités nég. celle qui
@ la valeur absolue lo plus grande.”

»Au reste, les indgalités dont les deux membres sont
nég., prendront une forme réelle en faisant passer respec-

tivemeni, les termes d'un membre dans auntre, — Ainsi
Vinégalité — 5¢ — 3 deviendra 3¢{5; — 2 < 0 deviendra
02"

Réponse, La question aprés tout ce qui précéde cest :
s'il est vrai qu'on ne peut se passer dans les mathémati-
ques de principes , qui ont pour résultats des formes bizarres ;
de principes basés sur des absurdités: — 20, —5%—3;
qu'on doit se résigner d’accepier ces principes ou ne pas
faire le caleul général,

L’auteur, aprés avoir déja parlé bien amplement sur les
inégalités , le juge cependant & propos d'y revenir encore,
pour essayer de trouver le fond de ces obscurités , de ces
contradictions , et de chercher ainsi le moyen de les expliquer.

Les équations peuvent se diviser en deux espéces: les
dquations d'dyalité et les équations d'indgalité ou de limite,

Les deux membres des équations d’égalité ont la méme
valeur exprimée en formes différentes.

Dans les éguations d'inégalité ou de limite un des mem~
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bres renferme un limite exprimé par une quantité précé-
dée d'un des signes » (.

Ces signes » ( ainsi que les signes 4 et d’autres ,
doivent &tre regardés comme éléments intégrants des quan-
tités auxquelles ils sont joints; par conséquent ces signes
ne doivent &tre séparés de ces quantités avec lesquelles
ils forment une autre espéce de quantités complexes appe-
lées lLimates.

En observant cette idée les équations d’inégalité ne four-
niront point d’obscurités ; les résultats ne seront pas des
formes bizarres et encore il sera prouvé que pour généra-
liser le caicul on n'est pas obligé d’accepter des contradictions.

Pour revenir & I'exemple de Duhawmel , & + 6<c + d;
cette inégalité formera 'équation de limite :

a+ b= (+ 4,
signifiant : (@ + ) est égal & un nombre plus petit que (c 1+ d).
Soustrayant des deux membres & + ¢, on a:
at b—(B+c) = {let+d)— (b +e),
ce qui donne aprés quelque réduction :

a—c¢ = ({d)—b, soit d = b,

on aura: @-—e¢ = — (> 0) et non e —¢ 0.
Euplication. Ayant d = b, (< @) sera moindre que &,
ainsi le résultat de ({d) — b sera négatif et puisque

({d) est moindre que & le reste ne sera pas Zéro mais
plus grand que Zéro,

L’équation bien comprise ne renferme donc ni contradice
tion , ni absurdité; car il est tout conséquent que a — e,
@ étant ¢, donne pour résultat une quantitd nég. non
bgale & Zéro; et ainsi I'équation de limite est juste , car
— >0, le limite, indique une quantité nég, (% 0).

Quandon a: a ¢, cequiimplique I"équation ¢ — (€c),
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et quand on diminue les deux membres de b plus grand
que @ et ¢, on aura pour résultat: ¢ — b=({¢c)—10b,
le premier membre donnera un nombre négatif, mais,
comme ¢ est plus grand que @, le résultat du second
membre , de méme un nombre uég, , sera cependant moindre-
que celui du premier.

Ainsi @ — b = ({¢) — b, donnera pour résultat
—i(b—@) = — > (b -—).

Ce qui sigmfie le nombre nég., — (b — a) est plus grand
que le nombre nég. résultat de (b — c).

Quand on a: 3¢{5; 3=((5H), et quon diminue des
deux cotés de 5, on aura:
3 —5 = ({5)—5; mais comme ({5) est moindre
que 5, le résultat ne sera pas Zéro, mais
—(5—38) = —>0,0on —2 = —(>0)
ainsi — 2 est une quantité nég., dont le limite est une

autre quantité nég. plus grande que Zero,

Encore 3¢ 5; 3 = ({5), en soustrayant des deux
cotés 8, on aura:
3—8=((5)—8;
—(B—3=—>(E—85), —5=—>3,
la quantité nég. — 5 a pour limite la quantité nég, — » 3.

De ces exemples il suit qu'on n'est pas forcé d’accepter la
contradiction , que dans des quantités homogénes il y en
aurait , qui seraient plus petites & mdésure que le nombre

des unités ctait plus grand,
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Sur la transposition : — 5 —3; 3{5.

Dans ces transpositions Duhamel trouve la preuve de la
vérité de -— 5 — 3. — La grandeur des quantités se mé-
sure par le nombre d'unités qu'elles renferment ; 1idée de
plus grand et de plus petit ne se rapporte qu’aux quan-
titds ou grandeurs homogénes: entre des quantités hété-
rogénes il n’est question de plus grand ni de plus petit.

— 5 et —3 sont des quantités homogénes, dont la
grandeur se mésure d’aprés le nombre d’unités, ainsi
—5%—3.

Les nég. par rapport aux pos. sont de valeur Opposee ;
quand on ajoute des deux cotés la quantité pos. 8, on a
8 —~5=238; 8—3=5; le résultat est 3¢ 5; la raison
en est que dans le premier cas la quantité pos. unie
la nég. est diminuée de 5 unités, dans le second de 3
unités.

Ainsi — 5% —3 et 8 =8 donne 3 5.

Encore 3(5; 3 = (L 5); diminuant des deux cotés
de 8, on a: 3 — 8 = (<« 5) —8; —5=—>(8—5)=
—>3; —>8=5— 3 étant le limite de — 5, marque
que — 5 a pour limite une quantité négative plus grande
que 3; —5 = —%3; —5%— 3,

Quant & la transposition dans les équations il nlest pas
nécessaire que dans la transposition les signes se changent:
quand on a: a = b, on obtient par la transposition
b = a; de méme dans les équations d’inégalités on peut
transposer les membres sans changement de signes , pourvu
que les quantités complexes lmites conservent les éléments
dont elles sont composdes.

Ainsi dans: — 5% — 3; —5 = >—3, on a:

8
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>—3 = —5; de méme on peut changer les signes sans
que la transposition soit exigée 3 = 5 ou cequi en
résulté 3 = (5.

En confrontant cequi vient d'étre dit sur les équations
des deux espéces, avec les opipions, les principes cités
de Duohamel, on devra reconnaiire gue toutes les choses
qui se rapportent aux inégalités, s’expliquent d'une maniére
toute naturelle, que les régles sur les équations d’égalité,
s'appliquent de méme sur celles des inégalités, des limites,
sans qu’on ait besoin d’accepter des contradictions — 5 { — 3,
ni des absurdités — 2 0.

Le point essentiel dans les inégalités | c'est de regarder
les limites comme des complexes et de leur conserver
durant les opérations et les réductions le signe » ou {,
I'indice de la relation ou elles se trouvent,

Duhamel termine ses raisonnements sur les inégalités en
parlant encore de la multiplication et de la division; en
transcrivant ses paroles, on verra que cequi précéde, ren-
ferme le jugement sur ses opinions.

wCeque nous venons de dire sapplique @ toutes les
transpositions de turmes et généralement aux additions ou
soustractions des membres des indgalités. Si on effectue
ces opérations suivant les régles ordinaires et sans s'in-
quidter des signes des mombres , legs vésultats seromt
toujours ewacts et réductibles G une forme intelligible
par élle-méme.”

Rémargue. — Une quantité nég. prise négativement
donne une quantité pos.; de méme il en est quand on
prend une contradiction dans un sens contraire, opposé.

— 5 — 3 renferme une vérité opposée, négative,

+3¢{+5 » » »  positive.

Comme il est prouvé auparavant ia derniére inégalité
est obtenue en additionnant des deux cotés le nombre + 8.
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Le résultat logique serait + 3% L 5; cette indgalité prise
Cn sens opposé, nég. donne + 3¢ +5; est 1a le résul-
tat de P'analyse du dernier passage de Duhamel,

Dulamel dit, que dans la multiplication et la division
des incgalités on doit avoir soin de s’assurer si les multi-
plicateurs ou diviseurs sont des nombres pos. — Car étant
nég. p. ex. (—a), »si on commence par multiplier on
diviser les deux membres par (a) on aura une inégalité
vrale, mais si on change ensuite les signes des deux
wembres , il faut renverser le sens de l’iné;galité; car le
changement de signe de tous les termes wevient & un
changement de membre” — (Aun changement des deux mem-,
bres, par conséquent etc.)

»Nous n'en dirons pas davantage sur ce sujet : les cag
que nous omettons s’expliqueront toujours sans difficulté
par les mémes considérations.”

»Et la conclusion de cefte discussion est que si I’on veut
avoir des procédés généraux pour le calcul des inégalités ,
on est forcé de dire que les quantités nég. sont traitdes
comme plus petites que Zéro, et d’autant moindres qu’elles
ont plus de valeur absolue; et que les expressions de plus
petit et plus grand seront appliquées d’aprés les mémes
principes que pour les quantités absolues,”

»En  procédant ainsi on n’est exXposé & aucune erreur ,
A aucune difficulté, et on a Pavantage de la généralite,
Mais si l'on rejette les formes d’inégalités qui expriment
qu'une quantité nég. est plus petite que Zéro, on s'in-
terdit tout caleul sur des inégalités domt les termes sont
littéraux et l'on ne concevrait pas qu’aprés avoir admis
les quantités nég. pour géncraliser le caleul des équations,
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on &'y refusit dans le cas des inégalités, lorsqu’il est bien
entendu gu’on ne veut pas dire qu'il existe quelque chose
de plus petit que rien, et que Uinégalité qui le dit n'est
qu'une forme sans danger quon peut changer dés qu'on
y aura quelque intérét.”

En lisant cette conclusion on a peine & se persuader
qu'on étudie un traité des mathématiques; on croit plutdt
se trouver sur un tout autre terrain: on se croit en pré-
sence de quelqu'un qui vous presecrit les régles i suivre
dans vos actions; qui vous dit comment vous devez regar-
der les choses et les taxer; -— mais qui en méme temps
vous commande de ne pas demander le powrquoi de ceque
vous ferez; qui vous interdit de veous opposer ou d’avoir
d’autres idées sur les choses, quoique la maniére prescrite
soit en opposition avec la raison et répugne au bon sens; —
ce quelqu’un vous prévient en vous adressant des paroles
consolantes , sachant qu’il vous en coutera d’accepter ces
idées et ces régles comme vraies; il vous dit: suivez mes
conseils et mon instruction et tont ira bien, vous ne
rencontrerez de difficultés ; — si an contraire vous n'ac-
ceptez pas, vous serez rejeté.

Sur les opérations avec les nombres pos. et les nég.

Le complément sur les pos. et les nég, demande de traiter
encore spécialement les opérations appliquées & ces nombres.

Le sens complexe de ces nombres fait, que les opérations
qui se rapportent aux deux éléments, sont plus compli-
quées et que les résultats obtenus d’aprés les régles démon-
trées , demandent encore une explication spéeiale.
L’application des opérations & ces quantités complexes
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a changé & cerfains égards la signification de ces opérations
comparée a celle des quantités absolues.

Cequi suit trouvera sa base dans le sens attaché aux
quantités nég.; — il sera permis d’oser prétendre que la
signification et la valeur trouvée par lanalyse n'est pas
une opinion donnée d’une maniére arbitraire; il est prouvé
que ce sens non fondé sur quelque absurdité ou quelque
contradiction , n’a pas rencontré jusqu'ici des difficultés ,
des obscurités, qui ne s’expliquaient d’une manitre con-
séquente et raisonnable et servaient en méme tems i prou-
ver la valeur de P'idée attachée & ces nombres soit dans
leur signification soit dans leur valeur.

Les nombres pos. isolés ne sont que des nombres abso-
lus; les nég. isolées marquent leur origine dans le signe,
dont ils sont accompagnés; ce sont des nombres qui #es-
tent & soustraire, le nom de nég. leur est donné pour les
distinguer des pos.; il est indiqué que cette dénomination
n'est pas tout & fait sans raison , n'est pas inconséquente.

De cette origine on a dérivé la signification dopposée,
conséquence tirée de l'influence de ces nombres dans leur
combinaison avec les pos.

Les pos. et les nég. ne différent en rien par rapport &
la réalité des unités qu’ils renferment.

Le facteur de pos. et de nég. indiqué par les gignes
+ ou de quelque autre maniére, n’a la moindre influence
sur la réalité de ces nombres ou grandeurs; ces facteurs
se rapportent uniquement aux relations, aux conditions,
aux positions, aux directions ete, ou ils se trouvent.

De méme que dans les opérations les nombres changent
d'aprés les réductions auxquelles ils sont assujetés , de
méme les autres facteurs varient suivant les changements

qui résultent des diverses opérations.
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L addition. — Dans cette opération les guantités come
plexes peavent &tre homogénes ou hétérogénes par rapport
2 leur facteur de relation, de direction.

(+8) + (+5) = +18; (—8) + (—5) =—13.

Le sens de ces exemples est clair.

(+8) + (—5) = + 3; (—8)+ (+5H) =—3.

Le sens d'opposé dans les pos, et nég. explique les résultats.

La soustraction. Cette opération renferme par rapport
aux complexes dilférents cas:

1. Les nombres sont homogénes et la soustraction
possible dans le sens direct :

(4+8)—(-+8) = +3; (—8)—(—5) = —3;
les exemples n’ont besoin d'explication,

2. Les nombres sont homogénes; le nombre qui doit
etre soustrait plus grand que lautre.

(+5)— (+8) = —8; (—5) —(—8) = —(—8)=+3,

Le premier exemple est déja expliqué auparavant; le
second donne d’abord (—5) — (—8) = —(—3); le
signe (—) qui precéde (— 3) indique que le reste ou le
résultat doit &tre pris négativement e¢. & d. en sens op-
posé , ainsi — (—3) = 4+ 3.

Pour ajouter encore 4 la démonstration logique, basde
sur le sens des nég. et la signification des signes en sens
complexe, on peut trouver la valeur de — (— 3) de la
rnaniére suivante.

Les quantités opposées (- 3), (— 3) s'anéantissent, se
neutralisent; (4 3) + (—3) = 0 = Zéro.

En soustrayant des deux cotés (—3), on a:

+3 =0 —(=3) = —(—3).

Il serait absurde de vouloir regarder le résultat de la
derniére soustraction comme une preuve que —+ 3 Etait
encore moindre que Zéro,
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3. Les nombres sont hétérogénes ;

(+8) —(—38) = +11; (—8) — (+3) = —11.

Quand on voudrait dire d’abord dans le premier exemple
—(—38) = +3, ainsi +8+3 — + 11, on ferait 'ob-
jection que dans ces deux exemples les signes (—) entre
les deux quantités complexes n'indiquent pas des conditions

mais des opérations.

Dans les deux exemples les guantités sont hétérogenes,
donc on ne peut soustraire les unes des autres ; le mot reste
dans le sens primitif est vide de sens dans ces exemples.

Dans le sens primitif le mot reste implique encore lidée
de plus grand et de plus petit; cette idée n'entre non
plus dans les soustractions de cette espéce.

Quelle est donc Iidée qu'on peut attacher a ces opéra-
tions ?

Le rapport qui existe enire les pos. et les nég. fait
qu'on peut y attacher une idée de comparaison, pour trou-
ver combien ces quantités différent les unes des autres;
combien on doit ajouter 4 'une pour avoir V'autre.

Les pos. et les nég. ont un origine commun, la gran-
deur de ces quantités marque leur distance de l'origine,
les unes en direction pos., les autres en nég,; en con-
frontant ces deux grandears on irouve non seulement
combien elles dillérent par rapport & ces distances prises
absolument , mais encore combien elles différent les unes
des autres, dany le sens: quelle est leur distance récipro-
que; combien on doit ajouter & l'une pour avoir 1'autre.

(+8) — (—3) = +11. Signifie que I'on doit ajou-
ter & (— 3) la distance pos. (4 11) pour avoir (4 8);
(—8) — (+3) = —11; signifie que Pon doit ajouter
4 43 la distance nég. (— 11) pour parvenir & (— 8).

Ces différents cas prouvés et expliqués en sens abstraits
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réalité concréte est d’accord avec la réalité abstraite.

La multiplication. Dans la Théorie la multiplication des
nombres complexes a été traitée en général; celle des pos,
et des nég. trouvera son explication , sa démonstration dans

la signification de ces nombres et de ces signes.

1. (+ 4) (+ 3) = -+ 12. Signification: prenez la
quantité pos. (+ 4) trois fois, prenez la positivement
¢. a d. ne changez rien & sa relation, & sa direction pos.

2. (— 4) (+ 3) = —192. Signifie: prenez la quantité
nég. (— 4) trois fois ete. Ainsi — 12,

3. (+4) (—3) = —12. Signifie: le facteur 3 dans
le multiplicateur a le méme sens ; le facteur (—) =—1
indique qu’on doit prendre (4 4).3 = + 12 dans un sens
opposé — (+ 12) = —19.

4. (—4)(—3) =+ 12. Signifie: (— 4).3 = —12;

le facteur (— 1) du multiplicateur indique que le dernier
produit doit encore &tre pris en sens opposé — (—12) = +12.

La division. Explication des différents cas:
Les résultats des différents cas de la division pourraient
etre dérivés de la multiplication, Pexplication, la démonstra-

tion directe prouve la validité de ces résultats.

+ 3. Sign. Divisez les quantités pos. (+ 12)
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en 4 parties égales (4 3) prenez les positivement c. a. d.
ne changez rien & leur relation, & leur direction.

2. B — 3, Sign. La méme de (1).

3. i%% = — 3. Sign. T8~ + 3. Le facteur —1
dans le diviseur indique, qu’on doit changer encore le
quotient cbtenu en sens opposé — (--3) = — 3.

4. Z—f = ~+ 3. Sign. Les cas précédents renferment
Vexplication de (4); :,11—2 = a3 — I

En confrontant V'explication dans la Théorie 4 I'égard
de la multiplication et de la division avec celle qu'on trouve
ici, on pourrait croire de vemarquer une certaine diffé-
rence de principes.

Dans la Théorie se trouve pour régle de la multiplica=
tion prenez le produit des facteurs comme absolus et donnez
4 ce produit pour facteur de direction la somme des direc-
tions — Pour régle de la division prenez le quotient des
facteurs comme absolus, et donnez & ce quotient pour
facteur de direction, la différence des directions du divi-
dende et du diviseur.

La différence n’esi qu'apparence dans le cas particulier
des pos, et des nég., puisque l'expression prendre une
quantité en sens opposé €quivaut & ajouter 4 sa direction
la direction de (7) on (180°) et & la diminuer de cette
direction — (+ 3) =+ )N r=3r=—38; —(—3) =
(—3) 1 = 3" 1r = 8127 = +38.

De méme il en est avec la division.




Le sens conceret dans les opérations appliquées
aux quantités pos. et aux nég.

Les quantités complexes abstraites se trouvant isoldes
ont toujours un sens déterminé, elles se rapportent aux
positives qui dans un sens abstrait ne sont que les absolues.

Les concrétes se trouvant isolées n’ont un sens déter-
miné que par rapport & leur grandeur, leur réalité absolue;
se trouvant isolées sans rapport a la concréte positive on
ne sait leur relation , leur condition, leur direction.

Les exemples seront rares, s’il y en a, que les quan~-
tités se présentent sans que la relation aux positives soit
connue ou indiquée.

Une quantité relative sans relation est une contradic-
tion. — Le manque de la relation n’influe cependant point

sur la valeur réelle de la quaniité ou de la grandeur.

Laddition. (+8) + (== 3) = + 11,

Quelles que soient les grandeurs representées par ces quan-
tités , la somme indiquera le nombres d’unités homogénes
aux unités additionnées,

1). (+8) + (—8)=(+5); 2). (—8) +(+3)=(—5).

1)2). Soit que les quantités indiquent des routes; les
sommes marqueront les distances du point de départ avec
la direction.

Soit que les quantités se rapportent i la possession de
quelqu’un ; la possession prise comme la base, comme po-
sitive ; les sommes marquent I'état de la possession.

La soustraction. (3=8) — (£3) = =+35).
Cet exemple n’aura besoin d'explication.
(E8) — (8 = —(x8) = F3.
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Quelqu’un a fait la route de 5 Lieues dans la direction
du nord (+ 5) il diminue la distance ofi il est parvenu
de la route de (1 8), il parviendra a la distance de 3 Lieues
du point de départ dans la direction du sud (—8).

Quelqu'un  posside [(—5); la possession étant pos. ,
J{—5) signifiera sa dette; on doit diminuer sa possession
de f'(— 8); le résultat sera qu'il en reste encore (=3
& soustraire,

En sens concret la chose nlest pas impossible ; il demande
A un autre f'3 et signe la dette de /3 ; sapossession sera
Flh3) =+ fil=s 81 =D, puis on lui prend les f(— 3)
@ soustraire, le résultat sera qu’il lui reste f(+4 3).

(+8) —(—38) = +11; (—8)— (4 3)= —11.

Prenant le premier exemple dans le sens de I'exemple
précédent , le résultat est expliqué.

Le second exemple sexplique de méme quand on prend
(—8) = une dette de 8 = [ (— 8); prendre & quel-
qu'un qui ne posséde que des dettes une somme positive
c’est augmenter ses dettes f(=8)—Ff(+3)=Ff 44

Quand on attache 2 ces exemples le sens de chercher
la différence, la distance des grandeurs indiquées, les
résultats sont les mémes et application n’a point d’obscurité.

Quelgu'un a fait Ia route de 8 Lieves & droite; (+ 8),
un autre de 3 Lieues 4 gauche (—3); ces personnes
seront éloignées 'une de Iautre de 11 Lieues ; la distance
du second au premier sera (4 11) Lieues; du premier au
second (— 41) Lieues.

La multiplication. Le multiplicateur ne peut &tre qu'un
nombre abstrait,
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Le facteur de direction dans le multiplicateur ndiquela
condition , la relation dans laquelle le produit doit &tre pris.

F(+ 4+ 3)=7(+12); f(—=4 (+3) =[(—12).

Ces exemples ne demandent point d’explication,

% pris trois fois donnent f12 et comme le multipli-
cateur indique que la valeur relative doit rester la méme,

on a f(==12).

(4+ 4) degrés (— 3) = (—12) degrés.

Quelqu'un monte de 4 degrés (4 4); prenant cette
ascension 3 fois on a 12 degrés (4 12), mais comme
cette ascension doit &ire prise en sens opposé on aura pour
produit la descente de 12 degrés (— 12).

F—4 (81 ="{f 12

Prenez les f4 trois fois dans la condition opposée
celle ol ils se trouvent ; prenez les 3 fois en sens opposé
de leur valeur relative, etc., efe.

f(—8) (=) =—F(—03=—/(—12) = /(+19).

La division. En sens concret les deux expéces de la
division , demandent ume explication spéciale par rapport
aux grandeurs el quantités complexes qui y entrent.

1rc Espéce, — Pour trouver la raison entre les gran-

deurs complexes , pos. ou nég.

-+ an — @it
e b — N
Ta -+ = + n

Dans ces exemples, quelles que soient les grandeurs con-
crétes, eclles ont la méme valeur relative; le quotient »
indique la raison des deux grandeurs.



Le signe de pos. dans le quotient indique que (4 a) est
comprise dans (2=an), n fois positivement = directement

= réellement,

Le nombre n se rapporte aux grandeurs prises en sens
absolu; dans les deux exemples ces grandeurs sont oppo-
sées, hétérogénes; le signe de nég. dans (— n) indique
que les grandeurs opposées ne sont pas comprises positi-
vement les unes dans les autres, mais négativement, non

lirectement , non rdellement.
directement , ‘ell &

2¢ Espece. — Une grandeur concréte complexe doif
étre divisée en parties égales indiquées par le diviseur en
nombre complexe.

e

Le quotient dans le premier exemple est pos., dans le
second nég. cequi est tout naturel, tout réel; les gran-
deurs doivent &ire tout & {ait homogénes avec la totalité
dont elles sont les parties,

On peut demander quel est le sens, quelle est I'influ-
ence du diviseur complexe dans cette espéce de division.

Dans les exemples donnés le nombre n pos. n’est qu'un
nombre absolu, le signe de pos, n’est d’aucune influence,

= —
ton _ _go=am oy,

—n —n

Ces quotients renferment des absurdités dans le sens de
cette espece de division.
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Dans les premiers exemples le diviseur était pos., la sig-
nification du nég. doit étre derivée de celle du positif.

L'influence du facteur pos. (4 1) dans la division (4 n)
était mulle , de la on pourra conclure que Popposé de nul
étant nul, le sens de pos. et de nég. dams les diviseurs,
qui indiquent le nombre des parties dans lequel une gran-
deur concréte doit dtre partagde, n'est d’aucune influence ,
et qu'ainsi ces facteurs de direction dans ce cas sontima-
ginaires , dans le sens d’aucune valeur.

+ an /
Fan T an =
+ n n =

Ainsi on a:

Dans le cas qu'on insisterait & avoir 'explication , le sens
des quotients obtenus par les divisions (4-n) d’aprés les
régles générales, la réponse serait: les résultats ahsurdes
prouvent la vérité du sens et de l'influence dérivés logique-~
ment par rapport i ces facteurs dans les diviseurs.

Le partage d’une possession ne peut denner des deties;
le partage de dettes ne peut donner une possession,

Duhamel. Des methodes ete. Chap. XIX.
e quelques tentatives de démonstration, relatives
an caleul des quantités nég. isolées.

Duhamel dit: »Nous n’avons introduit les guantitésnég.
isolées que pour généraliser des formules et renfermer en
un seul les résultats différents de plusieurs caleuls analo-
ques; — la généralisation était obtenue & la condition ,
de les traiter de la méme maniére que si elles n’étaient

pas isolées , par la il n’y avait aucune régle 4 démontrer
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pour le ecaleul, la recherche de ces régles n’aurait eu
absolument aucun sens;”’ — et »des géométres éminents
ont cru possible de démontrer , pour le calcul de ces quan-
tités isolées, des régles qui dispenseraient de toute discus-
sion particulidre,”

Il dit en finissant: yNous allons en indiquer quelques
unes ek on reconnaitra facilement combien elles sont illu-
soires,”

»Démonstrations de Laplace. — Pour soustraire une
quantité algebr. d’'une autre, om derit, a la suite de la
quantité dont on soustrait, la quantité & soustraire en
changeant les signes de tous ses termes , ensuite on fait
la réduction,”

»Uette régle est évidente quand le nombre & soustraire
a le signe L : supposons qu’il ait le signe — , et que 'on
propose de soustraire — b de a; je dis que le résultat de
Vopération est @ + . — En effet le nombre o — o +b—b;
en retranchant — & sous cette forme, clest évidemment
effacer — b, et alors il reste a - 5.”

Duhamel : »Dans tout cela Laplace suppose les quantités
nég. isolées , et si d’abord il considére la soustraction d’'un
polynome, il Vabandonne aussitdt pour se demander com-
ment soustraire — & de @, question qui n'a aucun sens.
Pour y répondre, fl ajoute et retranche 6 de @, cequi lui
donne a 46— b et il regarde comme évident que retran-
cher — b c’est Ieffacer, ce qui est un non sens double,
car c'est d'abord supposer qu'on attache un sens i Ia
soustraction de — &, qui n’en a aucun, et ensuite que
la  soustraction algébr, soit la suppression n’on pas d’un
nombre , mais d’une opération.”

On trouve dans cequi est dit au commencement de cef
essai la réponse i toutes ces objections de Duhamel ; ce
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qui est dit sur les polynomes marque que la suppression
de — b n’est pas toujours la suppression d’une opération ,
mais qu'elle pent étre regardée encore comime la sous-
traction d’un nombre néc. d'aprés la maniére qu’on regarde
le polynome,

Laplace : »Quant au signe du produit dans la multipli-
cation , il doit étre pos. ou nég. ete. Cette régle présente
quelques difficultés ; on a de la peine a concevoir que le
produit de — @ par — b soil le méme qui celui de @ par b,

»Pour rendre cette identité sensible, nous observerons

que le produit de — @ par - b est — ab, puisque ce
produit o’est que — @ répété autant de fois qu’il y a
d’'unités dans b. — Nous observerons ensuite que le pro-

dnit de -— a par & — b est nul, puisque le multiplicateur
est nul; ainsi le produit de — a par + b étant — ab,
le produit de — @ par — b doit &tre d’un signe contraire
ou égal & 4 ab, pour le détruire.”

»Duhamel : Cette démonstration péche d’abord comme
la précédente, en ce qu'on se propose de multiplier — a,
cequi n'a pas de sens. Ef ensuite en prenant pour mul-
tiplicateur &-—& qui est un polynome, la quantité nég.
— b n'est plus isolée: de telle sorte que sil prit un mul=-
tiplicande réel, p.ex. m — @, il aurait démontré que — @
multiplié par — & donne un terme 4 ab au produit , quand
—a et — b sont des termes de facteurs polynomes. Il
ne prend donc méme pas la question gu'il annongait,
savoir: la multiplication de deux quantités nég. isolées.”

Il ne sera nécessaire d'ajouter encore quelque chose &
cequi est dit, pour répondre aux objections de Duhamel.
Quant & la division Laplace dit que la régle des signes
résulte de ce que le produit du quotient par le diviseur

est égal au dividende.
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Duhamel : »Quant % la division de denx monomes, dont
Pun au moins est nég., clest de méme une opération qui
n'a pas de sens et qu'il raméne A la multiplication d’aprés
la définition qu’on en donne quand elle signilie quelque chose,”

L’auteur croit avoir dit assez sur la division pour en
analyser et en expliquer le sens dans les différents cas et
les différentes espéces.

Conclusion de Duhamel. — »Et nous dirons générale-
ment que toute démonstration de régles sur les quantites
nég. isoldes ne peut étre qu'une illusion , puisqu’il n’y a
aucun sens & attacher 4 des opérations arithm. sur des
choses, qui ne sont pas des mnomhres et n’ont aucune
existence rdelle.”’

Le traité sur les quantités pos. et les nég. montre com-

bien les opinions de Duhamel sont opposdes & celles de
Panteur.

Dr. O. Hesse vient de publier ses principes sur le méme
sujet dans son livre: Die vier Species 1872. — L’auteur
a comparé ces principes avec ceux de la Théorie et avec
ceux, expliqués dans le traité précédent; ces principes
différent beaucoup; l'auteur n’y a pas trouve des raisons
pour changer ses principes,

Sur les quan{ités imaginaires. — Duhamel a vous
une étude considérable A ces quantités dans son oenvre :
des Méthodes dans les sciences de raisonnement. 1T et
I parties.
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Il considére ces quantités comme véritablement imagi-
naires , vides de sens; il les taxe comme des simulacres
de quantités et les regarde de méme nature dans toutes
les Fonctions ou elles se trouvent.

Il applique @ ces quantités dans les différentes opérations
les mémes régles qu'aux guantités réelles,

Partout il répéte que ces quantités ne sont quiimagi-
naires et qu'on doit se garder d'attacher des idées de réalité
A ces quantités et aux solutions, qui résultent de Pappli-
cation des régles & ces quantités.

Duhamel dit: II, page 144 ete. »Les plus grands
géométres n'ont pas été exempts du préjugé, qui fait
recarder l'analyse algébrique comme une sorte d'oracle ,
qui ne fait pas toujours des réponses intelligibles , mais
dont les énigmes doivent toujours renfermer un sens dont
il faut s'étudier & pénétrer le mystere.”

Duhamel continue: »La vérité est que l'analyse ou la
synthése que Pon a employée, ayant procédé par des
déductions ou réductions que CUon o dii comprendre i
mesure gqwon les @ faites, il n'a di s'introduire rien de
mystérienx.”

sLes formes. bizarres auxquelles le raisonnement arrive
quelquefois & la fin, ont ¢té crédes par lui sans qu’il 'en
doutdt, et il se croit obligé d’expliquer leur existence,
quil admet comme incontestables et dont il veut se rendre
compte & priori.”’

»Ces aberrations ne sont pas rares et les quantités nég.
et imaginaires en offrent de nombreux exemples.”

»Nous pensons qu’un esprit simple mais rigoureux , qui
n'avancera jamais qu'en se rendant bien compte de la
déduction ou de la réduction par laquelle il passe, n'é-
prouvera aucune de ces surprises qui causent gquelquefois
tant de tourment. Il pourra marcher plus lentement;
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mais il échappera & toutes les obscurités ,» dont lautre se
trouvera longtemps peut-étre embarrassé.”

Aprés avoir lu comment les quantités imaginaires sont
tasées par Duhamel; aprés avoir lu, qu'on doit appliquer
a ces quantités les mémes régles qu’anx réelles, on doit
avouer ne pas comprendre comment on peut se rendre bien
cotnpte des déductions et des réductions par lesquelles on
passe; comment on peut échapper i ces aberrations, 2
toutes les obscurités dont on se trouvera embarrassé,

Quand on ne comprend pas les quantités sur lesquelles
on opére; quand on applique 4 ces quantités des régles
sans savoir si cette application est juste, qu'est-ce-qu'an
peut tirer des formes bizarres auxquelles on arrive; quelle
signification , quel sens peut-on y attacher ?

Dubamel des dguations du second degré. 11, chap.
XX, page 171 ete. — Duhamel dit a I"égard des racines
en formes complexes de ces équations : »quil peut se
présenter des circonstances d’un genre différent et qui
pourraient laisser quelque okbscurité dans Vesprit, si 'on
ne se rendait pas bien compte tout d’abord de la manidre
dont elles doivent 6&tre entendues.’’

De Péquation 22 — 22 = 5;

il obtient (@—=172 = _— 4,

Duhamel :  »Or avant daller plus loin, on reconnait
qu'aucun nombre pos. ou nég. mis pour # ne peut rendre
égaux les membres de cette derniére équation.

»D'ot il suit qu'aucun des moyens de solution ne slap=-
pliquerait ici. — On pourrait s’arréter 13 et on ne rern-
contrerait ainsi ni difficultés, ni la moindre ohscurité,”

De cequi précéde il suit que Duhamel ne reconnait de
valeur réelle que la pos. et la nég.

Dubamel : »Or si T'on veut continuer le caleul sur
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Péquation (x—1)2=—4, on aura: # —1 4+ /— 4;
expression insignifiante.”

Duhamel termine le chapitre sur ces équations en disant:
yet nous ne pensons pas qu'aprés les observations que nous
avons faites, il puisse rester 4 ce sujet la moindre ohscu-
rité sur les formes réelles nég. ou imaginaires.”

Pour réponse & ceque Duhamel dit sur ces équations et
les racines, il sera & propos d'insérer ici guelgques idées
sur ces équations et la signification des racines.

Toute équation peut @tre regardée de deux maniéres;
d’abord comme renfermant des nombres absolus, puis
comme renfermant des nombres complexes,

Dans l'équation 22 — 32 4 2 =0, on peut prendre les

nombres comme absolus et les signes pour indiquer les

opérations.
Par la réduction on obtient: 22 — 32 4 § — L;
" 3 e & 2 — 1.
(w—2) =14 (1——.2:) ==
cequi donne 2 —3 = }; §—o = § et a—2; # —1.

Ainsi les racines de 'équation sont les deux nombres ab-
solus 2 et 1; les deux facteurs du premier membre de
Péguation (# —2) (z — 1) =0,

L’équation prise en nombres complexes a les mémes racines.

2 — 42— 5 = 0. Se réduit en (#—3) (z+ 1) = 0.
Prise en sens absolu I'équation n’a gqu’une seule racine
a2 =5, puisqu'on n'a point de valeur absolue pour  qui
rendra le second facteur z + 1 = 0.
En sens compleve I'équation a deux racines # — L 5;
#=—1 et I'équation est proprement 2210 + 4zf7 + 517 = 0.
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22 4 32 + 2 = 0. En sens absolu 1'équation n’a point
de racines; DPéquation est impossible, puisque la somme
de nombres absolus ne peut &tre égale 4 Zéro,

En sens complexe I'équation a deux racines, & = —2;

s=—1;(z+2 (@+1)= 0.

2% 4+ 22 4+ 5 =0. En sens absolu, I'équation est im-
possible ; en sens complexe , elle a deux racines

=—1x+=py—1.2

Ces racines sont regardées comme des expressions in-
signifiantes , I'équation comme impossible.

Pour réaliser les nombres soit absolus, soit complewes
on doit prendre pour unité quelque grandeur concréte.

La Fig. 18 servira pour montrer la réalité des racines
et de P’équation prises en sens complexe.

2%+ 22+ 5=0 ou {0 + 2210 + 5710 = 0.
2=1r 4 25, 2 =117 + AG P
En réduisant les racines complexes en nombres com-
plexes, on a encore:

=—dy—1,2= 1/.3"[‘ar'c:tang+‘l
Soit arc tang -___—i__—f = 4+ .
Dans la Fig. 18 (0) soit I'origine ;
0Csera =—1; CB=+4 y—1.2; CB'= —/—1.2
les valeurs complexes sont marquées par:
0B, OB = 1/01‘arctana——1/o’]‘+€°

ainsi # = OC 4+ CB = OB; # = 00 4 CB' = OB,
Pour prouver encore que ces racines sont en réalité les
racines de 'équation, on a en prenant la racine
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&= —1 4 /—1.2,
2 = (=14 V—1.2) = —3—p/— 1.4 = 5120,
Q=9 =14 y—1,2)==-9F y—A.4=
2 /5 1 arc tang :"0
Dans la Fig. on A : H

—3— y/—1.4=0D 4 DE; 5{29 — OF.
— 2+ ¢/—1.4=EF + FG; 2 /51 arc tang — =EG;
+ 5 =GO,
De sorte que I'équation @2 + 2 + 5 = 0, est repré-
sentée par la ligne OD 4 DE 4 EF 4 FG + GO =0 ou
encore par OE + EG + GO = 0.

Pour prouver encore que I'équation 2? 4 2z L 5=0,
el les racines ¥ = — 1 - y/— 1.2 ne sont pas des ex-
pressions  insignifiontes , il sera i propos de leur donner
un sens councret,

(Quelqu'un a fait une route exprimée par 1'équation
donnée , dans laquelle @ désigne la vitesse , le mouvement
par heure. — On demande la vitesse et la route parcourue?

La solution et Pexplication donnée prouvent la réalité
des racines complexes et de 'équation dont elles sont tirées.

La question principale dans les équations du second
degré c’est de savoir en quel sens elles doivent étre prises
si c’est en sens absolu on s’arréte, quand on voit que la
solution ne peut donner des racines 4 valeur absolue; si
c'est en sens complexe, non seulement les racines néga-
tives, mais encorc toutes les racines complexes sont de
vraies racines de I'équation , qui représentent des expres~
sions dont on peut toujours donuer la signification et mon-
trer la réalitd,

Quand P'équation n’est pas donnée mais tirée d’un pro-
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bléme on peut toujours savoir d’avance dans quel sens
Péquation doit &tre prise et 'on garréte quard on est sir
que V'équation, en sens absolu, ne donnera de racine absolu ;
quand c’est en sens compleze on cherche les racines et
I'on tache de déterminer la signification concréte des racines,
Dans le morceau suivant qui traitera la signification coneréte
des quantités imaginaires, il sera donné quelques idées sur

ce point important.

L'auteur termine cequ’il a dit sur les équations du
second degré avec les paroles de Dubamel : nous ne pensons
pas qu'aprés les observations gue nous avons faites il
puisse rester d ce sujet la moindre obscurité sur les racines
de ces équations — mais il ne comprend pas comment

Duhamel a pu se servir de ces paroles.

Pourtant on peut le comprendre. — Duhamel regarde
les quantités nég, isolées comme vide de sens, de méme
il en est des quantités imaginaires; la base des imaginaires
est: (Y—1)2 = —1.

Il applique & ces quantités dans toutes les founctions ol
elles se trouvent les régles des quantités réelles et pour
le reste il ne se soucie du sens des résultats; ces quantités
sont vides de sens et les régles sont suivies machinalement.

Duhamel , III, page 393 etc.
Des Fonctions transcendantes de quantités imaginaires.

Des principes de la Théorie et des opinions de Duhamel
tirdes de son Oeuvre, il est clair que les idées sur ce
sujet sont toutes divergentes.
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1

L’auteur le juge & propos de compléter et d’expliquer
encore les idées contenues dans la Théorie , pourqu’on soit
en état de décider s'il est nécessaire de continuer toujours
& considérer les quantités dites imaginaires sous le point
de vue indiqué par Dubamel et d’autres dans toutes les
Fonetions ou elles se trouvent.

La base de ces Fonctions de quantités imaginaires est
renfermée dans les Formules :

sy ] 22 »3
=112+ 75 + 35 + ete.

lﬂ.‘E:w-—IE—ST

_wu t
12.345 — ©ic
w2 4
C o == _ f'c__ 7;5,_ o
08 % =1 — 15 + g3z — ele
De ces formules on a derivé les suivantes :

V1 — ey _=ta , ot
1tv—ta—i; 123 T 1934t

eV —le = cos @ 4+ —1.sinz.
l/—'l.a‘-_e—]/—ni.w' L e, ev’—i.m+e—|,/—1.uz.
21 —1 z 2
De ev"—te — 4 (cos & + y/—1. sin &) = 192, il
est dérivé la valeur de y/— 1.2 et la signification de
V' —1 dans les exp.

‘e

sin o —

L'exp. v/~ 1.% ne sert qu’d marquer la direction des
unités dans la valeur absolue des puissances, auxquelles
il est uni.

Dans la Théorie il est dit que @ marquait les degrés de
la direction, I'application du calcul prouve que % indique
I'arc de la direction exprimé en wunités du rayon du cercle.

Cauchy regarde la série de ¢V”—1.# comme renfermant |
la définition de ces Fonct. expon.

Aprés avoir trouvé la signification de ¥ — 1, on pourra
au contraire regarder les Fonct. ¢ —1.2 comme donnant
la wvaleur de ces séries.

Encore dans la Formule dite de Montucla et dans d’autres
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on trouve quelquefois I'exp. 3/ — 1, il sera & propos d’en
prouver d'abord la valeur.
V" —12 = 4 (cosa + V— 1. sinz) = 1)z
ainsi " —1 = 4 (cos0 4 /— 1. sin0) = 110 = 1.
¥ — 1 n’étant qu'un indice non suivi de la grandeur
de la direction, il en suit qu'il o’y a pas de direction, de
sorte que les unités soni absolues ou si I'on veut pos.
L’application du calcul prouve la vérité de la conclusion.
Pour prouver que la Fonction eV”"—1.# prise dans le
sens indiqué donne la valeur de cette série, on n’a qu'a
donner a4 @ des valeurs déterminées et trouver ainsi par
le calcul la valeur de la série,

Soit & =7; ona: e —Lzw =4 (cos7T + ¢/ —1,sinx) =

1(—14+v—1.0) = —1 = 17,
En substituant la valeur de # — 3,14159 dans
Vit — n_| i e i
e =14 v—1.7—~ 153 T ete
on trouvera par le calecul que la somme des termes avec le
facteur p/—4 est = 0; que la somme des autres = —1,
Donnant & # la valeur de 2 = 3’1?59, R &

15 =1(cosZ+ 1/ —LsinD) =10+ y—1.1)=
v—1 = 12

Par le calcul on trouvera que la somme des termes de
la série, qui n'ont pas le facteur /— 1 est = 0, et

que la somme des autres est = y — 1.1,

Pour prouver la conclusion sur /— 1, on a:
—1 = s —_ [_/ﬂ _1._. =
et = +y—10—5 ——ms T mm

il =3 )
quand on regarde /-—1 = /—1.1; on a:
¢ —1 = 1(cos1 4+ ¢V —1. sin1) = 1M;
arc 1 = arc 57"1744,87%




‘“_.,_— _+1)34+etc.
Par le calcul on trouve la valeur indiquée de la série.
En substituant pour v —1.%, © + /— 1.y, on aura:
ert+l =1y — eg*(cosy + 1/ — 1.siny) = ey

La série sera er+F —1.9
14+ @4 v —1, J_f_k'r-‘—l-l/"i't;)"_!_(aﬂ-[/—-i )® + ot

Quand on voudrait trouver par le caleul, # et y étant

des nombres déterminés, la valeur de ez+V —1Ly, le
travail serait plus compliqué, mais non impossible; ce
travail n'est pas nécessaire puisqu’on sait que ex+VF —1.y
est =e*fy, et que la série de e+ —1.y est le produit
des séries de e* et el —1.y,

Remarques. —— 11 ne sera donc pas hasardé de préten-
dre que la signification de y/— 1 n'est autre qu’un
indice, marquant la direction ; la signification trouvée, les
exp. ¥ — 1.2 ne sont pas vides de sens; ils servent @
indiguer la direction, comme il est dit, et par Ja il est
prouvé qu’il est absurde de les regarder encore dans le
sens des exp. primitifs , de dire e/ —< siguifie la quantité
absolue ¢ élevée & la puissance /' — 1, .

La signification de 3/—1 dans ces Fonctions étant
connue, il est absurde d'appliquer & ces exp. les régles
des exp. primitifs,

(V=) —1= e-1=1. (eV =t — Lo = p—u? _

=3
Z =

ey

Dans (e —1) —1, 1/ — 4 nest que | = direction ;
qu'est-ce donc que 1.7 ou direction X direction ?

Ceriainement non 1.1 = — 1.

Dans (el —1.0l"—1.2 /1, & v'est que ]z; quest-
ce que Tz .la = direction # X direction 2?

Certainement non — x? =

A
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2.7« ne doit pas étre confondu avec 47w .1fw.
J .z est vide de sens, on pourrait tout au plus regar-
der le second facteur comme sans influence; dans ce eas
Yo .4z sera = fz; 112 . 1% représente le produit d'unités
complexes , le produit est = 112z.

Par la substitution Jes formes ¥ —1.@x sontintroduites
dans les Fonctions expon. et ont acquis une signification
particuliére , cependant dans les séries qui représentent la
valeur de ces Fonctions ces formes conservent la signifi-
cation primitive qu’clles ont dans les, Fonections ordinaires,
comme il est prouvé par le ealeul avec e —1.7 = Ia
série; la signification et la valeur de ces formes dépend
des Fonctions, on elles se trouvent.

Dans eV — 1.2 = eMu, /— 1. @ =arce = Jx; dans
les Fonctions ordinaires 1/ — 1.2 = 2f7.

Par 14 il est clair qu’on ne doit appliquer aux mémes formes,
gui se trouvent en différentes Fonctions les mémes régles,

—x = VY —4d.x . —1; cependant il est fautif de
mettre e—2 = (g — 1" —1 ou = (¢ - 1" 1.2
(V" —1al"—1= ()b~ L = (1 )0 + V" — 1.0 =110=1.
(V=Y —la= (D+ 1V —10) —te_ 1V —Lao—1)r,
IV =l = 0+ 11 —1a) = Iy —L.a =

1(cosp/— 4.2 + —1.sinp/—1. 2) = 1.

De ces exemples on voit encore que:

(gl/_i)r/-_m.a n'est pas = (eV —1.2)V"—1,

Par I'application des régles ordinaires & ces exp. imagi-
naires on obtient des absurdités ou du moins des expres-
sions vides de sens.

Vi —1.5) L —A(=—1,3)
Cos(p/—-'l.:x:):‘ ge —

3]

£ Zcﬂ; dans eV —10"—La) v 4 (V—1. %) est =

T(I/_ ‘J-"ﬂ) non — — &, -




140

Dans la Théorie il est prouvé que y/— 4.z dans le sens
de arc du cercle est véritablement imaginaire,

Un antre point important c'est de prouver ou du moins
de donner des raisons non arbitraires, non sans fond, que
les exp. }/ == 1.« sont indépendants de la valeur de ¢,
et que gV —1le = gl =12 = 1),

Cetfe opinion est en contradiction avec celle des mathé-
maticiens , qui tous sont d’opinion, qu’on doit suivre le
principe renfermé en al"—1.7 = ¢V —1l.zLla,

L'exp. ¥ —1.¢ = 04+ y/—1.2 =0+ fa.

— 1 =Afr =y = 0+ 1V —lw = " —1Ln,
— 1 = 117 = a®}7 pourquoinon = a0 + V" =dw — gl —1.w?

La seule raison que les mathématciens peuvent donner
pour leur opinion c’est que l'exp. ¢/ — 1.# est entré dans
les Fonctions exp. par eV —1.<,

Pourquoi tiennent-ils & cette base absolue ¢? Quand ils
sauront que ces exp. ne sont pas vides de sens, ne sont
pas imaginaires; quand ils sauvont que 3/ — 41 n’est qu'un
indice =1, continueront-ils de tenir encore & l'opinion
que ces exposants dépendent de la base de la méme maniére
que les exposants primitifs , absolus?

Les bases @, ¢ sont des nombres absolus, on demande
avee raison, quelle influence ces nombres absolus peuvent
avoir sur la direction des nombres complexes dont ils doi-
vent représenter la valeur absolue en puissances ?

Soit donnée la quantité absolue 4; gu'on veut transfor-
mer en puissances de @ et de ¢, on aura 4 — a* = ev.

Quand cette quantité n'était pas absolue , mais com-
plexe =— A = Alx, il serait impossible d'en trouver la
puissance pour la base a ou e.
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Par la Fonction ¢¥'—1.7 — ¢"}x = 112 on a le moyen
indiqué par lanalyse de marquer dans les puissances par
le signe }/— 1 suivi de !a grandeur de Parc, la direc-
tion des wunitds renfermées dans le nombre complexe;
pourquoi 'emploi de ce signe doit étre restreint au nombre
absolu e, qui comme tout autre nombre absolu ne peut
avoir de l'influence sur la direction, surtout encore puisque
Pexposant 1/ —1.2 = 0 4+ ¢/ — 1.2 ne se rapporte par
sa valeur de O dans le sens des exposants primitifs qu'a
I'unité ?

La valeur absolue de e —1l.2 — gV —1.2 = 1.

A étant — @® — e¥, on aura — A4 = e+ V" —1la
parceque chaque unité de — A est = 17# et par consé-
quent — 4 = ey +V —1w — ey]r; pourquoi — 4 =
eylr = a*|7 ne serait pas = a¢ +V —Lua?

Tout autre il en serait quand les bases a, e étairent
des nombres complexes, dans ce cas on n'aurait pas
— 4 = ey+V —ln = g +tV—1n=

Soient les bases complexes ali, elf, et qu'on demande
les puissances pour ces bases de A73.

Supposé 4 = b = ¢8, on anrait:
A3 = (al5)8 = (at + V=158 . g6+ 17—1.3 = g613.
mais puisque (e]4)® = ¢34 n'est pas = A]3, on aura

pour compléter la direction 13 :
ATS = (31‘.,1;)3 +lr—1.: (e‘l + L7 —1. })8 +V -1 =
(el + 1 —1.3)8 (o) + 1 —1. ;)[/—1.;; —
B+ =18 (31.-{-1/—-1. ;)0+ =
S = ot = 418,
Ces opinions. ménent aux distinctions suivantes :
(2 =1z = (20 + V' —1e = 1fe;
(V' —1a2 = (1))? = )%
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P+V —lia — gy

gf.). + 7 —le = (g[ + = lé)l — (eT%)E — @ET_{T‘

Comment ces opinions seroni-elles recues?

La Théorie et ce qui précéde renferme le fond, les
raisons de ces principes; on demandera: quel sera le pro-
fit, quelle sera Vinfluence de ces principes?

D’abord on n'aura plus & faire avec des expressions
vides de sens, impossibles, imoginaives ; — connaissant
ces quantités, ces Fonctions on saura si les upératibns
appliquées & ces grandeurs sqht exactes ; on saura que ce
ne sont plus des simulacres d’opérations; que les résultats
ne sont pas wides de sems; on saura cequ’on fait; on
pourra & tout moment verifier les formules non bizarres
qu'on obtient.

La connaissance de ces Fonctions permet de faive des
distinctions gqu'on ne pouvait faire au-paravant; cequi suit
prouvera encore quelle est la signification et la valeur des
formules compliquées, qu'on a obtenues en opérant- ma-
chinalement ; combien ces formules bizarres peuvent étre
simplifiées pour avoir leur sens véritable; combien elles
doivent é&tre transformées pour bannir les absurdités on
les superfluités qu'elles renferment,

II' ne sera nécessaire de transcrire ceque Duhamel dit
sur ¢e méme sujet; les opinions de Duhamel sont celles
qu’on rencontre presque ou bien généralement,

Les principes donnés contiennent la critique, la réfu-
tation des principes généralement suivie, ou simplement
les objections qu'on peut faive & eces principes.

Sur Ila généralisation, Duhamel donne pour raison de
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Papplication des régles des quantités réelles a4 toutes les
quantités , les avantages de la généralisation,

Qu’est-ceque la généralisation ? Appliquer des régles
générales n'est pas géndraliser ; la généralisation implique
donc quelque chose d'arbitraire, c'est appliquer des régles
dans des cas ol I'on ne sait pas siles choses sont analogues.

Les suites ne doivent point étonner, savoir .qu'on &
appliqué des régles 4 des quantitéds de nature toute diffé-
rente de celles qui sont soumises & ces régles, et que les
resultats de cette généralisation sont vides de sens contra-
dictoires ou absurdes.

Par Panalyse on a essayé de trouver la signification et
la valeur des nombres complexes dans les différentes Fonc-
tions; par cette analyse on a trouvé quelles quantités
complexes sont de la méme nature, par conséquent que
les régles connues sont applicables & toutes ces quantités
analogues , que ces régles sont générales dans ces eas; en
les appliquant on ne geénéralise point, on ne fait qu'agir
congdquemment, _

Les principes de la Théorie, loin de priver de ces avan-
tages , servent au contraire & les assurer, et & garanter
contre des applications inexactes,

L’application d’aprés les principes de la Théorie n’est ni
machinale , ni arbitraire, ni conventionnelle,

Il est prouvé que les quantités complexes dansles Fonc-
tions ordinaires sont fowtes de méme nature, ainsi les
régles des quantités pos, et nég. trouvent aussi leur appli-
cation aux quantités dites imaginaires sans qu’on ait besoin
de prouver premiérement la justesse de ces régles dans ces
cas analogues.

L'analyse a trouvé le sens des exp. imaginaires et par
la il est prouvé que ces exp. sont de nature toute diffé-

rente et que par la les régles des exposants primitifs ou
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én nombres absolus ne sont pas applicables & ces exp,
non analogues,

Aprés avoir trouvé le sens de ces exp. imaginaires et
les régles qu'ils suivent, on ne généralise pas en appliquant
ces régles aux cas analogues, ces régles sont générales.

De méme il en est avec les Fonctions goniom. et
cyclom. en éloignant donc la généralisation, on ne se
prive pas des avantages; on ne fait que se garantir des
inexactitudes.

L’analyse des exemples, des Formules qui se trouvent
dans Duhamel prouvera la valeur de cette assertion.

Duhamel, III, page 596 ete.
Ezponentielles et Logarithmes imeaginaires.

L’application des principes de la Théorie aux exemples
qui se trouvent dans Duwh., pourra servir de paralléle aux
démonstrations dans ces §§ suivants.

§ 310. ev+ L/—1b, P ) i B ee]d . g:.e."l‘[;’ =

gt + Wb, b — eutd +1V —1bY,

§ 313. Expressions des exponentielles imagi-
naires ete. Formules générales des Log. de toutes
les quantités réelles on imaginaires.

Au lien de transerire Duhamel, il suffira de donner
cequi est nécessaire pour servir de parallele & I'application
de la Théorie.
e+ V =1y — ¢ge, V" -1y = er(cosy + /' — 1. siny)

pour = 0;e"—1y = 1 (cosy 4 p/—1. sin y)
V—=—1.y=0+1y = Ll (cosy + v/ —1.siny) = L.11y.
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Pour y = 97 ; cos ¥y = 1; sin y = 0.
e2nall —1 — 1; v—1.207 = F iy
La Théorie : eV —1.2nw = g0+ 17 — 1.9 4 — 1205 =
e’y = 1.
Log +1 = 0 + 1207 = 0 + 1o.
La signification et la valeur des directions est expliquée
et prouvée,
De méme L.—1 = y—1 (20 + 1) = signifiera :
L.—1 =04+4@n4+1)7s = 0 + 1.

§ 314, Formule de tous les Log. d’une expres-

sion imaginaire a + 1/ —1. b,
Duh. obtient :

Li(a+y—1.b) = L., (94 2nq7) 1/ —1,
Cette formule est obtenue par un calcul bien long.
La Théorie: L. (& v —1. D=
L.y (a® + b2 1 arc tang —%b = L.pP-4; la direction

indirecte (=5 + 2n) n’a que Ia valeur directe, vraie de <= 6.

§ 345. 1l serait trop long de transcrire tout le caleul
de Duh. pour avoir le Log. de (@ + p —1.0)ym+ Lr—1in
il suffira de n’écrire que le résultat.

L.(a+ y/—1. bym+ 1 —4n —
m L.y —n 3+ 2%7) + V—4{nLeo+m@+ 2% L D |

La Théorie: a + v/ —1.b =1/ (a2 + b2 Pare tangg =16
a+ /—1. oy + 1 —dn — ()T 5)-m‘ sl -
(1om. 1Y —1n = s m. 1fn = i (md. n),
L.(a + y/—A1. bym+V'—tn = 4 [ 5 + T(md. n).
(a. + v —1. 5)?:1 + 1 — om L.p+ 17— (me. n),

10
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De cette expression Dub. parvient au cas particulier,
la Formule de Montucla, par la supposition de
=il = A, ml=n0, # ==,

Ve e e g—(’; + Wy + Wl —1,

et L.(y—AW—1 = —(+ 2%7) + 27 vV—1.
La Théorie: Par la supposition de » = 1, on a:

(V— 1)V —1 = (y—1)V —11 = 11\5)[/—1.1 =
(1 TET)D S b _ ,11.,1_
Log. (V—1)V—1 = LAt = L1+ 11 =0 4 11.

Autrement on a:
(V—1V ~1 = A —1 = 110 = 1.
Log. (v/—1)V"—1 = L.110 = 0+ 10.

§ 316, Développement en Série du Log. d'une quan=

{td imaginaire.

Duhawel : »Nous avons vu que toute expression imagi-
naire (z 4+ y/ —1.0) a un Log. de méme forme.”

La Théorie : De méme forme quant & (extérieur.

Soit @ + v —1.b = em+ -,
on a: Lie+y—1.0) =m+4+y—1l.a = m ~+ Tn.
Tout autre il en est, gquand on observe la valeur, la
signification des termes de ces formes.

Dans ¢ T /—1.b, e et b ne sont que des nombres
abstraits, dans m + 1/ — 1.n, m est un nombre abstrait,
n au contraire est un nombre concret.

Dans a+ ¢/ —1.b = en+V —1ln = gmin =

¢M(cos n + V/ — 1.sinn),
on voit que n indigue la grandeur de I'arc en unités du

rayon du cercle; ce nombre conered n'ajoute rien & la




valeur du Loo, qui wn'est autre qu’un nombre abstraif.

Il est prouvé que em + ¥ —1.% plest que e, V" — 1.1 =
em , ¢+ 1 —1.n  cequi montre que par rapport au Log.
V/ -—41.m n'a que la valeur de Zéro.

Quand on connait le sens des guaniités imaginaires et
des formes complexes dars les Fonctions ordinaires, on
sait que ces quanlités sont de méme nature que lesautres
quantités complexes dites réelles et que par conséquent il
est superflu d’en vouloir prouver encore le sens par le

-développement en séries.

§ 317. Duhamel : »Nous pouvons déduire de la Forme
L.(1 4 y-—1.2) = la série, un développement impor-
tant celyi d’un arc au moyen de sa tangente.”

Cette déduction importante a été faite sans les quanti-
4és imaginaires, pourquoi donc vanter cette déduction 3
I'aide de quantités imaginaires qu’on taxe comme telles,
mais qui ne le sont pas.

Pour celui qui connait la valeur des guantités qui se
présentent dans ces déductions , I'analyse algébrique montre
.des beautés, des perfections, qui portent & l'admiration
de cette science , & une admiration non aveugle.

Pour le reste tout cequi se trouve dans ce § et le sui-
vant pour prouver les formules suivantes est superflu,
parceque , connaissant les quantités qu'on substitue, on
sait qu'on ne substitue que des quantités de méme espéce
et qu'ainsi I'analogie suffit pour étre siv de 'exactitude.

£ Quand ~ tend vers Zéro, on a: Lim. = Eres el |

de méme il en est avec:
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L+ W—ta) | L+t =10
’ VF—1a ° @+ 17 —1,b

cequi est sans contredit, sans démonstration, puisque par

ele.,

la connaissance des quantités ces choses sont analogues,
La conclusion que Duhamel fait suivre & cette partie

demande une analyse particuliére.

§ 320, page 412, — »ll serait superfin de multiplier
pdavantage les exemples sur le calecul des exponentielles
vet des log. des quantités imaginaires.”

nLes contradictions que l'on pourra quelquefois rencon-
vtrer ne seront qu'apparentes et tiendront & ceque I'on
yaura oublié qu'une quantité quelcongue réelle ou imagi-
ynaire & une infinité de Log. — Il n’y aura donc pas
slieu de s’étonner si deux calculs conduisent i des expres-
psions différentes pour le Log, d’une méme quantité; il
ssuffira , pourqu’il n’y ait pas contradiction, que ces ex-
spressions différentes soient comprises dans la formule
»aénérale des Log. d'une méme quantité.”

Ce passage a un sens double. Il est vrai, quand on
entend par contradictions apparentes des contradictions qui
ne sont pas des contradictions; et quand on entend de
méme par une infinité de Log., des Log. qui ne sont autre
qu'en apparence, qui réellement ne sout qu'um.

Dans ce cas seul le passage est vrai et tous les Log.
différents en apparence, ne différent pas réellement et sont
compris dans la formule générale des Log.

Tout autre il en est quand on entend par une infinité
de Log., une infinité de Log., qui différent réellement les
uns des autres; cequi n’est pas, comme il est prouvé de
différentes maniéres.

Tout autre il en est, quand on enfend par rapport &
Pautre idée, qu’il n’y aura pas lien de s’étonner que le
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calenl du Log. d'un nombre wue conduit pas d’abord i
celui , quon obtient par un autre caleul, puisque le nom™
bre infini de Log. différents, renferme tous les deux.

Cequi suit prouve que la derniére opinion est celle de
Duhamel.

»Ainsi le Log. d’une puissance n’est pas nécessairement
»le produit du Log. de la quantité par le degré de la
ypuissance , vu qu'on peut prendre des valeurs inégales
vpour les Log. des facteurs égaux,

»Si par ex. on considére un nombre positif (@), etqu’on
»désicne par (L. a) son Log réel, le Log. de (a2) ou de
»(aa) nest pas nécessairement (2 L. a) parceque les Log.
»des deux facteurs sont L.a -+ 9n w1/ —41 pour le pre-
»mier, et L. a-=2a'7 1/ —1 pour le second , les nombres
ventiers n et n' pouvant étre différents.”

»Le Log., du produit (a%) est donec d'aprés la régle
pdemontrée 2 L. @ 4+ 2 (n +n') 7 /=1 et 2L a nlest
ygu'une valeur particulidre.”

»Voici maintenant une des difficultés qu’on a élevées sur
»Pemploi des Log. des quantités qui ne sont pas des nom-
»bres réels et positifs. — On a dit (a?) est le carré de
»(— a) aussi bien que de (4 a); son Log, est donc aussi
vhien 2 L. (— a) que (2 L. a), done L.(— a) = (L. a),
»eequi est fanx.”

3Mais Euler a trés bien levé cette difficulté en faisant
sremarquer que le Log. de (a?) n’est nécessairement ni
»(2 L. @) ni (2 L. -~ a) et que par conséquent on ne peut
seonclure (L. a) = L. (— a) etc.”

Reponse. — Le¢ Log. d'une puissance est ndeessaire-
ment le produit du Log. de la quantité par le degré de
la puissance.

Lya? = 2 L@
Soit Lna = L.ad+ v—1.2a7%
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— eyt = i
Ona: 2La=2L.a+ ¢/—1.2n+ n)7.

et L.a =

Quelle que soit la valeur de n et de »’ toujonrs 2(n 4 n')7

sera égal 4 (2k7), quand on prend k& = (n 4+ n'); par
constquent on aura:
2La=2L.a¥ y—12%r=2L.a+f /—1.0=2 L.a.

La signification de la direction indirecte 2h7x n’est autre
que la direction positive = 10 = .

Cette difficulté n’est que la suite des notions inexactes
qu'on donne des Log., suites toutes naturelles de ne
pas avoir compris la signification des directions directes et
indirectes, de ne pas avoir compris le vrai sens des ex-
pressions imaginaires et la valeur des signes, qui y entrent,
et par 1a le vrai sens des Log. comme exposants, dans
les formes, qui expriment les valeurs complexes des
guantités.

On oublie toujours que les véritables Log. ne sont que
des nombres abstraits absolus simplement complexes dans
le sens de positif et de nématif; se rapportant anx opéra-

tions et que les Log. n'influent en rien sur les directions.

a® est le carré de (—a) et de (+ @), son Log. est
donc aussi bien 2 L. (— a) que 2 L. a ou 2 L. (+ «).

Il est faux que L.(—a) est = L. (+ a) ou L. a.

Démonstration. L.(—a) = L.al7 = L.a + 7.

L(—a)3? = L (af7)* = L.a®{27 = 2Li(—a) =
2L.(af7) = 2L.a+12r = 2L.a4+ 10 = 2L, a.

L.(+a).= L(a]0) = L.a+10.

L.(+a)2= L. (al0)*=L.a*10 =2 L.a+ 10 =2 L. a.

Euler et levé la difliculté , &'il avait su dire : le Log.
de a” est nécessairement 2 L.a et 2 L. — g, car:

bie* =2 L. = 2 L. —a mais

Lie = Lia+10; Li—a = L a+ 9~




Eu réponse 4 tontes ces difficultés apparentes il suffira
de rappeler , que l'on peut parvenir au méme lieu par des
routes différentes; qu’on peut avoir le méme résuliat ob-
tenu ou dérivé de différentes choses,

Il sera dit assez pour faire comprendre les principes de
la Théorie sur ce sujet.

La conclusion est: quand on ne comprend pas les choses,
on ne comprend pas les résultats qui en dérivent; on ne

comprend pas le véritable sens des conclusions qu’on en tire.

§ 422, Expression des sinus et cosinus aumoyen
d'exponentielles.

Dubamel prouve dans la Premitre Partie des Mé-
thodes ete. § 15, page 26, que du fauw on peut quel-
quefois déduire le wrai.

Les expressions des sinus et cosinus au moyen d’expo-
nentielles, prouvent qu’en appliquant aux quantités inconnues
les régles des quantités connues, on peut quelguefois du
vraiment imaginaire deéduire le réel :

cos (y/ — 1. a) = Et-;—‘“f, sin (p/—1.x) = f).kl/'——d’
mais ee résultat bienque réel en apparence, est faux

& __ p%

puisque la deduection est inexacte; le véritable imaginaire
ne produit pas la réalité.

Et pour en finir aveec les Méthodes ; le résultat des
études attentives sur le sujet des imaginaires différe beau-
coup de ceque Duhamel s'imagine devoir en étre le résultat,

Le résnltat n’est point: Méthodes III, § 291, »tout
cela est évident et incontestable’; on se demande avec
raison : @ quoi peuvent servir ces fictions de calculs,

qui ne sout pour la plupart qu'un amusement bizarre ,
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qu'un travail imaginaire, n’offrant de remarquable que la
complexité du résultat obtenu d’une multitude de matériaux
combinés réguliérement sur une base arbitraire ?

Y a-t-il autre chose que dans ces jeux d’enfants, o
avee un grand nombre de pidces de toutes formes, on
parvient & construire des figures, qui surprennent par
leur élégance (?) et leur régularité (?)?

A ces questions qu’il était naturel de se faire, Pauteur
a répondu d’aprés les principes de sa Théorie.

Sur la signification concréte des quantités ima-
ginaires et des formes complexes.

L'Histoire des mathématiques apprend que bien longtemps
dans la solution des problémes les résultats en nombres
[fractionnaires on en négatifs étaient regardés en général
comme l'indice de 'impossibilité de la demande,

Maintenant encore les résultats en nombres imaginaires
ou en jformes complewes sont considérdés comme la marque
que le probléme est imaginaire, impossible.

Dans la Théorie non seulement la signification et la
valeur de ces quantités est determinée en sens abstrait,
mais encore lexemple de /1B — 1.100 et le résultat
complexe d'une équation du second degré ont montré que
ces expressions ne sont pas imaginaires, au contraire
qu’elles renferment en sens concret des valeurs réelles.

La Théorie a prouvé que toutes les quantitds complexes
peuvent &tre réduites en nombres imaginaires ou en formes
complexes ,- il suffira done de voir s'il n'est possible de
trouver , de déterminer la valeur coneréte de ces quantités,
taxdées encore comme vides de sens, comme indices de
limpossibilité des problémes dont elles sont les résultats.
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Dans la Mécanique les formes sont pour la plupart des
grandeurs complexes renfermant les deux éléments qui se
rapportent aux deux facteurs dans les niombres complexes,
savoir la force absolue et la direction de la force,

Chaque force complexe peut étre réduite en deux forces
qu'on peut exprimer par une forme complexe.

Fig. 12. Soit O¢ la direction positive; OB, OC, OD,
OE, des lignes complexes, représentant des forces agissant
sur le corps O. ‘

Chaque force peut &tre réduite dans les deux forces
représentées dan la Figure.

OB=0b+4+ /—1.5B ; 0OC=0¢ + v —1.cC;
OD=0d + y—1.dB ; OE = 0¢ + /— 1. ¢E.

Il est clair de quelle maniére on peut trouver la résul-
tante de ces forces; quand on n’observe que la direction
positive, Ob + Oc¢c + Od 4 Oe¢ sera la résultante posi-
tive des forces donndes.

La résultante totale sera:

(0b + O0c - Od 4 0¢) + vV —1 (bB + ¢C + dD + ¢E) =

V | (06 + Oc + Od + 0¢)? + (BB + ¢C + dD + ¢E)?|

1 arc tang b¥ o ald ek 'ﬂ_,"'EE.
0b + Oc + Od + Oc
Les forces 1/ —1.8B, {/— 1.¢C ete. sont-elles réelle-
ment imaginaires, sont-elles vides de sens, sont-elles
absolument nulles?

Elles ne sont nulles que dans le cas que la direction
pos. est la seule qui est observée; dans le eas quele corps
O ne peut é&tre remué que dans la direction pos.

Dans ce cas ces forces sont sans effet, mais non vides
de sens, non imaginaires.

La construction de la résultante complexe de ces forces
est toute claire; dans le cas que la direction pos. n’est -
pas la seule qui est observée, la grandeur et la direction
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de cette force totale prouve gue les forees liaginaires ne
sont pas sans realité,

Ainsi les grandeurs imaginaires ne sont pas vides de
sens, ne sont pas abselument imaginaires, nulles, ce n'est
que les circonstances ou les limitations particuliéres qui

les rendent relativement nulles.

Une autre question sur les grandeurs complexes cest:
une grandeur complexe est égale & deux autres grandeurs
exprimées dans une forme complexe , comment cette égalité
doit étre entendue ?

ra grandeur complexe prise en sens absolu est-elle égale
4 la somme des deux autres grandeurs prises également
en sens absolu?

La grandeur complexe renferme implicitement non ex-
plicitement les deux autres grandeurs; Fig. 12,

OB renferme implicitement Ob et OB, cequi est montré

par la réduction et ainsi avec toutes ces autres grandeurs.

Par la distance d’un lieu & un autre on entend dans
les mathématiques la longneur de la ligne droite.

Pour parvenir dun lieu & un autre on ne pent pas
towjours suivre la ligne droite.

Quand la distance de deux places est 4 et le temps

employé pour y parvenir 5, la vitesse absolue ’1 ne suf-
fira pas toujours pour atteindre le but.

Supposé la vitesse exprimée par @ + V' — 1. b, la
vitesse absolue sera @ 4 &, mais la longuear 1/ —41.5
sera pour ainsi dire un chemin perdn, puisque la vitesse

@ + b n'aura servi qu'a lapprocher de la longueur ¢ du
A
5

but, ainsi @ =




155

Si la vitesse a été R|)P, I marquera la vitesse absolue,
1% indiquera la direction avec la distance positive, la ligne
directe au but,

Fig. 13. Rl = a + /— 1.b; /—1. b sera nul par
rapport a la distance positive, la grandeur imaginaire est
nulle relativement mais non absolument.

Soit la distance directe , positive 4 ; la vitesse complexe
R{|?; dans combien de temps il arrivera?

B =a+ yv—1.b, ainsi le temps sera °

7

Quelgu’un se rend a4 la méme place avec la vitesse com-
plexe £; il emploie m minutes; par quelle forme sa
vitesse sera exprimée?

On aura Rle = £ — Or; Fig. 13.
n
Ainsi /(K2 — Or?) — »S sera la vitesse perdue, et

la direction de K sera {arc tang ’C;S

Un autre se rend au méme lien avee la vitesse .’::T’.?,.
quand il y parviendra ?
A A
T

— .\

2 = Un temps nég. dont la signification est connue.

Quand la vitesse était |5 ?

A - "4 Tl N A _ _
A =T —s = y—1.5; on ne con

nait qu’un temps pos. et nég., ainsi ce temps indiqué est

véritablement imaginaire et la chose est impossible.
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Les figures qui representeraient ces problémes, montre-

raient le sens de eces résultats.

La Fig. 17 représente un autre exemple.
La distance OA = 10 ; la vitesse OC = 4; le temps = 5.
L’équation serait 10 = 4.5; prenant la vitesse en sens
complexe 41x, I'équation sera 5. 4z =10; Tr = 1=+
¢ = cos @ 4 y/—1.sin.

Ainsi on a cos & + 1/ — d.sina® = 1; cette équation
renferme les suivantes :
cos & = 4. v/ — 1.sinx = 0.
Ainsi cosi & = £ = cos 60°,

On a mis /— 1.sin @ = 0; la raison en est que § doit
atre consideré comme + -+ 1/ —4.0.

OB160° marque la route complexe, dont la valeur en
route directe positive n'est que OAf0.

Probléme. — On demande la longueur et la largeur
d’un rectangle dont la circonférence est 72 métres; guand
on ajoute 4 métres & la longueur et diminue la largeur
de 4 le contenn sera 540 métres ?

L’équation sera (x— 4) (40 — ) = 340

et »= 22 = v/—1. 4
Le probléme est-il impossible , parceque le résultat est

en forme complexe; @ représente une ligne; une ligne en
forme complexe est-elle imaginaire , impossible ?

Le probléme est impossible non parceque le résultat a
une forme complexe, mais parceque dans le cas énoncé
le résultat, pourque le probléme fiit possible, devrait étre

un nombre absolu.




L'équation (2 — 4) (40 — @) = 340 n’est pas une
équation & quantités complexes, mais & quantités absolues,
les signes — ne marquent pas des quantités nég. mais

des opérations.

Probléme. — Deux couriers se rendent au méme in--
stant de 4 a B la vitesse de I'un esti liene plus grande
que celle de l'autre par heure; la distance de 4 & b est
18! Lieues, encore il est dit que le second arrive & B
2 heures avant le premier.

On demande la vitesse et le temps?

Soit la vitesse de 'un @ ; I'équation sera:

1 191
wﬂiu% - %? + %
Supposé qu'on n'ait pas remarqué LPabsurdité de la
demande , on trouvera pour l'inconnu :
e=—4+y—1.%; sti=t+v—1.4
Ces formes étant complexes ne décident pas comme tel-
les Vimpossibilité de la question.

Pour avoir le temps, on obtient:

18%

B — o (== — 9 -
S e 1— v —4.12;
8L 7 S 9
T e

La différence de ces temps est de 2 heures; mais les
formes complexes pour indiquer le temps montrent I'impos-
sibilité , puisque le temps ne peut &tre que pos et nég.,
tout autre temps est impossible , imaginaire.

Les nombres complexes et les formes complexes ne ren-
ferment pas comme par exception un sens réel, gnand ils
se rapportent aux grandeurs concrétes, citées dans les




exemples précédents ; dans beauccup d’autres cas ces quan-
tités ont un sens réel quand elles désignent des grandeurs
de tout autre espéce.

La possession de quelqu’un consiste en eflets publics ;
supposé qu’'il posséde :

S 10000 4 90 pC.; £5000 4 80 pC.; f 6000 & 66 pC,

Cette possession pourra é&tre exprimée de la maniére
suivante :

10000 (90 4 —1.10); 5000 (80 + 1/ —1.20);

6000 (66 + 1/ —1.34).

La somme des positives donne sa possession présente
actuelle ; la somme des imaginaires représente une valeur
relative qui actuellement n’a point de valeur.

Quand on demande si ces grandeurs imaginaires ont la
valeur absolue de Zéro; la réponse sera que cette valeur
relative se rapporte aux circonstances et pour le présent
est nulle, mais qu’elle peut changer avec les circonstances
et le temps.

Les possessions de deux personnes dont I'une posséde
90 4+ v/ — 1.10 et I'autre 90 ne sont donc pas. absolu-
ment identiques.

Encore la possession de quelqu'un étant a + 7 — 1.5,
a signifiera sa possession réelle, tandis que /—1. &
pourra étre regardé comme une somme qu'on lui a prétée

pour un temps,

Un rentier a placé son argent & raison de 5 pC.:; par




i
o
L=

rvapport aux intéréts son capital peut &tre exprimé par
m 4 }/ —1.n, signifiant que son capital est m + 7,

que m seul a donne I'intérdt, el que n w'a pas été placé.

Un marchand de vin a mélé des vins de différente valeur.

100 Litres a f'3; 50 Litres & f1; 100 Litres d'eau.

Supposé le prix du vin pur a f4,

La Fig. 14 représente la solution de ce probléme.

0A représente la valeur de 100 Litres a f 4.
OB marquera les 100 Litres a f3, O0b sera la valeur;
“0C » 100 Litres & f1, OC’ sera 50 Litresa /1 ;
Oc la valeurde 100 Litres & /1, Oc¢'la valeur de 50 Litres 4 f1;
OD marquera les 100 Litres d’eau, la valeur est = 0,
La ligne OD' représente la grandeur complexe, le vin
mélé ; Oc” en représente la valeur.

Quelgu’'un a les marchandises brutes expr‘iméesl par le
nombre complexe afe, dont le tare total est 6; on demande
d’abord le total des marchandises sans tare; puis le tare
«et les marchandises saus tare contenues en 100’[‘10.

Fig. 15. OB = af? = a(cos ? 4 /' — 1. sin ).

0b =acos?; Bb = y/—A.asinP = b.
0C =1007? =100 (cos ¢ 4 1/ —1. sinP).

Oc =100 cos®?; Ce = 1/—1. 100 sin 2,

Fig. 16. Autre exemple. OBJz, marchandises brutes —
OB (cos @ 4+ V—1.8inx) = 0b+ v/ —1.Bb.

On en tire d'abord les brutes Ocly -=
Oc(cosy 4 VvV—4.siny) = Oe + v/— 1.Ce.
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Puis ODf2 = 0D (cos z + 1/ —1.sinz) = 0d 4 v/ —1.Dd.

0b étant -— O¢ + 04, il en suit que toutes les mar-
chandises sans tare en sont tirées; mais comme Bé le tare
total surpasse de BD", le tare C¢ 4 Dd contenu en OC
et OD, le reste BD! — OE est de nulle valeur.

On a donc OBz = Ocly + ODfz + OETg;
ou 06+ y/ — 1.Bb = (O¢ + 0d) + 3/ — 1. (Ce + Dd + OE).

Il est déja remarqué que les quantités complexes ren-
ferment implicitement non expliciternent les guantités dans
lesquelles elles peuvent étre transformées ; ainsi dans les
exemples donnés OB est = 06 4+ 1/— 41.Bb, mais non
OB = 06 4 Bb et de mlme avec toutes les autres quan-
tités ou grandeurs complexes.

Pour achever un ouvrage on a employé des ouvriers #
forces inégales , savoir: 10 ouvriers complets ; 5 dont les
forces peuvent 8tre exprimées par §, 8 par § et 4 dont
les forces sont 4.

Les expressions algéhriques suivantes donneront les tra-

vaux partiels et la totalité.

10 ouvriers complets = 10,

54 = 5@+ v—1.4
84k = 8@+ v—11).
4 a5 = 4G+ v'—1.%)-

Le total sera (10 + 33 + 63 +2) + 1/ — 1. (13 + 11 4 2),
Le total en forme complexe pourra étre transformée en

quantité complexe.

Le travail prété par quelqu'un & un ouvrage est af120;
quelle en est la valeur?
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a]120 = a (cos 120 4 ¢/ — 1.sin 120) ; « cos 120 a une
valeur négative, cequi signifie un travail anti-profitable ;
1/ -—1. asin 120 signifie un travail de nulle valeur posi=
live , réelle; ainsi @120 = une valeur nig. 4 une valeur

non réelle,

Le temps employé & nn ouvrage est exprimé par aly.
alp = a(cosp + y/—1.sinp =acosp Vv — 1. asing.
a cos g signifiera le tewpsqu'onaura travaillé; 1/ —1.asin?®
le temps qu'on n'aura rien faif.

Les ouvriers qui ont été employés durant un certain
temps, sont indiqués par p-— 1. a.
$— 1.a = a}30 = a(cos 30 4 1/ — 1. sin 30).
@ cos 30 = ouvriers qui ont travaillé ;
V/—1.asin30 = » gui n'ont rvien fait.

Cequi précéde ne renferme que quelques idées sur les
nombres compleses et les formes complexes en sens con-
eret; — ces idées doivent-elles &tre jugées vides de sens;
ne prouvent-elles qu’il est injuste de taxer en general
ces quantités ou ces grandeurs comme vides de sens, sans
réalité ; ne serait-ii possible d'en tirer des avantages en
les introduisant dans l'algébre ponur murquer des valeurs
relatives . dans les équations. — Il ne sera pas hasardé
de prétendre que 'explication donnée des résultats sous
ces formes dans la solution des équations n’est pas suns

fond, sans raison,
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