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INLEIDING

In Band 32 van Crelle’s Journal vindt men een artikel van Cayley
cetiteld: ,,Sur quelques propriétés des déterminants gauches”,
waarin wordt aangetoond, hoe met behulp van scheve deter-
minanten waarvan de elementen der hoofddiagonaal alle gelijk
zijn, mits ongelijk nul, orthogonale determinanten kunnen worden
opgebouwd, waarvan de elementen rationale functies zijn van
sin 1 )_ & parameters, als # de orde der determinant is. Cayley
laat echter niet zien, hoe men uit een gegeven orthogonale deter-
minant haar parametervoorstelling kan afleiden. In een reeks ver-
handelingen in de |, Sitzungsberichte der Kéniglich Preussischen
Akademie der Wissenschaften zu Berlin” (1890) getiteld: ,,Uber
orthogonale Systeme’ heeft Kronecker op dit tekort gewezen en
het werk van Cayley in vele opzichten aangevuld.

In het volgende zullen wij ons aansluiten bij de wijze waarop
Kowalewski in zin ,Determinantentheorie” de onderhavige
kwestie behandelt. Wij zullen ons beperken tot determinanten
van de 2de, 3de en 4de orde, wijl wij deze in onze toepassingen
alleen nodig hebben. Bovendien nemen wij aan dat de orthogonale
determinanten, die wij gaan beschouwen de waarde 1 hebben en
niet nul worden als men de elementen van hun hoofddiagonaal
met 1 vermeerdert. OQok zullen wij onderzoeken, wat gedaan kan
worden als aan deze laatste voorwaarde niet voldaan is. Het bewijs
bij Kowalewski is tweeledig. Hij laat op de eerste plaats zien, dat
elke orthogonale determinant, die aan deze twee voorwaarden
voldoet, de eigenschap bezit, dat zijn elementen geschreven kun-

#(n—1)

nen worden als rationale functies van parameters. In

de loop van dit betoog moet gedeeld worden door de determinant,

die uit de gegevene ontstaat, door de elementen van zijn hoofd-

diagonaal met 1 te vermeerderen, zodat dit bewijs zijn geldigheid

verliest als die determinant nul is. Vervolgens wordt aangetoond,

dat elke determinant, waarvan de elementen op genoemde wijze
1



1=

2

zijn gebouwd, orthogonaal is en de waarde 1 heeft, waarbij weer
door bovenbedoelde determinant gedeeld moet worden. Wijl
Kowalewski in het eerste gedeelte van zijn bewijs niet expliciet
aangeeft hoe de parameters behorend bij een gegeven orthogonale
determinant te schrijven zijn als functies der elementen en wij
voor het volgende dit juist nodig hebben zullen wij dus eerst deze
formules afleiden.

Wij beschouwen nu eerst een determinant van de tweede orde:

dy tyy

@31 gy

Als deze orthogonaal is en de waarde 1 heeft, moet hij de volgende
gedaante hebben:

=3 s
—hE g

waarbij a? + &% — 1. Immers in zo’n determinant is elk element
gelijk aan zijn coéfficiént.

Stellen we nu

- —{ dan vinden we na enige herleidingen:

9 hee. on b = 2 want:
T I R
B
_ (O +ap (I+ap—8 1+4+2a+282—(a?+5%) 2a(l+a)_
B T (I taf b [ f2a+ atre*  2(1+a)
"L 4 a)E
e1n
gk

IT+a 2(1+a)b
b+ 2(1+a)
Ty
waarbij gebruik gemaakt is van de relatie: a* 4 $* — 1. Hadden
we de door Kowalewski aangegeven weg gevolgd, dan zouden we
gevonden hebben de parameter ﬁ en we waren gestoten

op de waardeloze identiteiten @ = a en b = b. We zouden tot het
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bovenstaande resultaat ook geraakt zijn door te stellen @ = cos a
en b = sin ¢ en daarna beide uit te drukken in tg «. Het enige
geval waarin hier moeilijkheden optreden is: @ = — 1. Onze deter-
minant wordt dan:

— 1 0

\ 0 —1 ‘

en is nu niet op de aangegeven wijze voor te stellen. Substitueren
we echter in;

1 — £ 2% |
1+2 1+
— 9z | —12
I F£2 1+

t =% dan gaat deze over in:
{ A2 — p? 24 ‘
A2 P 2L R
‘ — 2Au y -
A%+ P A% A

.

Deze determinant geeft nu alle orthogonale determinanten van
de 2e orde, die de waarde 1 hebben, weer; de uitzonderingsdeter-
minant krijgen we voor 4 = 0.

Beschouwen we vervolgens een determinant van de derde orde:

a1y 13 ST
A =|an gy 29
25 fgs A3

an + 1 ay s i
B = | ay dyp + 1 ag =2 (ay + ap + ay+ 1)
gy 2 gy + 1

waarbij weer gebruik gemaakt is van de eigenschap, dat in de
eerste van de beide bovenstaande determinanten elk element gelijk
is aan zijn coéfficient. De reciproke van de laatste determinant

wordt nu:
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| @y t-dgy gy t1 @y — Aoy Ay — 0y
€= Gy gy gy |yt 1 Qyy—lap —
] gy — (g sy — oy Ay - Ggg gy 11

(51-11 i oy =7 g I ]} {(ﬁn D Ay = Agg = I)B -+ (“m = a“.’.l)z F
+ (@13 — ) + (dg5 — ap)?}

wat echter ook weer gelijk is aan 4 (4y; + @ + a3 + 1)% Als nu
Ay | @ = das 4+ 1 £ 0y is de factor tussen accolades gelijk aan:
4 (ay + agy + @33+ 1)

Beschouwen we nu de reciproke van C, die we kortheidshalve
zullen schrijven als:

611 Cia Cig
D=]cy Cay Cag
| €31 Egp Cap

dan gelden volgens de bekende eigenschappen over de reciproke
van een determinant *) de volgende gelijkheden:

Gie — Didye ¥ =55 en

Cyr — B(“ra'+ ”

Hieruit volgt nu weer mits B == 0.

TGS
=B £
¢ Bc
o =t =4

Hieruit volgt nu bijvoorbeeld:

2 (dyy+ttoptazg 1) {{ay-Fasytanq1,2 + (Go—as9)*} 1

a;, = 8 [ ] 2 M
B (g gt g 1) { (@B +0ay 1)+ (dry— ) *+ (15— )+ (Ao —as)* §

*) Zie bijv. Schuh. Lessen over Hogere Algebra. Deel I, 2e druk, blz. 55
en 56 of Kowalewski. Determinantentheorie. § 37, 38, 39.
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L | (@t optaag 102+ (Aoy—agy) (i) — (@rp—a5)*

of an :
o (g FopFtag 1) — (@or—a3)® + (@7—ay)* — (a35—a5)*
: 28 = N
(@)~ oy g = 1) — (A — ) — (15— a5)* — (A3 )*
g = v
PRy +2 {(@15—as) (@55 +aptaut1) — (Aay—p) (Ar5—asy) }
AR N
s {@ys—an) (@p—ag) + (G15—ay) (@t amt+an+1)}
s N
Yo -Lz {(@oq—ags) ‘:an‘{“‘?yz‘f‘ﬂ:@—F” + (@) (@—am) }
23 T N
_ —2 {(ay5—a5) (@ +ag+apt1) + (G15—au) (Bo—dz) }
Ay = N
2 {{y—y) (A a5) — (@1 —ay) (@ T Aoyt eyt 1)}
g — N
=t —2 {(o—ttap) (Aot @og+1) + (@153 (@15—axn)}
= N
waarbij

N = (aytaptagn+1)* + (@n— g)? + (g — @) + (g — ay)®
Stellen we hierin
Uy + Qop + gy T 1| = A dlog— gy = (15— dg = VEN dyy— Ay =7

dan wordt de algemene voorstelling van een orthogonale deter-
minant, die de waarde 1 heeft en niet nul wordt als men de ele-
menten van haar hoofddiagonaal met 1 vermeerdert:

A P — 2 — 2 2 (Am — uv) 2 (Av + p) %)
B pE -t ar Bttt et BRpteta?
— 2 (Aw + pv) A2 Lt —at 2 (A — vm)
A2 4 2 At e o e a A2yt
— 2 (Av — pem) — 2 (Au ) 2 —pr—ri4a®
24 p 4 At 244t o i il s

Door de tellers en noemers der hierin optredende breuken door 42
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te delen verkrijgt men de voorstelling in 3 parameters. Ook hier
loopt de hele herleiding mis als @y, + @ay + a4, — 1 = 0 want we
hebben door 1 + Z'ay; gedeeld. In dit geval zijn alle elementen
van de reciproke van de hulpdeterminant nul en wordt de zo juist
uitgevoerde herleiding zinloos. We maken nu echter de belangrijke
opmerking, dat de uitzonderingsdeterminanten symmetrisch zijn
en dus geschreven kunnen worden in de vorm:

% e 7 }
U y w
2 w0 z ‘

Tussen de 6 grootheden u, », w, x, ¥, z hebben we nu de volgende
T relaties:

—

) %2 - 2?2 = 1
) w2+ y2 4 wt =1
} vP + w? 2t =
) wx + wy + vie =0
) 9x% + uw + vz =0
)
)

(o2 RS B TS I 6]

uv + wy + zw =0

Hx+y+z41=0

Op het eerste gezicht schijnt het, dat er geen uitzonderingsdeter-
minanten mogelijk zijn, omdat we meer vergelijkingen krijgen,
dan onbekenden. In het volgende zal echter blijken, dat er af-
hankelijkheid optreedt.

De 4de, 5de en 6de vergelijking kunnen we aldus schrijven:

8) wx -+ uy = —ow
9) vx + vz = —uw
10) Wy + wr = —uy

Men kan deze opvatten als 3 lineaire vergelijkingen in x, v en z.
De determinant van dit stelsel is:

w U V]

v 0 v | =—2waw

4] w i
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Uit de vergelijkingen 8), 9) en 10) blijkt nu, dat het niet mogelijk
is, dat een der grootheden #, v of w nul is, zonder dat tevens ook
een der beide andere grootheden nul is. We hebben dus de drie
volgende gevallen:

a) Alle grootheden %, v, w, zijn nul.

b) Twee dezer grootheden zijn nul, de derde ongelijk nul.

¢) Geen dezer grootheden is nul.

Het cerste geval leert ons, dat slechts drie determinanten mo-
gelijk zijn, n.l

—1 6 0 —1 0 0 | 0 0
0 —1 0] ; 0 1 Olen [0 —1 0
0 0 1 0 0 —1 0 0 —1

Deze ontstaan uit determinant 1’ door hierin achtereenvolgens
te substitueren:

A=p=0p=0; A=p—=m=0 of il=v=a=0

In het tweede geval vinden we bijv. vit u=0v=0 en w£0
blijkens 10): y + z = 0 dus volgens 7): ¥ = — 1. We krijgen dan
de determinant

-

— 1 0 0
0 V w
0 w —y
waarin:
9 w
w — ’

orthogonaal is en de waarde — 1 heelt, Voor deze laatste deter-
minant kunnen we met een lichte wijziging van het resultaat voor
de 2de orde schrijven:

y? — m? 2vm

72 L o 2 L 2
2y —p2t 2

- Jp N

zodat de uitzonderingsdeterminant van de 3de orde voor dit geval
wordt:



— 1 0 . s
0 pom  2m
12 L 2 ¥: | 7
0 21 — 2 4 72 |

¥ | 2 TR |

Deze ontstaat nu weer uit 1°) door hierin te stellen: 1 = ¢ = 0.
Analoog kunnen we te werk gaan in de gevallen # = w =0,
v£0 en v =w =10, u£0.

Er blijft nu nog het derde geval over. Lossen we nu uit 8), 9) en
10) op de %, v en z dan vinden we:

. —wh | vRe?

W= :
— 2uvw
. w?n? — uPw? | viw?
i — 2uvw
w0 + 1w — p2w?
2 — :
— 2w

Het blijkt nu dat 1) ; 2) ; 3) en 7) athankelijk zijn. Ze gaan alle
vier over in: #%?® -+ #*w?® | v*w? = 2yvw, We hebben onverwacht
zelfs 2 graden van vrijheid. Onze determinant wordt nu:

WP —u—utw? 2ulvw ) 2up*w

wryE 4wt vtw? e T S [ S
2ulow — wk?u it —2w? 2uvw?

e o U S T T T W urwi - vt
2u0%w Duvw? — wP2—utw? -yt

wE Tt ot wrvt -t ot WYRutwt - yEe®

Stellen we hierin nu: w9 = p ; — ww = v en vw = m dan gaat deze
over in:

22—t — P — 2av 2urm
1’"‘2 + 12 + 2 ﬂ-z + p2 - 72 1”'2 ‘l‘ P + 732
— 2up — p? 4 —at — 2um
T e 4 v -t W
2pm — 2vn — uf—y* -t
[T R (2 4 v [T e L T
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Deze ontstaat uit 1) door hierin te substitueren 4 = 0.
De determinant 1) geeft dus alle orthogonale determinanten weer-
van de 3de orde die de waarde 1 hebben. De voorwaarde, dat de
determinant, die ontstaat deor de elementen der hoofddiagonaal’
met 1 te vermeerderen niet nul mag zijn, blijkt ook hier, evenals
i het geval van de 2de orde, overbodig te zijn.
Beschouwen we nu nog het geval van de 4de orde. We hebben.
dan de orthogonale determinant van de waarde 1.

A1 @13 A3 A1y
L1 A29 (ay 27
) fup A3 3
fyy A Qg Ay
De hulpdeterminant wordt in dit geval:
ayy + 1 Ayn Gy @y
o @y + 1 L Aoy
“ ) gy - 1 tay .
Ry Ay Ay gy + 1

2yt 0o Tyt gy + 10y oy 98y | Ay tlog— a3y 013y

De reciproke hiervan wordt nu:

A I % 5T
— A a
— — 0 A |
—'7 =i — A

—lydy)"

A (29 La? - 0+ 0®+ %) A2+ (v -— vo -+ @p)? = 843

waarin

A= Gy + Gy + Gy

Mgy = 1 1 @ty — gl - Alhys -+

— dygllyy T APy

iy,

l

=
|

~
i

a o
l

_;]m

= gy — gy Agllgy | gty — dyyfyy T+ Ayl

Qg — Ag; + Agylgy — Aoyt —+

Ay — Qg T Aoyge — ooty 1 thgyAyy — g3y

agtlyy — Ay

= gy — gz — Al T Aty — ey + Bfly

— Qg — Qg+ Gra@yy + Agolyy — gzyn

gy — Qg — Apfyy + Apafly — Agallyy = Axylys
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Op dezelide wijze als bij de 3de orde vinden we nu:

1-1_7 (qu + 2 _', 32‘_92_0—2_7.52) ,‘;‘2 _{A ﬂ‘ﬂ

gy =

N
M (i — 02 32 L 2L g g2 2 A2
thyy — =
a l\;
A —(— a2 o -3 2L A2
(e — N
B (—pP— 2 fn?— 0?2 L o L 73) j2 & A2
By = N
20{p2t— (vp + 7o) A+ T/}
ip = N
2 {v2® + (pp—ar) A— oA}
%13 = N
20 {72 4 (o + vr) A4+ oA}
Gy = N
— 22 {ul® + (vo + 7o) A — T}
Iy = N
20{oR —(uv + ar) A—a A}
Uog — N
24§02 — (pmw —p1) A— 0 A}
Ay = N
—2A{v2®— (no —mn7) A—a A}
e N
_ —24{p22 + (w4 07) A + A}
Bon = N
20 {vA* — (vx + go) L—uA}
o = N
— 22 {7l — (uo + v1) 21— A}
gy = N
—2i{oA* | (um—p7) A— 2 A}
gy = ZV

—24{vA* + (v + po) A — A}

R N
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waarin
N=pur—vo+mpen N =1 (u>4+ ¥’ 472+ 2+ a2+ 7)) 22+ A2

Hierbij is weer ondersteld 4 #50. Delen we nu al deze uitdruk-
kingen door 2, dan vinden we de unitdrukkingen voor de elementen
der orthogonale determinant in 6 parameters.
Is echter 4 =0 dan vinden we analoog met het geval voor de
determinanten van de 3de orde volgens een eigenschap van Siacci,
dat nu ook weer alle elementen in de reciproke van de hulpdeter-
minant nul zijn. Ock nu verliezen weer alle uit te voeren delingen
hun zin.
Tussen de 16 elementen van de orthogonale determinant van de
4de orde bestaan nu de volgende 11 relaties:
1) ay® + a3s® + ay* + 4 = 1
2) ay? + an® + Ay’ + a5* =1

) am® g’ + ag® + ag® =1
4) an® + ap® + ay® + ay® = 1

) A1l + @109 + Arplsg - G145 = 0

) @nfg + @1pg + Az + Ayl =0

) @ndg - Ay + Ayadas 1 Arafy =0 ;
8) gty + dppligy + Agyliss 1 Aaglyy = 0

) Gy + Ballyy + Asyllyg < Apalyg = 0

) gy + Agalyy - Agalyy + Ay = 0
1) ayy + oy + gy + gy + 1 + @yl — Ay + Q43093 — Aypdtyy +

+ Aygy — Ayayy = ()

Er zijn dus 5 graden van vrijheid.
We zoeken nu die uitzonderingsdeterminanten, welke symmetrisch
zijn. Dan gaat 11) over in:

gy 1 Gos + Ags + Ay T+ Ay T Al Apyllos = a1s° T Ay + @y — 1
Dus in:

Ayy + oo + Qg3+ Qgy + a1 + Qg + apag; + apy =0
of in: (@ + 1) (a3 + @op + gy + ayy) = 0

Er zijn dus twee mogelijkheden: 6f wel a;; =—1, of wel
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@y - Qg o Agy A gy = O,
Natuurlijk hadden we 11 even goed kunnen herleiden tot:

(@ + 1) (ayy 4 @y + @y + ay) =0 of tot:
(@ag 4+ 1) (@ + sy + gy + ay) =0 of tot:
(@ + 1) (@y + as + g3 + @) = 0.

Opgemerkt dient te worden, dat bij elk van deze herleidingen
slechts gedeeltelifk van de symmetrie gebruik wordt gemaalkt.
Bij de eerste herleiding slechts van het feit, dat de elementen
in de eerste 11j en de eerste kolom symmetrisch zijn. Analoog vaor
de andere gevallen. De hier af te leiden resultaten zijn dus ruimer
van toepassing dan enkel op symmetrische determinanten.
Onderzoeken we nu eerst het geval a4;; — — 1 en beperken we ons
tot het reéele gebied, dan krijgen we onmiddellijk @, = a3 = @y, = 0
Onze determinant wordt nu dus:

=== 0 0 0
0 a

22 s oy
0 Q3o ag 3y
|0 Gan @3 Gy |
Hierin is
L2503 Qg g
Py By @
| Gy @43 T
orthogonaal en heeft de waarde — 1. We kunnen dus met een
lichte wijziging van 1°) voor deze determinant schrijven:
Bl oo ’
— At 0 Q %

LR
0 —AA—pi ¥ ta? =2 (Am—u) —2 (Av+pur)
e o U Y L S VL BT S F B S M
2 (Amtpy) —ABHpP 4wt 2 (Ap—w)
S i G G SR S ER R AR
2 (Av—pn) 2 (Apt+rm) -—A2plpR—m?

{0 ﬂz—l-,f-{z‘i‘"z“;l—;ﬂ 'ig+!_£2+1,2+:t2 FL"‘—F‘M‘H* pELog? .
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Hierbij zijn de elementen van 1’ alle van teken veranderd. Voor
dit geval hebben we dus een parametervoorstelling gevonden.
Analoge voorstellingen vinden we in de drie andere gevallen. De
Cayleyse voorstelling voor determinanten van de 4de orde gaat
echter niet in deze over als we daarin 4 = 0 stellen, immers als
nu bovendien A =£(0 is vinden we slechts de determinant:

-1 0 0 0
0 =] 0 0
0 0 ol 0
0 0 0 —1

Deze komt nog uit de bovenstaande te voorschijn, door hierin
te stellen p=v =M =0.

Nemen we echter in de Cayleyse voorstelling van de 3e orde be-
halve 4 =0 ook nog A =0 dan kunnen we hieruit de boven-
staande speciale voorstelling niet meer afleiden.

Door de limietovergang A -0 vinden we dan n.l. uit de Cayleyse
determinant.

—ut—t—gt{ o® | o | 12 —2(po+ aq) 2 (wo—az) 2 (po -+ r7)
N ai N N

‘ — 2(vp + 7o) —p2+ 12+ mP—0*—at + 7 —2 (v + o1) —2 (um—o7)

, N N N N
|2(ue—mar) —2(uy+ov) B2—+a'—0" +of—7* —2 (vw+ 00)
N N N N
2 (uo + vr) —2 (um—o1) —2 (v + oo) u®+?—a? 4 o —a*—7*
| N AN N N

waarin N = ‘{_[2 + P2 -+ a2 {,2 L a2 - 72

Deze speciale Cayleyse voorstelling is echter symmetrisch terwijl
de door mij bedachte dit niet behoeft te zijn. Hiermede is bewezen
dat de Cayleyse voorstelling niet alle orthogonale determinanten
van de vierde orde kan weergeven.

Beschouwen we nu het geval ay -+ ag + a5 + @ =0 waarbij
4y #— 1 en beperken we ons nu tot symmetrische uitzonde-
ringsdeterminanten. De vergelijkingen 5 — 10 gaan nu over in:



12) aypay; + 61985 = —— (g3lgy — Ayl
13) ayay |- @yalgy = —— dypllog — dyylly
14) Ayqftyy + Aiaflgy =  fypllay + Appllyy
13) Ao3flay | Ausllag == — Qyplyg —— oyl
16) a5ay T Aoylgy = Ayayy 1 gty
1) aydqy + agyty, = ally T Qgytly

Deze kunnen we opvatten als 6 lineaire vergelijkingen in de drie
onbekenden ay;, a,, en ay,. Opdat deze 6 vergelijkingen afhankelijk
zijn, moet volgens Rouché voldaan zijn aan drie voorwaarden,
die zich hier merkwaardiger wijze tot een herleiden n.L

Ayotlygilyy —F Arplpslay — Araogtlyy - Ayyllpydyy = 0 a)

Van alle symmetrische uitzonderingsdeterminanten moeten dus
de elementen rechts van de hoofddiagonaal aan deze relatie vol-
doen. ;

We lossen nu het stelsel 13), 14) en 15) op. De determinant van
dit stelsel is — 2a;,a134,4. Onderstellen we deze ongelijk nul dan
vinden we:

2 2 2
o Ara 0hafloy + A1p 0 1allan - Grollye®Bay + Grofya?Ags + Gi3*@yallg + Agady, oy
1 = = :
2yl

2 2 2 2
gy — Ay Ay oy — Qo150 — Byollyy ey + 12"y @on - A58, %05,

g =
29 :
— 2ty
2 s 2 e s = 2
o e 12 Wy T Ayp Cyy@ys = Gralhng Ay + Ayptlyy Ay — gy By — yallyy g
a8 = T
Ayt
2 2 . 2 2
o Ao gty — 1570y + ity gy — @yo0yy®gn — By3® ARy — A1301,%a5,
g = :
20490

Waarbij nu behalve aan a) ook nog voldaan moet zijn aan:
2 2 .,
Ay ® - - G - @ = |
2 2 —
A+ da® - dyg® o+ ay® = 1
2 2
g + doy® |- @ag® + a3,° = 1

A + Ay® + ag® + ay® =1
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Analoog als bij de derde orde kunnen nu beschouwd worden de
gevallen, waarin a;,a,,a,, = (.

Ook kunnen op soorigelijke wijze scheefsymmetrische uitzonde-
ringsdeterminanten worden uitgedrukt in de elementen rechts
van de hoofddiagonaal. We verwijderen ons daarbij uit den aard
der zaak steeds meer van de Cayleyse voorstellingswijze.

Het is mij echter niect mogen gelukken een algemene voorstelling
te vinden voor alle uitzonderingsdeterminanten.



AFBEELDING VAN

BEWEGINGEN OM EEN VAST PUNT IN TWEE-, DRIE- EN
VIERDIMENSIONALE RUIMTEN.

A, TWEEDIMENSIONAAL.

We denken ons een vlak R, en hierin een vast punt 0. We laten
«dit vlak in zich zelf draaien om het punt 0. We kunnen dit voor-
stellen als een beweging van een veranderlijke RK," in de vaste R,
waarbij het punt O niet van plaats verandert. Om deze bewegingen
te beschrijven kiezen we in R, met O als oorsprong een vast Car-
tesiaans codrdinatenstel {XY } en in R,” een dito {X'Y"} ook
met O als oorsprong. De samenhang tussen beide stelsels wordt
gegeven door de vergelijkingen:

X = g X' 4 a, Y’
Y = anX’ + apnY’
Hierin is de determinant

gy ST

corthogonaal en heeft de waarde 1, als we beide stelsels in dezelfde
zin kiezen. Deze determinant karakteriseert de diverse standen
van het veranderlijke vlak ten opzichte van het vaste vlak. De
~determinant
l 0
o

geeft de stand aan, waarbij in beide vlakken de gelijknamige
assen samenvallen. Deze stand zullen we aanduiden als de aan-
vangsstand. Blijkens de inleiding kan de eerste van de twee boven-
.staande determinanten worden geschreven als:

A% — 1 20u |

A2 e AR g®

— 22 A2— 2

| AR pe? A%+ p? ’
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Hieruit blijkt, dat de standen van het veranderlijke vlak kunnen
worden afgebeeld op de punten van een rechte lijn, door middel
van de homogene codrdinaten {4, x}. De oorsprong op die rechte
lijn beeldt dan de aanvangsstand uit. Iedere stand van het ver-
anderlijke vlak correspondeert met één punt van de beeldrechte
en ieder punt van de beeldrechte geeft één stand van het ver-
anderlijke vlak. Schrijven we de laatste determinant in niet homo-
gene vorin:

=7 2¢
1+# 1+2
— 2t 1 —z2
L+ T2
waarin ¢ = ‘%— dan vinden we, dat die stand van Ry die uit de

aanvangsstand is ontstaan door rotatie over de hoek a wordt
afgebeeld door het punt {— tg {a, 1} op de beeldrechte. De rotatie
over 180° wordt dan afgebeeld op het oneigenlijke punt van die
beeldrechte, wat weer in overeenstemming is met het in de in-
leiding gevonden resultaat, dat de uitzonderingsdeterminant

I 0
g g

uit de algemene voorstellingswijze in 1, u was af te leiden door te
stellen 2 = (). |

Roteert het veranderlijke vlak eenparig om het punt O, dan
zal het beeldpunt de beeldrechte doorlopen, echter niet met een-
parige snelheid,

B. DRIEDIMENSIONAAL,

Op overeenkomstige wijze kunnen we de bewegingen nagaan in
een driedimensionale ruimte R,. We denken ons dan een ver-
anderlijke R;" die beweegt in de vaste R, en waarbij weer het
punt O op zijn plaats blijit. Ook nu kunnen we deze bewegingen
beschrijven door het kiezen van een vast Cartesiaans coérdinaten-
stelsel {XYZ} in R; met O als oorsprong en een dito {X'Y'Z"}
in Ry’. De samenhang tussen beide stelsels wordt nu gegeven
door de vergelijkingen:
]

=
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A (1-“}\7, = a]g‘iﬂ i (z];izl
Y = a3, X" + a3, YY" + ay, 7'
Z = ay X'+ a, Y + a2’

Qok hier is weer de determinant:

L5t ab) iz
@1 dhs
Az gy g5

die de standen van de veranderlijke ruimte R;" karakteriseert
ten opzichte van de vaste ruimte R, orthogonaal en heeft de
waarde 1, als we beide stelsels in dezelfde zin nemen. De deter-
minant:

1 ] 0
0 1 0
0 0 1

geeft de stand aan, waarbij de assen in R, met de gelijknamige
assen in K, samenvallen. Deze stand zullen we weer aanduiden
als de aanvangsstand. Volgens de inleiding kan de cerste deter-
minant in parametervorm worden gebracht en neemt dan de ge-
daante aan:

AP 2 — 2 — 2 2 \Ax — ) 2 (Ay + pm)

A pE v A -t ) AE - p* - l*.a'_|_ g
— 207+ py) A2 — 2 — P _ 2 (u— va) ‘

e e A S e 7 7k S o e S
— 2 (v — yer) — 2 (A + wm) A — e —? L oA?

ittt e Y T ol Gl B e R B

Deze voorstelling is algemeen, zoals we in de inleiding gezien
hebben. We kunnen dus de standen van de veranderlijke R,
ten opzichte van de vaste Ry afbeelden op de punten van een
driedimensionale beeldruimte R," (4, x, » =) waarin A de homo-
geniseringscodrdinaat is. Jedere stand van R, geeft ¢én punt
van R,", want de 4, g, » en 7 zijn door de a's volkomen bepaaid.
Teder punt van de beeldruimte R;” wijst omgekeerd ¢én stand
van R, ten opzichte van R, aan, want de @'s zijn rationale functies
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van de parameters 4, g, » en @ De correspondentie is dus één-
éeénduidig. De oorsprong van Ry" {4, u, », x} = {1, 0, 0, 0} geeft
de tweede van bovenstaande determinanten aan en wijst dus de
aanvangsstand aan. De punten van de = as, waarvoor dus = =10
geven de standen aan:

| 22— 72 207
| B 22 L 2 g
‘ — 2 A2 — g2 0
Rtz R

0 0 1

Delen we nu de tellers en noemers door A2 en stellen we vervolgens
I

e — —tg la dan gaat deze determinant over in:
lcosa  —sina 0 |
sin ¢ COS 0
L 0 0 1

Hieruit blijkt, dat de punten van de 7 as de standen aangeven,
die door wenteling van R," om de Z as van R, uit de AANVangs-
stand ontstaan. Analoge beschouwingen gelden voor de punten
van de s as en de » as. Het oneigenlijke punt van de = as wijst die
stand van R," aan die door rotatie over 180° om de Z as van R,
uit de aanvangsstand ontstaat. Dit is weer in overeenstemming
met het in de inleiding gevondene, waar bleek, dat de uitzonde-
ringsdeterminanten alle correspondeerden met A = (). De hiermee
overeenstemmende standen moeten dus hun beeldpunten vinden
in het oneigenlijke vlak van de beeld R,”.

Gaan we nu in de beeldruimte over op niet homagene codrdinaten

: H v 7T
en stellen we hiertoe 7 =, =T = P en vragen we ons
nu af, welke beweging van Ry’ ten opzichte van R, wordt afgebeeld
m (4 . -
door de rechte £ g T:b = n van de beeldruimte RK,". We

gaan hjertoe na, het snijpunt van de X' as van R, met de bol
A® L ¥y2 L 72— | om O in R, We vinden als meetkundige phntb
van d1t am]punt in parametervorm:
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1 + (a® — 5> — c?) u®

X_; I+ (a® 4 b2 4 c®) u?
e 2 (cu + abu?)
I B e e ) R Lo
i, e = 2 (b — acu®)
P -+ {a® + b® + @) u

Dit is een vlakke kromme op de eenheidsbol om O, dus een cirkel.
Trachten we het vlak van deze cirkel te bepalen en stellen we dit
hiertoe:

AX +BY +CZ4+ D=0

We moeten nu A, B, C en D oplossen uit de vergelijkingen:

A D =0
—2¢B —2bC =)
(a®—b*—c?) A —2abB + 2acC + (a® 4 6* + %) D =)

Laten we / niet met een der assen M, N of P samenvallen, dan
is de rang van de matrix der coéfficiénten:

1 0 0 1
] —2¢ —2b 0
||a2 — bt —c¢2 —2ab L 2ac a® - b2 4 ¢?

drie, wat blijkt als we haar vervangen door:

| 0 0 0
0 ¢ 7] V]
a2 —bh2— 2 —2ab + 2ac 2 (6 + ¢?) |

Hiervan zijn n.l. de determinanten van de 3de orde gevormd
uit de le, 2e en 4de kolom alsmede die uit de le, 3e en 4e kolom
respectievelijk: 2¢ (6% -+ ¢*) en 2b (5® 4 ¢®) en dus niet beide
tegelijk nul. De loodlijn uit O op 't vlak AX 4 BY +- CZ + D =0
wordt nu:
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X 1, Y
0 0 1 1 0 1
c b 0 0 b 0
—2ab  +2ac aq®-- b2 c? a®—b>—c? 2ac a?- B2+ c?
7
- 1 0 1
0 ¢ 0

a?—br—e? —2ab a4
of na herleiding:

E ¥ .z

aBP+cd) —b@+e) c@+H

Analoog vinden we voor de snijpunten der Y’ en Z' as met de
eenheidsbol om O in R, cirkels, waarvan de loodlijnen uit O op
hun vlakken neergelaten tot vergelijkingen hebben:

X N Y B Z ¢
alat+¢?) —bla®+c) c¢(a®+ Y s
X W 7z

a(a® b8 —b(a2+) cla®+ 0%

Bepalen we ons nu tot reéele rechten in de beeldruimte Ry", dan
komen we tot de volgende stelling:

" " P

Een rechte I: Wi door de oorsprong in de beeldruimie Ry"
geeft de standen aan, die Ry inneemt bij wenteling wit de aanvangsstand
X b

om de rechte 1y in Ry, die tot vergelijking heeft: ‘? =
We vragen ons vervolgens af, welke beweging wordt afgebeeld
door een willekeurige rechte ! van de beeldruimte R;", nu niet

door de oorsprong. Zij { gegeven door de vergelijkingen:
Am + Bn +Cp +-D =0
Am + Bn + Cip+ D, =0



—Cp—D B 4 —Cp —D
Dus: m— (",i} e "= L — Lai
A B | A .B J
R - ‘ Ay wBy o
of in Pliickerse notatie:
m =Tl T T oy el
T1a Ty

Beschouwen we nu het snijpunt der Z* as van Ry met de een-
heidsbol om O in R,
We krijgen dan:

v _2 ( L mp)
T 0 mE ok pE
v — 2 (m —np)

I m* -t |- p*
7 | —m?—m2  p2

L= i - |- b>

Substitueren we hierin de nitdrukkingen voor #m en # in $ en de
ascoordinaten van / dan vinden we:

Ko —27123151 ‘-719 (Tm = Toa) P+ 2"7107»':?’
T+ Ty® + g 2 (gt — gy ) P 1 (s® + * A ms®) P

r 270197034, + 2730(Tog - Tra) P — 21070 P°

i

10" + Mo + Ryy® 1+ 2 (Mg — gy Ty) P (Tap® + A"+ t) P
a _73,42 =4 !2 —2 ("32.3124 o 3:11:‘714) ?—‘) = (,-7]22 —7523 — Ty~ ) p*
Mo”1 -7'534 - ”7'1.; = 2 (75700q = -7317514) ﬁ' i (Tzﬂd =+ g* + nl:! ) :ba

4G

A=

Dit is weer een 2e graadskromme op de eenheidsbol, dus een cirkel.
Het vlak van deze cirkel AX + BY + CZ + D' = (0 bepalen we
uit de vergelijkingen:
— 2mp5mtyy A + 2my70 B+ (7000® — 70® — ) € A

T (me® + My - m") D =0

iy (g + Tgg) A + My (70 + 74a) B — (yytyy — 7y7m0) € +

+ (Ao — AyTag) D =0

2igay A — 2mpymy B+ (71 — mpg® —710%) € +
+ (As® + 7® + 7% D =0
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De loodlijn uit O op dit vlak neergelaten wordt nu:

A v

i Dor 2 2 2 T T i R
27157054 2% eyt -ms ’ s P e e SR

- - :
Ta(Tast1a) 0 g7y Moy Tg) O gl Ty

| —2mmp,my 235 ey D s 271" TPy 2
1 &
— 2y Mgy Typ® = Ty T
Ty (Mg ~+ Tag) Tig (Tay + Myy) MagTay — Teyyy
| 1oy — Tzl Ty® + g™ +

Na enige herleidingen en met gebruikmaking van de fundamentaal-
relatie: 77, + Mgy7tey —+ Msiley = 0 vindt men hieruit:

¥
27030% (73 — T1g) { (7ag + Tlgg)? + (7rey + 7151)% } =
—— }-r =
2115% (Tag — Tay) { (g + 7g5)® + (g + 5)*}
Z

27123_ (7712 —_7‘34) { (14 + 7009)% + {9y + 723)*%}

Als u 75 £ 0 en myy 7 — Wos 0f 7y = — 7y, dan vinden we dus:
X Y Z
= = (1)

Ty Tog—— Ty T 7oy

on

Analoog vinden we voor de snijpunten der X’ as en Y’ as van Ry
met de eenheidsbol om O in Iy cirkels, waarvan de loodlijnen uit
0 op hun vlakken neergelaten tot vergelijkingen hebben:

x
270153 (Tgg — Myy) { (ag + Man)® + (709y + Mag)® }
SF
T 2my5® (g — o) { (an + ay)® 1 (Far + Taa)® ) o
7z

—— ‘ - -5
2my5% (e — 7o) { (712 + 730)* + |0y + 720)? )

€11
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¥
2735 (g — g) { (ag + 7a)® + (myg + 7g)?}
— }” —
27015° (Tag — 7o) { (M1 + 703)® + (34 + i) §
Z

C 2715* (s — 7039) { (20 + Ty)? + (g + 7p)? )

We vinden nu de volgende stelling:

Een willekewrige rechte | in Ry" beeldt de standen wit van R, len op-
zichte van Ry, die wit een zekeve stand verkvegen worden door votatie
om een as door O in R,

Voor de beginstand kan men nu elk der <! standen nemen die
door de punten van ! worden gekarakteriseerd. Gaat / niet door
O in R,” dan behoort hier niet de aanvangsstand toe.

De vergelijkingen (1) leren ons uit de gegeven rechte I de rotatieas
af te leiden. Omgekeerd echter blijkt, dat bij een gegeven rotatie as
X Y £ L S Sy WL L

Z .
— D — ] — 1 h == - == 2‘
= 5 - in R, deTechten p - = (2)

in de beeldruimte R,” behoren, die alle een rotatie om die as aan-
geven. Al die rechten in R,” vormen blijkens de vergelijkingen (2)
een congruentie. Dit is in overeenstemming met de omstandigheid,
dat in R," zich oo! rechten bevinden, terwijl in R, het aantal
rechten door O o0? bedraagt. Met iedere rechte door O in K, komen
dus oo? rechten in Ry" overeen.

Om de richtliinen van de congruentie (2) te bepalen, schrijven
we haar liever in lijncoérdinaten.

APy + €pry — chog — apy =0
bpra + chyn — Py ——bpy =0

We vermenigvuldigen de eerste vergelijking met 4 en de tweede
met p en bepalen 4 en x zodanig, dat:
(@ 4 c2) 22 4 2abip + (B2 + A p2 =0 (3)

Als nu (A4u) en (A, pp) de wortels van (3) voorstellen, vinden we
de speciale complexen:
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(@hy + bpty) Pra+ CptyPyy + Clqpry—Chipog—citypos—(aky + b)) pag =0

€0

(@dy+ bty) Pro + Cpigpay + CAgpsy— Chopog— Cptgpoy — (@ dy 4 bity) Paq == 0

Omdat de discriminant van (3): a®h® — (a® + ¢?) (® + ¢%) kleiner
is dan nul zijn (4;1) en (Ayu,) toegevoegd complex en dito de
richtliinen van onze congruentie. Onder de rechten der congruentie
(2) is er een door 0" (porsprong in R,") n.L:

a — b

Mmoo n P
ey 4

Uit (3) volgt:
@_*ab+cz\/a27—b°+c3 en 2 —ab—ciN/a® + B2 L ¢?

i a*—+ c* tha a® | c2

en hieruit volgen de lijncodrdinaten der beide richtlijnen:
{—bc—aiv/a®+ 02+ c2; —(a®+ ) ; ab—civ/a? b F 23
—ab +ciNa b2 F e at+ 2 be -+ ai A a® + B F ot}
{—be+aiv/a@+bEFc2; —(@+cd); ab+ i@+ 0+
‘-—mb—czi\/az F 242 et be—ai v at+ b+ 2}
We bewijzen nu de volgende stelling:
De beide vichtlijnen der congruentie (2) vormen een paar beschrijvende
Lignen van een der vegelscharven op de kwadriek m® 4 n2 -- $2 L 1 =0

in de punien, waar de rechie (4) de genoemde kwadrick swijdt.
De rechte (4) snijdt n.l. m* +#»* 4 $* -1 = C in de punten:

{at, — b, ci, \/m} ot
{_ (1'.{, bl‘, e (:1:' \/m}
De beide regelscharen zijn:
m+ip =21 (n-+1)
Jm—ip) =—mn+i
m |- ‘bﬁ— w(—mn -+ 1)
p(m—ip) =n + 1.
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Voor de rechten door de genoemde snijpunten vinden we nu:

4o (Bt (b a® £ 4o

1 a® - o* -

- (a4 ef) (—b +Va* + 6% + )
M = — -

RS
(—a—ci) (—b+Aa*+ b F &)
;{2 - 2 1
at + ¢
iy e G Va6 | o)

g2 —1-p4

Substitueren we dit in de vergelijkingen der bedoelde regelscharen,
dan vinden we achtereenvolgens:

; 1 (—a—ci) f 1 (—ai o) f; ’
(@ + ci) 4, I (—ai+ofy  —i en
' 1 (@ + ¢i) [y Z (—at+c)fs ‘

(@ 4ci)fy — —I (—aitafy  —i |

voor 4y en gy ; f; en f, zijn hierbij respectievelijk

b+Var+ 84+ —bLNaEF P+
@il gR &b a® -+ ¢ :

We vinden nu dat de tweede matrix juist de eerste der bedoelde
richtlijnen geelt. Analoog voor Z, en p,.

We kunnen nu ons de vraag stellen: Hoe ziet een waarnemer,
«ie met de bewegende R," wordt meegevoerd de standen van R,
ten opzichte van Ry'?

We denken ons hiertoe de eenheidsbol om O in R," en bepalen het
snijpunt hiervan met de X as van R, We vinden nu:

| -+ 2 —n2—p2

el 1 -+ m? + n? 4 p2
v _ 2(b—mn)
I+ m?* ++ n* - p2
2 (3 ;
Pe 2 (”, - wmh)

T Pp*
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Nemen we weer in de beeldruimte R, de rechte [

|
__ TP Ty ¥ Tgh — T
R » -_— = s
AT Tz

L

We krijgen nu na substitutie:
A= Fys® 1 o — 14 + 2 (payy + M) P+ (70® — y® — 7% $2
Tya® + Tgy® 4 714® + 2 (Tlgg7loy— g} P + (g + 70y® + 745" P
V' — 270157000 + 2 (a0 — TpaTtmy — T1°) ?" = 2_7_'523“31?52
Tyo® —+ Tgg? + 71 + 2 (MpuToy—037014) P 1 (7s® + 703y + 7m10%) P

s — 270157030+ 2004y (Tay + Toa) P+ 21y acp®
Z = 2 2 2 3 2 2 2\ A2
Tye® + Tgy® + Mgy b 2 (TpsTpy— 7031 7034) D - (7?4 7T ® + 70%) P

Dit is weer een 2e graadskromme op die eenheidsbol, dus een
cirkel. Het wvlak van deze cirkel AX' - BY' CZ'+ D =0
bepalen we nu uit de vergelijkingen:
(12® + 7y® — M%) A + a7y B — 2myemyy € +

+ (e + 7my® + 7y®) D =10
(Tayay & Tgyyg) A+ (Myptey — Togyy + 70%) B+ Ay (1 + 7)€

+ (g — Tgrmyy) D =0

(P — 75y 2 — 700%) A — 2757ty B + 2755715, C + 1

+ (e + 7® + 7”) D = 0.
De loodlijn nit O op dit vlak neergelaten wordt nu:

XI
— 27157y 2y Tyt + Ty + Tyg?
— Ty (Mys — ra) 0 TagThay — Tg1Tya
l a
ATy 2y Ty® + 7 + a” |
}.Pf
i : i T 3 P ol
271971y 2711y it + Ty 1 Ty
| — s (g — Ty 0 TaaTlay — T3
L 3. 2
25’1'12?!,'23 2.7[1.22 e - Ty, T Ty
7"
— . . g ———
271573 — Ly Ty Mg g
— (g —Tg)  — TyalTon—T1g) oy — Mg

’ 2 2 —1
21972, — Ty Tag” = T T gy
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of na uitwerking, onder toepassing van de fundamentaalrelatie:

X’
— 2745* (g + Tay) { (710 — 730)® + (oT3y — 7u09)? }
e~ — .&‘I'J —_—
2715% (7031 + Tyy) 4 (Fyp — 7034)® +- (70 — Toy)? }
Zf

L’ (Mg + g} 4 (P — g)® - (g — )2 )
Als nu 7y, 70 en my, 7 7y of my 7 7y dan vinden we:
X' ¥ Z'
= = (5)

T T T

Analoog vinden we voor de snijpunten der Y as en Z as van R,
met de eenheidsbol om O in R, cirkels, waarvan de loodlijnen
uit O op hun vlakken neergelaten tot vergelijkingen hebben:

X'
= 2g* (g - ) { (1 — 730)® + (g — ) } N
— Y’ —_—
271" (g + 7o) { (49 — 7139)? -+ (1 — Troq)®
7!‘
T 2mys* (w1 + Tga) 4 (g — 7e51)® + (g — 75g9)° }
en
)\.'J'
i 27019” (g + 70a) { (7Ton — m14)® + (7 — ) } a
'}?’
o 2myy? (7ar + 700) { (0 — Trag)® —+ (Mg — 5’5-14)2} By
ZI

— 2, (g + Tay) { (g1 — Tng)® + (o3 — 7'514)2}.

We vinden nu de volgende stelling:

Als Ry' wentelt fen opzichte van Ry om een as door O in Ry dan roteert
Ry len opzichte van Ry' om een as door O in Ry'.

De vergelijkingen (5) leren ons uit de gegeven rechte [ in R, de
rotatieas in R," af te leiden. Omgekeerd echter blijkt, dat bij een
gegeven rotatieas
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el '1,'/ J.I' i
J‘: :T:i in R,

de rechten
T I + Moy e -+ Ty
a —h ¢

in de beeldruimte R,” behoren, die alle een rotatic om die as be-
tekenen. Deze rechten vormen ook een congruentie. We bepalen
ook nu weer de richtlijnen van deze congruentie.

apyy — Cpyy— Cha + apyy =0
by + ¢Pa + Py + by =0
Op dezelide wijze, als bij de vorige congruentie vinden we 4 en u
ter bepaling van de speciale complexen uit
(a2 4+ ¢®) 22 + 2abAp + (B2 + ) w® =0
Dit is dezelfde vergelijking als (3). Ook nu behoort tot de con-
gruentie (5) weer de rechte

m n -
L AP & door 0" in R;".
a —b ¢

Als lijncoérdinaten der richtlijnen vinden we nu:

{bc + ﬂf}"\/},q:‘a + Bt at et —ab+ ci A/ a® + 0% + ¢%;
—ab 4 i@ T B2 a4 ;b + ai N/ a? + 6 + c2len

{bc—airN/a®+ 6%+ ¢%; a® + 2; —ab—civa®+ b+ c*;
—ab—civat -+ at+ 2 be —aiv/a® + b + 2}

Hieruit volgt nu weer deze stelling, die nauw met de voorlaatste

samenhangt:

De beide vichtlijnen der congruentie 5 vormen een paar beschrijvende
lijnen van de tweede der vegelscharen op de lwadriek

md4n? 4 pr41=0
in de punten, waar de vechle (4) deze kwadriek snijdl.
We vinden n.l. dat
1 (—a—a)h; i s (et h

| (a + ci) 4 1 (—ai+oh i
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de tweede der bovenstaande richtlijnen geeft. Hierbij heeft f, weer
dezellde betekenis als te voren. Analoog kunnen we te werk gaan
voor de eerste der hier bedoelde richtlijnen.

Bij het opsporen der vlakken van de hier optredende cirkels moesten
een 24 tal determinanten in factoren worden ontbonden. De hier-
voor benodigde herleidingen waren nogal langdurig, waarom we
ze hier niet hebben opgenomen. Als voorbeeld zullen we er hier
echter een weergeven:

T 271147 270197014 Tip® = Tag® + 7y,
’ 2 (e® — gty + Ty)  2myg (7 — ) 2 (asToy — Ty Tyy) | =
— 23237‘31 a9y e T
— 4oy | T147y 14 Ty® T Tpy” T Ty’
—g® - Mgy — Ty Tlyy Ty — gy 2 (Mg gy — Ty yy) | =
— TpaTin Ty Tg® + 70y ® - 7y
— 4oty | 0 gy Ty - Mpg? 4 7yt
—my® + T — oy® Ty — g 2 (Mgt — Ay | =
— Ty (g - TTyy) oy Tiga® + gy ® - 7'
— 4y 0 Ty Tie® + My ® - 71y,
| Tge® ot Mgy — Tay® Ty — Ty 2 (mya7yy — Ty 714)
‘ Ty (T - Ty g —TMyg  Tgg” — Myg® - Ty ® — om0y |

Aty [ 2703700 (g 1 Tay) (FagTray — Ty ryy) -+
+ (1 — 7s) (aa® + Maa® + 7®) (— 700® + 7y — 757 +
— Ty (7s® — Ty®) (7035% + 79 -+ 7034%) +-
+ g (— Tg® ~F Mgy — Rpg®) (7s® — m3®) +
+ gy (7 Ay —70y®) (% — 7o) ] =
datyy (7yy — Tpq) (71 - Tog® + 7014%) (730" — Mgy + 714%) -
— (T39® — Ty 7try + T0g”) (TaTag + 714" ] +
+ Aty (723 Tay) [ 27074705 (FasTay — Ty Tny) +
- Tty (7 — 7004) (701" + 7® + 7014%) +

+ Ty (7o — 70g) (— Tg® - Tpyvy — %) ] =

2

doryy (rgy — Myg) (g® — Togtay + 79y)® -+
+ Ay, (g + ) [27214700y (g — T rg) +
+ (g — Tag) (a3 — ) (T1e® - 7194%) + a7ty (g — 70) +

+ T g (Mg — g} | =
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4y (Ttoy—7114) (Fan” — Faglyy + Tag®) +

+ 47y (g — T1g) (F1® + 705%) (7 — 710s7)

+ Ay (7 + ) [ 2701470 (7aToq — TnTag) + 27014 05 (775 — )=
47015 (on — Ty [10® — 7opgmy -+ 7 )2 - (o442 + ag®) (7012 — my®) ] +

3

- B9y 7y (1 —+ Tog) (TosToy — T147Ta) =
Qv (7ay — Tyg) [ (30® — TeasTtyy + 7as®)® 1 (7m2® +- 70917 (7y* — 715%) +-

—+ 20035y (731 + 7)1 =
4713y (795 — 7014) [(2e® + 7207) (7r0® — 2105701y + ey®) + Ty +

| 270 7aq7t0y (Ty + 7aa) ] =
A7ty (7ay — 7074) [120® (05" — 2707034+ o3+ Tgs”) + (AT + Tos1a) 2| =
4oy (TTgg — 734 [ 725 (739% — 2707010+ 75+ 7p®) 4 (g g+ Ty) | =

2] -

= 4yp (g — T04) X Mys® (Fyg® — 2wy 0y + 7)™ + 7 + TMya®) =

= Ay, (70,5 — Toyy) (Fao® + 27000 73+ 20597000 + 751 % + 7pg® Tye®) =
4o110% (tap— 71a) { (M2 + 00)® + (ay + 709)* }
Hierbij is gebruik gemaakt van de fundamentaalrelatie

Tyalas T TnTloy + gy = 0

Analoog de 23 andere.

Men kan tot de resultaten, die hier zijn afgeleid gedcclteh]k ook
op een andere wijze komen. De determinant.

1" o
0 1 0
o o 1

geeft de aanvangsstand aan, waarbij de assen in Ry’ samenvallen
met de gelijknamige assen in Rj. Deze stand wordt afgebeeld op
het punt {1, ¢, 0, 0} van de becldruimte, d.w.z. op de oorsprong
0" van R,. Laten we nu R, wentelen om de £ as van R; over
een hoek a, hierbij nitgaande van de aanvangsstand, dan vinden
we de nieuwe stand van R, uit:

cosae —sina O
sin @ CoS @ 0
0 0 |

De codrdinaten van deze nieuwe stand zijn

h=2cosa+42; p=0; 9=0; z——2sna
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Hieruit volgt, dat het beeldpunt bij variérende a de P as der beeld-
ruimte doorloopt. Analoge beschouwingen gelden voor de rotaties

om de X as en de Y as. Als ¢ = 180° worden alle codrdinaten nul.
Deze stand wordt gekarakteriseerd door:
=1 0 0
0 —1 0
0 0 —1

Deze determinant ontstaat door in de algemene gedaante van de
orthogonale determinant van de 3de orde te substitueren:

A — i == o ()

Deze stand wordt dus uitgebeeld door het oneigenlijke punt van
de P as der beeldruimte, wat geheel aansluit bij

— 2sin a

S
7b_z—,hifcosa tgde

Nu gaan we weer uit van de beginstand, waarbij beide assenstelsels
samenvallen, maar draaien nu om een willekeurige rechte door
0 in R,;. We denken ons de eenheidsbol om O in R,. De snijpunten
der assen van R, en de rotatieas met deze bol zijn respectievelijk
X, Y, Z, P. De hocken XOP, YOP, ZOP noemen we a, b en ¢;
de standhoeken der tweevlakshoeken

X(OP}Y ; X(OP)Z; ¥ (OP)Z
noemen we achtereenvolgens C, B en A. Draaien we nu K, uit
de aanvangsstand in positieve zin over een hoek @, dan vinden

we de nieuwe stand van R,’ ten opzichte van R, uit de deter-
minant:

cos?a-f-sin?a cos a cos @ ¢os b-{-sin a sin b cos (C -+ a)
cos @ cos b + sin a sin b cos (C — a) cos? b - sin2 b cos a
lcosacosc + sinasinecos (B + a) cosbcosc -+ sin bsin ¢ cos (A—a)
€0s @ cos ¢-+sin a sin ¢ cos (B —ua) |
cos b cos c+-sin b sin ¢ cos (A + a)

cos?e +- sin®ccos a
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Hieruit vinden we:

=2 (1 4+ cos a) = 4 cos? La.

— —2sinbsincsinasin 4 = —2 sin acos @ = — 4sin acos acos @

— L 2sinasin ¢ sin asin B = -+ 2 sin a cos b = -4 sin {a cos fucos b

— —2sinasin bsin asin C = —— 2 sin a cos ¢ = — 4 sin $a cos ja cos b.
Hierbij is op het volgende te letten. Verlengt men in de boldriehoek
XYZ de boog XP tot zij de zijde YZ in D snijdt dan vinden we nu

sin PZD  sin PDD cosa
sin & sin bsine¢  sin bsine

sin 4 = enz.

Uit dit alles volgt nu, dat de standen van R," ten opzichte van Ry
die verkregen worden door draaiing om de rechte
X Y Z
cosa cosb  cosc

van R, worden afgebeeld op de punten van de rechte

m 7 P

cos@ —cosbh cose

van de beeldruimte R,", wat geheel in overeenstemming is, met
het vroeger verkregen resultaat. Ook nu worden 4, u, » en m alle
nul voor a = 180°. De determinant die deze stand van R,” aan-
geeft wordt nu:
cos® g — sin?a cos acos b—sinasinbcos C
cos @ cos b —sin a sin b cos C cos® b —sin? b
cosacosc—sinasineccos B cosbeosec—sinbsine cos 4
COS @ COS ¢ —sin g sin ¢ cos B
cos b cos c —sin bsin ¢ cos A
cos? ¢ —sin? ¢
wat in verband met de omstandigheid, dat de boldrichoek recht-
zijdig is, zich laat herleiden tot:
costa—sin®a 2 cosacos b 2 cosacosc
2 cosacos b costh—sin%bh 2cosbceose
A| 2cosacosc 2cosbeosc cos*c—sin?e
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De parametervoorstelling van Cayley is nu niet zonder meer bruik-
baar; we moeten dus nu ons bedienen van de bijzondere voor-
stelling voor het uitzonderingsgeval.
Stellen we de elementen rechts van de hoofddiagonaal #, », w, dan
vinden we voor de coérdinaten die deze stand afbeelden:

uy = 4 cos® a cos b cos ¢

— uw = —4 cos a cos® beos ¢

vw — 4 cos a cos b cos® ¢

of in aansluiting op het oorspronkelijke codrdinatenstelsel:
A=10; u=cosa; v=—=cosb ; ®=c0sc

Deze stand kunnen we dus afbeelden op het oneigenlijke punt

van de rechte
m 7 P

cosa —cosbh cosc

van de beeldruimte R," wat weer in overeenstemming is met de
omstandigheid dat de stand die ontstaan was door rotatie over
de hoek a werd afgebeeld op het punt van die rechte, dat men
verkreeg door in positieve zin een stuk — tg ta op de beeldrechte
af te passen. Beschouwen we omgekeerd de rechte

moom _ P

cosa —cosbh  cosc
in de beeldruimte KR,” en passen we hierop in positieve zin een stuk
—tg L af dan beantwoordt aan het aldus verkregen beeldpunt
de stand gekarakteriseerd door:

1 4 (cos2a—cos2b—cos2e)tela —2cosctg ta—+ 2 cosacosdte?ly
g g3 g3
1 + tg?4a 1 + tg* a
2cosbtg ta -+ 2 cos acosetg?la

1 4 tg? ta
2cosctgda +-2cosacosbtg?la 14(—cos*a + cos®b— cos?e) tg? La
1 + tg® la 1 4 tg*da
— 2 ¢cos a tg ta -+ 2 cos bcos ¢ tg? Ja
1 4 tg* ja
—2cosbtglat2cosacosctegifa  2cosatg la -+ 2cosbcosetg?la
- tg* e I + tg%da
1 4+ (—cos®a —cos? b + cos?e) tg? ta
1 + tg*da
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Hieruit vinden we na enige herleiding weer:
cos? a—+sin? ¢ sin a cos a cos b-+sin a sin b eos (C -+ a)
COS @ COs ¢ -+ sin a sin ¢ cos (B —a)
cos @ cos b-+sin @ sin b cos (C — a) cos? b-+sin? b sin «
cos b cos ¢ + sin bsin ¢ cos (A + a)

€O% @ COs ¢+sin asin ¢ cos (B+a) cos beos e—+sin bsin ¢ cos (4 —a)

cos? ¢+ sin? ¢ sin a

waaruit weer blijkt dat de punten van deze rechte de standen van
R, weergeven, verkregen uit de aanvangsstand deor rotatie om
de rechte
e
cos@ cosb cosc

van R,

Laten we gemakshalve de M, N en P as van R,"” vallen langs de
X, Y, Z as van R, zodat Ryen R," geheel samenvallen, dan vinden
we dus de beeldpunten der standen van R, door OP te spiegelen
in het YZ (NP) vlak en vervolgens op de gesplegelde rechte stuk-
ken — tg 4a af te passen van af de corsprong, als « de draaiings-
hoek om OP 1is.

Gaan we in plaats van uit de aanvangsstand van R,’ uit_van een
willekeurige stand van R," gegeven door:

coS oy €OS ay COS uy
cos f; Cos [, cos i
Cos 1 Cos ¥y COS ¥y

en laten we nu weer R, wentelen om de as OP, dan kunnen we
ons afvragen welke beeldpunten van Ry’ met deze standen corres-
ponderen. Deze beginstand wordt afgebeeld door een eigenlijk of
oneigenlijk punt van R," al naarmate deze determinant niet of wel
in de uitzonderingspositie verkeert. In elk geval is het beeldpunt
volkomen bepaald. Wijl een analytische behandeling nu wat stroef
wordt, gaan we liever meetkundig te werk en bedienen ons hierbij
van de bekende eigenschappen der mechanica. De hierboven aan-
gegeven beginstand kan uit de aanvangsstand worden verkregen
door R," te wentelen om een as OQ over een hoek f welke door
beide standen volkomen vastgelegd zijn. Nu kan men de rotatie
over f# om 0( gevolgd door die over @ om OP vervangen door cen



36

rotatie om een as OR, welke op de bekende wijze uit OQ en OP
en de hoeken a en f# kan worden afgeleid, over een hoek y, die
zoals eenvoudig af te leiden is uit « en § verkregen wordt volgens
de formule:

cos 4y = cos Ju cos §f — sin Jasin {8 cos POQ

Spiegelen we nu OP, 0@ en OR in het YZ vlak en passen we op
de gespiegelde rechten stukken OP’, OQ" en OR” af respectievelijk
—tg da, —tg }f, —tg &y dan krijgen we de beeldpunten der
standen door genoemde rotaties verkregen. Bovendien passen
we op laatstgenoemde rechten ook nog stukken

0P, = 00, = OR, = 1 af.

Houden we nu # vast en laten we a lopen van (0°—360° dan zal
het vlak O@,R, niet van stand veranderen. Denken we ons de
eenheidsbol om O en laten we in de boldriehoek P,0,R, de lood-
boog P,S, neer op (O,R, en stellen deze 4.

Projecteren we nu R in S op 05, dan zal de projecterende loodlijn
R'S’ constant van lengte zijn n.l. tg 6 want tg 6 = tg ly sin R,0S,.
Hieruit volgt dat het punt R’ een rechte doorloopt in het vlak
00,S, welke evenwijdig loopt met 0S, en die gaat door 't punt (.
Eenvoudig is in te zien, dat 2 X /2 (,P,S, de rotatiehoek aangeeft,
welke correspondeert met het oneigenlijke punt der beeldrechte.
Er zijn oo aanvangsstanden. Toch krijgen we bij elke rotatieas
maar oc® beeldrechten, want co! standen geven telkens weer de-
zelfde beeldrechte. Immers uitgaande van een willekeurige be-
ginstand van R,’ zullen alle standen die hieruit verkregen worden
door rotatie om een bepaalde as, dezelfde reeks standen opleveren,
als zij op hun beurt als uitgangsstand worden gekozen.

C. VIERDIMENSIONAAL.

We zullen nu de bewegingen nagaan in een vierdimensionale ruimte
R,. We denken ons daartoe een veranderlijke R," die beweegt in
de vaste R, en waarbij ook nu het punt O op zijn plaats blijft.
Weer kunnen we deze bewegingen beschrijven, door het kiezen
van een vast Cartesiaans coérdinatenstelsel {X, Y, Z, T} in R,
met O als oorsprong en een dito { X'Y'Z'T"} in R,". De samenhang
tussen beide wordt gegeven door de vergelijkingen:
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X=apn X'+ apY +apZ +ay T’

V =y X'+ a5 Y+ @y 2"+ a5y 1

L=au X'+, Y + auZ' + ay T’

T=ay X' +ap Y a2 +aud’
Hierin zijn @y, aq,, @44, @44 enz. de cosinussen der hoeken, die de
XY, Z',T' assen achtereenvolgens maken met de X, Y, Z, T
assen. Denken we ons beide assenstelsels in denzelfden zin ge-
kozen, dan zal de determinant;

a1y LET: Qg @14
day oo oy Aoy
gy dsp A3 oy
g4 g0 yg thyy

die orthogonaal is de waarde 1 hebben. Als nu deze determinant
niet nul wordt, wanneer we de elementen van zijn [hoofddiagonaal
met 1 vermeerderen, laten zijn elementen volgens de inleiding
zich uitdrukken als rationale functies van 6 parameters en zijn
dus de hiermee corresponderende standen afbeeldbaar op de
punten van een zesdimensionale beeldruimte Rg en wel op de
eigenlijke punten hiervan. De overige determinanten karakteriseren
standen, die we in de loop van het volgende per definitie zullen
toevoegen aan punten van de oneigenlijke R; van de beeld Rg.
De bedoelde parametervoorstelling voor bovenstaande deter-

minant 1s:
Ay Ao Ay Ay
Ag Ao Ag A gy
1‘131 4432 ‘433 34
Ag As Ay A
Hierin is:
l—mP—n—pr 2L 24 22 2{m— (nr + ps) + th}
A= N A= N
2 {n+(mr — pt) — sk} - 2{p + (ms 4 nt) 4 vk}
Ap= N 4 1= N

2 {—m— (nr+-ps) —tk} o 1—m2tn24 p2—y2—s2 2 p?
N e N
24y — (mn 4+ st) + pk} 2{s— (mp —rt) —nk}
N N

A=y

T

Agy=
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2 {—n+(mr — pt) — sk }.

20 —v— (mn + st) — pk}

2

2

N Ao N
| fmP—n? - p2—p2 222 20t — (np + rs) + mk}

rs - Ay, L
N N

2{—p+ (ms —nt) —rk} 2{—s—(mp—uwt) + nk}
N Ap= N

2{—1t— (mp + rs) — mk} 1 fmPin?—p2L 2 2 42 F
= N Aas= il

waarin
k=mt—mns + pren N = 14+ m? +n® 4 p> + 72 + 52 - £2 | k2
en waarbij:

_ M Lalls sy s
m_A’ﬂ'_T’ﬁ T T —

= -g—;s:—:—ent—%.
Hierbij hangen 4, u, », @, p, o, 7 op de in de inleiding genoemde
wijze samen met de elementen van de eerstgenoemde determinant.
Kiezen we nu in de beeld R; een Cartesiaans codrdinatenstelsel
(m, n, P, #, s, ¢) dan geeft de oorsprong van Ry de volgende deter-
minant weer:

i 0 0 0
0 1 0 0
(0 0 1 0
0 ] 0 1

Deze karakteriseert die stand van R,” ten opzichte van R,, waarbij
de assen van £," vallen langs de gelijknamige assen van R,. We
zullen deze stand van K," weer de aanvangsstand noemen.
Beschouwen we nu de eigenlijke punten van de M as van R, waar-
voor geldt: # — p == r = s = ¢ = 0, dan krijgen we na substitutie
de determinant:

1 —m? 2m
1 - m? 1 - m? o i
'], — gt
mu 1 mo 0 0
1 - m? 1+
0 0 1 0
0 0 0
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Stellen we nu m — —tg Ja dan gaat bovenstaande determinant
over in:
cos a —sin 0 0
sin o Cos 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

Hieruit blijkt, dat de eigenlijke punten van de M as van Ry die
standen van R,’ ten opzichte van R, aangeven, die door rotatie
van R," om het ZT vlak van R, over een willekeurige hoek o uit
de aanvangsstand van R," worden verkregen, mits a 3£ 1807 is
of een oneven veelvoud hiervan. Uit een door Siacci voor de uit-
zonderingsdeterminanten gevonden eigenschap volgt, dat er in
dit geval slechts één uitzonderingsgeval is n.L

— 1 0 0 0
0 — 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

Men kan deze door limietovergang uit de vorige vinden door
hierin la tot 90° te laten naderen. Het ligt nu voor de hand, de
door deze determinant gekarakteriseerde stand van R," op het
oneigenlijke punt van de M as van Rg af te beelden. Omgekeerd
volgt nu, dat alle standen van R," die door rotatie van R,’ uit de
aanvangsstand zijn afgeleid, hun beeldpunt vinden op de M as
van R, Analoge beschouwingen gelden voor de punten der N, P,
R, S en T as van R, die rotaties aangeven om de 5 overige codrdi-
naatvlakken van R,. We vinden hierbij achtereenvolgens: N as
rotatie om Y7 vlak; P as: rotatie om YZ vlak; R as: rotatie om
XT vlak; S as: rotatie om XZ vlak en T as rotatic om XY vlak en
omgekeerd. Opgemerkt kan nog worden, dat de hierbij optredende
6 uitzonderingsdeterminanten, o.a. de bovenstaande, alle van het
model 2’ zijn besproken in de inleiding.

Beschouwen we vervolgens een willekeurige rechte / door O in Ry
niet met een der coordinaatassen van R;samenvallend, bijvoorbeeld

n P ¥ 3 t

i
—_—————— e = = — =
a

b e d / g
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en vragen we ons af welke beweging van R,’ ten opzichte van
Ry door de rechte [ wordt afgebeeld, ons hierbij voorlopig beperkend
tot haar eigenlijke punten. Gaan we hiertoe nu na het snijpunt
der X’ as van R,” met de eenheidshypersfeer om 0O in Ry

X2 Y2l 72 L T2— 1|

We vinden als meetkundige plaats van dit snijpunt in parameter-
vorm:

Y 1 +(—a?—b2—c® L @+ f2 4 g% u?— (ag — bf 4 cd)? ut
I+ @R+ AL E L P A )@ (ag— bf +cd)? it
— 2au — 2 (bd 4- ¢f) u® — 2g (ag — bf - cd) u®

R S o ey e e Py e
7 — 2bu 4 2 (ad — cg) w® + 2f (ag — bf +- cd) u?

I+ (@B A+ @ g+ (ag— bf 4 od)? ut
T —2¢cut + 2 (af + bg) u* —2d (ag — bf + cd) u?

T @+ A B Pt gl ut F (ag— b+ cdPu

Dit wordt een vierdegraadskromme op de eenheidshypersfeer
tenzij ag—bf - cd =0 in welk geval een cirkel te voorschijn
komt. Een bijzondere rol spelen dus die rechten in Ry, die liggen
op de tweedegraads vijfdimensionale kegel wmi—mns - pr — 0.
Tot deze kegel behoren bijvoorbeeld alle codrdinaatassen van het
(m, m, p, v, s, 1) stelsel in R, welke assen rotaties aanwezen om de
coérdinaatvlakken van R,. Voor de rechten van deze kegel wordt
de kromme hierboven:

b (—a®—8—cF a2 2 g u

- H%M¢W+r+W+#+gu
e, — 2au —2 (bd + cf) u®

T @ ELE L Bt
7 — 2bu L 2 (ad — cg) u?

Sl (@R AR )
T — —20ﬁ+9(af_l_bg U

T (@@t + 2+ g u?

We trachten nu het vlak van deze cirkel te bepalen. Hiertoe zoeken
we die drie-dimensionale ruimten
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AX - BY +CZ4 DT +E=0

waaraan identiek voldaan wordt door de punten hierboven in
parametervorm gegeven,
We krijgen dan voor A, B, C, D en E het volgende stelsel verge-
lijkingen:

A+ +E=0

abB + bC +¢D =0
(—a?— 8 —c2 242+ g% A —2 (bd-+ef) B+2(ad—fg) C +
+2(af+b) D+ (@ +R2 4B LPRLBE=0

Dit zijn 3 lineaire vergelijkingen in 5 homogene onbekenden. Er

ziin dus (5—7#) onafhankelijke oplossingen, waarin » de rang is
van de matrix:

1 ; 0 ; 0 :
0 5 a i b :
—at—bP—A LA —-2(d+ef); 2(ad—fg) ;
0 ; 1
¢ ; 0

2(af +8g) ; @+ E4EA P+

welke gelijk is aan die van de matrix

1 ; 0 : 0 )

0 : a 5 b :

—a— @t —2(bd+of) ; 2(ad—og) ;
0 : 0
0

2(af +8g) 3 2(@@+04c3

of wel die van de matrix

2 S R SR T 0
‘-0 - a : b : c : 0
%' —bd—cf; ad—cg; af+bg; @B+

We kunnen in plaats hiervan nu ook wel de rang » — 1 bepalen
van de matrix:
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‘ a : b : G : 0
‘—bd—cf; ad—cg ; af +bg; a4 54 c?

Deze matrix heeft de rang 2, tenzij a® 4+ 5* + ¢® =0 of als we
ons beperken tot reéele rechten: tenzij a = b =¢ =10 in welk
geval de genoemde cirkel inschrompelt tot een punt en de X' as
blijkbaar in rust verkeert. Alle rechten door O in R, waarvoor
m = #n = p = 0 vertonen deze merkwaardigheid; het zijn de rech-
ten door O in de R, S, T zij R,’s van K. In dit geval zoeken we
echter de meetkundige plaats van het snijpunt bijv. van de Y’ as
met de eenheidshypersfeer. Hiervoor vinden we:

- 2au — 2 (bd + ¢f) u*

T @R AT E g

B e Ly

ol (@R
— 2du— 2 (ab - fg) u?

R Vo Sy

T — 2fu— 2 (ac — dg) u?®

Tl (@ LA )

X

=

Dit wordt weer een cirkel, tenzij opnieuw gelijktijdig behalve
a=10 ook nog d =f=0, welk geval we uitsluiten, omdat we
veronderstelden, dat [ niet samenviel met een der codrdinaat-
assen. Hieruit blijkt, dat we zonder aan de algemeenheid schade
te doen, kunnen overgaan tot ’tgeval, dat niet gelijktijdig
a=1"b=¢=0 De rang van eerstgenoemde matrix is nu drie. We
vinden voor 4, B, C, D en E twee onafhankelijke oplossingen
plus hun lineaire afgeleiden. Het vlak van die cirkel is dus vol-
komen bepaald evenals het loodvlak door O hierop. Wanneer dus
het beeldpunt de rechte / doorloopt, passeert R,” van uit de
aanvangsstand een rij standen, zodanig dat het snijpunt der
X" as met de eenheidshypersfeer een cirkel om dit loodvlak
doorloopt.

Een nadere beschouwing van de eerste matrix leert ons nu, dat
het vlak van deze cirkel, die we gemakshalve de X' cirkel zullen
noemen gaat door de punten:
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SRR R YRR i |
{OP i@, b? ¢, 0 }
{_ag—bzicahl*da __j_ f2+g2s —2 (b(i+€f), 2[‘(Idf{'g),

2 (af +bg), @+ b2+ c+d+ P+ g}
van R,. Dit vlak snijdt de oneigenlijke R, van Ry dus volgens de
verbindingslijn van de punten:

{0, a, b, ¢, 0} en

{a® + B2+ 2, bd + ¢f, —ad +cg, —af—bg, 0}
Evenzo vinden we voor het vlak van de Y, cirkel de vergelijkingen:
B 4 +E =0
aA - —dC + —eD ==}
— (2bd +of) A + (—a® + b2 f-e*—a*—fi—g®) Br—2 (ab + fg) C—
2 (ac—dg) D+ (a2 + B2+ 2 4@+ 2+ g?) E=0.
Analoge beschouwingen leren ons weer, dat ook hier de matrix
van de coéfficiénten de rang drie heeft. Ook hier is dit vlak en
zijn loodvlak door O weer volkomen bepaald.
Het blijkt nu te gaan door de punten:
1, i, 0, 0, 1}
fa, O, —# =& 20}
(—2@pd+4cf); —a+DBfE—d—f+g; —2(@btf);
—2(ac—dg) ; atrt b fettd?LfELpR)

De oneigenlijke rechte van dit vlak is nu bepaald door de punten:
{a,0,—d, —f,0} en {bd + cf, a* + d* + 2, ab + fg, ac —dg, 0}
Op overeenkomstige wijze vinden we voor de oneigenlijke rechte
van het vlak van de Z’ cirkel, een rechte door de punten:

5, 4,0, —g t)}en {—ad +cg, ab+fg, BB+ + g% be +df, 0}
en ten slotte voor het vlak van de 7' cirkel de rechte door:
fe, f, g 0,0} en {—af —bg, ac—dg, bc + df, ¢ + 2 +g% 0}

We tonen nu aan, dat deze acht oneigenlijke punten op dezelfde
rechte liggen.
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Hiertoe bepalen we de rang van de matrix:

0
—a
—b

—C

bd + cf
—ad + cg
—af —bg

a® + b2+ ¢? ;

; a ; b : ¢
: 0 ; d f
: —d ; 0 : g
; = ; =g 0
bd +cf ; —ad4cg; —af—bg
a4 a2 abtfg ac—dg
;o oab-fg o ; BPdP4g® ; be -+ df
; ac—dg  ; beAdf ;A4 fr g

door optelling en aftrekking van rijen; na eerst met geschikte
factoren vermenigvuldigd te hebben, laat deze matrix zich zonder
rangverandering herleiden tot de volgende:

I 0

0 a
—a 4]
—b —d
3 - El

¢l cf

0 a?

0 ah

ac

b ¢
d if
0 g
— g 0
cg 0
ab ac
b2 be
be o

Hiervan blijken de laatste vier rijen afhankelijk te zijn van de eerste
vier, zodat we slechts de rang behoeven te bepalen van de scheel-
symmetrische matrix:

0 a b c
—a 0 q 7
—b —d 0 g
—c¢ —f —z 0

welke rang twee is, omdat ag — bf + ¢d = 0 en niet alle elementen
van de matrix nul zijn. Hiermede is bewezen, dat de snijpunten
der X', V', Z” en T" assen met de eenheidshypersfeer om O in R,
zich bewegen in evenwijdige vlakken. We bepalen nu eerst het
loodvlak door O hierop. Daartoe zoeken we de poolrechte in de
oneigenlijke R, van R, ten opzichte van de isotrope bol
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X4 Y24 224 T2 =0

in die R, van de gemeenschappelijke oneindig verre rechte der
vlakken van de X', Y, Z’' en T’ cirkels. Deze poolrechte wordt
bepaald door twee onafhankelijke vergelijkingen van de volgende
vier afhankelijke:

aY 4 bZ +cT =10

—aX +dZ 4 [T =0
—bX —dZ +gl'=0
— X —fY —pgZ =il

Diezelfde twee vergelijkingen geven het vlak door O en deze rechte
in R, aan, dus het gevraagde vlak. Men kan dus met 2 van deze
4 vergelijkingen volstaan. We geven ze echter alle vier, wijl niet
a priori te zeggen valt, welke twee onafhankelijk van elkaar zijn.
Is bijv. @ # 0 en zijn de overige grootheden b, ¢, d, fen g alle nul,
dan vinden we in overeenstemming met het vroeger afgeleide,
dat bij de M as van Ry behoort het ZT vlak van R,. Analoog voor
de andere assen in Ry Kiezen we nu de greep {a, b, ¢, d, [, g}
z6 dat @+ 4 E+-da2+ PR +e2=1, terwyl natuurlijk
ag — bf - cd = 0 -en onderstellen we, wat we zonder aan de al-
gemeenheid te kort te doen mogen aannemen a 7 0, imners de
grootheden a — g, spelen dezelfde rol, en passen we op de rechte [
in R, van de oorsprong af in positieve zin een stuk — 2 tg fa af
en bepalen we nu de stand van R, ten opzichte van R, die hierbij
behoort, dan krijgen we voor het snijpunt der X' as van R," met
de eenheidshypersfeer om O in Ry

D I el ekl .l Y i 501

I 4 tg*da
v — 2a tg Ya—2 (bd + ¢f) tg® ta
7 20 tg da -+ 2 (ad —cg) tg? ja
| 1 + tg?la
7 2etgia+ 2 (af + bg) tg? ha
o 1 + tg? {a ;

Voor de R, door het vlak:
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a¥ + b2 + ¢T =10
—aX +dZ +— T =0
en de X as van R, vinden we:
aY +- b6z +cT =0
Voor de R, door datzelfde vlak en de X’ as van R,” vinden we:
—alX +aY + b+ A Z+ e+ )T =0

WAATIN

ol 2 (a®+ B>+ ?) tg ta
T a—2 (bd 4 ¢f) tg sa —a tgt da

Voor de hoek tussen deze twee R, krijgen we:

COS @ — a2+b{!}+ l‘id} %_C(CT;{}!)
P Va2 + b2+ ) (a2 + o + (b + 2d)E + (c + M)

Substitueren we hierin de gevonden waarde van 2, dan vinden
we na enige herleidingen:

- 2E)
a(l tg 5

a(l +tg2%)

cos g = = CO0S d.

Ditzelfde resultaat vinden we, als we de hoek bepalen tussen de
twee Ry" door dit vlak en respectievelijk de Y as van R, en de
Y’ as van R’ enz. Hiermede hebben we de volgende stelling be-
WeZen!

De vechien in de beeldviimte Ry, die door de oorsprong hiervan gaan
en liggen op de tweedegraadsvijfdimensionale kegel mf — ns + pr = 0
geven volaties weer vn Ry om vlakken door de oorsprong hiervan; hierbij
gaat R, wit van de aanvangsstand.

De overige rechten door O in R, beelden zeker geen rotaties om
een vlak af, immers de snijpunten der X', Y', Z' en T’ assen van
R;" met de eenheidshypersfeer om O in R, beschrijven dan vierde-
graadsruimtekrommen. In een geval loopt bij elke rotatie om een
vlak de afbeelding spaak. Als we n.l. de wenteling uit de aan-
vangsstand over 180° krijgen. De parametervoorstelling der deter-
minant, die deze stand uitbeelden moet, verliest haar zin. In dit
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geval voegen we aan die determinant per definitie toe het on-
eindig verre punt der beeldrechte.

We gaan nu na welke beeldrechte in Ry door O behoort bij de
rotatie om een willekeurig vlak in R; door de oorsprong. Zij dit
vlak gegeven door de beide vergelijkingen:

AX 4+ BY + CZ + D,T =0
A,X + ByY + CoZ + D,T =0

Door beurtelings hieruit de X, Y, Z en 7 te elimineren vinden
we de vier volgende afhankelijke vergelijkingen:

Y +mpl + w2yl =0

7y X + Tyl + 7oyl =0
Ty X — Tys ¥ + ay T =0
— A X — Ay Y — Tl =1

Waarin 7y, Mg Ty €0z, de ascodrdinaten zijn van de oneigenlijke
rechte van dit vlak. Vergelijken we dit met het vroeger gevonden
resultaat, dan krijgen we de volgende stelling:

Bij het viak {my . . . . W} als votatievlak in Ry behoort in Ry de beeld-
rechte

mé-n_gii'r__sit <

Tye Mz Ta Ty Moy Ty

We vinden nu in de fundamentaalrelatie my,7mgy -+ 79170y - ygtpg = 0
tussen de Pliicker’sche ascodrdinaten terug de vijfdimensionale
tweedegraadskegel mt —ns + pr =0 waartoe de beeldrechten be-
horen, welke rotaties om een vlak van R, door O aangeven. Het is
nu ook duidelijk waarom wij in R slechts de rechten van deze
kegel vinden. Er zijn n.l. niet meer vlakken door O in R,

De ruimten van een even aantal afmetingen staan in zeker opzicht
achter bij die van ecen oneven aantal afmetingen. We lichten dit
eerst toe aan R, en R, en zullen daarna algemeen [ormuleren en
bewijzen.

We konden in R, van een willekeurige stand:
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komen naar een andere;
by by by

bzl 62‘2 b23
b31 532 b:;a

door rotatie over een bepaalde hoek om een volkomen bepaalde
as door de oorsprong. In de vierdimensionale ruimte gaat dit niet
meer. We konden van de beginstand door rotatie over een bepaalde
hoek om een vlak door O slechts komen tot die standen, welker
beeldpunten liggen op de reeds meergenoemde kegel in R, Dit
hangt hiermee samen. Bepalen we in R, de middelloodvlakken
van de verbindingslijnen van de snijpunten XX', YY’, ZZ’, der
assen van het vaste stelsel in R, en de overeenkomstige assen van
de bewegende R;" met de eenheidsbol om O in R,, dan gaan deze
middelloodvlakken door een lijn. Doen we het analoge in R, dan
vinden we, dat de middelloodruimten van XX’ YY', 27 en TT'
slechts in bepaalde omstandigheden meer dan één punt gemeen
hebben. Zij die willekeurige stand, ten aanzien van de aanvangs-
stand gekarakteriseerd door de determinant:

ay Lot 13 a1y
an Aap Qo3 A
gy A3a fsg A3 {
{tyy () g gy |

dan vinden we voor d middellood R, van XX "

(X Df 8 42 L TR (X~ a)E b [ =i
+ (£ —ag)? + (T —ay)?
We krijgen dus voor deze middelloodruimte na herleiding en voor
de 3 analoge:
(ay — 1) X 4 an Y + ayZ + ayT =0
@19 + (@ — 1) YV + agZ + a,,T =0
X + @Y + (ag— 1) Z + a7 =0
apuX + ay¥ + ayZ 4 (4, — 1) T =0.

Nu is echter de rang van de matrix:
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@y — 1 55| Ay ay—1
A5 Ay — 1 g o
s Ay g — 1 Ay
T oy 5T Ay — 1

vier, tenzij 1 — (@y + @y + @ag+ ay)) + Ay + Ajg + 41, =0
waarin

Ay =

en analoog voor A, en Ay

Wanneer nu de elementen van de matrix aan deze voorwaarde
voldoen, dan is de rang van de matrix evenwel niet drie, maar
daalt af tot twee. We komen nu tot de volgende merkwaardige
stelling:

De middellood Ry s van XX', YY", ZZ" en TT' gaan of slechis door
één punt O of wel zij gaan door een vlak door O.

De hier gevonden resultaten laten zich nu eenvoudig uitbreiden
op een Roui1 en een Rpy. We vinden dan de volgende algemene
eigenschap:

In Rent1 gaan de overeenkomstige middellood Ren's door een rechte.
In Ren gaan zij of slechts door één puni of zij swijden elkaar minstens
in een viak.

Het bewijs hiervan berust op een tweetal eigenschappen van de
orthogonale determinanten. De eerste gevonden door Brioschi
luidt: De vergelijking:

41 -+ x Ay cevrsseaaas din
aEl 322 —l‘ 1 ........... Won

DUEY == v vnevnmess e siannisasssiesioss o =)
an1l F e R g ~}-‘ X

heeft als # oneven is, de wortel — 1. De tweede eigenschap is een
uitbreiding van een door Stieltjes gegeven stelling: Zijn

[ @y o e a1n by R R o bin
aE] (122 ....... a2n &t bal bZ‘! ....... 1.2!4
Tyl 77 Fan Lt {32 srevere 50 f’ms
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orthogonale determinanten, die de waarde 1 hebben en is:

dyy *F bll yy - blz .......... din + blﬂ,
Aoy by B == By varsicws wian & st agy - boy

i =2 (]
dnl —!— l'-m} Ao ﬁ' ]1'22 .......... Ayn ‘}* Mnn

dan zullen ook alle minoren van de orde # — | in R nul zijn. We
nemen nu als # even is voor de tweede determinant hierboven de
volgende:

— 1 0 Qs e 0
0 — 1 Mg wreen 0
0 0 ==l e 0
0 0 1 s — 1

Hiermede ig de juistheid van bovengenoemde eigenschap aange-
toond. Waar de meest elementaire beweging in R, om een vast
punt, de rotatie om een Ry door dat punt is, volgt hieruit,
dat de mogelijkheid om twee standen van zo'n beweeglijke Ry’
ten opzichte van een vaste Ry in elkaar over te voeren door rotatie
om een Ry2 door de oorsprong nog meer beperkingen zal eisen,
dan dit in R, reeds het geval bleek te zijn, terwijl daarentegen
die overgang in R, altijd mogelijk was.

Een andere wijze om dit te controleren is van Dr. J. A. Barrau.
Deze redencert aldus: De vrijheidsgraad van een vlak door de
corsprong is vier, voegen we hierbij die van de rotatiehoek dan
komen we slechts tot vijf, terwijl de vrijheidsgraad der standen
in R, bij vaste oorsprong 6 is. Het zal dus niet zonder meer
mogelijk zijn om van de aanvangsstand naar een willekeurige
stand van R,’ te komen door rotatie om een vlak door de oorsprong.
We gaan nu over tot een bespreking der rechten in R, door O
buiten de kegel mi — ns + pr = 0. We kiezen hiertoe eerst een
rechte door O in het MT vlak van R, waarvan alleen de M as en
de T as op die kegel liggen. We krijgen zo'n rechte door te stellen
m=p =r=s =0 en m — &kt waarin & 0. De standen door de
eigenlijke punten van zo'n rechte afgebeeld worden gekarak-
teriseerd door de determinant;
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S Zm (142

1 L2 4-mP® 1 +mP -2 mt?
— 2m (1412 1—m2 2 —m2f2

| L 2-m® ] -t -mte

1 -Lon2—12—in 242 2t (1-4-m?)

I amd-btmt® 1w

0 0

0 0

— 20 (1 +m? 14wt
Lt 2t 1 m? 22

0 0

waarin m = ki. We krijgen nu na vereenvoudiging:

I —am® 2m
1 -+ m® 1 - 92 2 &
—2m 1 —m?
1+m 14 m g 0
_ L 3d )
0 0 e =
1+ ¢ 1 L2
—2% 1z
0 0
I+ ¢ 1+ ¢
waarin m = ki. Stellen we nu hierin m = —tg la en t = = tg 18

dan gaat bovenstaande determinant over in:

cos A — sin a 0 0

sin o COS 0 0
0 0 cos f§ —sin f§
0 0 sin f§ cos f#

Voor deze laatste determinant kunnen we zowel schrijven P x Q
als ook ) X P waarin;

cose —sina 0 0 1 0 0 0
p_|sina cosa 0 0 a0 = GANS] 0 D.
0 0 1.0 0 0 cosf —sinp
0 g o 1 0 0 sinp cos f#

waarbij de vermenigvuldiging uit te voeren is door rijen van de
eerste determinant te vermenigvuldigen met kolommen van de
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tweede. Verder zijn dan « en f gebonden door de relatie
tg to = ktg 1p. We vinden dus de volgende stelling:

De eigenlijke punien van de rechien in R, door O gelegen in het MT vlak
beelden de standen wit van Ry len opzichte van R,, die wit de aan-
vangsstand verkregen zijn door dubbeldvaaiingen om Z1 vlak en XY
vlak van R,

Deze rotaties zijn blijkbaar verwisselbaar. Verder is de verhouding
der tangenten van de halve rotatiehoeken gelijk aan de verhouding
van de m en ¢ coérdinaten van de beeldpunten. Voor een bepaalde
@ en f krijeen we het beeldpunt, door op de beeldrechte af te
passen een stuk —A/tg? ba - tg? L.

Overeenkomstige redeneringen gelden voor de rechten van het
NS vlak en PR vlak voor zover zij door O gaan, Aan het on-
eigenlijke punt van zo'n rechte voegen wij weer per definitie die
stand van R,’ toe, die uit de aanvangsstand verkregen wordt door
dubbelrotatie over 180°.

We gaan nu nog na, welke baan een willekeurig punt X', Y’, Z*
7' van R,’ ten opzichte van R, beschrijft bij deze beweging. We
vinden nu:

1A — R X+ 20Y)

ih T+ 28 (1 +P)

v_ (1 - {—20X" 4 (1 —R¥ Y}
= (1 + #23) (1 4 &)

. (1 -+ 222 {(1 —8) Z' + 24T’}

" (1 - &%) (1 4 £2)

T (1 4+ R {—2¢Z' + (1 =8 T"}

(I + 20 (1 + )

Dit is een 4e graadsruimtekromme, want een willekeurige Ry
wordt hierdoor gesneden in 4 punten. De oneigenlijke R; wordt

gesneden in de punten ¢ = 41, { = —1, f = —+ % en i = —r——;;
Hieruit volgt weer deze stelling:

Alle punten van Ry, die liggen in een viak evenwijdig met OX'Y',
beschrijven krommen die dooy 2 vaste punien gaan.

Analoog voor alle punten van R,” in een vlak evenwijdig met
0Z'T’. Voor k= -1 worden deze punten zelfs dubbelpunten.
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Omgekeerd zal een dubbelrotatie om het ZT vlak (respectievelijk
XY vlak) van R, over hoeken a en § zijn beeldpunt vinden in het
punt van R, dat correspondeert met de determinant:

COos @ — sin o 0 0

sin a COS @ 0 0
0 0 cos fi sin f§
0 0 sin i cos fI

Volgens de inleiding vinden we hiervoor het punt:

p —2sina(l 4cosf) o 4. . __q.
’”_2{1 +cos a) (1 - cos )’ ey af==0 =
— 2sin B (1 -+ cos a)

(1 + cos a) {1 4 cos g)’

We krijgen dus de greep:

{—tgia, 0, 0,0, 0, —tg i}
wat geheel in overeenstemming is met het voorafgaande resultaat.
De enkelvoudige rotaties daarentegen om ZT vlak over de hoek a
en om het XY vlak over de hoek f# vinden hun beeldpunten respec-
tievelijk in: 2

{—1tg4a, 0,0,0,0,0} en {0, 0, 0,0, 0, —tg i}

Beschouwen we nu een willekeurig vlak in R; door O:

AX L+ BY +CZ+DT=0

AX 4+ B,Y 4+ CZ + D,T =0

Het loodvlak in O hierop geschreven in parametervorm wordt nu
X A2+ 4,

T B,
Y B+ B,
T - DA+ D
Z _GA+G
T D+ D,
of na eliminatie van A
(B,Dy—B,Dy) X — (4:Dy—4,Dy) ¥ +(4,B,—4,B,) T=0
(C.Dy—CaDy) X — (4, Dy—A,Dy) Z4(AyC—A,C)T=0
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In Pliickerse notatie vinden we, dat bij het vlak door O in Ry

Y + Myl - myl =0

T X + sl + T =10
— My X — agY + myl =
— Ay X — orgy Y — gl =

behoort het loodvlak deoor O in Ry

Y + My — gl =

gy X — ayZ +apl =0
— X + Y — el =0
TggX — s Y + @l — i)

Nu behoort bij een rotatie om het eerste vlak de beeldrechte:

" M P ¥ 5 ¢

g g g g Wy Ty

in Ry terwijl voor de rotatie om het loodvlak op het eerste vlak
de beeldrechte

" # P 4 5 t

T

T RS G EE

in Ry gevonden wordt. Hierbij is weer gebruik gemaakt van de
fundamentaalrelatie.
Deze beide beeldrechten staan loodrecht op elkaar, want hun
oneigenlijke punten zijn geconjugeerd ten opzichte van de iso-
trope V% m? 4+ n? 4+ $* + #* + 52 - £2 =0 in de oneigenlijke R;
van de beeld R, We komen nu tot het volgende merkwaardige
resultaat: Wenst men de standen van R," verkregen uit de aan-
vangsstand door dubbelrotatie om een vlak van R, door O al te
beelden op punten van vlakken door O in Ky dan komen hiervoor
alleen in aanmerking die vlakken door de oorsprong van de beeld-
ruimte, die de kegel mt—mns + pr =0 snijden volgens gecon-
jugeerde rechten. Hierbij noemen we de rechte

m __n P AP

a b e

t
E.

geconjugeerd aan de rechte



m b P ¥ $ (4

g —j] . d 0o —b a
Wiil nu langzamerhand de orthogonale determinant van de vierde
orde in de Cayleyse parametervorm haar hanteerbaarheid verliest
is het gewenst de gevonden afbeelding enigszins te wijzigen en
daarna aan te vullen. De stand van R,’ ten opzichte van K, ver-
kregen unit de aanvangsstand door rotatie om een vlak

(T2 s - oo )
door de oorsprong van Ry, over een hoek « beelden we af op een
punt van de rechte

m n P ¥ S 3

Tz Ty Ty Tay Ty Ty

in R, welk punt we verkrijgen door op deze rechte in positieve
zin een stuk tg da af te passen. Het oneigenlijke punt van de beeld-
rechte beeldt die stand af, welke we uit de aanvangsstand ver-
krijgen door rotatie over 180°. Op deze wijze verkrijgen we als
beeldrechten de beschrijvenden door de oorsprong van de kegel £

mt +ns - pr =0 in Ry

De standen van R, nit de aanvangsstand verkregen door dubbel-
rotaties om een vlak (%, Mgy . ... 7)) van Ry, gaande door de
oorsprong over hoeken « en f beelden we af op punten van dat
vlak van R, hetwelk de beide beschrijvenden van £ bevat die
behoren bij dat vlak van R, en zijn loodvlak en wel op die punten,
die we verkrijgen door in dat vlak van R; op die rechten stukken
tg Ja en tg 1f af te passen en daarna in de verkregen punten lood-
liijnen op die rechten op te richten in dat vlak; het snijpunt dezer
loodlijnen is dan het bedoelde beeldpunt.
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STELLINGEN.

De critiek van Nort op de stertellingen van HENIE is niet geheel
gerechtvaardigd.
The Harvard Map ol the Sky and the Milky Way
by H. NortT. Recherches astronomiques de 'Obser-
vatoire d' Utrecht VIT,

T

Ten onrechte verwaarloost BALL bij: ,, The reduction to the equator”
de term — { sin $6 tg 81w, die van dezelfde orde is, als de term
— y sin 60 tg “4w, waarmee hij de ontwikkeling & — @ besluit.

R. 5. BaLi, A treatise on Spherical Astronomy,
Hoofdstuk X, blz. 227,

111

De manier waarop Scuul de eliminatiemetheden deor niiddel
van symmetrische functies en die volgens SYLVESTER behandelt
1s niet in alle opzichten bevredigend. Er werdt niet aangetoond,
dat de resultante op de ene manier verkregen, dezelfde is als die
volgens de andere methode.

ScHUH, Lessen over Hogere Algebra IT, § 111 en
§ 124,

IV

De wijze waarop KowALEwsKI betoogt, dat er slechts een S, uit-
zonderingsdeterminant” van de 2de orde bestaat, is nodeloos

omslachtig.
G, Kowarewskr, Einfihrung in die Determi-
nantentheorie, blz. 176,

v

Heeft men in een plat vlak een driechoek A4BC, waarvan A en B

D. N. LELYVELD






vast liggen en C een algebraische kromme €, doorloopt, dan be-
schrijft het hoogtepunt van die drieheek een Ca,.

Gaat die C, niet door 4 en B dan zijn deze punten # voudig voor
de Csy. Zijn het echter k- en Ivoudige punten van de C,, dan 1s
de Cg, ontaard en bevat de loodlijnen in 4 en B op ABachter-
eenvolgens % en / maal,

Evenzo zal de Cg, ontaard zijn als de C, het oneig. punt van de
rechten loodrecht op AB als m-voudig punt bevat. De Cg, bestaat
dan uit een Cgy s en m maal de rechte AB.

VI

De bewering: Lim R,e" — 0 als R een,, reéle variant voorstelt
en a een positeif getal is < 1, is onjuist evenals de uitbreiding
hiervan op een complexe variant R, en een complexe verander-
lijke a waarvan de modulus < 1 is.

Scrun, Lessen over Hogere Algebra, DI TIT,
blz. 28,

VII
Het betoog, waardoor Bouman trachi aan te tonen, dat de cylin-
drische beeldvarieteit B van de graad 64 is, is niet geheel volledig,

J. N. Bouman, Kinematische Projectie, blz. 43
en 44,

VIII

De manier waarop BETH bewijst, dat bij de deor hem bedachte
afbeelding van de standen van een vast lichaam een beeldrechte
de wenteling om een vaste as voorstelt is niet geheel correct.

H, |. Brrm, Nogmaals de afbeelding der bewe-
gingen volgens Stuny, Christinan Huygens, 18de
jaargang, No. IV, blz. 145

IX

De vrije bewegingen in R, laten zich afbeelden in Ry, die in R,
op een Ry,

¥ K 967
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