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INLEIDING

In 1938 verscheen van de hand van 7. G. Room te Sydney, een
boek getiteld: ,,The geomelry of determinantal loci”.

In ,,Nieww Archief voor Wiskunde”, tweede reeks, deel XX, p. 195,
vindt men er een bespreking van door Dr. J. A. Barrau.

In bovengenoemd werk wordt de determinantale variéteit, met als
notatie (|7, gl [#]), gedefiniéerd als de variéteit met het stelsel
vergelijkingen, dat men krijgt als men van een matrix van p rijen
en g kolommen de determinanten van de orde » + 1 gelijk nul stelt.
De elementen der matrix zijn dan lineaire homogene functies der
coordn. {¥g ¥4 ... %} van Ry,

In het hier volgende onderzoek worden deze elementen xag

a= 1,2, . up
Bi=11 2, ity

ondersteld homogene mr-d¢ graadsfuncties van de puntcodrdn. van
Ry te zijn. De hiermede corresponderende algemene variéteit wordt
genoteerd als: ([p, g|™ [x]). Met het symbool (|p, gl {1 [%]) wordt
hier hetzelfde bedoeld als met (|, ¢!r, [#]) in het boven vermelde
werk. )
Substitueert men in de hier volgende eigenschappen voor de groot-
heid m de waarde 1, dan ontstaan, met dikwijls voorkomende ver-
eenvoudiging in de redactie, de in het werk van Room behandelde
eigenschappen.
Ook in de corresponderende bewijsvoering treden dan dikwijls
vereenvoudigingen op, terwijl vooral enkele kenmerkende groot-
héden minder gecompliceerd worden door het verdwijnen van
machten van m of op andere wijze (zo b.v. de formule (23) en de
in stelling 7. 5. voorkomende vrijheidsgraad).
Zoals te verwachten was blijven de formules voor de dimensie
van de wverschillende variéteiten ongewijzigd, indien m £ 1 ge-
nomen wardt (stellingen 2, 3 en 4).
Verrassend is de uitbreiding van de eigenschap dar de variéteit
V= (|p, |, [#]) aequivalent is met V' = (jp —1,¢—1|1), [n])
en V' = (|p, g —1]®), [n —17).
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Naar aanleiding hiervan komt men op variéteiten, op de door-
snijdingsfiguur van enige V}:ﬂ s (dow.z. variéteiten van de
dimensie (»— 1) van de graad m) gelegen.

In plaats van [z — 1] # in [#] komen dan m-de graadsvariéteiten
van de dimensie (# —1). Een [#—1] in [#] duiden we aan met
prime, een V‘:”l’ in [n] met ,,prime” of ,,[n —1]".

Wat de notatie betreft dient opgemerkt te worden dat we onder de
vergelijkingen %,t =0 a=1,2,...p, verstaan: xy; =025 =0;...
Xp =10

G e L A
De notatie ze = 2™sdeasrs ' =1,2,...9
0 =0,1,...#n

betekent dat de pp’ mogelijke grootheden zq4 m-de graadsfuncties
zijn in de homogene coordn. xg, %y, ... %, van R,

=1,2,...
Verder omvat b.v. de schrijfwijze Adateg = 0 ;r :’ ,)’ };

de g vergelijkingen

My A Xy .- 2y pr =)
Mg 1 Ay Xy ’{'--.—kﬂp %pp. = U

M¥ig+ Ay X2g+ ...+ Ap xpg =0

Zoals de definitie zegt heeft men bij elke variéteit (|p, g/, (]}
te maken met een matrix van p rijen en g kolommen (p onderstellen
we < ¢.). De rang van die matrix is p — 1. De vergelijkingen der
variéteit krijgt men dus door alle determinanten van de orde $
gelijk nul te stellen. Echter zijn al die aanwezige vergelijkingen
niet onderling onafhankelijk,

Hiervoer geldt n.m.l. een eigenschap, die toegepast wordt bij het
opzoeken van de hoofddeterminant van een matrix *).

Deze eigenschap welke dikwijls in het volgende wordt toegepast,
luidt als volgt:

Heeft men een matrix met $ rijen en ¢ kolommen (p < g, dus een
z.g. liggende matrix) en zijn de (g —p + 1) determinanten van de

*) Zie b.v. F. Schuh, Beknopte Hoogere Algebra, § 23,
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pde orde, welke ontstaan door aan de eerste (p — 1) kolommen
van de matrix telkens een der andere toe te voegen, alle nul, dan
zijn alle determinanten van de p<e orde dezer matrix nul, zo in
de matrix (p — 1) bij p gevormd door de eerste (p — 1) kolommen,
een van nul verschillende determinant van de (p — 1)de orde
voorkomt.

In de hoofdstukken I en IV wordt deze eigenschap toegepast in
de omschrijving: De variéteil (|p, q[},’f{, [n]) omuvat de punten die
voldoen aan (¢ —p + 1) determinanten van de p-<4¢ orde gelijh nul
gesteld, verminderd mel de variéteit die onistaat door in de matrix,
die al deze (q—p + 1) determinanten gemeen hebben, de rang
r=p—2 le stellen. ,

Voor het algemenere geval » 3£ $ — 1 {de maximale waarde welke
r kan bereiken!) luidt de stelling waarvan het bewijs in Schuh
wordt gevonden:

Is » << p {en dus » < g) en is er een van nul verschillende determi-
nant van de »4¢ orde in de matrix p bij ¢ gevonden, dan is deze
een hoofddeterminant, als de (p —#) (¢ —#) determinanten van
de (r -~ 1)9¢ orde, ontstaan uit de genoemde déterminant door
randing met een der overige rijen en een der overige kolommen
uit de matrix, alle nul zijn.

De vorm waarin deze eigenschap hier toegepast wordt is als volgt:
De variéteit ([, q|\™, [n]), omvat de punten die voldoen aan (p — ) (g—7)
determinanten van de (v + 1)@ orde gelijk nul gesteld, verminderd
mel de variéleit die ontstaal door de determinanten van de re opde
van de staande matrixz P bij v gelijk nul te stellen.

Nadat de determinant van de »de orde die 0 is (een hoofddeter-
minant), na eventuele verwisseling van rijen en kolommen, links
bovenaan staat in de matrix $ bij ¢:

| %44 =3 TR 5 RN 7 (I, I < B
A Xag ... NpF  ...XB g1 XB.4q
Xp-1,1 Xp-1,2-..%p1 r... Vel et Xp=ts g
Tp,t Ep2 - Xpor ... Xpgi Kpg

luiden de vergelijkingen van de bedoelde variéteit:



11 K12 F1r

A1 X2a A2y

7 M Xar
.................... ==
Xp-1,1 Xp1,2. .- Xp-1,7

k1 Ep o Apr fl¥—1

Het is verder duidelijk dat, als een variéteit gegeven is door een
matrix p bij ¢ en een bepaalde rang #, verwisseling van rijen onder-
ling en van kolommen onderling, ja zelfs van alle rijen en alle
kolommen (waarbij dus een staande matrix een liggende wordt en
omgekeerd), geen andere variéteit oplevert, 20 de vang v gehandhaafd
Blijft. Immers al die verwissclingen veroorzaken in de verschillende
determinanten van de orde (» + 1), die gelijk nul gesteld de variéteit
voorstellen, op zijn hoogst tekenverandering. Zoals dan ook blijken
zal zijn de variéteiten (|p, g™, [n]) en (g, p|™, [#]) identiek.

Ten slotte zij neg het theorema van Bézoutl vermeld, dat in hoofd-
stuk I'V bij de graadbepaling van de algemene vari€teit (Ip. g™, [n])
wordt toegepast.

Dit theorema luidt als volgt: *)

Heeft men n vergelijkingen in n onbekenden xq, Xy . . . Xni

ho (a2 xn) =0
f) (xl’ Xa, x”) =10
f", (xl, ﬁ:zl x,g) = D

waarin de functies fy, fa - - - In rationale veeltermen 2ijnin %y, Xy, - . . Xn,
vesp. van de graden my, My, . . ., Mp, dan 1s het aantal oplossingen
van dit stelsel vergelijkingen, indien hot eindig is: miy Mg My . . . M.
Deze stelling wordt bewezen door volledige inductie, waarbij nit-

#) Zie b.v. F. Schuh, Beknopte Hoogere Algebra, de §§ 149 t/m 151; alleen
het geval: 2 vergelijkingen van de graad i en # in 2 onbekenden wordt hier
behandeld, Verder: F, Schuh, Lessen over Hoogere Algebra, deel 11, acht-
ste les.
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gegaan wordt van twee vergelijkingen met twee onbekenden van
de graad my resp. #,.
Na rangschikking luiden deze dan:

fi (7, %) = agm™ + ayzyl ragnme® 4L 4 aw, = 0.
f2 (1, %) = byxy™s + byt | byyme® L by, = 0.

Hierin zijn dan ay, ay, . . . @, by, by, . . . by, gehele rationale veel-
termen in de onbekende x, van de graad, aangewezen door de
ndex. ; !

Men elimineert nu volgens Syfvester de x, uit de beide vergelijkingen
en vindt dan een determinant van (m, — #m,) rijen en kolommen
met als elementen a,, ay, . . . am,; by, by, . . . b, of 0. Zoals onmid-
dellijk Dblijkt is deze determinant van de /(mm,)de graad in de
onbekende x,. '

Bij elke x, behoort een waarde voor x,, dus beide vergelijkingen
hebben mym, oplossingen.

Oneindig veel oplossingen treden echter op in het bijzondere
geval, dat het eliminatieresultaat uit de beide vergelijkingen een
identiteit oplevert en ook als een van de mym, oplossingen van x,
de beide vergelijkingen f; (¥, x,) = 0 en f, (x,, x,) = 0 tot iden-
titeiten maakt. '

Aldus voortredenerend voor 3 vergelijkingen met 3 onbekenden
komt men tot het vermelde resultaat voor » vergelijkingen met
#n onbekenden.

Zoals men ziet is de mogelijkheid van oo oplossingen een bijzonder
geval. \

In hoofdstuk IV waar het theorema wordt gebruikt, wordt de
mogelijkheid van oo oplossingen uitgeschakeld daar het gaat om
een formule voor het algemene geval geldig.



HOOFDSTUK I

HET BEGRIP PROJECTIEF GEGENEREERDE VARIETEIT s
HET VERBAND MET BEKENDE MEETKUNDIGE
PLAATSEN IN R, EN R; DEFINITIES

§ 1 Definitie
Onder [|x||ly = 0

verstaan we het stelsel vergelijkingen, dat verkregen wordt door
alle determinanten van (1) van de orde » -+ 1 gelijk nul te stellen.
De grootheden xj; zijn dan functies van de graad m in de n-dimen-
sionale ruimte Ry, ook -wel voorgesteld door [#].

Aldus gedefiniéerde variéteiten (1) noemen we ,deferminantale
varidteiten”’, of ook wel , projectief gegemereerde variéfeiten”, afge-
kort: ,,p.g.v.”, welke laatste naam nog nader verklaard zal worden.
De zo gedefiniéerde meetkundige plaats wordt kortweg geno-
teerd als (|2, g]ﬂ','"), [#n]), waarbij p en g het aantal rijen resp.
kolommen van de matrix (1) aangeven, » de rang van (1) is en [#]
aanduidt dat de meetk. plaats in een R, gelegen is, terwijl tenslotte
m de graad van de functies x4 in de puntcodrdn. xy, X, . . . &y IS,
Het blijkt dat zeer veel krommen, oppervlakken en variéteiten,
waarvan de projectieve eigenschappen zijn onderzocht, van het
type (1) of hiervan afgeleide typen zijn.

Allereerst worden ter oriéntatie enkele woorbeelden beschouwd
waarnaar later wordt terugverwezen.

§2 De vlakke KCm), ontstaanswijze; toepassing op de kegelsnede

X X

X1 Aasly
Ziin de grootheden x;; hier functies van de m-de graad in de coérdi-
naten x,, ¥, en ¥,, werkt men m.a.w. in de R, dan stelt (2) een

Zm-de graadskromme K@) voor.



7

Het aantal coéfficiénten van de 2m-de graadskromme is

Ci" =1 (@2m 1) 2m+2).

Elke minor van (2) bevat C = § (m + 1) (m -+ 2) coéfficiénten.
3 2

Door geschikte keuze van de fundamentaaldriehoek kan men
zorgen dat de beide eerste K(")’n door de fundamentaalpunten
X, Y en £ gaan; in de beide eerste minoren vallen dan drie codffi-
ciénten weg.

We hebben dan dus 4 x § (m + 1) (m - 2) — 3 onbekenden en
(2m + 1) (m + 1) vergelijkingen van de tweede graad. Daar m > ()
is, hebben we meer onbekenden dan vergelijkingen, dus steeds
zijn er oplossingen aanwezig,

Bewezen is thans dat elke K@) in R, mag worden voorgesteld door
een vergelijhing (2). '
Voor m = 2 stelt (2) een K@) voor, de x; zijn dan quadratische
functies in de puntcodrdn. x,, x; en x,. De 4 x;s stellen dan gelijk
nul gesteld K®) ' voor. In dit geval kan men 2 van de 24 snijpunten
als cirkelpunten 7, en I, nemen en M van de eerste kegelsnede als
fundamentaalpunt O en een juist gekozen eenheidspunt. Men
krijgt dan 12 vergelijkingen van de tweede graad met 16 onbe-
kenden.

Voor m = 1 stelt (2) een kegelsnede voor.

Algemeen is een vlakke K(m dus steeds een (|2, 2[0, [2]).

De vergelijkingen

| . -

l %4, g by
Yo Yay ly

waarin /, en [, (variabele) constanten zijn, stellen in R, de snij-
punten van corresponderende exemplaren van 2 projectief toege-
voegde K()-bundels voor, welke punten ook voldoen aan de ver-
gelijking (2), dus een K@) vormen, immers (3) is aequivalent met

Xy £1
Yoy Iy

Yig A
Xag ly

= Oen

.:0’

waaruit (2) volgt.
Aan de vergelijking (2) van de algemene K zien we dus dat
de K@m de meetkundige plaats is van de swijpunten van coryespon-



8

devende exemplaren van 2 proj. toegevoegde Kim-bundels. De dragers
van deze beide Kiml-bundels: %y = %5 =0 en X, = %y =0
liggen op de voortgebrachte K(@m),

Voor het bijzondere geval m = 1 krijgt men de bekende ontstaans-
wijze van een kegelsnede uit de snijpunten van corresponderende
lijnen van 2 proj. toeg. waaiers, welke K@) tevens gaat door de
2 dragers van de waaiers.

Deze voortbrenging door middel van proj. toeg. ruimtenverzame-
lingen, verklaart tevens de naam p.g.v. (projectief gegenereerde
variéteit).

§ 3 De 0@m), onistaanswijze; loepassing op het quadratisch opperviak

Thans beschouwen we de vergelijkingen (2) en (3) in de Ry, dus

de xy zijn nu mde machtsvergelijkingen in x, &, %3 €1 X,

Nu stelt de vergelijking (2) een 0@ voor. Geheel analoog ziet

men direct in dat elk 0@ door (2) kan worden voorgesteld.

Een 0@ is dus de p.g.v. (|2, 2/, [3]).

De vergelijkingen (3) of ;%1-1 = %ﬂ en % — ;;—22 stellen bij constante
2 1 2

I, en [, een doorsnijdingskromme K(®*) voor van 2 corresponderende

Olmrp van 2 proj. toegevoegde O(m-bundels, welke K0 gelegen

is op het O@Em): (2).

De variatie van I, en /, geeft allerlei K(m)'n die het O opbouwen.

De basiskrommen van de beide O(m-bundels: xj; = 1y =0 en

¥y = %oy = 0 liggen op het Om), behoren echter niet tot het stelsel

K" waartoe (3) behoren. Het tweede systeem van de het O@m

voortbrengende K% wordt n.m.l. voorgesteld door

R,

11 A gy

B Wag =2 00l % Bk L R e (4)

wy m T T2

£ ) 201 )
My ﬂ’fzg
: m . ]
Dit systeem bevat (ﬂ—: = 0 resp. ;;;2 = [J) de Kim*hy
2 i

Xy = Koy = 0 Tesp. %y, = %y = 0, dus de basiskrommen van de
beide eerste O bundels, die de K*)n van het eerste stelsel
voortbrengen.
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De vergelijkingen (3) en (4) geven dus de beide stelsels Kim')xn
van het O@m), :

De determinant nu van de vergelijkingen (3) en (4) (naar de xij)
Juidt

Fas = oL
(I R
mg —my 0 At

0 0 Ml — iy
Dit betekent:
de vier V"' hebben m?® punten gemeen, een consequentie van het
nul-zijn van de boven gevonden determinant. Hieruit volgt nu
een belangrijk onderscheid tussen de ruimtes R, en R, '
Het zojuist gevondene voor m = 1 in R, resp. R, Iuidt n.m.l.;
de rechten (3) en (4), dus de paren rechten van ,verschillende”
soort, bepalen dezelfde puntenserie van de K@) ofwel: de K@)
draagt één stelsel hem bepalende punten. In de R, echter: De
4 vlakken (3) en (4), dus 2 vlakkenparen van verschillend stelsel,
hebben slechts één punt gemeen. Dit klopt met het feit dat rechten
op het O@) van verschillend stelsel elkaar snijden. Het O@)is dus
drager van twee verschillende stelsels rechten.

§4 De Kim die twee punt m*tallen van de K@m) perbindt; het Otm
dat tiwee K"0n van het 0@ perbindt: toepassing op de kegel-
smede en hel quadr. opperviak

In de R, stelt de vergelijking

1 K1a l
Jz1 59 | =0
My My 0l

een K(m) voor, bevattende de m? + m? = 2m? punten welke bepaald
worden door de vergelijkingen (3) en (4). Het is dus een K(m) welke
de K@m): (1) snijdt volgens de beide door (3) en (4) bepaalde punt
m~tallen.

In de Ry een lineaire vergelijking in x5, dus is dit nu een O0), be-
vattende de beide door (3) en (4) bepaalde K{m)mn.

Voor m = 1 krijgt men resp. de verbindingslijn van 2 punten van
de K@) en het verbindingsvlak van 2 rechten van het 02), dus
het raakvlak aan het O®) in het snijpunt van de beide rechten.
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§5 De KBmYin R, lwee onistaanswijzen; loepassing op de ruimte-
lijke KG)
Vervolgens onderzoeken we de vergelijkingen

-% X X 5
A el g T b (5)
| Koy Koo Fog [il
of
" 2 % X =
n "2l en |1 "B =0 (5a)en (5b).
Fo1  Hps Y

In R, zijn dit twee K@mbpn die x;; = xy = 0 dus m? punten, gemeen-
schappelijk hebben; (5) is dus een verzameling van 4m?* — m? = 3m?
punten.

Interessanter zijn de vergelijkingen (5) in de R,, ze (n.m.l. (5a)
en (30)) stellen dan twee O®mPn voor, die een K0%) : x; = xpy = 0
gemeen hebben.

De vergelijkingen (5) stellen dus een K@= : (|2, 3|{™, [3]) voor.
Voor het geval.m = 1 krijgt men dan 2 O@)n met een gemeen-
schappelijke generator. Zo hebben

X1 A3
Xgp Aoy

X1 Fya

=0 en =0

Y91 Kap
de generator x; = x5, = 0 gemeen, Het derde oppervlak

X2 g

=

Yoz Xy

gaat door de K van de beide eerste, want alle punten die vol-
doen aan de beide eerste determinanten gelijk 0 gesteld, voldoen
ook aan de derde quadr.vergelijking, uitgezonderd x;; = %5 = 0
en dit is juist de genoemde generator.

De drie O®rn hebben dus de K@) gemeen.

X1 Fip ¥13 by

| =0

Yoy X Koy Ly

bestaat uit 6 vergelijkingen en wel in de R, : drie O@»)» en drie
Omiy. Totaal stellen ze voor een K(m-m*) — K(8m*) dus een p.g.v.
(12, 3|7, [3]).

Uit deze vergelijkingen volgt onmiddellijk (door beschouwing n.m.1.
van de drie laatste vergelijkingen): de K s de meetk. plaats
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van telkens m® snijpunten van corresponderende Oy van 3 proj.
toeg. OUm)-bundels :

lyxiy — hxg = 0

ly¥yy — h%ep = 0

lyfyg — hXey = 0.

Deze KB is echter ook de doorsnijdingskromme van 3 O@miy
die paarsgewijze een K(»") gemeen hebben. Dragers van de Q(m)-
bundels zijn %, = vy = 0 enz., dus juist de Km*)n die de K5n?
aanvullen tot de wolledige doorsnede van de corresponderende
twee OEnhby,

Voor m = 1 vindt men de bekende eigenschap van de K@) als
de meetk. plaats van de snijpunten van corresponderende vlakken
van 3 proj. toeg. vlakkenbundels.

§6 Een O@m) gaande door de R(ﬁ’"“) toepassing op de ruimtelijke K(3)
De vergelijking

11 RETS A3
Z2] Xop Yoy | =0
my Hily M |5

411 Y12 BT
Aoy Xap gy
My My My
Myl i,

zijn aequivalent met

s.“axu + pa¥iy + pgtyy =0
Mgy I fa¥gy - pyXey = 0
waarbij dan = My — mgn,’ enz. en stellen een K" voor
] My g%
gelegen op het O@m);

X3 Xya B3 E]
Koy Xog Xp| =0,
Wy My Mgy

welke de KG»Haanvult tot de volledige doorsnede van 2 stuks Q(2m)iy,
Voor m =1 stelt (6), zo puy, py en p, variabel zijn, alle mogelijke
koorden van de K() voor.
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§7 De KGm) en het OBm); twee stelsels krommen K op ket Om) ;
loepassing op het devdegraadsoppervlatk

Als laatste voorbeeld beschouwen we

X1 X129 13
Kot Koy [ L0 R e o (7)
%51 Y32 Y33 |2

[| %12 X1a ¥13 by
P A R e R T (8)
Xay Yoo Yy3 Iy o
zljn aequivalent met
411 Xia Xig ¥i1 Hia L
¥oq Lon Kaga | = 0'en fay Hop =10
Xay Xaa Xy ¥31 X3z Iy

zodat (8) in Ry een KB -3m') — K(»%) voorstelt. Tmmers (8) stelt
een 0B en een 02m) voor, deze hebben een K67*) gemeen, hiervan
wordt afgetrokken de gemeenschappelijke matrix, die een K@)
voorstelt, dus is (8) een K(E#*) gelegen op het OB ; (7).

Door 1, I, en [y te variéren krijgt men o0? van zulke krommen.
Twee ervan hebben gemeen de meetk, plaats voorgesteld door:

| %11 Y1z g h h'
e gp: it RS el e s SO (9).

gy, Ngp 33 by Iy Ml
Neemt men nu van (9) de drie determinanten, alle drie de beide
laatste kolommen bevattend, dan krijgt men drie m-de-graads-
oppervlakken. Dus deze vergelijking (9) stelt een mP-punten-aan-
tal voor.
Een tweede familie K@%y ig

Loy Xog Xag 20 (10)
Y31 V3o g3
e oy g lle

Twee van die krommen van verschillende familie liggen beide op
het O@m);



11 12 13 L

x21 5\522 'R23 lﬂ 2 U' (I])
g gy gy 13 .........

iy Wl My 0 3

en vormen samen zijn volledige doorsnede met het OBm): (7).
Vergelijking (7) is het eliminatieresultaat van A,, 4, en 1; uit de
vergelijkingen
Iaty + Aoty + Ag¥yy = 0
Aieuy - Aottow I Agon =0 | siitoads . (12).
Ay + Zagp + Agtigy = 0

Deze stellen bij variérende 2,, A, en A, alle O™bPn voor gaande door
m? punten, dus een schoof O, Zo hebben we dan (de vergelijkin-
gen zijn lineair in de A’s) drie proj. toegevoegde schoven van Otm)y,
We komen aldus tot de eigenschap: Een algemeen OGm) is de meetk.
plaats van de snijdingen van corresponderende Omrn van 3 proj. toeg.
schoven.

Voor willek. 4,, 4, en A, zijn de vergelijkingen (12) onafthankelijk
en elk stel A-waarden bepaalt een m3-puntental van de OB,

1
Er zijn nu (3m™ 020432 _ 3y waarden A die de vergelijkin-

gen (12) afhankelijk maken. Deze waarden bepalen van de Ol#m) een
K0, Immers de determinanten van de derde orde in de 4's uit

een matrix 3 bij C* = —1;—, (m 4 1) (m + 2) (m + 3) moeten gelijk
nul zijn. Dit aantal is dan: % (m - 1) (m <+ 2) (m 4 3) —3 4 1.
Deze determinanten zijn nu alle determinanten met als elementen
lineaire functies van de 2's. Ze hebben gemeenschappelijk een

matrix 2 bij 3 overeenkomende met 3 A-waarden.
Dezelfde redenering geldt voor het stelsel vergelijkingen:

¥y T fa¥ey + paky =0
by Fog ~t= fatinh —1 lpafani= 0 .. L. L, (13).
th¥ag = Ma¥ay - fig¥gy = 0
Qok hier zijn er (3 %{”’+1’f*"+2>f'ﬂ'*‘3>~2
K" van het O bepalen,
Neemt men nu in deze bescheuwing, naar aanleiding van de ver-
gelijking (7) de grootheid m gelijk aan 1, dan stelt (7) een 0f3) voor;

—3) p-waarden die elk een
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(8)1s bij variérende A's een 02 grote familie K(3)'n gelegen op dit O@®);
(9) stelt het punt voor dat 2 zulke K®)Vy gemeen hebben: twee
K®rn, een van stelsel (8) en een K®) van de vergelijkingen (10),
liggen samen op een 0@) bepaald door (11).
Dezelfde beschouwingen aangaande de vergelijkingen (12) en (13)
leveren hier de dubbelzessen van het 03,

Bij de vergelijkingen (12) kan nog opgemerkt worden dat, als men
A1, 4y €n Jy laat fungeren als puntcodrdn. in een plat vlak, met elk
punt van het platte vlak een m®-puntental van het 0@ correspon-
deert. Op het OGm) zijn er echter K(m)n ten getale van

1
— (|- 1) (mA-2) (4 3)—2 i1, o =
(33 i —3) aanwezig, die elk als geheel correspon-

deren met één punt van het A-vilak.

Voor m = 1 krijgt men de afbeelding van het O®) op het platte vlak,
6 punten van het platte vlak corresponderen met lijnen van het
oppervlak. Een vlakke doorsnede van het oppervlak wordt voor-
gesteld door een K die door de 6 bijzondere punten van het platte
vlak gaat, een analoge eigenschap kan voor een vlakke doorsnede
van de O niet gevonden worden, daar hier niet van een afbeel-
- ding sprake is.

Alvorens over te gaan tot de algemene projectief voortgebrachte
variéteit, laten we eerst nog enkele definities van symbolen en
enige algemene meectkundige eigenschappen volgen.

§ 8 De symbolen [n] (of Ry) en Jr[(m); aloem. meetk. etgenschappen
Onder het symbool Ry of [#] wordt verstaan de verzameling van
oot punten, die lineair afhankelijk zijn van (n |- 1) onderling on-
afhankelijk gelegen punten. Duaal tegenover de y-dimensionale
ruimte [v] staat de -dimensionale , ster”: Jr[(1), dit is de verzameling
van co* variéteiten van de eerste graad en dimensie (n — 1), onder-
steld dat we in de R, werken. J#[(1) is dus in Ry, een o7 grote
verzameling van V', »n (d.., primes), lineair afhankelijk van een
stelsel van (v + 1) Vf:_’l'n die onderling onafh. ligging hebben.
Zoals een punt in Ry ook kan worden beschouwd als drager van
een n-tal Rua’'n of van n VI n, kan men ook, nitgaande van een
punten-(m»)-tal, dit opvatten als drager van # stuks sz’fl)'n waarhij
vi™ dan een m-de-graads ,prime” is.
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Onder Ir[(") zullen we verstaan de verzameling van co” \"f,”:‘f‘n in Ry.
Thans volgen enige veelvuldig voorkomende eigenschappen van
de ruimtes en sterren in Ry:

In [n] hebben [v] en [s] bij algemene ligging L.o.v. elkaar een [r + s —n]
gemeen.

Immers een [r] is bepaald door # | 1 punten, noemen we [a] de
ruimte met onbekende dimensie die gemeenschappelijk is aan [#]
en [s], dan moet in elk geval voldaan worden aan de ongelijkheid:

r+D+E+)—(la+-D=u+1 of v+s—asn,
a=r + s—n. Bij algemene ligging geldt het gelijkteken.

In [n] is de vertex (di. de ,,drager” van de ster) van een Js[(™ cen
V[m“f‘l’ :

7—5—1

De ster Js[® is n.m.l. bepaald door een (s + 1)-tal V) 'n, deze
AL 4 4 ‘

hebben een V,};M_R,: V}t’l’s_llli) gemeenschappelijk.

De vritherdsgraad van de projecticve betrekking tussen twee [n]wn is

n? + 2n. Idem (dualiteit) voor 2 Jn[(1)n.

De projectieve toevoeging geschiedt n.m.l. door middel van een

determinant met (» + 1) rijen en kolommen, dus totaal (n -+ 1)2

elementen die bepaald moeten worden om de projectiviteit vast

te leggen.

De vrijheidsgraad is dus (homogeniteit) (n + 1)2—1 = n? + 2n.

Een r-voudig gedegenereerde Rs in R, is een Ry, cor maal geteld.
Analoog definiert men een »-voudig gedegenereerde ster ]s[ in
In[ als de snijding van een gewone (d.i. niet gedegenereerde) ]s[
in [n -+ 7] door een [#], gaande door de vertex van de eerste.
Evenzo de r-voudig gedegenercerde ster Js[(m). (Zie §9).

§9 De relatie tussen fwee r-voudig gedegenereerde sterven

De relatie tussen 2 »-voudig gedegenereerde sterren Js[(%) moet
nader beschouwd worden. Men kan deze ontstaan denken door
middel van de relatie tussen een gewone Js[(") en een r-voudig
gedegenereerde ster Js[(),

Daartoe beschouwen we als voorbeeld de relatie tussen twee enkel-
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voudig gedegenereerde sterren J1[(" in de R, De gewone ster is
dan een bundel m-de graadskrommen in het platte vlak.

Om de enkelvoudig gedegenereerde ]1[() te krijgen snijden we,
volgens definitie, in de R, een bundel van m¢ graadsoppervlakken
met een mde graandsoppervlak, gaande door de basiskromme van
de bundel oppervlakken. Op dit oppervlak hebben we dan een
enkelvoudig gedegenereerde 1], ;

Met een algemene e graadskromme K(”) van de niet-gedegene-
reerde |1[( correspondeert steeds de vertex van de bundel my-de
graadsoppervlakken in R, Er is echter één bepaalde K0 die
correspondeert met het gekozen snijoppervlak van de bundel
opperviakken, zodat deze K™ correspendeert met de , Tuimte”’
waarop zich deze ster bevindt in dit voorbeeld n.m.l. een Vg’”"
Het kenmerkende van de correspondentie tussen 2 (enkelvoudig)
gedegenereerde sterren is dus, dat met één bepaalde ,,prime” van
de eerste ster de gehele ,ruimte’” van de tweegde ster correspon-
deert en omgekeerd met één bepaalde prime van de tweede ster
de gehele ,ruimte” van de eerste ster correspondeert, een resultaat
dat later gebruikt zal worden.

‘Hetzelfde verschijnsel treedt op bij meervoudig gedegenereerde
sterren.



HOOFDSTUK 11

ALGEMENE EIGENSCHAPPEN VAN DE PROJECTIEF
GEGENEREERDE VARIETEITEN

§ 10 Defimitie van de variéteit (|p, q|t™, [n]); zijn vergeliyjkingen
Onder het symbool (|p, g (), [#]) verstaan we de variéteit, die voort-
gebracht wordt als de meetk. plaats van de snijdingen van cor-
responderende V™. van ¢ proj. toegevoegde Jp — 1 [y in de
R,. De corresponderende V")n kunnen worden genoteerd als
Foat = 0, Rarazi= 0. .7 Aaag =0} ¢ =1, 2, 2§

De (Ip, g/, [#]) is de meetk. plaats van de punten die aan deze
vergelijkingen voldoen voor variérende 4’s.

In het algemeen zullen de vertices van de ¢ sterren Jp —1[" een
willekeurige stand in [#] ten opzichte van elkaar innemen en de pg
m-de graadsfuncties xgg in de puntcodrdn. Xp, %y, . . . ¥ willekeurig
zijn.

De gevonden vergelijkingen kunnen kortweg genoteerd worden als:

L2
1,2,..q. en xp'= Z™ 1 sdapsxs. ... (14)
0158 (R

(v
)nuxuﬁ =1 ﬁ
d

waarbij 2" 15x5 een m-de graadsfunctie in x5 aanduidt.
Voor p= ¢ kan men 2, uit (14) elimineren en krijgt dan als elimi-
natieresultaat de vergelijkingen || %up|[pt=0 ........... (15).

§ 11 De variéieiten (1p, g™, [n]) en (1p, g|tm, [n'])

Voor #' = n wordt de variéteit (|p, g|o), [n']) voorgesteld door
dezelide vergelijkingen (14) en (15), alleen zijn xag nu i.p.v. e
graadsvergelijkingen 70 W e T SR G | i o e i

Dus geldt de stelling:

Stelling 1. De var. (p, g|™, [n']) 1s de algemene doorsiijdingsfiguanr
van een [n'] met een (|p, qlm), [n]) waarbij steeds pP=q

wordt ondersteld. (verklaring van dit laatste in §12).

2
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§ 12 De dimensie van (|p, q|t™, [n])

Voor =< ¢ bestaat de variéteit (|p, '¢|™, [x]) uit oo stuks V’E,’f_”;’ g
(de vergelijkingen (14) zijn immers ¢ in getal, van de graad m in [#]
en elk bevat  parameters 4) dus oo~ variéteiten van de dimensie
n — g of de dimensieis totaal (n—¢) + (p —1) =n—q +p—1.
Deze dimensie moet =0 zijn.

Dus moet de ongelijkheid n — ¢ — 1 =0 gelden of n —g+p =1,
n—(g—p) =1 :

Nu is ondersteld p=<gq dus ¢— $ =0, nodig is dan n > g —#$,
voldoende hiervoor is # = ¢. Dus is bewezen de stelling:

Stelling 2. De dimensie van een (|p,q|tm, [n])isn—q+p—1;
p=gsn.

Voor n << ¢—p + 1, dus negatieve dimensie, wordt door de ver-
gelijkingen nog wel een variéteit gedefiniéerd, maar bij een zekere
waarde van A, is niet een bepaald puntental aan te wijzen dat
aan de vergelijkingen voldoet.

Voor p > n=g¢ geldt: de dimensie van de gedefiniéerde variéteit
is >n, dus de variéteit vult de gehele R, op. Wegens p > ¢
zijn de A’s niet uit de vergelijkingen (14) te elimineren.

Voor p > ¢ > n is de dimensic =#u, met elk punt van de Ry
corresponderen cof-¢-! onafh. waarden van {4a}.

Indien er niets bij.ondersteld wordt geldt voor de variéteit
(|p, glom, [n]) steeds de ongelijkheid p=g. Deze onderstelling
geldt niet voor de nog nader te definiéren variéteit (|p, g|™, [n]).
Zoals nog zal blijken is in de variéteit ([p, |0, [#]) r =p — 1.
(Zie blz. 22, het einde van § 16).

§ 13 Definitie van de varidteit ([p, q|™, [n]); zijn vergelijkingen
Onder het symbool (p, ¢/, [n]) verstaan we de variéteit die
voortgebracht wordt door de snijding van corresponderende
Vf:’_‘,,’bj% n van ¢ projectief toegevoegde |p— 1 [(”‘) 'ninde R ; n groot
genoeg ondersteld voor het bestaan van de variéteit.

De vergelijkingen van deze variéteit zijn

o A

; a
Xap = Aalip il 3 2 g
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Elke vaste waarde van § geeft (p—1) vergelijkingen van de

mrde graad (w,g zijn homogeen), dus een foj'f, ! De vergelijkingen
(16) luiden uitgeschreven:

[ = Ay Xy = Aoty .. Xp1 = Apphy
KXo = Ayfts Koy = Aofly .. - Xp2 = Apity

Xig = Jlaplg X2q = lollq -« Xpg = dpfiq.

Eliminatie van de 2’s geeft het stelsel:

[73 2y 7
Mgy - Fgy —E;!—;’;;;
i U el (e
s Fw o T X
¥ _ Xm _ Xpr My
¥ig  xpg T Kpg  pip

Eliminatie hieruit van de u's levert o.a. .

11 Xy Xop

T is b.v. ook =0

Xi2  Haga

X3 Vg

wat volgt uit deling op elkaar van de beide eerste gelijkheden in
hovenstaand stelsel gelijkheden. -
Het eliminatie-resultaat is dus || xag||; = 0.

§ 14 De dimensie van (|p, ¢/, [n])

Aan de vergelijkingen (16) zien we: de variéteit bestaat uit oof™
variéteiten (p homogene parameters A,), bepaald door ¢ rijen
van elk (p—1) vergelijkingen van de m9¢ graad, dus ¢ stuks

,,,p—l ’ (t-1}a)
\( ) #nd.i. totaal een V g’?,g—p-l-l) ~(g-1)n

De dimensie is dus # — (p — 1) (g — 1), derhalve luidt de stelling:

Stelling 3. De dimensie van een (|p, g, [n]) isn — (p— 1) (g — 1)
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Opmerkingen:
L. (|p, g/, [n]) en (lg, p/{™, [#]) als puntverzamelingen, vormen
wegens de symmetrie van de vergeljkingen (16), eenzelfde variéteit.

m o p1 yp(mdP-1)y -1y (mPlaL))
Ze bestaan uit oo e Visig) B

IT. Terwijl hier in de formule voor de dimensie p en g onderling
verwisselbaar zijn, is dit niet het geval voor de variéteit waarvan
in de stellingen 1 en 2 sprake is.

7 resp. oo

§ 15 Definitic van de algemene p.gv. ([p, g™, [n)

Thans gaan we over tot de bespreking van de algemene proj. ge-
genereerde variéteit als de meetk. plaats van de snijdingen van
de o™P) stellen corresponderende \/fffffjl
p—17tmn in de Ry.

In deze definitie moet aangetoond worden dat er oo™ yariéteiten

s van g proj. toeg.

\f:f;:: te halen zijn uit cof™ V"

(p—») VI n snijden elkaar volgens een \«f?i';:l Dus wordt ge-
vraagd: hoe dikwijls zijn er (p — ) \",(L’f'lj ' te halen uit oo™ varié-
teiten fo‘? in R,?

Ditaantalis (p —#) (p — 1) —(p—¥) (p —¢— 1)=r(p—7)daar

algemene ligging der V™ 'n ondersteld wordt.

. §16 De vergelijkingen en de dimensic van de algemene p.g.v.
De algemene variéteit heeft als vergelijkingen:

=D
Anetap =0 P=1,2,1 g en Xop = X" 15dapsxs .. (17).
s = 1,2, . ([ —9)

Immers voor i =1 luiden deze:

Fiaia - Amey T AmBer T s T g + ipxp = 0.
;,123711 -+ ;{22.%'21 1= 33231:” R A e = ﬁpg}‘im =1}
M, pr¥yy + Ao, pr¥y + A3, pr¥y + .o Ap, priipt = 0.
dit is een ‘if:f::; want het zijn (p — ») vergelijkingen van de mde

graad.
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Zo krijgt men g van deze varéteiten met dezelide coéfficiénten

Ay dus g proj. toeg. V;(.ﬂ:l”

De variéteit bestaat dus uit oo’ 7 stuks V,f:fgi_g;]’ 1, heeft dus de
dimensie: »(p—#) +n—q(p—# =n— (p —7) (g—7), een
formule symmetrisch in $ en ¢ die als bijzonder geval st. 3. in-
houdt, dus:

Stelling 4. De dimensie van (ip, q|", [n)) is n— (p—7r) (g—7)-
Om de A« te elimineren schrijven we de vergelijkingen (17) uit:
o e Gt i e R R + Aprapt = 0
Aya¥ny H Aspbsy fraidbil oL + Apexpr = 0

.....................................

M, perkn + P2, vy oo Ap, prXipr = 0

i+ Aeyas -t ivan e as — Aprape = 0
Ae oo A g e + Appxpe =0

}\‘1,)‘) 73:'12 + Ag,ﬁ—i‘ng i .. + .z.‘b’]j_rxﬁf =

AXag A TG I = s v v - Aprxpg = 0
Aoty +— Asaeg = oo v asinen 4 Apexpg =0

.....................................

] 21' f-‘—fxlg + ;‘25 1;‘—"3"2? _I_ .. + Aﬂ, p—frqu == 0

Beschouwt men nu de eerste rij vergelijkingen: dus telkens de
eerste vergelijkingen van de g stelsels vergelijkingen, dan heeft men
hier ¢ vergelijkingen met p A’s met als oplossing { 213, Aay. . . - Ap1 }.
Het eliminatieresultaat hiervan is: de determinanten van de p-d
orde = 0 uit || %ap |I.

Men ziet nu verder dat het beschouwde stelsel van g vergehjkingen
ook nog tot oplossing heeft:

{2121 Ayzs - o APE} ol {AI, bty 22, Pty « - Ap, p—r}.
dus er zijn totaal p — r oplossingen { 4;;}. De rang van de matrix
moet dus p— (p—7) =7 zijn.
Het eliminatieresultaat luidt dus tenslotte ||xaglly =0 ... (18).
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Daar deze vergelijkingen symmetrisch in p en ¢ zijn, stellen zij ook

een (|g, #[", [n]) voor, bestaande uit 0@ stuks VP

Thans is het ook duidelijk dat (|p, g|™, [#]) en (|p, gp’fll, [1])
dezelide variéteit voorstellen, immers de ladtste ontstaat uit de
snijdingen van oo“’"”(f"f""r‘l) = #L Y™ ., 1% van g proj. toeg.
Jp—1[ 'n in R, en dit is juist de definitie van de variéteit

(1, ¢, [n]).

Gebruik makend van de beide, in de inleiding vermelde, eigen-
schappen betreffende een hoofddeterminant van een matrix, kan
men de stellingen 2, 3 en 4 ook langs een andere redenering bewijzen.
Immers de variéteit {|p, g/, (n]) wordt bepaald door van eet
matrix # bij ¢ alle determinanten van de orde (» + 1) gelijk nul
te stellen. De tweede der genoemde stellingen nu zegt, dat van
deze vergelijkingen er (p — ») (¢ — ) lineair onafhankelijk zijn.
In R, heeft men dus (p —r7) (g —7) vergelijkingen in de punt-
coordn. van de graad mr+1. De dimensie van de hierdoor bepaalde
variéteit is dus » — (p —#) (g — 7).

Evenzo is de dimensie van (|p, g|t™, [#]) gelik aann—¢q + p —1,
daar er hier nu sprake is van (y—p + 1) vergelijkingen in de
puntcodrdn.

Het feit dat in beide gevallen van de gevonden variéteit een
deel, n.m.l. de doorsnijding ervan met een andere variéteit, afge-
zonderd moet worden, verandert niets aan de dimensie (wel echter
kan de graad veranderen).

§ 17 De varidteiten’ ([p, g™, [n]) en (1, ¢|™, [n]); meervoudige

s
ligeing van de eerste variéleit op de tweede

Zoals gedefiniéerd is, is ([, q\"”’ [#]) de meetk. plaats van de

oo’ 77 stellen V""p )i van g proj. toeg. Ip — 1[" m in Ry. Daar’
nu (|p, g|t, [#]) de meetk plaats is van de &.m]puutcn van cor-

responderende V™) 'n van g proj. toegevoegde |p — 1[™) 5 en

omdat (p — #) variéteiten V") een Vi mj’ ’) bepalen, kan men

n—l1
concluderen dat (|p, /!, [n]) meervoudlg 15 gelegen op (1p, g™,

[#]) = (|p, g]gﬂ (m]) *) of algemeen:

*) p-1 is n.m.l. de grootst mogelijlke waarde die » kan bereilen.
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Stelling 5. (|p, ¢/, [n]) is meervoudig gelegen op (|p, g|™, ).

Ook is deze stelling aldus te bewijzen:

(1p, ¢!, [n]) en (Ip, ¢|\", [n]) hebben dezelfde matrix, maar de

tweede variéteit heeft meer onderdeterminanten die =0 zijn,

Elk punt van de tweede variéteit ligt dus ook op de eerste. Bepaalt

men nu in een punt van de tweede variéteit aan de eerste de raak-

ruimte, dan moet men de vergelijking van de eerste variéteit dif--
ferentiéren en krijgt als coéfficiénten, vormen lineair in de deter-

minanten || xag||,_;, die wegens || % ||,; = 0 ook = 0 zijn.

De raakruimte is dus in zo'n punt onbepaald, dus de meetk. plaats

van deze punten ligt meervoudig op de eerste variéteit.

§ 18 ,,Variéteiten tot dezelfde matrix behovend" en het begrip ,.sleutel-
variéteit”

Variéteiten ||%a8||r = 0, dus variéteiten met dezelfde matrix en
verschillende waarden voor », heten ,variéleiten tot dezelfde matrix
behorend”’ . :

De verzameling variéteiten (|p, ¢|™, [x]) voor variérende waarden
varl # daarentegen, wordt de ,,pg-serie” genoemd.

Van deze pg-serie onderscheidt zich één variéteit, de z.g. sleutel-

y 1
pariéteit waarvoor geldt: ’m(ﬂ. +1)(n+2)..(n-+m)—1=pg—1.

Hiervoor zijn dan alle x.g onafhankelijk en voor m = 1 kunnen
ze tevens dienst doen als homogene codrdn. in de [#] = [pg—1].
Uit stelling 5 volgt onmiddellijk dat alle variéteiten tot dezelide
matrix behorend, met rang » < p — 1, meervoudig op (|, g|§"f1), [n])
gelegen zijn, daar toch (p—1) de grootste waarde is die » kan
bereiken.

Een voorbeeld van een sleutelvariéteit in Ry, voor m = 1, luidt:

Xy
Z ¢

:_0‘

E]
1

immers hier is pg = 4.

De variéteit is dus een O®) door O.

Voorm = 2enn = 2 (dusin de R,) geldt pg = 6, daar de vrijheids-
graad van kegelsneden in het pl. vlak 3 is. Dus heeft de variéteit
tot vergelijkingen:
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4 Ay 4
ay a4y aglly

=0

waarbij a; = Aax® - Bixy + Ciy? -+ Dixz - Eivg - Fiz®

Volgens stelling 1 is de dimensie van deze variéteit nul. De matrix
stelt 2 krommen van de 4-9¢ graad voor die 16 ptn. gemeenschappe-
lijk hebben, waarvan er 4 moeten worden uitgeschakeld. Deze
sleutelvariéteit bestaat dus uit een 12-tal punten.

Tot slot het geval m = 2 en # = 3. Dan geldt pg = 10, want de
vrijheidsgraad van oppervlakken van de tweede graadin de R, is 9,
de variéteit is van de gedaante:

lay ay @ ay a;

g Ay dg dg dygly

waarbij dan a; =4 + Biy? |- Ciz? - D2 - Eixy + Fixz +.. =0.
Passen we hierop de dimensie-formule toe, dan is het resultaat —1.
Inderdaad geldt hiern << ¢ — ¢ -+ 1, zodat hier niet van een eigen-
lijke variéteit sprake is (zie het opgemerkte na stelling 2).

Opmerking: Deeenvoudigste sleutelvarié‘teit voor ¢ = 1,15 in
Ryniet [|xgxyx,([,_, = 0, algemeen in Ry, niet: |lxyx, . .. anl[,_, = 0,
daar de definitie van greep eist dat minstens één der wnr(ln 7* 0 is.

§ 19 De varidteit )|p, ¢|™, [n](; zijn dimensie
)12, qlf'”” [n]( is de gedeeltelijk duale van de algemene varitteit
(Ip, I, [n]), n.m]. de meetk. plaats van de verbindingen van

?F:-"'Hf’ Hr-k1 I

gt n van g projectief toe-

met elkaar corresponderende V!
gevoegde V"™ R

Zoals beLend is bebtaat (Ip, g™, [n]) uit op"@" \f:’j;;f:)r) .

,.Duzigl”: cor(p-1) \:‘;‘;1} _TIH’H} 'n, de dimensie van ) p, ¢ ™, [x](is
dus 7 (p—#)-+pg—gr — 1 =pr—r24-pg—qr—1 =g 4 1) (p—1)—1,
een uitkomst onafhankelijk dus zowel van s als van », vooropge-
steld weer dat »# groot genoeg is, dus #» > (g + #) (p —») — 1.

Opmetking: De variéteiten ([p, q|"™, [n]) en (|g, p|"™, [#])
met dezelfde matrix zijn identiek wegens de symmetrie van de
vergelijkingen || xag||r = 0; zij worden voortgebracht door

7) - : . -
Vf:f’;}(f”)’ﬂ resp. Vf:f“;((: :))} . De beide variéteiten )|p,qi£m), L
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n )ig, p|™, [#]( echtér zijn verschillend, wat o.a. te zien is aan
de formule voor de dimensie van (|p, ¢/, [n]) resp. ) |p, ¢I™, [#)(;
in de eerste: m — (p — #) (g — ») mogen p en ¢ met elkaar verwis-
seld worden, in: (g -+ #) (p —#) — 1 echter niet. Wel geldt dat
)|, g]i’fﬁ, [#](en)|g, /qufﬁ, [n](identiek zijn, wat direct is in te zien.
§ 20 De vertices van de Jp— 1["'n en lg— 1[0®'n door een punt

van VO = (|p, ¢|™, [n]) gaande
Bij een punt van V = (|p, g|t®), [n]) behoort in het algemeen ¢én
stelsel waarden { .}, m.a.w. algemeen is het punt de doorsnijding
van slechts één stelsel van g variéteiten V™ afkomstig van ¢
proj. toeg. |p— 1[0 n, \
Behoren bij één punt echter twee grepen {2}, dan is dit punt
het snijpunt van ¢ corresponderende VU, m.a.w. danis het tevens

-2

een punt van V&2 — (|p, ¢|0") [x]) die n.m.1 opgebouwd is uit

\,f:,, =gy = V,[f"o 'n. Correspondeert in het algemeen gen punt

met 7 grepen { 4q }, dan ligt dit punt tevens opV" = (|p, g[l’”], n]) =
(lg, #|"™, [n]). Het is dan de doorsnede van correspondercnde

V}f"}{,};l »n van proj. toeg. |p—1[" sz zowel als van corresponderen-
de V,b_’:_‘_’y'n van proj. toeg. lg — 1[" , al naargelang van de wijze

waarop men zich de variéteit ontstaan denkt.

Door elke \f,(f"g'ﬁ gaan p—r onafh. V™ n, terwijl de ¢ cor-
responderende V™ vy elkaar snijden in een \E‘”f), die de vertex
is van een der Jg—1["'n die eveneens de variéteit doen ont-

staan. Dus geldt:

Stelling 6 Elk punt van i (]p, g‘i”ﬂj [#]) dat niet tevens op de
VU = (|p, q[\™), [n]) ds gelegen, is een punt van de
vertices van (p—7) [Jﬂ({.ﬂ;. g —1[tmn en van (g—7)
onafh. 1p — 11" n welke de variéteit V voortbrengen, Dit
laalste wegens de symmetrie van p en q in de formules van V.

{s)

~ Passen we deze stelling toe op V = (|p, g\f"”l #]) = (ip, g|#_11 n]):
elk punt van V is een punt van de vertex van ¢én g — 1 [(m) en

evenzo van (¢q—¢ | 1) onath. Jp — 1[0® n,

Opmerking: In het bewis van deze stelling is sprake van

Vf;ff;))’ﬂ en \f’fﬂ? 1, waarom geéist moet worden: n = g = p. Echter
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ook voor n < ¢ blijft de stelling gelden: elke variéteit van een
pg-serie is immers de doorsnede van een andere variéteit met
dezelfde matrix (zie § 18). De Jg — 1[("'y en 1p — 1"y kunnen
dan gedegenereerd zijn,

§ 21 De wariéteiten (|p —1, q|t™, [n]) en (|p, g - 7|0®, [n]) zijn op
de variéleit 'V = (|p, g|m, [n]) gelecen; hun vrifheidsgraad *)
op V

De variéteit V = (|p, ¢|(™), [#]) wordt voortgebracht door o.a.

g stuks |p—1[{m) g,

Met een |p —i7—1[(" correspondeert in een tweede ]p — 1 [(#n)

wegens het projectief-toegevoegd-zijn, een andere 1p — ¢ — 1[ (" enz.

Deze |p—1i—I1['n (g in getal) brengen dus eenl(|p—, g|im),[x])

voort op de V gelegen. De vrijheidsgraad van deze ([p—i, g|(m), [n])

is gelijk aan die van de |p— ¢ — 1[0 in Jp — 1 [, Om deze te

bepalen vragen we ons af: wat is de vrijheidsgraad van (p — i)

onath. V{"l>n in een oo™ grote verzameling van VI 2

Dit aantal is, zoals direct is in te zien:

=) p—1)—(p—d) (p—i—1)=i(p—i).
Dus: 7
Stelling 7.a. De wrijheidsgraad van (}p —1, g|™), [n]) op V is
i(p—i).
Stelling 7.b. De wrijheidsgraad van (1p, g -+ 7)|em, [#]) op V is
a (m+1)(m+2)... 0+ m—(g+ ;‘)} ) 3

Timi

Voor het bewijs van 7.6. vragen we naar de vrijheidsgraad van
g onafh. Jp — 1[0mn. Het systeem ]p — 1[0, dat V voortbrengt
is (g — 1)-voudig. De gezochte vrijh.graad is nu gelijk aan:

de vrijheidsgraad van Ay el U R M St R (a)

verminderd met die van j van zulke Jp— 1 [(")n in het systeem van

*) In hoofdstuk IIT worden twee vrijheidsgraden gedcfinigerd: fs en fo.
Hier wordt steeds fs bedoeld.

**) Stelling 11, blz, 36 levert deze grootheid langs geheel andere weg,
stelling 9 moet dan bekend worden ondersteld.



cothid sterren [P — 1[I0, Doy diiinio s dovdlida o cienibinis e (B)
vermeerderd met de vrijheidsgraad van de relaties van de
7 sterren 1p — 1[{m) met een gegeven' |p— 1[0 .. . ... ().

De grootheid (a) wordt aldus gevonden:
Een Jp — 1["™ is bepaald door p variéteiten V.
Een V}l’”l) heeft de vrijheidsgraad:

=t 1
Copi—1 2772—!(74—1—1)(%—!—2)...{?34—:':1)—-

dus de vrijh.graad van een Jp—1[(m is

Lt 1)) otm)—p—p (p—1).
Voor j stuks Jp— 1[(mn is deze vrijheidsgraad dus
B+ 1) (2 ) — B ()
(B): Dit aantal is zoals direct is in te zienf (g +7—1)...... (B)

(y): Elke correspondentie tussen twee ]p — I1[("):n heeft een vrij-
heidsgraad $*— 1, dus het gezochte getal is 7 (p2—1) ... .. (»)

Hierbij dient opgemerkt te worden dat, als de relatie tussen de
i mieuwe Jp —1[mn met een der oorspronkelijke Jp — 1[(mhn
bepaald is, automatisch alle correspondenties tussen de
oog+i-1 sterren |p — 1[(") bepaald zijn.

(@) — (B) + () geeft het gevraagde getal:

3L 4 1)t +2) . o+ m)— (g + ).

m .

Opmerking bij de stellingen 7.a. en 7.b.: voor V is onder-
steld p=gq.

Hieraan is zeker voldaan bij de beide andere variéteiten, immers
geldt: p—1 <gen p<<gqg-+7.
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§22 De wvergelijhingen van de variéteiten (/p—1,q|™, [n]) en
([, g + 71, [n])
Stelt Aavag = 0 de |p — 1[0"n voor behorende bij V = (|p, g[t™),[n]),
dan stellen dgxop = 0en Aekap =0, 0 =1,2, .4, Jp—7— 1[lmp
voor die een (1p — 1, g|(™), [#]) voortbrengen. Luiden de vergelijkin-
gen van V. [|xap|l, ; = 0, dan zijn die van (|p — ¢, gltm, [n]):
[ 2!
=10 fj — et i, q.
=

=
Xaf |
|

p-1

Deze laatste vergelijkingen kunnen worden teruggebracht tot de
gedaante |jxpg|lpi-1 =0, o' =1,2,..p—1, door n.m.l. met be-
hulp wvan multiplicatoren a,n =1, 2,..7 de rechter beneden-
determinant van de 7-d® orde van

o

! k"P J

terug te brengen tot de eenheidsdeterminant. Die matrix wordt dan

A

o |
By Ay .. kyia 100 .. 071
Rig ko - k2010 .. 0| |
I
|
|
!

Fai B .. Bpig000 . . 1

Om de vergelijkingen voor (|p, ¢ + 7|0, [#]) te verkrijgen moeten
we nu j onderling lin. onafth. Jp—1[0"n aan de g sterren
1p — 1[0 toevoegen, dus Aa¥ae = 0, 0 = 1, 2, . . 5. De vergelijkin-
- gen worden dan:

q :IJ2)"P‘
H o ‘ = Bi=2 2 g
s ellite 1,2,.

Thans is het wverder duidelijk dat de vergelijkingen van een
(Ip—12, g + 7lm), Tn]) gegeven worden door

*ap |

yal:rl s O

ku,o ;{:—1
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§ 23 De snijvariéteit van (|p —1, g/, [n]) en (|p, g + ¢|W, [n])

ap V. gelegen, is (Ip, ¢l"L,, [n])
Uit de gevonden vergelijkingen wvoor de ([p—1,g|®), [n]) en
(lp, g + 2|tm, [n]) op V, volgt direct dat deze variéteiten gemeen
hebben (|p, g/ }ff:_ i [1]), welke behalve op V (dit is volgens st. 5.)
ook meervoudig op (|p—1, g|™, [#]) en (|p, g | ¢|™), [n]) ge-
legen is. Immers de vergelijkingen van de beide laatste variéteiten
luiden:

Xy Koy - - Xpeigl ... Hpl
Xip Xap .. Xp—d2 o« .v . Xp2
(I —73, g\, [n]):|| 1g %2q .. Xpivg ... %pg|| =0 en

.......................

"2 vty Xp1 ||
*1o Ky - Ap2
{lﬁ, q + 2‘.(”}]. Ln]): ............... L 0,
‘ X1g ¥2g . ... Xpg
Y11 Yo Vi1
Yis %2 < Ypi ||p-1

terwijl de vergelijkingen van (|, ¢/ p~.',ﬁ1: [n]) Iniden:
|| ¥ap||p-s-1 = 0.

Door de beide eerste vergelijkingen te differentiéren en te be-
denken dat de determinanten van x.g van de orde (p — 1) gelijk
nul zijn, ziet men in dat inderdaad de coéffn, van de raakruimte
in een punt van (|p, qﬁ,’f} 1 [m]) gelijk nul zijn.

Ten slotte is aan de vergelijkingen van (|p — 1, ¢|(™), [x]) ook nog
direct te zien: (lp—2, ¢/, [n]) en (|p —13', g™, [n]) liggen op V
en hebben de variéteit (|p—i—i', g|(»), [n]), (eveneens op V
gelegen, wat ook door middel van st. 5. is in te zien), gemeen;
indien 7> ¢/, dan is deze enkelvoudig op (lp —, ¢/, [n]) en
meervoudig op (|p —1', g/, [n]).
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§ 24 Swijding van VU et een bijzondere Vf;i‘ﬁ?i levert  een

(I g— 1", [n—p + 1)) |
De wvariéteit V = (|p, g/, [n]) wordt opgebouwd door b.v.
g sterren |p — 1[0m), 3
We bepalen nu de snijfiguur van deze V met een Vf:fg:%, die de
vertex is van een |p —i¢— 1[0, die een van de de V voortbren-
gende sterren is. (Is ¢ > 0, dan is deze dus gedegenereerd). De snij-
figuur wordt bepaald langs de volgende redenering:
De met elkaar corresponderende V"'n van de overige
(g—1) Jp—1[(" xn die de V opbouwen, snijden de vertex volgens
een (|p, ¢ —1|(m), [n — p 4 4]). Deze variéteit is in elk geval een
deel van de doorsnede van de Vf:_""f:i met V, daar door elk punt
van de nu gevonden variéteit V™ n van (g — 1) sterren Jp — 1["™
gaan en alle V{")'n van de gde Jp — 1[™). De gevonden variéteit
is de volledige doorsnede, omdat elk punt van V. V")u bevat van ¢
projectief toegevoegde ]p — 1[(mrxn. Daar dezelfde beschouwing
geldt voor de V" = (|p, g™, [n]), is hiermee de volgende stelling
bewezen:

Stelling 8. Een Vfﬁ:l die de vertex is van een 1p — 1["™, die VO
voortbrengt, snijdt V' volgens een variéteit (|p, g — 1 [ﬁ””,
[n—p +1]), dus volgens een variéteit van een dimensie
die 1 hoger is dan de algemene VI doorsnede van VO,

n—p-+i
Voorbeeld: Zie de vergelijkingen (5) blz. 5.
Voor m = 1 en n = 3 stellen deze vergelijkingen een

K@Y = ({2, 3|, [3]) voor, dus p =2, ¢=3, =3 en 4 =0. De
snijfiguur van deze K™ met zo'n bijzondere V" = [1] is een
(12, 2], [1]), dus twee proj. toeg. |1 [(1kn op die [1] d.i. 2 proj. toeg.
puntenreeksen op die rechte. Deze collocale reeksen hebben 2 punten
gemeen dus de snijvariéteit bestaat uit twee punten, heeft dus de
dimensie 0 en de rechte is bisecant van de K3). Een willek. rechte
heeft geen punten met de K®) gemeen, de dimensieformule geeft
in dit geval als uitkomst: — 1.



HOOFDSTUK III

DE VRIJHEIDSGRAAD VAN EEN PROJECTIEF GEGENE-
REERDE VARIETEIT

§ 25 Twee begrippen vrijheidsgraden: s en [y

Onder de variéteit V kunnen we verstaan de kromme, het apper-
vlak, ,het hyperoppervlak”, dat de meetk. plaats is van de snij-
figuren van corresponderende V{”)n van projectief toegevoegde
sterren; dus alleen de m.p. zelf, zonder de hem voortbrengende
meetk. figuren te beschouwen. De variéteit aldus bezien noemen
we V, de hierbij behorende vrijheidsgraad fe.

Ook kan men de bovengenoemde meetk. plaats met de hem voort-
brengende elementen beschouwen. Deze variéteit, dit systeem
duiden we aan met S en de vrijheidsgraad met f.. (V — variéteit,
S - systeem).

Uit de definities van f; en fy volgt direct de ongelijkheid: fo < fs,
daar soms oo tot een bepaalde macht genererende systemen te
vinden zijn bij ¢én en dezelfde variéteit.

§ 26 Algebraische bepaling van fs
1) Allereerst bepalen we f; langs algebraische weg.
Zoals reeds bekend luiden de vergelijkingen van V:

—=1,2,...p

Ax =0 o ot

R Ness B AL MRy (14).
i AFEE B=0,1,..:0

dus ¢ vergelijkingen, elk weer bestaande uit p vergelijkingen van
de mde graad in (# -+ 1) homogene codrdn., verbonden door p A’s.
Daar men elk der g wvergelijkingen door een constante kan
delen zonder een andere V te verkrijgen en elke vergelijking
bepaald wordt door (p(:-::'_}_l — 1) coéfin., is het aantal ,effectieve’’,
d.i. niet-homogene constanten in dit stelsel vergelijkingen:

gpCn 4 —1) =ﬁq”—lﬂ(n—]— Dp+2)...#n+m—q



32
Er zijn 0% sterren waaruit men er ¢ kan halen, zodat er oo?%
van de vergelijkingen (14) gevonden kunnen worden die dezelfde
V voorstellen; dus /s is ¢ (¢ — 1) minder dan het gevonden aantal
niet-homogene constanten.
Dit feit wordt algebraisch uitgedrukt deor de mogelijkheid
AeXag = 0 te vervangen door A.dgpx.g = 0, waarbi] §'=1,2,...¢
en dgg een determinant is van de g-d¢ orde en £0.
Steeds kan de vergelijking van een gekozen ster deor ¢én der g
grootheden dgg (' constant) gedeeld worden, zodat in elke
ster-vergelijking ¢ — 1 grootheden dgg overblijven. Voor de g
sterren dus ¢ (g —1).
Ten slotte moet, om fs te verkrijgen, het aantal niet-homogene
constanten nog verminderd worden met $? — 1, daar op de para-
meters 4, een transformatie kan worden toegepast zonder dat de
variéteit V daardoor verandert. Dit laatste wordt algebraisch
verantwoord door het feit dat de vergelijkingen Audpg¥ap =0
vervangen mogen worden door  Awawdpgi¥ap = 0, waarbij
a' = 1,2,...p; tea is ecn determinant met p* homogene factoren,
dus $*— 1 niet-homogene constanten.
De einduitkomst Iuidt dus:

Stelling 9.
fs=pq % (1) 2 .. (nt-m)—g—q (g—1) — (P*—1)=/(p, ¢, , m).

Opmerking: Niet steeds levert de gevonden formule tevens
fo, num.l. niet in het geval p — ¢, n — 1, m willek. (> 0). Immers
dan is fs = g% — ¢ + 1, terwijl (g, g|t®, [1]) een variéteit is
bestaande uit gm punten, daar deze variéteit kan worden gebracht
in de vorm:

Wi O 0 0
0 Zage O s D)
0 D 0 ~ PRI xqq q—l

Hierin zijn ;i wmde graadsvergelijkingen in de homogene punt-
coordn. x, en x,, dus nu is fy = gm, m.a.w. fo Ffs
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§ 27 Meethundige bepaling van fs; twee gevallen (a) en (b)
2) Ook langs meetkundige weg kan de boven gevonden uitkomst
verkregen worden. We onderscheiden hier drie gevallen:

(a) Stel ?:? (m+41)(m+2)...m+m)—1>p—1 (het eerste
getal = C? 1, di. het aantal mogelijke Vhn in [n]), dan

£TE S S n—1
bestaat een |p— I[[™ uit al de V{"\'a gaande door een vertex
'(‘mlh) .
Vv
n—

Aan de orde komen weer 3 grootheden:

(a) De vrijheidsgraad van de foﬁ"n van de Jp — 1["™n van de

variéteit. Daar er ¢ van zulke V)"

» zijn is dit getal:

_%{_!(n-;-])(n¢2)...(H‘i"w)_?bg_j:‘g(?b_l)‘

(Een V Sfff;] is bepaald door $ Vf:fi*n, dus p maal het aantal vrij-

heidsgraden van een V) echter één V}ﬁf’ bevat oo™ varié-
teiten V™ dus moet er nog p (p — 1) worden afgetrokken).

-1
(f) De vrijheidsgraad van de g variéteiten vf;’f;) in de (g—1)-vou-
dige verzameling is ¢ (g —1).

(y) De vrijheidsgraad van de betrekkingen tussen de [p — [[")Fn,
Tussen twee |p— 1[™n wordt een betrekking bepaald door
' p2 — 1 niet-homog. grootheden. Is de relatie tussen één Jp— 1[(m)
en de overige (g —1) |p— 1[mn gegeven, dan ook tussen alle
p—1[»m onderling, dus de gezochte vrijh. graad is: (¢—1) (#*—1).
Inderdaad geeft (a) — (B) -+ (y) dezelfde uitkomst als stelling 9.

1
(b) Stellen we nu —~ (m=—1)...m +m)—1=p—1, dan be-

staat een Jp — 1[™ uit alle V™ in [#], is er dus niet van een
vrijheidsgraad van de vertex van zo'n Jp — 1[™ sprake. Dit klopt
met de formule voor (a) die nu nul als uitkemst geeft.

De redenering blijft voor (f) en (y) ongewijzigd.
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§ 28 Het derde geval (c),; hulpstelling over de vrijheidsgraad van de
betrekkingen tussen g t-voudig gedegenereerde stevren

(¢) Tenslotte het geval 1}1{ nt1)m+2)... (0 +m)—1<p—1.

Nu hebben de grootheden (u) en () geen meetk. betekenis.
Bestaat de var. V uit punten, dan zoeken we uit de o041 sterren
lp—1[( die hem genereren ¢ |p— I[(mbn, die dus gedegene-
reerd zijn en derhalve een eigenlijke vertex hebben. Nadat we
dan (a) — (f) bepaald hebben komt de vraag naar (y) woor
gedegenereerde sterren aan de orde. Om deze grootheid (y) te
bepalen bewijzen we allereerst de volgende hulpstelling:

Stelling 10. De wrijheidsgraad van de betrekkingen tussen g t-voudig
gedegenereerde slerven |p— 1[m) s

LD ptpt i) (p +m)—g—p*+1
zo dit getal > 0 1s.

Daar het op de waarde van de dimensie van de werkruimte
waarin de g sterren ]p— [ [(») gelegen zijn, niet aankomt, worden
g ]p — 1[{mrn in een [$ — 1] beschouwd.

De t-voudig gedegenereerde ster ]p— 1[0 bestaat dan uit de
o' maal getelde V("’ 'm ovan een Jp —t — 1™, dus de V;,{’ij’n door

een V mp—, Immers de vertex van een |p—1— 1" in [p—1]

heeft de dimensie: p—1 — (p—¢—1) — 1 = ¢t — 1, dus de vertex
is een V! ’"’:b = Vém[j‘;—?ﬂl

Is (A) zon ster en (B) de verzameling van alle Vzﬂ) ‘# van de
[# —1], dus een niet-gedegenereerde ster |p — 1[i#), dan luiden
hun vergelijkingen resp.:

Mrixer + Apemga . o prp =0 (A)
Myy + oo+ Ay Aeravers + Avevire + .+ Apyp =0 (B).
Hierbij zijn dan x; en y; m-e graadsvergelijkingen in de  homogene
puntcodrdn. De betrekkingen tussen deze 2 sterren (A) en (B)
eisen dat er een Vﬁi’f’_” bepaald isin de [p — 1] en verder dat er be-
trekkingen best an tussen de twee |p — ¢ — [, n.m.1 die welke
genoemde V™™ als vertex heeft en die welke al de Vi?)n van de
eerste ver gelqkmg bevat (A).
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\(mf}“) V(mf’ ?54) is

B—0(C—)—p—t@—i—1)
en van de betrekkingen tussen (A) en de tweede [p —¢— [[(m) .

(p—t2—1.
~ Totaal: e )ﬁ(;’)—o—l} o p+m) —

|

De vrijheidsgraad van

Voor g sterren |p—i¢—1[(m) proj. toeg. aan de gekozen Jp—1[(» (B)
is dit aantal q—@m_r——t) plp+1)...(0 +m—gq

Daar de tussenschakel voor de proj. toev. relaties, de Jp— 1[0m»
met vergelijking (B), steeds door elke proj. toeg. ster van dezelfde
soort vervangen kan worden zonder dat de gevonden betrekkingen
veranderen, moet de gevonden vrijh.graad nog met (p* —1) ver-
minderd worden (de transf. determinant is van de prde orde).
De einduitkomst luidt dus zoals Stelling 10 aangeeft.
Bovenstaande redenering kan niet toegepast worden wanneer de
vergelijkingen van de gedegenereerde sterren in het geheel geen
gemeenschappelijke 2’s hebben, b.v, in het geval: ¢ =2en 2> §
{of p—1t <i):

Mxy + Aoyt A ApaXpa =0
Apayers + .o+ Apyp =0

Algemeen kan men zeggen: is het gevonden getal > (), dan is de
stelling van toepassing.

Thans keren we terug tot de V = (|p, ¢|/tm, [n]).

Zoals reeds geconstateerd is zijn voor

1
Py m+1)m+2)...(n+m—1<p—I
al de Jp — 1[(»)'n gedegenereerd, Hieronder komen dan {p —n —1)-

voudig gedegenereerde sterren voor, d.i. alle V{"'n van de R,

coP-n-1 maal genomen; zo ook (p — n)-voudig gedegenercerde ster-
ren met als vertex een puntental van R,.

De vertex van een Jp— 1[" wordt bepaald door de correspon-
derende V{™''n van p Jg—1[™n van het tweede systeem. Zul-
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len p zulke V”:u in [n] elkaar in een puntental n.m.l m#, snij-

den, dan moet worden voldaan aan pm? voorwaarden van de eerste
A e >

graad, dus zullen er o™ varigtéiten V") door het gegeven

My zijn (dit alles

puntental gaan, daar er oo’ stelsels van V
indien geldt: mlf < (P —1).

Elk geschikt punten-m#-tal van de R, is dus vertex van oo?
sterren, dus ook de g punt-m#-tallen van de Ry die vertex zijn van -
de g Jp— I [(mhn, i
Dus i.p.v. de grootheid («)— (f) waarvan sprake was bij de
fs-bepaling langs algebraische weg, komt nu: — g (g — pm? — 1).
Hierbij moet dan nog worden opgeteld de uitkomst van stelling 10,
door hierin voor ¢ de grootheid p —# in te vullen. -
Dus vinden we voor fs in het geval (c):

pint—1

fs=—gqlg—pmt—1}) + %75 (o 1) fp ) —g—p* -+ 1

§29 Het systeem van twee varidteiten V en W tweevoudig bezien:
W op V en V door W

Een algemeen geldende formule waarmee op geheel andere wijze

de grootheid van stelling 7.5. gevonden kan worden luidt als volgt:

Stel]ing 1 k. /v + t:fw = fuzr + zzaftl-

Hierin zijn dan V en W algemene leden van verzamelingen van
variéteiten in de Ry De dimensie van V wordt ondersteld groter
te zijn dan die van W,

Verder worden de verzamelingen variéteiten van V en W zodanig
ondersteld, dat op elke V minstens één W gelegen is en dat door
elke W minstens één V gaat.

De symbolen hebben dan de volgende betekenis:

fv: de vrijheidsgraad van de variéteiten V in Rjy; analoog fu
voor variéteiten W,

ofw: 5 P 5 W op V.

wivl s 500 iy V door W.

De bovenstaande gelijkheid is nu onmiddellijk in te zien. Het linker
lid van de formule stelt n.m.I. de vrijheidsgraad voor wvan het
systeem, bestaande uit V en W er op gelegen, het rechter lid idem
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van een systeem bestaande uit W en een V er doorheen. Beide
systemen zijn in (I, 1)-correspondentie te brengen door telkens
dezelfde combinatie van een V met eenzelfde 1 onder beide op-
zichten te beschouwen, waarmee de gelijkheid bewezen is.

Met behulp van deze stelling nu en met gebruikmaking van de
uitkomst van stelling 9. kan nogmaals de vrijheidsgraad van
(|p —7, g|), [n]) op V bepaald worden. (Zie st. 7.5,).

V = (|p, q|t™, [1]). Gevraagd de grootheid ofw als
W = (lp, ¢ + 7™, [»]).
: :
fo=pg 0 +1) (n42). .. (ptm) —g—qg—1)—(F*—1)
(stelling 9.).
— ) 42) . () —gi-(g ) - (6%1)
(toep. v. stelling 9.).

fﬂJ == P(EJ’FF) ]

wfv = qi (toep. van stelling 7.4. waarbij men dan moet letten op
de geljkheden

V = (Ip, g|"™, [n]) = (g, £, [#]) en
W = (Ifs 4 +11™, [=]) = (g + 7,214, [2]).

Hiernit volgt dan voor ,f» het reeds bekende resultaat:

P2 1) 2 k) — (g ).



HOOFDSTUK IV

BIRATIONAAL TOEGEVOEGDE VARIETEITEN; GEDEGE-
NEREERDE VARIETEITEN; DE GRAAD VAN DE
ALGEMENE VARIETEIT ([p, ¢, (n])

§ 30 Uitbreiding van hel begrip projectic
Stel een [n'] met hierin cen variéteit @ = (|p, #'|1, [n']), waar-

et
van we de vergelijkingen noteren [zie ook §13.) als:
oo, *=L2...p
e e Dbl (19).

Hierin zijn dan zee lineaire functies in de puntcodrdn. van de
gegeven [n']. '

Tussen de grootheden zg die (pp° — 1) in aantal zijn, moeten dan
pp’ — 1 —n' betrekkingen bestaan:

Cortpras =0 B=1,2,. . .pp—0' —1. ....... (20).

We stellen verder cen [n'— p’] in [#'] gedefiniéerd door de p’
lineaire vergelijkingen in de puntcodrdn. van [n']: 210 = 0.
Om nu de projectie te verkrijgen van de var. @ vanuit die [n" — $']
op een [p'— 1], moet men de grootheden
o= AR )
S U b i o

uit de vergelijkingen (19) en (20) elimineren.
Indien we nu uitgaan van @ = (|p, '/{™, [n"]), dus m 5% | nemen,
dan krijgen we i.p.v. ¢’ lineaire-, nu p’ mde graadsvergelijkingen
in de puntcodrdn. van [#'] : 21w = 0. (De boven vermelde groot-
heid
loopt nu van 1 tot pp" — :—, (' 1) (' -} 2)... (@ + m) zoals
hierna zal blijken). a
Voor het gemak zullen we het eliminatieresultaat van
o =2,3, .. 0P
Fe i == Bl el

nit de vergelijkingen (19) en (20) voor m 7 1 en
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p‘::1,2,...1313’—%(1:'4—1)(n’+2)...(n'—i—m),

de ,,projectie” van @ = (|, p’[{”"), [#']) vanuit de V,(:f’i:?, bepaald

door de p’ mie graadsvergelijkingen z1.- = 0, blijven noemen.
Deze ,,projectie” gaat dan voor m = 1 over in de algemeen bekende
definitie van projectie.

§ 31 De ,projectie” van @ vanuit een op @ gelegen wvariétert ¥ is
V = (Ip, ¢g/tm, [n])
Nu dit begrip ,,projectie’’ omschreven is, kan de eerste fundamen-
tele stelling van dit hoofdstuk als volgt worden geformuleerd:
Stelling 12. Op de variéteit ® = (|p, p'|™, (n']) bevinden zich co?™
variéteiten ¥ = ([p—1, p’ I?"J, W' —p'1"). De ,,pro-
jectie” van @ op een [n] vanuitl een [0’ — p'1” waarop
een W is gelegen, s eem variéleit V = (|p, g/(m), [n])
waarbij
I :
qg=pp’ S ' 1) (' +2)... 0 4 m),n=7p"—1
en pSg=p + P —2 en woor m #£ 1 de grootheid n'
groot gemoeg ondersteld wordt dat de dimensie van
@ =0 1s. :

o[n —p'1” betekent hier een Vfl"'{;), in het symbool voor de
var. ¥ duidt het aan dat deze variéteit op zo'n V% p) gelegen is.

De dimensie van @ (stelling 4) is: £
A p— 1) — 1) =w —pp 1 P 2.
Nu geldt p + " —2=gen pp’' — ’% (n'+1) (W' +2)..(n'+m)=g

en dus ook n"' — pp’ — 1< -—¢. Voor m = | is de dimensie van
@ steeds = 0, en behoeft verder niets van #’ te worden ondersteld.
Voor m # 1 is de laatste onderstelling van stelling 12 noodzakelijk.
Voor het bewijs van de stelling gaan we uit van de vergelijkingen
van @:
' =1, 2% o vd

erEana g T g Sa Rl SR R A aok

Cuarproa=0 51,2, . q ;b;b—ﬁ (n' 1)’ +2) . .. (0 +m) (20),
4=0,1,..
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waarin zear = " 15 doars ¥5.

Hierin zijn de &’s de parameters, de variéteit @ ontstaat immers
uit p' . projectief toegevoegde |p—1[(m'n en bestaat uit
oot Vf:’f;l)ln Voor elke vaste o staan er p sm-de graadsverge-
lijkingen in de puntcoérdn. van [#'], dus een ]p — 1[("). Door o
te laten lopen komen er p’ sterren Jp — 1[0

De grootheden zyo zijn m-de graadsvergelijkingen in de puntcodrdn.
van [n'] of elke z,,, stelt een V? in [#’] voor.

w=1
De vrijheidsgraad van zg is dus
o 1 7 1 ' - '
Chryg— 1 =”ﬁ(ﬂ + 1) (n +2)...#H + m)—I.

Daar e cn o variéren tussen 1 en $, resp. tussen 1 en p’ en alle groot-
heden 2z, met een constante mogen worden vermenigvuldigd
zonder dat de variéteit @ verandert, zijn er $p’ — 1 niet-homogene
grootheden 2,.. Tussen de grootheden z,,’ mocten er dus

q=pp'—1 H;lﬁ (' 4 1) (v + 2) o m) 1 =
= pp’ _?%! (n' -+ 1) {”” +2).. (‘n' = -m.)

lineaire betrekkingen

1
Conffoar =0 f=12,..9= MJ’—H;;I (m 4 1) (0" +2) .. (n"+m)

bestaan.

Nu beschouwen we de variéteit: ¥ = ([p — 1, 75’}{”", W — 7"
vergelijken we ¥ met @, dan zien we dat we ip.v. de groot-
heid $ van @ nu (p—1) hebben en dus (stelling 7.2.) dat een
lineaire relatie fussen de parameters &, aanwezig is. Deze relatie
is steeds (na eventuele transformatie der parameters) terug te
brengen tot de relatie: & = 0.

De vergelijkingen van een variéteit ¥ luiden dus:

2ag = Eafa’ Rl 2,}‘)
g AN D R ) (21).
Cua'ﬁza.u’ L ﬁ ) TR B q. ;

waarin weer
Zeat = 2 lsdoasxs. 6 =0,1,.50 .0
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Van deze variéteiten ¥ liggen cr oo op @ daar er p parameters
£, aanwezig zijn en dus 0P lineaire betrekkingen hiertussen.
Wegens het eerste stelsel vergelijkingen (21) gecombineerd met
£ = 0 geldt: z10' = & =0, dit is cen ,ruimte”, uitgesneden
door p' VUn, dus met dimensie »n’' — p', m.a.w. een \fﬁfﬁ.,? of
een ,,[n’ — '] waarop ¥ gelegen is.

In de vergelijkingen van ¥ komen dus alleen voor 224/, 2807 . . . 4pa’-
De ,,projectie’” van @ vanuit deze ,,[n’ — #']" opeen [#] = [p' —1]
in [»'] krijgt men, naar analogie van de algemeen gedefinicerde
projectiemethode, door de grootheden 220/, 284,, ... Zpa’ te elimi-
neren uit de vergelijkingen van @, dus uit de vergelijkingen (19).
We krijgen dan een resultaat alleen in de grootheden zin. Deze
noemen we g, dus Xy = 214’ zijn dan grootheden corresponderend
met de [n] = [p'— 1] waarop geprojecteerd wordt. Dus

Xg' = Zlaf = 51.50.‘ en daar 'EL =i 0) o = Eubut = Ea£1‘1-xu'-

Het eliminatieresultaat, dus de vergelijkingen van de ,,projectie”,
Iuiden nu:

Clmlﬁ IEG'J;:.{I ;Y:u' e 0 Df r_‘mrs EO: .”.’ar == 0 ........ [:22).

Deze vergelijkingen stellen een (|p, ¢lt®, [n = p' — 1]) voor, die
algemeen is daar aan de grootheden Cau'g geen beperkingen zijn
opgelegd. Immers bij vaste g staan er pmde graadsvergelijkingen
in de coordn. %, ... 4p, dus een Jp— 1[(m in de [p'—1]. Totaal
dus g Jp — 1["'n in de [p’ — 1], waarmee stelling 12 bewezen is.

§ 32 Birationaal aan elkaar loegevoegde variéleilen

Daar nu in @ = (|p, '™, [n']), de grootheden p en p’ met elkaar
verwisseld kunnen worden zonder dat de variéteit daardoor ver-
andert — immers voor #' geldt de gelijkheid:

q = pp' —;’% w +1) (@ 4+2)... 0 -} m

welke ook na verwisseling van p en p’ onderling, dezelfde blijft —
volgt mit de zojuist bewezen stelling 12 dat @ niet alleen
V = (|p, g|, [p"—1]) als ,projectie”-resultaat oplevert, maar
ook de variéteit W = (|p', ¢/, [ —1]). Dus geldt de stelling:
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Stelling 13. De variéteiten

= (I, q|, [p' — 1) em W = (ip’, qltm, [p — 1])
wyn i een (mp~1, mb-t)-relatic aan elkaar toegevoegd;
p<qen p'<g.

Immers aan elk (m#~1)-tal punten van V wordt een (mt-1)-tal
punten van W toegevoegd en omgekeerd, dit noemen we een
(m#=1, mt—t)-relatie. In het bijzondere geval #m = 1 Iuidt dit
resultaat: V en W zijn birationaal aan elkaar toegevoegd.

Stelling 13 kan ook direct, zonder dat men de variéteit @ be-
schouwt, worden bewezen door n.m.l. uit de vergelijkingen:

Cratgrlatar =0 bt e el (22)

de &, resp. x te elimineren waardoor men V resp. W verkrijgt.
Beschouwt men n.m.1. de &'s als coordn. van cen [p— 1], dan is
(22) een stelsel van g vergelijkingen in {&;} dat, daar ¢ >$—1,
in het algemeen niet een gemeenschappelijke greep { £, } zal hebben
voor willek. x.7n; vult men echter voor de vormen %, waarden in
die corresponderen met een (mt-1)- puntentdl van V, dan krijgt
men een oplossing van {&,} en wel één greep { &L} voor elk (mp™=1)-
puntental van V,

Er is duseen correspondentie tussen de punt-(m#=1)-tallen van V
en de grepen {£,} waarvoor het stelsel vergelijkingen (22) een
oplossing heeft.

Beschouwt men nu de a,7n als variérende vormen in een ruimte
[#" — 1], dan komt men wegens ¢ > p’ — 1 analoog tot correspon-
dentie tussen de punten van W: {&} en telkens (m#-1) grepen
{xa').

Dus zal in het algemeen met een (m#-!)-puntental van W één be-
paald (m#?=1)-tal punten van V corresponderen en omgekeerd.

§ 33 Nader onderzoek van de corvespondentie tussen de vavidieiten
Ven W in het geval m = 1

We hebben reeds gezien dat in het algemeen met een (m#-1)-tal
punten van V een (m#1)-tal van W correspondeert en omgekeerd.
In het geval m = 1 correspondeert met een punt van W één punt
van V en omgekeerd. Dit geval (dus m — 1) kan nog nader on-
derzocht worden (Room; le. p. 49):
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Stel dat bij de vergelijkingen (22) een greep -[5::} aanwezig is
zodanig dat in [p'—1] de [p' —2]'n: (“m,ﬁg =) allc door
een [r-— 1] gaan, dan correspondeert met het punt {& } van W
de gehele [r — 1] op V.

Nu wordt in een [p'—1] door (p'—7#) [p'— 2]'n een [r—1]
bepaald. We hebben er hier ¢ dus moeten er (g — ¢’ + #) lineair
onafhankelilke betrekkingen aanwezig zijn tussen de .f;’s, dus

Rrﬁycan’ﬂgz?:o ?":]:2:'?_1" 'E'?-

Beschouwt men nu het gehele stelsel van ¢ vergelijkingen van W:
Caa’p %’ fa = 0, dan zijn er telkens slechts (p" —#) vergelijkingen
nit te halen die lin. onafh. zijn; vormt men dus uit die g verge-
lijkingen een determinant van de orde: p"—v + 1, dan zijn de
elementen ervan coéffn. van afhankelijke vergelijkingen. Dus deze
determinant is nul of de variéteit van de punten {&.} met deze

eigenschap is een (|g, ' Ig,"ﬂﬂ [p—11), immers:

V= (1p"a]™, [p—10) = (1p".alg™, [p—1D=(1g.6"5"%, —1]).
Volgens stelling 5 ligt { EZ} op een meervoudig op W gelegen meetk.
plaats.

Hiermee is bewezen:

Stelling 14. Met een [r — 1] op V, die de snijfiguny is van correspon-
derende [p' — 2'n die de varviétert V voortbrengen, cor-
respondeert een punt van de meervoudig op W gelegen m.p.
(g, 2[5 [ —1)).

Opmerking 1: In de boven bewezen stelling 12 valt niet
zozeer de mnadruk op de z.g. ,projectie” — welke voor m =1
overgaat in de bekende definitie van projectie —, als wel op de
relaties die er daardoor tussen de variéteiten @ en V bestaan.
Dit blijkt al direct o.a. in de eerste toepassing n.m.l. in stelling 13.

Opmerking 2: Op blz. 39 werd gevonden dat de variéteit ¥
gelegen is op een Vf:’f;’, bepaald door de p’ vergelijkingen
zlu':EJ_Ea':D [1.':1,2, ...1{1"

van de m-de graad in de puntcodrdn. van de werk-[n'].
Daar we gezien hebben (blz. 40) dat er tussen de pp’ grootheden zga-

g=pp' — :ﬁl;—! '+ +2)...Hm +m)
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lineaire betrekkingen Coo'g Zaa’ — (0 bestaan, kan men zich afvragen
of die vormen ziq, dus die $" grootheden z. nit de eerste rij uit
de matrix z.,, wel lineair onafhankelijk zijn!

Om dit in te zien moet men bedenken dat (vgl. §13.) @ bepaald
wordt door de grootheden zo in een matrix p bij ' geplaatst.
Van deze z, pp’ in getal zijn er

% (ﬂ' +- I) (n’ AT 2) ex (wf I ?'H.)

lineair onafhankelijk. Daar nu verwisseling van rijen onderling en
evenzo van kolommen slechts tekenverandering van de onder-
determinanten (van de tweede orde) veroorzaakt, dus de verge-
lijkingen van @ onveranderd laat, kan men zorgen, dat de eerste
p' grootheden z,r van de eerste rij (of eerste kolom) onderling
onafh. zijn. (De dimensie van de werkruimte #' kan n.m.l. steeds
zo gekozen worden dat voldaan is aan de ongelijkheid

pr< ﬂ:—!(ﬂ' 4+ 1) (" +2) ... (" = m)).

In het geval m = 1 treden enkele vereenvoudigingen op.

Zoals we reeds hebben gezien aan de vergelijkingen (20) bestaan
tussen de grootheden zger — nu lineaire vormen in de puntcodrdn.
van [#'] — (pp’ —n' — 1) relaties Con’g Zaa’ = 0. Men kan nu een
punttransformatie toepassen zodanig dat de p’ lin. onath. groot-
heden zge nu fundamentaal [#’ — 1]» zijn en, door eventuele ver-
wisseling van rijen onderling en kolommen, bewerken dat de ruimte
van ¥, een fundamentaalruimte van het fundamentaalsimplex
wordt. Nu is het tevens duidelijk dat hier sprake is van projectie
vanuit dat fundamentaalsimplex. '

Opmerking 3: Wanneer men bepaalde gelijkheden tussen
de grootheden ¢, #" en ¢ aanneemt, blijken bijzondere gevallen
van stelling 12 te voorschijn te komen.

§ 34 De varidteit (1p, p'|\™, ,,[n' — 1]") degenereert in de variéteiten
W= (jp—1,5'[", [0 —$1") en X=(Ip, p' — 1", ,.[0' — $']")
Een andere toepassing van stelling 12 wordt gevonden in de ge-
degenereerde variéteiten en wel in stelling 16 die weer steunt op
stelling 15 voor het geval m = 1.
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Stelling 15. Elke ,,[n' — 1] door een variéteit ¥ = (|p —1, {J’J{"’),
St — ') op @ = (|p, '\, [0']) snijdt D verder in
een varisteit X = (|p, o' — 1™, [0’ —$']") diz ¥
snijdt volgens een variéfeit

(lp—1,8"—11{", .[# —p—p"+1T").
De vaviéteiten ¥ en X samen zijn dus aequivalent met
eon ,prime’-doorsnede: (1p, p'[{™, ,,[n' —1]1") van @.

Bewijs: Op blz. 39 is reeds gevonden dat de vergelijkingen van

@ lniden:

S e SR R e (19)

S S Sl St & 2

cm)g"‘“ﬂ‘ {f—l,Q,g ................. (O)
waarin' Zew = 215 daa's x5. 0=20,1,...#n.

Nu wordt de gegeven variéteit ¥, op @ uitgesneden door een
\f’"’j;,) (n.m.l. door een ,,[#" — p']").

Na eventuele verwisseling van rijen en kolommen luiden de
vergelijkingen hiervan zi, = 0 (blz. 43, opmerking 2) De ver-
gelijking van een X,,’“’l door deze V(,"ip,’ luidt Kqrz,,, = 0 en deze
variéteit snijdt dus @ in de meetk. pl‘ult‘; van puntgroepen, welker

parameters £,°en & bovendien voldoen aan Kg & & = 0, dus
. £, =0, deze voorwaarde levert ¥

%I{a’ £qr = 0, deze voorwaarde geeft een variéteit X.
(Beide vergelijkingen zijn lineair in & resp. &y, dit klopt met het
feit dat de symbolen van ¥ en X in clkaar overgaan door ver-
wisseling van « en o/, dus van p en p’).
Omgekeerd bepaalt elke variéteit X een lineaire relatie in de &q''s
en dus ligt elke X met ¥, in een V}:””1 (,,prime”). Na eventuele
transformatie van de parameters &, luidt de relatie die correspon-
deert met een bepaalde ¥ & = 0.

De ,,prime” die deze X en ¥ bevat is dan z;;, = 0. Beide variéteiten
X en ¥ snijden elkaar volgens een variéteit met als vergelijkingen
~y;v—§y§y '}’:2,3,...?5,' y':2,3,...¢"
dus volgens een (|p— 1,9 — 1™, [ —p—p' +1]"), ge-

(b1 S
legen op een Vf,’f’f’ ME' +1)’- bepaald door de vergelijkingen

Zgl = 0 en Z1gh= 0.
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§35 De varieteit V= (|p, g|(1? [n]) is aequivalent met
= ([p—1,g—1|"), [n]) en V"= (|p,¢—1|"), [n —1])
Met behulp van stelling 15 voor het geval m = 1 wordt nu de vol-
gende stelling bewezen, die uitsluitend voor m = 1 geldigheid heeft:
Stelling 16. De variéleit V = (|p, q|(V), [n]) s aequivalent wiel de
variéleilen
=(lp—1,g—1|1), [n]) en V'=(]p, g—1|0), [n—1]),
ﬁenmﬂ V" gelegen is in een prime van de ruvmte die V'
bevat en V' dan snijdt volgens een primedoorsnede,
Om deze eigenschap *) te bewijzen denken we ons de variéteiten
@ en ¥, aan het begin van dit hoofdstuk gedefiniéerd, als volgt
gesplitst in @ en @”, resp. ¥ en ¥":

@{W—%M—LﬁPIW+1_wn
ot = (g — 1N, I 1 —p])
. %lP' = (|p—2,9'|1", [’ 4+ 1 —2p']) op @' gelegen
NP =(p—1.p'—1 .5.1), ' +2—p—p"]) op @" gelegen.

Beide samenstellingen zijn verantwoord wegens stelling 15 voor
m = | (dan wordt n.m.l. ,,prime”: prime en ,,[#' —§']": [#' — p']
enz.). g

Nu projecteren we @ vanuit ¥, d.w.z. @' vanuit ¥’ en @" vanuit ¥,
hierbij stelling 12 voor m = 1 toepassend (hier is dus sprake van
projecteren in de gewone zin!), die dan schematisch weergegeven
luidt als volgt:

Projectie van @ = (|p, p'|{*), [#']) vanuit

= (lp—1.2'[") [w' —p']) is V= (Ip, ¢!, [2]).

Nu krijgen we: projectie vanuit ¥ (p—p—1lenn' »n" +1—p/,
verder bedenkend dat # = p'— 1 en g = pp’ —n' —1) is

V=(p—1Lp—1p—n—1+p —1|", [a])

en de projectie van @” vanuit ¥’
p'=p — 1,0 >n" +1—penn=7»'—1>n—1)
is dan

¥) Zie Room, lc, p. 60 e.v.
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V= (|p,p (p' —1) —n'—1 + p—1]0), [n—1]).

Dus: de variéteit V = (|p, ¢|1), [#]) is aequivalent met
Vi=(lp —1,g— 1|1, [n])
Vi=(lp,g — 110, [# —1]),

omdat nu immers geldt g = pp’ —n' — 1.
De redenering geldt alleen voor m = 1, daar de splitsingen van @ in

@ = (p—1, p'[{", [n'+1—]) en &" = (|p, p'—1|{, [n'--1—p])
door stelling 15 niet gerechtvaardigd is. De stelling zou n.m.1. wel
juist Zijn VOoor (D' = (HJ_' 1’ p’!im'), ”E,”‘f + 1 '____‘.Pl]l)) en

@" = (jp, p' — 1|, L[n' =1 —p]"). %)

§ 36 De smijfiguur van U = (|p, g/, [n + p — 1]) met een bij-
zondere Vf:’m_l) degeneveert in V' en V"
Ten slotte wordt de boven gevonden degeneratie nog van een
ander standpunt bezien in de volgende stelling:
Stelling 17. Snijding van de vaviéteit U = (|p, g|™, [n + p —1])
door een algemeen gelegen V) levert de variéteit
V= (Ip, g™, ,,[7]").

Er zijn onder die snijdingen van U met een V

riétetten die uiteenvallen in
Vi=(lp.g—1]0m, ,[n —1]") en
Vi={(lp—1,g—1[m), ,[n]")

waarbty V" door V' volgens een ,,prime”’-dooysnede wor dt
gesnedein,

1
1) e

Bewijs: Zijn xag m4¢ graadsvergelijkingen in de [n -+ p—1], dan
wordt U gegeven door de vergelijkingen |xaglp-1 = 0.

-1
Een bijzondere ‘Rf',{,,”‘t5 )kan worden gegeven door de vergelijkingen:

i G 7 N _ Xp1

j‘l 22 e AN T T A‘p
*) Ook mag de variéteit (|p, j)'lgm), [n’]) niet opgevat worden als een bijzon-
der geval van de variéteit (|, p‘[{”“, ,.[1’]"), waarbij men dan de ,,[#’]" 'u
laat ontaarden, daar dan bij @ b.v. de variéteiten 2y, niet onderling zoveel
mogelijk onafh. gelegen zijn.
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Dit zijn dus p—1 vergelijkingen van de m-de graad in de punt-
coordn. van de werk-[n - p—1].
De snijding van U met deze V,(:”p" ") wordt dus gegeven door de
vergelijkingen:

T Hm T

o | — —_— = —= = =
||xap!],y = 0 en i < T

Deze m.p. door beide stelsels vergelijkingen voorgesteld, valt niteen
: AT S Ml ; Lo p-1
in een variéteit V', geheel gelegen in de V f,’i’f’ van de V;mp ) met

vergelijkingen %y = Xy = ... = Xp1 = 0 en cen V" die niet geheelin
deze V_}fff’ is gelegen.

: =l o e :
V' wordt bepaald door ||¥au|l,y =0 ; B 'I;, is gelegen in

Ky = Ky = .y =%p =0, dus V= (lp, g — 1|, ,[n—1]").
De vergelijkingen die V” bepalen, luiden: || Aa%ap|[pq = 0, d.i. een
matrix $ bij g — 1 met als cerste rij A's, « =1, R T R (R
dus V" heeft als symbool (|p—1,¢—1|0%, ,,[n]").

Het is duidelijk dat V' en V" een variéteit gemeen hebben, die de
snijding is van V" met de ,prime” in de »[#]” van V" met ver-
geljkingen ¥a = 0.

Dit resultaat levert voor m = 1 een ander bewijs voor stelling 16.

§ 37 De graad van (|p, q]i’”’, [#])

Naar aanleiding van het ontaardingsverschijnsel komt men tot de
vraag naar de graad van de besproken variéteiten, dus van
(Ip, g™, [n]).

Hiervoor geldt de fundamentele eigenschap:

De graad vawn de variéteit die bepaald wordl doordat men alle deter-
minanten van de orde ¥ 1- 1 in een matrix van p vijen en g kolowwmnen,
waarin clk element een mé graadsvergelijking is in de puntcodrdn.
van de werkrutmte *), gelijk nul stelt, 75

(-.b—f)(e—ﬂ(q) {prg—r—Llgp—r—1} o (23)
P BT 1 BB =T} T

"
waarbij {a, b} = (@%—_—-B—) en((@) =1121...al

#) de dimensie n doet hier niets ter zake.
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Dit is dus de graad N van de variéteit (|p, ¢, {0 Tul) *
Voor m = | vindt men voor de graad van de var. (g, q|_,(,”, [#]):

(Q) {13‘—57*)’—1,1')—?7‘41} 1,(24),
=lp—r— I} Fi—F—Lp—r—13

terwijl voor de veelvuldig voorkomende waarde van 7, namelijk
7 = p—1 het resultaat luidt:

(.‘;f) is de graad van (Ip, gl [n]) = (I ", ().

Deze laatste uitkomst is toe te passen op het resultaat van stel-
ling 16, dat opnieuw als bijzonder geval van stelling 17 gevonden is.
Inderdaad geldt dat de graad van V gelijk is aan de som van de
graden van V' en V”, immers:

Ny=(,* —( =Y enn ey
N i (?—l)’ 4’\fp-f~(P_2 en Npw= 5 1)

Volgens een bekende eigenschap uit de combinatieleer geldt in-

derdaad:
LL)=G22) G20

De uitkomst (23) wordt zonder bewijs gegeven door Baker *¥)
onder verwijzing naar een artikel van Segre ***), waarin deze
Jaatste de aandacht wil vestigen op de formule, ,,die Schubert
in 1890 gevonden en later als zeker nitgesproken heeft (zonder er
het bewijs van te publiceren)”.

Opmerking. Met behulp van bovenstaande formules kan de
graad van een variéteit bepaald worden, zodra zo'n variéteit
gegeven wordt door zijn symbool.

Zo hebben we in hoofdstuk I reeds gezien dat de vergelijkingen
(5) een K" — ([2, 3™, 13]) voorstellen.

Inderdaad geeft de formule (23) die voor dit geval teruggebracht

%) Zie noot blz. 48,
*%) Principles of geometry VI, p. 108—112.
*Ek) C. Segre: Rend., Acc. Lincei 59, 1800, p. 253 ss.
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wordt tot N = m(ﬁ"){"’”(q) voor p=2, g=3 en r=1 als

by

resultaat m? (1) = 3m? (In dit geval is » = p — | en dan zijn de

accoladevormen steeds = 0).

§ 38 Het bewijs van formude (23) voor het geval v = p—1eng = p+1
Door de volgende redenering kan men voor de variéteit
(1p, ¢V, [#]) de grootheid N vinden en wel zoals blijken zal voor
het geval g—p =1 of ¢ = p |- 1. (Straks wordt s 7= 1 onder-

steld.)
Zoals bekend, is de dimensie van ([p, ¢|0), [#]) geljk aan
w—g ~p—1 (stelling 2). :

Om de graad van deze variéteit in Ru te bepalen moeten we dus
snijden met n — (g —# - 1) lineair onafh. vergelijkingen van de
eerste graad in de codrdn. {x, ¥y, .. . An}.

De variéteit zelf wordt gegeven door een matrix p bij g, waarbij de
elementen lineaire [uncties zijn in de puntcodrdn.

De var. (|p, ¢/, [#]) wordt dus bepaald door (g —p + 1) deter-
minanten van de orde p gelijk nul gesteld, dus (g —p + 1) ver-
gelijkingen van de graad p in { %, %, . .- Xu}.

Deze vergelijkingen hebben echter een variéteit gemeenschappelijk
die correspondeert met een matrix p bij p—1, dus p—(p—1) +-1=2
vergelijkingen van de graad p—1 die weer een matrix p —1
bij p—2, dus p—1—(p—2) + 1 =2 vergelijkingen van de
(p —2)de graad gemeen hebben, enz., .... die een matrix
p— (p—2) bij p— (p—1) gemeen hebben dus:

g—p -1 vergelijkingen van de pde graad; hiervan moeten
worden afgescheiden:

2 vergelijkingen van de (p—1)de graad; toegevoegd
moeten worden:

2 vergelijkingen van de (p — 2)-de graad; weer algeschei-
den moeten worden: 0

2 vergelijkingen van de (p — 3)d¢ graad; enz.

.............. toegevoegd of afgescheiden worden tenslotte

2 vergelijkingen van de eerste graad.

Op dit stelsel vergelijkingen met de n — (g — p + 1) lineair onafh.
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vergelijkingen van de eerste graad die voor de graadbepaling dienen,
wordt het theorema van Bézout (Inleiding) toegepast.

Het aantal oplossingen der vergelijkingen, dus de gezochte graad
zou dan worden:

pre+t —(p— 12 + (p—22—(p—3)2+ ... £ 13

Bedoeld is dat de getallen tussen de haken positief of gelijk nul zijn,
Na de nul moet de formule worden afgebroken.

Bovenstaande redenering nu geldt alleen voor het geval g —p =1,
omdat we hier in het geval ¢ = p | 1 werken met variéteiten van
verschillende dimensies. Zo zijn we n.m.l. uitgegaan van een matrix
p bij g, ¥ = p— 1, dus (stelling 2) de dimensie van die variéteit
isn—gqg+p—1.

Daarna kwam er een matrix p bij p — | ter sprake, r = p— 1,
dus de dimensie van deze variéteitis n—p -} (p—1) —1 =n—2,
Van de verder volgende variéteiten zijn de dimensies alle wel n — 2
(n.m.l.:

n—(p—1) 4 (5—2) —L;m—(p—2) + (p—3) —1; ..;0—2+1—1)),

maar de dimensie van de variéteit waarvan we uit zijn gegaan is
n—g -+ p—1.

Zodra die dimensies verschillen mag bovenstaande redenering niet
gebruikt worden. Dit blijkt duidelijk uit het volgende voorbeeld:
Gevraagd de graad van de gemeenschappelijke meetk. plaats van
twee OWrn in Ry Deze is zoals bekend = 16. Als m.p. krijgen we
n.ml. een K16,

Nu dezelfde vraag als de beide O n worden opgebouwd door
twee O@rn: A en B, resp. B en C. Beide O()n hebben m.a.w. een
0®) B gemeen.

De voorgaande redenering zou in dit geval als graad van de door-
snijdingskromme geven: 4 X 4 verminderd met de graad van de
gemeenschappelijke meetk. plaats, dus 16 — 2 = 14, terwijl de
uitkomst 4 moet Iniden.

In dit voorbeeld moet dan geredeneerd worden als volgt: De ge-
vraagde graad van de doorsnijdingskromme is 4 x 4, verminderd
met de graad van de doorsnijdingskromme van B en A (2 x 2),
idem met die van B en C (2 x 2) ¢én ten slotte nog met de graad
van de doorsnijdingskromme van B met zich zell (ook 2 x 2),
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welke laatste doorsnijdingskromme men als limiet van twee tot B
naderende oppervlakken B’ en B” moet onistaan denken!

Daar nu de dimensie van de oorspronkelijke variéteitn —gq + p—1
was en die van de andere ter sprake komende variéteiten n — 2,
vervalt het genoemde bezwaar voor ¢ = p <+ L.

Zo hebben we hiermee langs directe weg, (Schubert gaat uit van
een eigenschap die Segre aan het begin van het op blz. 49 ge-
noemde artikel vermeldt), uitgaande van de definitie van de graad
van een variéteit in Ry, bewezen:

Indien g — p = 1, is de graad van de varieteit ([p, g, [n]) gelijk
wan pr— (p— 12 + (p—2*—... £ 1% ;

Beschouwen we dezelfde variéteit, waarbij nu de elementen van
de hem bepalende matrix m-9¢ graadsfuncties der puntcodrdn. zijn,
dan mag, daar hierdoor niets aan de dimensies der betreffende
variéteiten veranderd wordt, ook hierop weer de stelling van Bézout
worden toegepast voor het geval ¢ —p = 1. De (/p, g|t®, [n])
wordt dus nu bepaald door (g— p 4 1) determinanten van de
orde p gelijk nul gesteld; dit zijn even zoveel vergelijkingen van
de graad mp in {x, %y, ...%s}. Hiervan moeten worden afge-
zonderd twee vergelijkingen van de graad # (p — 1), erbij komen
twee vergelijkingen van de graad m (p — 2) enz.

Voor ¢ — p = 1 wordt dus het aantal oplossingen, of de gezochte
graad,

(mp)aH—{m (p—1) P {m (p— D P —{m (p—3) ... Lt
of na eliminatie van g¢: ‘

(p)E — m (p— 1)2 - m® (p— 208 —m? (p—3)3 | ... &t
Thans is dus bewezen:

De graad van de wvariéteit (1p, g™, [n]) woor het geval g—p =1,
wordl gegeven door de formaule .

mipE —m® (p— 1)2 | m? (p—2)% — . .. £ m2

Om te bewijzen dat dit resultaat voor het bijzondere geval g —p =1,
voor (1, g, [n]), in overeenstemming is met de form. (23), dient
te worden bewezen dat m2p? — m? (p — 1)* | m® (p —2)*, .. L m?
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gelijk is aan de uitkomst die (23) geeit voor »'= p — leng—p=1.
Deze laatste grootheid luidt:

m{f»-p+1)(#+:—p+1}@: i) X 1 =m* X dpipr+ 1)

Dus moet nog aangetoond worden:
Wep+)=pP—p—12+p—22—... £1%
Dit doen we met volledigc': inductie:

WAl s =R
X2X3=3=22—12
X3 x4=06=3"—221 12

[ e e

Stel dat de te bewijzen formule geldig is voor p = #» dus:
nw—m—I)2 4+ m—2PF—... £ 12:”'——(”; 1).

Wij tonen aan dat dan de formule ook voor p == + 1 juist is, De
geldigheid van de formule is dan voor elke waarde van p bewezen.

(m -+ 1) (n + 2)

Te bew.: (n+12—ntm—12—. .. F 12= . /
Bewijs:
i APt gL g
=1 —{—(—12+m—22—.. L 1% =
=) m+2—n (m+1)(n+2)

n
(nJrl)z———*z—*ﬁ(ﬂ + 1) 5 5

Dus geldt voor alle (gehele) waarden van p de gelijkheid:
ipilp 1) =2 ——1J-L(p—2P —. .. £ 15

Daar voor de variéteit (|2, 3|£””, [3]) gegeven door de vergelijkingen
(5) aan de voorwaarde ¢ — p = 1 wordt voldaan, mag bovenstaand
resultaat hierop worden toegepast. Inderdaad vindt men p = 2
substituerend: 22m® — m?® = 3m?, een resultaat, dat in hoofdstuk I
zonder formule voor de graad gevonden werd en ook nog door de
meest algemene formule (23) op blz, 48 en 49 werd bevestigd.
Zo ook vinden we met de gevonden formule voor de sleutelvariéteit
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in R, (zie § 18), daar p = 2, m = 2, het getal 12, wat klopt, daar
de var, t1it 12 punten bestaat.

Na achtereenvolgens een formule voor N te hebben bepaald, waarbij
werd nitgegaan van (Ip, ¢|(), [#]), daarna van (1p, ¢|™), [#]), gaan we
nu uit van de algemene variéteit (|p, g™, [#]).

Deze variéteit wordt bepaald door een matrix p bij ¢ waarvan alle
determinanten van de (v 4 1)-9¢ orde gelijk nul zijn. De algemene
stelling betreffende een hoofddeterminant, in de inleiding besproken,
leert dat er (p —#) (g —'7) lineair onafh. vergelijkingen onder zijn.
Daar de variéteit dus bepaald wordt door (p—7) (¢ —») deter-
minanten van de (r -~ 1)@ orde gelijk nul gesteld, moet de graad-
bepaling geschieden door middel van» — (p — ») (g — ») lin. onafh.
eerste graadsvergelijkingen in de puntcodrdn. {x,, &y, ... an}.
Daar de elementen van de matrix p bij ¢, bij de variéteit behorend,
mrde graadsfuncties in {x, &, ...} zijn, gaan we dus nu uit
van (p—r) (g —r) vergelijkingen van de graad m (r + 1).

Op dezelfde wijze als in de beide voorafgaande gevallen blijkt
dat hiervan moet worden afgescheiden:

een matrix ¥ bij p, rang (r— 1), dus (p —# -} 1) vergelijkingen
van de graad (mr); moet worden toegevoegd
 een matrix » biyj (r—1), rang (r —2), dus r—r |1 1 =2
vergelijkingen van de graad m (v — 1);

weer afgescheiden moeten worden: 2 vergelijkingen van de graad
m (r —2) enz.

De graad van de variéteit zou dan worden:

{mly 1) {0 (e — (mr )t +1 oy —1)2—m2(r—2)2 -+ ... 4+ m?,

een formule die, [zoals behoort voor » = $ — 1 overgaat in de voor
de variéteit (lp, g|(), [n]) gevonden formule (blz. 52).

Om dezelfde reden als in de vorige gevallen, gaat de redenering
alleen op voor het geval: (p—7#)(g—r»)=2enp—r I 1 =2
of voor y = p—1en g —$ =1 dus juist de beide voorwaarden
die het onderzoek beperken tot het gevonden resultaat voor de
var. (|p, g]if’f?f)_l, [n]) waarbij ¢ —p = I.

Het resultaat van § 36 kan dus aldus worden omschreven:
Correcties vermijdend, die nodig zijn om het theorema van Bézout
doorgang te doen vinden, vindt men cen formule voor de-variéteit
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met maximale rang van de bijbehorende matrix terwijl bovendien
geldt g—p = 1.

Door voelledige inductie is aangetoond, dat het gevonden resultaat
in overecenstemming is met de in de litteratuur opgegeven
formule (23).

Het is echter de vraag of de boven gevolgde methode voor uit-
breiding vatbaar is zodat het bewijs ook geldig is buiten de 2
beperkingen » = p —1 en g = p -+ 1.

Zoals onmiddellijk duidelijk is, — ook uit de formule (23) is het
direct te voorspellen —, wordt de te volgen redenering bij schrap-
ping van elk der beide beperkingen veel ingewikkelder.
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STELLINGEN

In het bewijs van de eigenschap dat de projectie van een
variéteit @ = (p, }b’lgl), (#']) vanunit een erop gelegen variéteit
@ — (Ip—1, |0 [w —p']) de varicteit V = (p, ¢/, [n)) is,
waarbijgeldt g = pp' —n'—1, n=9p"—1¢en p=g<p -+ p'—2,
wordt gebruik gemaakt van het feit dat de $’ grootheden ziy = 0
onderling lin. onafh. zijn.
Dit dient nader aangetoond te worden,
T, G. Rooy, The geometry of determinantal loci,
Cambridge 1938, p. 48,

101

De samenhang tussen de cf. (16;) van Kummer in R, en de uit-
breiding hiervan: de cf. (64,4) in R,, door middel van diagrammen,
is nog beter in te zien door het door Barrau gegeven diagram van
de cf. (164) te vervangen door cen zo algemeen mogelijk schema.

J. A. Barrau, Bijdragen tot de theorie der con-

figuraties, academisch proefschrift, Amsterdam
1907, p. 71 en 96,

- 111
Bij het voorbereidend hoger onderwijs wordt in het algemeen on-
voldoende de aandacht gevestigd op de wet: v'erdelihg van de
inhoud van een lichaam veroorzaakt vergroting van het relatieve
oppervlak. Dif geschiedt ondanks het feit dat zeer veel toepassingen
van deze wet te vinden zijn in de levende en levenloze natuur.
J. MIEDEMA



IV

Het quadraat van elk (geheel) getal, dat zelf de som is van zes
quadraten, is op minstens vier manieren te schrijven als de sem.
van vier quadraten. Dit geldt voorwaardelijk.

D. N. LeLyvirn, Afbeclding van bewegingen om
gen punt in Ry, 2y en Ry, diss. Utrecht 1943, p. 13.

\'T

Het quadraat van elk (geheel) getal, dat zelf de som is van acht
quadraten, is op minstens acht manieren te schrijven als de som
van vier quadraten. Dit geldt voorwaardelijk.

. N. Leryverp, Afbeelding van bewegingen om
een punt in R,, £, en R, diss. Utrecht 1943, p. 10,

V1
In veel moderne natuurkundeleerboeken wordt de peervormige
ruimte van de max.- en min.thermometer van Six-Bellani beschre-
ven als uitsluitend aether en verz. aetherdamp bevattend. Dit is
onjuist.

VII
x (e — x)

&

De transformatie X = x; ¥ = zet een algebraische

kromme K0 om in een K@ waarvan # van zijn oneigenlijke punten
richtingen aangeven loodrecht op de richtingen aangewezen door
de oneigenlijke punten van de K. De overige # oneigenlijke punten
van de K2 worden verzameld in het oneigenlijke punt van de Y-as.

VIII

Zijn |ay| en |bij| twee orthogonale determinanten van de #9¢ orde
(t=1,2,...n;, j=1,2,...%n), met beide dezelfde waarde —+ 1
of — 1 dan zijn de determinanten

iy + pibil = @ (4, p0) en |pjag + Lgii] = ¢ (4, 2)
identiek. Deze stelling van Siacci kan eenvoudiger worden bewezen,
dan volgens de methode die Siacci volgt.

G. Kowarnwski, Einfiilhrung in die Determinan-
tentheorie. Leipzig 1909, p. 164 en 165,



IX

Aan de door von Brieszen en Steube voorgestelde vergelijking
tussen radiolamp, photocel en photographische plaat, zijn be-
zwaren verbonden.
Zeitschrift fiir angewandte Photographie 2, 27,
1940,

X

De eigenschap: de variéteit V= (p, ¢/, [n]) is aequivalent met
V! = (jp—1,¢—1|), [n]) en V" = (jp, g—1|1); [n—1]), is miet
tot de variéteiten met dezelfde notatie en m £ 1 uit te breiden
door i.p.v. lineaire functies m-de graadsfuncties in de puntcodrdn.
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