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ben ik zeer erkentelijkvoor Uwe zoo belangwekkende colleges, die ik steeds methet meeste genoegen heb bijgewoond. Mag ik ten slotte in het bijzonder ??, HooggeleerdeDe Vries, hooggeachte Promotor mijn warmen dank enhoogachting aanbieden. Uw betoogtrant, even boeiendals helder en opgewekt, heeft op mij altijd den diepstenindruk gemaakt. Voor mijn vorming als leeraar zijnUw lessen voor mij van onberekenbaar nut geweest.Bovendien ben ik U de grootste dankbaarheid verschuldigdvoor de aanmoediging en hulp, die ik bij \'t samenstellenvan dit proefschrift zoo rijkelijk van U heb ondervonden.
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??? INLEIDING. 1. Een algemeene lineaire stralenc??mplex is een ver-zameling van oo3 rechte lijnen, die met een willekeurigenwaaier ?Š?Šn straal gemeen heeft. Hieruit vloeit voort,dat de complex door elk punt {nulpimt) ?Š?Šn waaierzendt en, duaal hiertegenover, dat in elk vlak [nidvlak)?Š?Šn complexwaaier ligt. Deze heeft dus het nulpuntvan zijn vlak tot top. Van groot belang is de eigenschap: alle complexstralen, die een rechte u snijden, rustennog op een tweede rechte v, die u kruist; u en v heetentoegevoegde richtlijnen van den complex. Voor \'t bewijs heeft men slechts op te merken, datelk punt P van de snijlijn Â? der nulvlakken van 2 puntenPi en Pi op M 2 stralen uitzendt, die Â? snijden nl.PPi en PPi. Er volgt onmiddellijk uit, dat het nulvlak van eenpunt om u H draait, als men het nulpunt over v (Â?)laat loopen. Legt men u in \'t oneindige, dan levert ditop: de nulpunten van een

parallelvlakkenbundel (as m)liggen op een rechte {v). Deze heet een middellijn vanden complex. Verder volgt uit de genoemde eigenschap: doorlooptu een waaier (P, i^l dan geldt \'t zelfde voor v. Dewaaier (Â?;) ligt in \'t nulvlak t van P en heeft \'t nulpuntvan IX tot top; de- waaiers hebben den straal (f^, t)gemeen. Doorloopt u een ster, dan vormen de bijbehoorendelijnen v het stralenveld in het nulvlak van het m.p. derster en omgekeerd. Neemt men voor dit nulvlak hetoneindig verre vlak, dan blijkt, dat alle middellijnen



??? evenwijdig zijn. De vlakken, loodrecht op de middel-lijnen, hebben ?Š?Šn dezer lijnen tot m.pl. der nulpunten:de as van den complex. Eindelijk nog: is u complexstraal, dan wordt v = u, omdat het nul-vlak van elk punt op tt door u gaat. 2. Door R. Sturm is een afbeelding gevonden vanden lineairen complex op de punten der ruimte. {DieGebilde ersten und zweiten Grades der Liniengeometrie;dl I blz. 257 en volg.) De inrichting der afbeeldingkomt, eenigszins gewijzigd, op het volgende neer. Laat {U,a.) een waaier van rechten m. zijn, (F, |3) dewaaier van de toegevoegde richtlijnen v van den com-plex, zoodat UV complexstraal is. De bedoeling vanSturm is nu de punten van de velden x en (S zoodanigmet de stralen van de sterren om 2 vaste punten A enB in projectief verband te brengen, dat aan de puntenvan 2 bijeenhoorende lijnen u en v toegevoegd worden2 stralenbundels

(.4, y) en (6,7) in eenzelfde vlak y(door AB^r). Dit kan als volgt bereikt worden. Zij X eenig punt in tx. Trek u = ?œX. Voeg hieraanvolgens een (1,1) toe een straal p uit waaier (P,Â?),waarbij F = {r, x). Uit een vast punt Ca in a wordtgetrokken Ca X en uit \'t snijpunt Xi van deze met peen lijn .a; door A. Het vlak 7 = {x, r) snijdt /3 volgenseen straal q uit waaier {Q, (3), als Q = (r, (3). Voeghieraan projectief toe de met u homologe lijn v. Aaneen punt Y van v is nu een straal y uit [B, y) te kop-pelen. Hiervoor wordt genomen de rechte door B uithet snijpunt F, van- q met C^ Y {C^ is een vast puntin /3). Als X een willekeurig punt van een willekeurige rechtew is en analoog Y eenig punt van de toegevoegde lijnV, doorloopt s^XY den geheelen complex. Aan swordt nu als beeld toegevoegd S = (x, //), Omgekeerdkan men den beeldstraal s van een punt S vinden door



??? aan te brengen het vlak y = (r. S) en daarin te trekkenx~SA en y=SB\\ vervolgens heeft men te snijdenmet p = [y^ oc) en y met q = (r, ?Ÿ)- Dit geeft Xi enDan moeten nog getrokken worden de met penqhomologe stralen u en v, waarop X en F gevondenworden als sniipunten resp. met Câ€žXi en C?ŸYi. Ein-delijk is s=Zr. Voor \'t overzicht diene, dat bij deze wijze van af-beelden gebruik gemaakt wordt van: (m) Trip) Trir) 7r{q) t (v). Alleen de eerste verwantschap (j<) tt {p) kan willekeurigingericht worden; de andere volgen uit de ligging ofuit den complex. 3. Een complexstraal s, die UV snijdt in N geeftX~ Y^ N en u = v= f\'V. Overigens verloopt deafbeelding vpn s gewoon en leidt tot een punt S, datechter evengoed als beeld gevonden wordt bij eikenanderen straal door N. Zoo\'n punt, dat aan oneindigveel stralen als beeld is toegevoegd, heet uitzonderings-punt of singulier punt der

afbeelding. Voor de verschillende waaiertoppen N van ?? V keerendezelfde lijnen p en q telkens terug, dus ook 7. In ditvlak behooren bij elk punt N ?Š?Šn lijn en ?Š?Šn lijn y.Er ontstaat dus als voortbrengsel van de projectieveWaaiers (a) en (//) een kegelsnede ??â– ^ die een m.pl. isvan singuliere punten; ??-ÂŽ gaat door ^ en/i en door (jo, y). Tegenover een singulier punt staat een singuliere straal:deze heeft oneindig veel punten tot beeld. Een voor-beeld hiervan is UV. Daar deze rechte thuis hoort inalle waaiers N, zooeven bedoeld, wordt ze afgebeeld inalle punten van it\'\\ Denk een\' willekeurigen complexwaaier. Elk paarhomologe rechten v wordt door ?Š?Šn straal uit denwaaier gesneden, dus elk vlak y beval ?Š?Šn punt van dem.pl. der punten S, die den waaier afbeelden. Hieruit



??? volgt: het beeld van een\' willekeurigen waaier is eenrechte l. Ze steunt op a-^ omdat ?Š?Šn straal van denwaaier UV snijdt. Beschouw nog een regelschaar R^ uit den complex,Een willekeurige rechte u (en dus ook v) uit (U, a)snijdt 2 beschrijvenden s van die tot den complexbehooren. De m.pl. der beelden S snijdt dus elk vlaky in 2 punten, is m.a. w. een kegelsnede, die <7^ twee-maal snijdt, omdat \'t gezegde omtrent u in \'t bijzonderook voor UV geldt. Zoo kan men vragen naar het beeld van een stralen-net (bilineaire congruentie) uit den complex, naar hetregelvlak, dat de punten van een rechte afbeeldt, naarde congruentie, die als beeld behoort bij een punten-veld, enz. 4. Een eenvoudiger afbeelding van den lineairen com-plex werd mij door professor Jan d?? Vries aan de handgedaan. Ze wordt in het volgende onderzocht. In tegen-stelling met de afbeelding van St??rm

bevat elke straalzijn beeldpunt. Dit heeft belangrijke gevolgen. Andereafbeeldingen van den lineairen complex zijn door Jande Vries beschreven in de Verslagen der K. A. V. W.deel XXXIV bl. 5 bl. 322. Een afbeelding van de stralen van een specialenlineairen complex op de punten der ruimte (van Dr. G.Schaake) vindt men in het Nieuw Archief voor Wiskunde^deel XIV, 4de stuk, 1924.



??? hoofdstuk i. De afbeelding en hare singuliere figuren. 1. De inrichting der afbeelding. Denk een algemeenen lineairen complex L. Zij Feen vast, S een willekeurig punt, tt het pool vlak van St. o. v. een gegeven quadratisch oppervlak cp^ v het nul-vlak van S en P de pool van v t. o. v. (pK FS^tsnijdt T in D. De aan p = PD toegevoegde poollijn sligt in V, want dit is het poolvlak van P en gaat doorS, want dit is de pool van x. Dus behoort s tot L.Voeg S als beeld toe aan s. Omgekeerd kan men bij eiken straal 5 het correspon-deerende punt S vinden door dien straal te snijden metde transversaal t uit F over s en p. Zoo wordt tusschen de stralen van L en de punten der ruimte een verwantschap (1,1) vastgelegd.* 2. RaaMijn-complexstralen. Zij S een willekeurig punt van (p^. De doorsnede5 = van het nul vlak v van S en het raakvlak a-in S aan is de eenige raaklijn in S, die tot L behoort.De

toegevoegde poollijn j) van 5 is de toegevoegde raaklijn.De transversaal t snijdt 5 in het raakpunt. Dus: L stuurtdoor elk punt van (p\' ?Š?Šn raaklijn en deze wordt afgebeeld in hel raakpunt. In het zeer bijzondere geval ??- = v, is ook T = Bijelke s behoort een toegevoegde raaklijn p. En t geefttelkens \'t raakpunt S als beeld. Behalve dat S singu-lier punt zou zijn, zouden er in den waaier om S twee



??? singuliere stralen liggen: de co??ncidenties der involutieis.p). Hierbij toch kan voor t elke rechte uit waaier{F,s) genomen worden en voor S elk punt der bedoeldeco??ncidentiestralen. Ze zijn alleen re??el, als eenregelvlak is. Nog meer bijzonder is de toestand, als(r = p door F gaat. Dan bestaat [S, tr) uit loutersinguliere stralen. Zie van deze byzondere gevallenverder af. 3. Het regelvlak R\\. Beschouw de complexstraal-raaklijnen s in de puntenX van a^ de doorsnede van met het poolvlakÂ? vanF. Het raakvlak a- = (s, p) in X bevat waardoor tonbepaald wordt: elke lijn uit {F,(r) is er voor te nemenen b^gevolg elk punt S op s als beeld van s. Allehier bedoelde raaklijnen zijn dus singuliere stralen. Zijvormen een regelvlak van den vierden graad, Als volgt blijkt nl., dat een willekeurige, op a^ steu-nende, rechte u door 4 beschrijvenden gesneden wordt. De gezochte beschrijvenden

behooren tot L, moetendus ook de toegevoegde richtlijn v snijden. Het regelvlak, dat m, v en a^ tot richtlijnen heeft, isvan den derden graad, omdat \'t vlak {X,v) afvalt, ensnijdt den kegel (F, a^) volgens een figuur van denzesden graad, bestaande uit en een vierdegraads-ruimtekromme p^. Elke beschrijvende b van het cubischregelvlak steunt nu in een punt B op a^ en snijdt{F, a^) nog in een tweede punt B\\ dat tot / behoort.Als B = B\\ wordt b raaklijn aan {F, a^) in een puntvan dus ook aan Daar b bovendien tot L behoort, is b in dat geval singuliere straal. Dit nu komt4 maal voor. omdat p^ 4 punten met a^ gemeen heeft. In overeenstemming hiermee is de doorsnee cc)een figuur van den vierden graad: ze bestaat uit a^ enuit de beide raaklijnen aan die tot den complex-waaier (/l,Â?) behooren.



??? 4. Be duhhelkromme van Il\\. Een vlak v door een beschrijvende s van snijdt ditoppervlak volgens s en volgens een derdegraadskrommerÂŽ. E?Šn van de 3 punten [s, r^) is \'t raakpunt van y;de 2 andere behooren tot de dubbelkromme d van B^.Op 5 rusten dus nog 2 andere beschrijvenden endie koorden van ^ zijn. Het vlak {s, st) blijkt zoodoendein 3 punten door 5 gesneden te worden (meer puntenzijn niet mogelijk bij de J van een vierdegraadsopper-vlak). De dubbelkromme is dus van den derden graad:Zij is een m.pl. van mguliere punten. Immers elkpunt Y op ^^ is beeld van de 2 singuliere stralen, dieer van uitgaan, dus van den geheelen waaier om Y. De dubbelkromme gaat door A (zie 3) en door F,omdat het nulvlak van dit punt {F, a^) volgens 2 ribbensnijdt, die tot B] behooren. Tot een nadere bijzonder-heid leidt de volgende beschouwing. Uit elk punt -S op een

beschrijvende s is nog eentweede raaklijn r te trekken aan cp\' met raakpunt 31op Bij iedere ligging van S behoort een nulvlak(door s) en dit snijdt op a\' een tweede punt N in. Bijde co??ncidenties M=N van de collocale projectievepuntenreeksen (M) en (NJ op a\' behooren de puntenSi en S2, waarin s op ^^ steunt, want de lijnen r uitdeze punten zijn complexstraal-raaklijnen met raakpuntenop dus beschrijvenden van B^. Neem voor s een van de 2 singuliere stralen door F.Van de puntenparen (31, N) ligt dan steeds het eene,nl. 31, in \'t punt X, waar .s op a\'-\' steu^ Dit puntX is dus dubbele co??ncidentie. Als N=X, is hetraakvlak in X aan cp\' (dit raakt den omhullingskegeluit F aan volgens s) nulvlak. En het hierbij behoorendenulpunt S geeft als singulieren straal, die in dit puntop 5 rust de lijn s zelf. Neemt men S in F, dan wordtr onbepaald, maar wij weten, dat in F de andere sm-guliere

straal op s steunt.



??? Iets dergelijks doet zich voor, als men voor s neemteen van de 2 raaklijnen uit A aan a^ (raakpunten: Aien A^). \'t Punt M loopt over maar N is nu telkens\'t zelfde punt, nl. X= Ai. M valt in X, dus in N, als5=X, d. i. als men het nulpunt neemt in \'t raakpunt.De singuliere straal, die hier op s steunt, is SM=szelf. Neemt men S in A, dan wordt aj nulvlak en Mdus onbepaald, maar we weten, dat in J. op s steuntde andere raaklijn AA2. Uit \'t voorgaande volgt, dat langs de raaklijnen uitA aan twee singuliere stralen zijn samengevallen;evenzoo langs de singuliere stralen uit F. Deze 4 lijnenzijn torsale rechten van i?^; de bijbehoorende klempiintenzijn Au Ai, en de nulpunten (Bt en B2) van de raak-vlakken aan den omhullingskegel uit F volgens de sin-guliere stralen door dit punt. Natuurlijk gaat door de 4 klempunten. Terwijl hetnulvlak van een willekeurig punt van ^^ met eendoorsnede

geeft, die o, a. bestaat uit de beide singulierestralen door dat punt, zyn de nulvlakken van de klem-punten torsale raakvlakken. 5. De singuliere punten en stralen in a.Zij S een punt van a met nulvlak v. \'t Poolvlak ttvan S gaat door F. Hierin ligt P, de pool van v.De lijn FS snijdt tt in D = F, waardoor p = FP wordt.De toegevoegde poollijn s ligt in v, maar ook in a,omdat p gaat door F, d. i. de pool van x. Derhalve iss = {v,x). In woorden: elk punt van het poolvlak van F heeft tot heeld dencomplexstraal door dat punt.^ die tot den coniplcxivaaicrvan dat vlak behoort. Een ander punt Si van s= SA heeft evenzeer denstraal s tot beeld. Hieruit volgt onmiddellijk:â™? de waaier (A,u) bestaat uit louter singidiere stralen.Beschouw in het bijzonder een punt op a^ = {(p^, a).



??? Omdat S in a\' ligt, is S het beeld van SA en omdat Sop ligt, is S ook het beeld van een zekere raaklijnin S aan Dan is S toegevoegd aan den geheelen waaier om dat punt. Dus: alle punten der doorsnede van (p^ met hetpoolvlah vanF zijn singtdiere punten. De onbepaaldheid van den beeldstraal ontstaat hierdoordat de transversaal FS \\n 7c = (t valt; (3- = \'t raak-vlak in S aan (p\'^. Daardoor toch ontstaat er geenbepaald snijpunt- D van FS met tt, dus ook geen bepaalderechte p = FI). 6. De m.pl. der singuliere punten en stralen. Er zijn geen andere singuliere punten en stralen dandie in \'t voorgaande zijn gevonden. Beivijs. Bij het zoeken van een beeldpunt S zijn sen p altijd ondubbelzinnig bepaald. De onbepaaldheidvan S (waardoor s singuliere straal wordt) kan dus alleenontstaan doordat er geen bepaalde lijn t gevonden wordt??f doordat t langs 5 valt. De transversaal t nu is on-

bepaald: 1ÂŽ. als F, p en s in ?Š?Šn plat vlak liggen. Dat vlakis raakvlak aan en wel een raakvlak door F, dus ineen punt op al Hieruit volgen de singuliere stralen, die de beschrijvenden zijn van Ji*. 2Â?. als p door F gaat. Dit is \'t geval, als ^^ ligt in\'t poolvlak van F. Dit levert den waaier {A, x) op. 30. als s door F gaat. In \'t algemeen leidt dit niettot onbepaaldheid van \'t beeldpunt, behalve 4Â°. als t langs .9 valt. Hiervoor is niet alleen noodig,dat F op 6- ligt, maar ook dat 5 door p gesneden wordt,dus \'t samengaan van 1Â° en 3". Hieraan beantwoordende 2 beschrijvenden van door F. Al deze singuliere stralen zijn echter in het voorgaandeaangewezen. Onderstel nu, dat een punt S met nulvlak y, buiten



??? aÂŽ gelegen, singulier punt is. De lijnen, die Sverbinden met de 5 snijpunten (v, a^ zijn dan sin-guliere stralen, omdat ze o. a. als beeld behooren bij 2singuliere punten. Onder deze verbindingslijnen zijn erechter minstens 2 (nl. als men S op R^ Â? kiest), dieniet tot RI oc behooren. Dit is een ongerymdheid.Er zijn dus geen singuliere punten buiten a^ Men kan opmerken, dat elke singuliere straal 3 sin-guliere punten bevat en dat door elk singulier punt 2singuliere stralen gaan (door A een geheele waaier). Enhet gevondene is derhalve aldus in woorden te brengen:de m.pl. der singulie^x stralen is devtjfdegraadsfiguur(A,ci) met een vijfdegraadsduhhelkromme d^ ^^als m.pl. der singidiere punten. Van de singuliere figuren keert a^ telkens terug, welkecomplex ook op de hier beschouwde wijze wordt afge-beeld, omdat d^ alleen afhangt van de ligging van Fen cp^; de rest hangt

bovendien van den complex af.



??? HOOFDSTUK II.Het beeld van een waaier uit L. 1. \'t Beeld is een hegelsnede. Daar elke straal van den waaier zijn eigen beeld bevat,zal de m.pl. der beeldpunten een kromme zijn in \'tvlak van den waaier. De m.pl. heeft het nulpunt Svan \'t vlak tot gewoon punt, want ?Š?Šn der stralenwordt afgebeeld in S. Een willekeurige lijn door Sza\\de m.pl. in nog slechts ?Š?Šn punt kunnen snijden, nl. in\'t beeldpunt van dien straal. De kromme wordt dus door een willekeurige rechtein 2 punten gesneden: ze is een kegelsnede k\'^ door S. Deze kegelsnede kan men als voortbrengsel zien ont-staan van 2 projectieve stralenbundels, als volgt: Zij y het nulvlak van S. Laat men s den waaier{S, v] doorloopen, dan doorloopt de toegevoegde poollijnp den waaier (P, waarbij P weer is de pool vany en X \'t poolvlak van S. De transversalen tk uit Fover twee correspondeerende stralen en pk uit

dezewaaiers worden gevonden als doorsneden van de vlakken{F,Sk) en (F, Pk). De vlakken {F, sk) vormen een bundeldoor FS = t en de vlakken {F,pk) vormen een bundelmet FF=g t??t as. En deze 2 vlakkenbundels zijnprojectief, omdat Sb tt pk. Daar de assen elkaar snijden in F, brengen de pro-jectieve bundels een quadratischen kegel voort. Flijsnijdt op j/ de kromme Jc^ uit, omdat zijn beschrijvendende transversalen tk zijn. Insgelijks wordt op tt de m.pl.der punten D ingesneden, die dus ook een kegelsnede



??? ZÂŽ is. De kromme Ic^ ontstaat nu ook als voortbrengselvan 2 projectieve waaiers. De vlakkenbundels (i) en {q)snijden nl. op v de waaiers (S) en (Q) in, die projectiefverwant zijn. Een punt Sk op F ontstaat door eenstraal sjt te snijden met s^, d.i. de doorsnede van y en(F, pk). Op analoge manier ontstaat \'n punt Dk van Pdoor de snijding van pk en p*, d.i. de doorsnede van ten {F, Sk). De rechten Sk en p*^ snijden elkander inAk op d = {v,7r); evenzoo s* en pk in Bk op d. Ak enBk vormen twee collocale projectieve puntenreeksen. Er zijn daarbij 2 co??ncidenties ??i en Cz. Hierin vallentelkens 4 punten: A, B,. S en I) samen; en/cMiebbendus Cl C2 tot gemeenschappelijke koorde. In Ci snijdentwee toegevoegde poollijnen si en pi elkaar: (51,^1). isdus raakvlak aan in Ci; si is een van de 2 raak-lijnen uit S in V aan Dat Ic^ door \'t raakpunt zougaan, was te voorzien, want een

raaklijn aan dietevens tot L behoort, wordt in \'t raakpunt afgebeeld. Bij s* = QS uit waaier (0 behoort in waaier (S) deraaklijn s aan Ic^ in den waaiertop; ze is \'t beeld vanS. De top Q~(q,v) ligt ook op Ir. De raaklijn in ^aan k^ is de straal uit waaier [Q), die correspondeertmet SQ uit {S). Genoemde raaklijn wordt op v inge-sneden door \'t vlak [F, x), als x de aan SQ toegevoegdepoollijn is. Overeenkomstige opmerkingen gelden voor P. Vallen de co??ncidenties Gi en C2 samen, dan is draaklijn aan cp^; v wordt raakvlak in Ci = C2 aan (p^en de pool F, dus ook Q, valt in Ci, De kegelsneden P en V^ raken elkaar en cp\'^ in Ciaan. Deze eigenaardigheid vertoonen P en l\'^ ook, alsmen uitgaat van een waaier, behoorend bij een puntS van Het is nog van belang, op te merken, dat P steedsgaat door de 5 punten Z= (y, a\'^S^J, omdat de (sin-guliere) punten Z o. a. de beelden zijn van de

stralenSZ uit den beschouwden waaier.



??? 2. Geval, ivaarin h^ ontaardt. Bij toepassing van het voorgaande op den waaier ineen willekeurig vlak y door F met nulpunt S vindtmen als beeld een kegelsnede k\'^ door F en doorS. De quadratische kegel van zooeven valt uiteenin \'t vlakkenpaar {F, d) [F, pa), waarbij pi de aanS2 = SF\' toegevoegde poollijn is; TMvordt een lijnen-paar: De kromme k^ ontaardt niet, omdat in v weer 2gewone projectieve waaiers voorhanden zijn, die k^voortbrengen, nl. de waaiers [S) en [Q) = (F). Alsechter in deze projectiviteit de verbindingslijn SQ aanzich zelf is toegevoegd, treedt ontaarding op. Dit ge-beurt, als Pi door D = {t,7r) gaat; t = FS is dezelfdelijn als 52 = SF, maar in tegengestelde richting getrokken.Maar dan zijn 52 en pi snijdende lijnen, dus toegevoegderaaklijnen aan cp\'^ en v is een vlak door een van de 2complexstralen door F, die tevens raaklijn zijn. Menkan ook zeggen: het nulpunt

S is op zoo\'n complex-straal gekozen. De ontaarding was te voorzien, wantin y ligt dan een singuliere straal, die toegevoegd is aanol z\'n punten. Die straal behoort tot de m.pl. van hetbeeldpunt en wordt door een tweede rechte aangevuldtot een figuur van den tweeden graad. Als v door a^voor de tweede maal gesneden wordt in Sa, terwijlde tweede raaklijn in v uit S aan Cp^ haar raakpuntheeft in Si (de andere raaklijn is ss en deze bevat \'tandere snijpunt van v met a"), dan is Sa Si de aanvul-lende rechte. Want de raaklijn 54 = SSi heeft haarbeeld in \'t raakpunt Si en Sa (op a^) is o.a. toege-voegd aan sa^SSa. Is y het nulvlak van F, dan bevat de\'waaier 2 sin-guliere stralen, nl. de beide raaklijnen uit F in v aanDe m.pl. k^ ontaardt dus in dit lijnenpaar. Alde andere stralen uit den waaier hebben hun beeldenin F.



??? 3. De ontaarding van Tc^ in \'t algemeen. Het voorgaande is een bijzonder geval. Elk punt vaneiken singulieren straal geeft een nulvlak, waarin Pontaardt. Immers: in den coniplexwaaier, beboerend bijzoo\'n punt, komt ook die singuliere straal voor en dezewordt afgebeeld in al zijn punten. Hieraan voldoen alle punten van Neemt men\'t nulpunt op a^ ^^ dan wordt de waaier afgebeeldin de 2 uitzonderingsstralen door dat punt. Nadereuitwerking leidt tot een paar bijzonderheden. a. S op a^. De straal SA is toegevoegd aan al zijnpunten; eveneens de straal s^{v,7r) = {v, a), als Â?ris \'traakvlak in S aan (p^. Ook de kegelsnede P is ontaard,nl. in FS PS. b. S in X. Voor SJ. geldt \'t zelfde als onder a.Zij Sk weer een willekeurige straal uit waaier [S), pk detoegevoegde poollijn. De transversaal uit F=D (injr)over Sk en pk snijdt Sk in het beeldpunt .Sk en dit ligttelkens op {v, 5r). Deze lijn

vormt met S^ het lijnen-paar, dat als beeld optreedt van waaier (S). Is S in \'t bijzonder het nulpunt A van dan is elkecomplexstraal uit den waaier (S) toegevoegd aan al zijnpunten. Beze waaier wordt dus afgebeeld in hetpunten-veld van u. Iets dergelijks doet zich ook voor, als eenraakvlak door F aan (p\'^ zijn nulpunt zou hebben in \'traakpunt. Heeft \'n willekeurig raakvlak aan (p^ zijn raakpunttot nulpunt, dan is dit punt \' de afbeelding van dengeheelen waaier in dat raakvlak. Immers de singulierestralen van dien waaier zijn in \'t algemeen onbestaanbaar. c. S op B\\. Laat de beschrijvende s door /S in Xop rtÂŽ steunen. Het poolvlak tt gaat door de aan s toe-gevoegde raaklijn p-, (p, 5) is \'t raakvlak in X aanhierin ligt F. De straal s wordt in al zijn punten af-gebeeld. Bij een willekeurige pk behoort een complex-straal Sk en hierop vindt men op de gewone manier het



??? beeld De punten Sk liggen alle op de rechte S3 Sigeheel overeenkomend met de gelijknamige uit 2., Zij in \'t bijzonder S het nulpunt van \'t raakvlak aanin X. De pool P van y valt in \'t raakpunt X; ttbevat de raaklijn p, die toegevoegd is aan s = SX, dus^ gaat door X en p = {v,7:)-, F ligt in y. De singulierestraal s is toegevoegd aan al zijn punten; de aanvullenderechte gaat door F, want straal SF heeft in F zijnbeeld. Die rechte is FP. Immers bij een\'willekeurigePk en Sk behoort een transversaal tk, die steeds langsFP valt. Hierop liggen dus de punten Neemt men voor X een der punten, waar de singulierestralen door F op a^ steunen (of voor S een der klem-punten Bl en B2), dan zijn alle stralen toegevoegd aan\'t uitzonderingspunt S; SX blijft toegevoegd aan al zijnpunten en de aanvullende rechte FP valt samen metSX, omdat F op SX ligt en omdat P=X Nu is k^dus ontaard in een

diihbelrechte. Dit is in overeenstemming met hetgeen vroeger omtrentde singuliere stralen door F gevonden is, nl. dat zedubbel te tellen zijn. d. Iets dergelijks doet zich voor, als men S neemtin de klempunten Ai of A2. De beide singuliere stralendoor Al (of Ai), die \'t iijnenpaar moeten opleveren,waarin P ontaardt, zijn samengevallen. Meer uitvoerigziet men de dubbelrechte z???? ontstaan: Zoowel het nulvlak v als het poolvlak s-(= raak-vlak in S) van S gaat door SA. Het snijpunt D vanFS en T wordt onbepaald. PD is eenige straal uitwaaier [P, tt), zeg pk, waaraan toegevoegd is Sk, eenigestraal uit (S, y). Dit stempelt S tot uitzonderings-punt. Evenals onder a (waar S een willekeurig puntvan Â?2 is) wordt SA in al zijn punten afgebeeld,maar de aanvullende rechte (y, tt) uit a valt hier metSA samen.



??? 4. Meetkundige plaatsen. Als \'t voortbrengsel van de projectieve waaiers {S)en {Q) uit 1 ontaardt, is de verbindingslijn SQ dertoppen aan zichzelf toegevoegd. Dit brengt met zich,dat het aan den complexstraal SQ toegevoegde beeld-punt onbepaald wordt, m. a. w. dat SQ een singulierestraal is. Voor ontaarding van k^ is \'t dus niet alleenvoldoende, maar ook noodig, dat S op zoo\'n straal ge-kozen wordt. Derhalve: B^ a. is de m.pil. der p>unten in ivier nulvlak k^ontaardt in een lijnenpaar. Behalve volgens de uitkomsten van 3 is de aanvul-lende rechte, d. i. het niet-singuliere bestanddeel eenerontaarde k\'^ altyd ook gemakkelijk te bepalen met depunten (v, a^ -f- \'t Is nl. steeds de verbindingslijnvan dat tweetal dezer punten, dat niet ligt op den uit-zonderingsstraal, waarop S gekozen is. Ligt S op R^,dan is de aanvullende rechte enkelvoudige snijlijn vana^ en ligt S in a, dan is

ze koorde van Om-gekeerd kan elke rechte, die unisecante van ^^ en a^of bisecante van ?¨] is, optreden als deel van een ont-aarde k^. Bewijs: Zij X een punt van a^, Y een punt vanXY snijdt R^ ROg in een vierde punt Z. De sin-guliere straal s door dit punt bepaalt met XY eennulvlak, waarin een complexwaaier ligt, die afgebeeldwordt in s XT. â€” Zij in de tweede plaats Y\' eentweede punt op dan bevat /t vlak v door YY\' enA een waaier, die tot beeld heeft (v, x) YY\'. In een willekeurig vlak V liggen er wegens de2 3 snijpunten met a^ 6 rechten van de soortXY en 3 van de soort YY\'. Door een willekeurigpunt O gaat 1 koorde van verder hebben de kegels(O, a^) en (O, S^) 6 ribben gemeen, waarvan er echter2, nl. OAi en OA2, niet in verschillende punten op a^en steunen. Uit een en ander volgt:



??? de m.pl. der j%iet-singulie)-e bestanddeelen van ontaardekegelsneden is een congruentie [5,9]. Ze is op le bouwen uit kegels van den derden graadmet toppen op a^ en paren van quadratische kegelsmet toppen op



??? HOOFDSTUK III.Het beeld van een puntenreeks. 1. \'t Beeld is een cuhisch regelvlak. Laat een vlak v om de rechte (puntenreeks) u draaien.Het nulpunt S loopt dan over de toegevoegde richtlijnV van L. De beeldkegelsnede k^ van den waaier in vsnijdt M in Si en Si\\ en de beelden si en s^ van dezepunten zijn beschrijvenden van \'t gevraagde regelvlakli. Blijkbaar zendt elk punt S van v twee beschrijvendenuit, is dus dubbele richtlijn van R. Neemt men eenpunt Si aan op u, dan gaat \'t nulvlak van dat puntdoor V en de complexwaaier van dat vlak heeft ?Š?Šnstraal, nl. si, die z\'n beeld heeft op u (in Si). Dus:R heeft u tot enkelvoudige richtlijn. Daar de volledigedoorsnede (7^, v) de derdegraadsfiguur u si sz is,vinden we een cubisch regelvlak R = R^ als beeld derpunten van u. In overeenstemming hiermee bevat eenvlak door v slechts ?Š?Šn lijn s, want v moet tweemaalgeteld

worden. De punten Si en S2 vormen de paren eener quadra-tische involutie op u. Deze paren zijn telkens toege-voegd aan ?Š?Šn punt S op v. Bij een co??ncidentie vande involutie is Si = S2, dus si = S2. Het punt S zendtdan 2 samenvallende beschrijvenden uit. Dit zijn detorsale rechten van Rl en de beide punten S zijn klem-punten\', de nul vlakken van deze punten zijn de bijbe-hoorende torsale raakvlakken. De rechte u snijdt (p^ in 2 punten Zi en Z2. Bij Zibehoort als beeld een raaklijn zi aan cp^; zij is de door-



??? snede van het nulvlak met het raakvlak van Zx. Ditis tevens raakvlak aan \'t oppervlak i?^ dus Bl wordtaangeraakt door de raakvlakken aan in de punten(u,(p^). Bij Zs^iu,^) behoort zs^ZsA als beeld,dus ook Â? is raakvlak aan R^ Behalve zijn onderde beschrijvenden van Rl nog 4 singuliere stralen. Dezebehooren tot R^/, \'t zijn de beelden van de punten Â?). De regelvlakken Rl en die bij u en behooren,hebben een doorsnede van graad 9, die zoover mogelijkontaard is, want ze bestaat uit u en v, elk tweemaalgeteld en uit de 5 singuliere stralen, zooeven bedoeld. 2. Andere afleiding van \'t heeldoppervlak. Hierbij wordt een derde richtfiguur gevonden. Bij eenig punt S van u zij de beeldstraal 5 op de ge-wone manier geconstrueerd. Laat nu S over Â?loopen,dan draait u om v; t: draait om u\', de toegevoegdepoollijn van ii t. o. van ?“\'; en P, de pool van v, looptover v\', de toegevoegde

poollijn van v. \'t Doorgangspunt D van t = FS op ^ is telkens \'tsnijpunt van 2 correspondeerende stralen uit projectievewaaiers, nl. 1Â°. den waaier met F tot top in \'t vlak(F, h) en 20. den waaier in dit vlak, die tot top heeft\'t punt Q, waar dit vlak gesneden wordt door m\'. Dezewaaier wordt door (F,Â?) ingesneden in den vlakken-bundel met u\' als as. D loopt dus over een kegel-snede r^ in [F, m), gaande door F en Q. In dit puntsteunt u\' op rÂŽ. De m.pl. van p is dus: een regel vlak,dat u\', v\' en r^ tot richtlijnen heeft, \'t Dubbele productvan de graden dezer lijnen is 4, maar er valt af \'t vlak(C, v\'), dus bedoeld regelvlak is van den derden graad.Het heeft v\' en tot enkelvoudige richtlijnen, terwijlu\' dubbele richtlijn is. De w^derkeerige poolliguur van\'t regelvlak der rechten p t. o. van cp\' is de m.pl. derlijnen s. die de beelden zijn van punten S op u. Daar\'t regelvlak (p) niet ontwikkelbaar is, is

het ook van de



??? derde klasse: \'t regelvlak (s) is dus van den derdengraad: i?^. Het laatste heeft u en v tot richtlijnen enverder een quadratischen kegel tot richtoppervlak. Daar nl. elke lijn p door een der punten D gaat, zalelke lijn s in \'t poolvlak van zoo\'n punt B liggen; Bnu loopt over een kegelsnede, dus de poolvlakken vanD omhullen een tweedegraadskegel. Z\'n ribben zijnde toegevoegde poollijnen van \'t raaklijnenstelsel van r^en de top is de pool van [F, u), dus (Â?\', x), Daar s in\'t poolvlak van D ligt, wordt s raaklijn aan genoemdenkegel en deze dus richtoppervlak van De rechte u\'zelf steunt op dus u raakt ook aan den kegel. Ergaan door elk punt O van v aan den kegel 2 raak-vlakken, die elk door u in ?Š?Šn punt gesneden worden.De verbindingslijn van dit punt met O is een beschrij-vende van R^, dus v is tweevoudige richtlijn. Door elkpunt O* van u gaan ook twee raakvlakken, maar

?Š?Šndaarvan is telkens \'t poolvlak van Q. Het andere snijdtop V ?Š?Šn punt in, dat, verbonden met O* een rechtevan Rl geeft. Dus u is enkelvoudige richtlijn. De raakpunten der raaklijnen s aan den quadratischenkegel vormen een m.pl., waarop alle beschrijvenden ssteunen. Deze kan als derde richtlijn worden beschouwd. 3. De rechte u zy complexstraal. De toegevoegde richtlijn x) valt dan met u samen,zoodat de gevraagde rechten s deel uitmaken van deparabolische congruentie, die xi^v tot as heeft. Eenwillekeurig vlak v door u heeft zijn nulpunt 8 ergensop u. De coraplexwaaier van v wordt afgebeeld in k^,die in S wordt aangeraakt door den beeldstraal s vandat punt. Het gevraagde beeldoppervlak wordt door sdoorloopen, als v om u draait, want dan loopt S overM. De rechte u is weer enkelvoudige richtlijn. Verderis er een richtoppervlak, want alle beschrijvenden s rakenaan

\'t oppervlak, dat door k^ doorloopen wordt. Tot



??? dit oppervlak behoort ook u, omdat ^S achtereenvolgensin alle punten van u komt; het is van den derden graad. Een punt S* van Â? heeft tot beeld s* = SS*. Zoois een bepaald punt, nl. \'t tweede snijpunt (I = \\k\\u)\'t beeld van u. De richtlijn is dus tevens een beschrij-vende van \'t gezochte regelvlak (dat de punten van tiafbeeldt). Er gaan 2 bladen door; in de doorsnijdingmet V moet ti tweemaal in rekening komen. Dit geeftm?Št s een figuur van derden graad als volledige door-snede: de rechten s vormen dus een cubisch oppervlakvan Gayley (i??^). De kegelsnede Ic^ blijft steeds door U gaan; als 5inU valt, wordt de bijbehoorende k^ door u aangeraakt.Terwijl S over u loopt, draait tt om n\' en de pool Ploopt over v\' = u\'. Het punt D beschrijft weer eenkegelsnede r^ in {F, ?<), voortgebracht door de projec-tieve waaiers, die in F en ^ hun toppen hebben. Daaralle lijnen p op rÂŽ

steunen, is er voor If^ weer eenquadratische kegel als richtoppervlak aan te wijzen. 4. Be lijn w bevat ?Š?Šn singulier punt (Si). Daar dit als beeld behoort bij een geheelen waaieruit L, wordt er van Rl een plat vlak afgesplitst:\'t vlakvan dien waaier. Er blijft dus over een (quadratische)regelschaar i?ÂŽ, gevormd door de lijnen s, welke deoverige punten van u afbeelden. Onverschillig waar Siop steeds kan men gemakkelijk de regel- schaar door 3 beschrijvenden vastleggen. Buiten \'t sin-guliere punt Si heeft u nl. nog 3 punten met i?Â? Â?gemeen. En de singuliere stralen door de 3 laatstepunten behooren tot Rl, omdat zij o.a. in de 3 be-doelde punten (m, R^ Â?) afgebeeld worden. Van de3 beschrijvenden liggen er 2 op en 1 op als Siop gekozen is; steunt u op fl^ dan behooren ze alle3 tot Tot Jil kan men rechtstreeks komen door te beden-



??? ken, dat de kegelsnede h^ in eenig vlak door u (nul-punt S op v) de lijn u steeds snijdt in Si, het beeldvan SSi en in een tweede punt T; TS behoort tot \'tafbeeldend regelvlak. De m.pl. van T& is een regel-schaar, voortgebracht door de projectieve puntenreeksen(S) en [T) op de kruisende dragers u en v. Deze rechten behooren tot Daar \'t afgesplitstenulvlak n van S\\ door v gaat, is vi raakvlak aanin \'t snijpunt van v met de beschrijvende vani2ÂŽuit5i. Is u bovendien complexstraal (dus v =Â?), dan wordtelk nulvlak door u raakvlak aan lil nulpunt, wanthet snijdt dit oppervlak volgens u en volgens den straal5, die afgebeeld wordt in \'t nulpunt. In \'t bijzondergeldt dit ook voor het nulvlak van Si, dat van Blafgesplitst wordt; dit raakt de regelschaar aan in/Si. Ookin dit geval van ontaarding gaan er weer 2 bladen vande m.pl. der beeldstralen door u. Behalve u en v is er altijd nog een

derde richtlijnvan Bl aan te wijzen, die niet tot de soort s behoort.Dit kan door gebruik te maken van de m.pl. der toe-gevoegde poollijnen p. â€” Gaat n b.v. door F, dan kanals derde richllijn dienen Â?\'. Want de rechten p = P/)steunen op u\' en v\', maar ook op u^t. De toege-voegde lijnen rusten dus op m, v en w\'. Het nulvlak{F,v) van F, dat in dit geval van B^^ wordt afgesplitst,raakt Bl aan in \'t snijpunt van v met de transversaaluit F over v en u\'. â€” Behoort u tot L, dan komt volgens het voorgaande\'t geven van de 2 samengevallen richtlijnen (m = ?;)neer op \'t voorschrijven van de raakvlakken aan B^ inde punten van n. De in deze Â§ bedoelde lijnen door een singulier puntvormen een\' cubischen en een quadratischen complex.Immers: de lijnen door \'n willekeurig punt O, die voldoen,zijn de ribben van de kegels [OJ^) en (O, a^). In decomplexen ligt een congruentie van rechten

u, waarvoor



??? \'t afgesplitste vlak door u gaat; ze wordt gevormd doorde stralen van L, die op a^ a^ steunen. Daar er inelk vlak en door elk punt blijkbaar 5 van die stralente trekken zijn (uit \'t nulpunt naar de 5 doorgangenvan a\' â€žjg^ nulvlak) is de bedoelde congruentieeen [5,5]. 5. Be rechte u gaat door 2 singuliere punten (Si en Si). Van Rl worden afgesplitst de nulvlakken en j/2 van Si en si zoodat er nog een derde plat vlak overschiet.Dit bevat een waaier uit L, wiens stralen afgebeeldworden in de punten van w, deze lijn is dus niet-sin-gulier bestanddeel van /cÂŽ uit \'t ,derde" vlak en wordttot een tweedegraadsfiguur aangevuld door den singu-lieren straal door den waaiertop, die bijgevolg \'n puntvan X of R^ is. Het derde vlak is zoodoende volkomenbepaald als\' \'t vlak door u en den uitzonderingsstraaldoor \'t punt [R^ t Â?), huiten Si en & gelegen. Er is echter nog een mogelijkheid, die niet

onder \'tvorige valt, nl.: Si en S2 op a^. In dit geval wordtn 4- 1/2 aangevuld lot een figuur van den derden graaddoor \'t poolvlak a van F, daar \'n punt S van u = Sitot beeld heeft den straal SA uit waaier {A,oc). Is M (door 2 singuliere punten) bovendien complex-straal, dan is 1/ aan die 2 punten als beeld toegevoegd;u is in dat geval singuliere straal en bevat volgens \'tvroeger gevondene nog een derde uitzonderingspunt Sz.Omgekeerd: als m door 3 singuliere punten gaat, is u(singuliere) straal van A daar anders de graad van hetafbeeldend regelvlak hooger dan ,3 zou uitvallen. De punten van u buiten 5,, S^ en worden op uzelf afgebeeld; nu is Rl^vi 1/2 va. 6. Be m.pl van u, ivaarvoor Rl ontaardt. Als van R^ \'n plat vlak f (nulpunt N) afgesplitstwordt, zijn er 2 hoofdmogelijkheden:



??? 1Â°. u ligt in v. 2Â°. u ligt niet in v. Als M in y ligt, kan men hebben: a. u behoort niet tot L. Daar u de beelden van destralen uit {N, v) bevat, is u niet-singulier bestanddeelvan k^ uit y ??f ligt in a; u behoort dus tot \'t stralen-veld [0,1] van dit vlak of tot de [5,9] in IP genoemd.Deze 2 verzamelingen van rechte lijnen vormen samen\'t koordenstelsel [5,10] van b. u is complexstraal. De stralen uit (iV, v) hebbengeen ander punt met u gemeen dan N. Dit moet dus\'t beeld zijn van alle stralen uit dien waaier en u isbijgevolg een straal uit L door ?Š?Šn singulier punt (iV)- c. u is singuliere straal. Omtrent N geldt hetzelfdeals onder 6, maar u bevat nu nog 2 andere singulierepunten. Als u niet in v ligt, moeten alle stralen uit [N, v)toegevoegd zijn als beelden aan \'t snijpunt (m, y). Desnijding moet dus plaats hebben in het singuliere puntiV; M is een rechte door ?Š?Šn singulier punt. â€” Dat

u2 singuliere punten bevat behoeft niet afzonderlijk onder-steld te worden, omdat deze ligging in 1Â? reeds is voor-zien; 3 uitzonderingspunten kan u niet bevatten, omdatu (door N en niet in v) niet tot L behoort. Al deze mogelijkheden van ontaarding van Rl nu zijnin de vorige Â§Â§ besproken. Er zijn dus geen andere.Men kan derhalve zeggen: Be m.pl. der lijnen u, tvaarvoor Bl = regelschaar -f- \'nplat vlak is een vij\'fdegraadscomplex, die a^ -f- tot.m.pl. van hoofdjmnten heeft. Be m.pl. der rechten u, waarvoor Rl = regelschaar -f-\'n plat vlak door u is een congruentie [5,5], die a^ -ftot singuliere kromme bezit. De m.pl. der rechten u, waarvoor Rl = 3platte vlakken,waai-van ?Š?Šn door u. ivordt gevormd door de congruentie[5,10] der koorden van -f



??? De m.pl. der lijnen ti, tvaarvoor Bl = 3 platte vlaTcTcendoor u is \'f regelvlaTc der singuliere stralen B\\ cc. Alle rechten m, die behooren tot \'t raaklijnenstelselvan a^ of tot \'t (vierdegraads) raaklijnenoppervlak vangeven een Pf, die ontaard in een dubhelvlah en eenplat vlak door u. Is u een van de raaklijnen uit A aan rt^ dan gaat \'tdubbelvlak ook door u. 7. Zij u middellijn van L. Dan wordt v een lijn in \'t oneindige, nl. de snijlijnvan den parallelvlakkenbundel, gevormd door de nul-vlakken van de punten op u. Het cubische regelvlakJ^l krijgt dus een richtvlak, nl. een exemplaar uit dienbundel, is dus een cono??de. Het wordt een rechte cono??de, als men voor u in \'tbijzonder neemt de as van den complex. Als in deze gevallen (m = middellijn) een plat vlakafgesplitst wordt, is het overblijvende regelvlak een hg-perholische parabolo??de. Het afgesplitste vlak zelf kanals richtvlak der

parabolo??de dienen. De middellijnenvan deze soort (door ?Š?Šn singulier punt) vormen 2 cilin-ders met evenwijdige assen, die aÂŽ en ^^ tot richtlijnenhebben. Deze 2 cilinders hebben G ribben u gemeen,waarvan er 2 gaan door de snijpunten (aÂŽ, a^). De 4 andere bevatten 2 singuliere punten en leverenelk een oppervlak Rl op, dat ontaard is in 2 evenwijdigeplatte vlakken (de nulvlakken van de beide singulierepunten) en een derde vlak door u. De complexstralenhierin vormen een parallelstralenbundel met top op v^.Verder is er nog ?Š?Šn middellijn, die koorde is vanHiervQor geldt hetzelfde.



??? HOOFDSTUK IV.Het beeld van een stralennet. 1. \'t Beeld is een derdegraadsojypervlah. De beschouwde complex is algemeen, bevat dus geenhoofdpunten (elke lyn erdoor is complexstraal) of hoofd-vlakken (elke rechte erin behoort tot den complex). InL komen dus geen stralenschoven \\_1,0] of slralenvelden\\P,?•\\ voor. De eenvoudigste congruentie, die optreedtin den complex, is \'t stralennet Overigens zijn voor alle complexcongruenties [p, de beide graad-getallen gelijk: p^q. Immers: als er door een puntp stralen gaan, liggen die steeds in ?Š?Šn plat vlak en ookomgekeerd. Om nu een net uit L te lichten is \'t voldoende, allestralen te nemen, die op een willekeurige rechte usteunen; ze snijden dan ook de toegevoegde richtlijn v,zoodat u en v de richtlijnen van \'t uitgekozen net zijn.De 00 2 beschrijvenden van \'t net geven 00 ^ beeldpuntenS, die een oppervlak vormen,

waarop u en v liggen.Want: de regelvlakken Rl en R^, die de beelden zijnvan de punten op u en v, behooren geheel tot de be-schouwde bilineaire congruentie. Meervoudige puntenbuiten u en v kan het oppervlak niet hebben, want inzoo\'n punt ligt slechts het beeld van de eenige beschrij-vende, die er door gaat. Is v geen complexstraal enbevatten u en v geen singuliere punten der afbeelding,dan liggen ook op die lijnen geen meervoudige punten.Een willekeurige straal s van de [1,1\'] snijdt bedoeldoppervlak dus in ?Š?Šn punt op m, ?Š?Šn punt op v en in



??? zijn beeldpunt S. Een vierde snijpunt Z is onmogelijk,omdat er door geen andere beschrijvende gaat dan s.De m.pl. van S is bijgevolg een oppervlak van den derden graad: OÂŽ. Dit is ook z???? in te zien: een willekeurig vlak y door bevat een waaier uit L, wiens beeld k^ tot de m.pl.behoort; andere punten dan die van u en k^ bezit dem.pl. niet in v; dit levert een volledige doorsnede vangraad 3. Laat y wentelen om m, dan blijft y dubbel raakvlakaan in de punten (Â?, /r). Twee maal vallen de 2raakpunten samen, nl. in de co??ncidenties der involutie,die op n ingesneden wordt door \'t stelsel Vijfum^lgebeurt \'t, dat y drievoudig raakvlak is. Bij de wentelingvan y ontaardt A;^ nl. 5 maal in een Iijnenpaar en weltelkens als voor \'t nulpunt van y, d. i. \'t punt (y, v) ge-nomen wordt een der 5 punten {v, Rt cc). In zoo\'ngeval is het snijpunt van het Iijnenpaar \'t derde raak-punt. \'t Aantal 5 is in

overeenstemming met de theorievan de algebra??sche oppervlakken, volgens welke er bij\'n oppervlak van den graad (n 3). (n â€” 2)^ raak-vlakken zijn door u met raakpunt buiten Dit geefthier (5 2) (5= 5. Voor de beschrijvenden van de regelvlakken en R^vallen de punten S op resp. f. Deze beschrijvendenzijn dus raaklijnen aan O\' in punten van m en v en de2 genoemde regelvlakken raken aan, resp. volgensu en v. De negendegraadsdoorsnede van OÂŽ met Râ€žis zoover mogelijk ontaard; zij bestaat uit Â? (2 maalgeteld wegens de aanraking), (ook 2 maal gerekendals dubbelrechte van R^ en uit de 5 singuliere stralen,die tot Rl behooren. Deze 5 rechten behooren ook tot0\\ want "zij maken deel uit van de lijnenparen, waarm/r ontaardt" voor de 5 nulpunten, bovenbedoeld. Verdervalt (0\\ R^) met de vorige doorsnede samen. Door elk punt Y van ^^ gaat ?Š?Šn transversaal over



??? u en v. Deze beschrijvende van de [7,?] wordt afge-beeld in r, dus Hgt in haar geheel op OÂŽ, \'t Zelfdegeldt om overeenkomstige reden voor al De doorsnede(jS^, 0^) is een figuur van den twaalfden graad, diebestaat uit ^^ (2 maal geteld), a^ en de singuliere stralen,die met i??* gemeen heeft. (0^ a;) = aÂŽ singulierestraal door (h, cc). Daar a^ ook op ligt, behoort a^tot (OÂŽ, Er moet dus nog een restdoorsnede zijnvan den vierden graad. Dit is de m.pl. ir* van debeelden van alle raaklijnen aan die tot de congru-entie behooren. In elk vlak y door u kunnen er uit \'tnulpunt van v 2 raaklijnen aan getrokken worden;dit geeft 2 snijpunten der m.pl. met v; de 2 andere zijnde punten (m, 0^). Het samenstel van al de bedoelderaaklijnen raakt 0^ aan volgens (T^ en heeft buitenniets met (p^ gemeen. Dit beduidt een ,doorsnede" vangraad 8. De m.pl. van die raaklijnen is dus een regel-vlak

van den vierden graad. Dit blijkt ook hieruit, datde doorsnede met een willekeurig vlak v door u bevat2 raaklijnen en de rechte h, die dubbelrechte is, evenalsv. De 4 tot R^ behoorende singuliere stralen, die opM en V steunen, maken ook deel uit van het raaklijnen-regelvlak. En daar deze afgebeeld worden in al hunnepunten, is \'t beeld van dit regelvlak feitelijk een ontaarderuimtekromme van den achtsten graad. Daar O\' geen dubbelpunten heeft, ontstaat er met \'nwillekeurig plat vlak (3 een derdegraadsdoorsnede rÂŽeveneens zonder dubbelpunten; rÂŽ gaat door {u, (3) en(r, j3). De verschillende nulvlakken v door ti snijden op/3 een waaier in met top in (m, j3). Behalve (?<, /3) heefteen straal van dezen waaier nog 2 punten Si en Szmet rÂŽ gemeen. Dit zijn de beeldpunten van SSi en SSn,als S (op v) \'t nulpunt van v is. Uit {u, (3) zijn 4 raaklijnente trekken aan rÂŽ. Vier maal

vallen dus Si en Si samen;4 maal gebeurt \'t dus dat k\'^ uit v aan (S raakt. Neemtmen voor (3 het vlak op oneindig, dan volgt hieruit, dat



??? onder de kegelsneden die bij de punten van u be-hooren, 4 parabolen zijn. Deze liggen op 01 Zoobehooren er bij v ook 4. Daar men voor u elke rechte kan nemen, bestaat ereen vierdegraadsoppervlak als m.pl. der punten, in wiernulvlak A:^ een parabool is. Dit oppervlak gaat door de4 klempunten Au A2, Bi en (F = dubbelrechle) vanBl en verdeelt de ruimte in 2 gebieden H en E, diepunten bevatten, waarvoor k^ een hyperbool, resp. eenellips is. H is \'t gebied, waarin F ligt, als de om-hullingskegel uit F aan re??el is; anders ligt J\'in E. Uit de aanwezigheid der 4 parabolen volgt nog, datde m.pl. der middelpunten van de restdoorsneden (v, 0\'^)een vierdegraadsruimtekromme is, die u tot drievoudigesnijlijn heeft; immers: behalve 4 punten in \'t oneindigeheeft zij met nog gemeen de 5 buiten u gelegenraakpunten van de drievoudige raakvlakken door u. 2. De rechte lijnen op O\'. Als bij

de wenteling van v om u \'t nulpunt genomenwordt in een der 5 snijpunten Z van v met dan bestaat v) uit u, de singuliere straal r doorzoo\'n nulpunt en een derde rechte p, die r aanvult toteen figuur van den tweeden graad (\'n ontaarde P). \' Zoo liggen er ook op u 5 punten T, waarbij \'n nulvlakbehoort, waarin k^ ontaard is. Dit levert dezelfde 5uitzonderingsstralen als de punten Z en verder nog 5rechten q van de soort p. Tesamen met u en v zijnhiermee 17 rechten van 6>\' aangewezen. Voor \'t over-zicht is \'t dienstig deze lijnen aldus te benoemen:de rechten p: pr, pz; ps; Pi\\ P0;de rechten q: qi qz qs qi ???;de rechten m en v resp. qe en po\', ende rechten r: ru Â?\'26 Â?"se \'\'6g.Hierbij zij rss de singuliere straal door [qn, x).Denk een regelschaar 11", die bepaald is door 3 van



??? de 5 lijnen ni als richtlijnen, b.v. ne, ras en rse. Hieropliggen ook u en v. De dubbelkromme snijdt R^ in6 punten, waarvan er 1 op rss (d. i. A), 2 op ns en2 op r26 liggen. De beschrijvende rsi van R\'^ door \'tzesde snijpunt heeft 4 punten met OÂŽ gemeen, nl. datsnijpunt en op ns, /\'ae en rsG telkens 1 punt: r^i ligtdus geheel op Daar ze de 3 richtlijnen snijdt, kruistze pe en qe. Zoo geven de regelscharen(ri6 ras rss); (rie r46 ^ae); {r^e r&s rse); (^26 rts rse); (rae Â?-46 r^e)achtereenvolgens aanleiding tot de rechten ^24 ; r23 ; fii ; ri3 ; ?\'i2 van OÂŽ. Een drietal lijnen, gekozen uit rie, rae, rza enr46 (dus >-56 buitengesloten) bepalen een regelschaardie door a^ in 4 punten wordt gesneden, waarvan er 3op de gekozen richtlijnen liggen. De beschrijvende van R^ door \'t vierde snijpunt heeftweer 4 punten met 0\'^ gemeen, behoort dus geheel totdit oppervlak. Zoo krijgen we nog 4

lijnen ne, ^25,rsh en ns, resp. opgeleverd door de regelscharen(>\'26 ^36 r46); (ri6 ^36 Tis); (^16 r26 rii); (ri6 r^s rsa). Hiermee is \'t 27-tal volledig. De laatste 10 komenbij de beschouwing van \'t beeld van een regelschaarbeter tot haar recht als m.pl. van bepaalde beeldpuntenS. Ifki blijkt \'t beeld te zijn van de bijbehoorende R^of beter: R^ heeft tot beeld rÂ? en de 3 singuliere stralen,waardoor R^ vastgelegd is]. Ze zijn dus alle door middelvan de onderzochte afbeelding te vinden. De lijnen pi, p2, pa, Pi, pb, p& vormen een kruisendzestal; evenzoo qi, 32, qu ?6. Tesamen is dit\'n bisextupel. Bisecanten van ^^ zijn ns, >\'26, rse, ns, omdat dit sin-guliere stralen zijn. Verder ook p^. Dit is nl. de rechte,die met rse \'t lijnenpaar vormt, waarin k^, behoorendbij \'t nulpunt Z^ ^ (pe, a) ontaard is. \'t Correspondee-rende nulvlak wordt door ^^ gesneden in A en nog



??? 2 andere punten B en G. De stralen Z^ B en Z5 Chebben hun beelden in B en C, dus ps bevat dezepunten van Dezelfde redeneering geldt voor 55 Nulsecanten van ^^ zijn pa en qs wegens de wille-keurige ligging; ?-45 kan geen punt met gemeen hebben,omdat anders de hyperboloide (ric ?-2g rsc) door in 7punten zou gesneden worden. Analoog is \'t gesteldmet ri5, ras en rss. Unisecanten van ^ zijn vooreerst pt, p-z, ps, p*, qi, 32,93 en qi. Voorbeeld: pi vult ria aan tot de ontaai\'dek^ uit \'t nulvlak van Zi={p6,riG)\', snijdt dit vlakin2 punten, die op ru liggen en nog in een derde puntI), dat \'t beeld is van Zi D en waardoor dus pi gaat.Ook Â?\'56 heeft slechts 1 punt met gemeen, omdat de2 andere snijpunten Â?) de punten zijn, waar a^ aan-geraakt wordt door de raaklijnen uit A. Beschouwverder >\'12. Dit is de transversaal over Â?-36, Â?\'40 en reeuit \'t punt, waar ^ de regelschaar

(rse, nu,Â?ree) nogsnijdt behalve in de 4 punten op rao en rie en in A:ri2 is dus zeker snijlijn van maar slechts eenmaal,o. a. omdat ri2 gesneden wordt door rse en in \'t vlak{ri2, rso) reeds 3 punten van zijn aangewezen. Ana-loog voor: ri3 ru ras fYi en f$.i. Samenvattend hebbenwe: de kromme op heeft tot bisecanten: ri6 r26 rss r46 p^ 55, die een kruisend zestal vormen; tot nulsecanten ri6 r25 ras r^e pe qe,die met de vorige een bisextupel uitmaken; en al deoverige rechten lot unisecanten. De hier volgens de eigenschappen der afbeelding ge-vonden ligging klopt met de theorie van \'t cubischeoppervlak. 3. Be lijn u behoort tot L. Dan is v = u en we hebben dus te doen met eenparabolische bilineaire congruentie. Een willekeurig vlak



??? y door de richtlijn u snijdt volgens u en volgens eenP door \'t nulpunt N van y en door U, \'t beeld van u.\'t Nulvlak y is raakvlak in N aan waaruit volgt, datelke straal s van de congruentie \'t oppervlak OÂŽ aan-raakt (in \'n punt van m) en verder nog snijdt in zijnbeeldpunt S. De raaklijn r in iV aan P is hoofdraaklijn.De m.pl. hiervan is \'t cubisch regelvlak van Gayley(El), dat als beeld gevonden werd voor de punten opM. Een vlakke doorsnede door- r levert voor OÂŽ op:een derdegraadskrorame, die r in ^ tot buigraaklijn heeften voor R^ een derdegraadsfiguur, die met 2 takkendoor N gaat, waarvan r er ?Š?Šn is. De 2 doorsnedenhebben dus in iV 4 punten gemeen. Hieruit volgt, datin {Rl, 0^) de rechte u viermaal in rekening te brengenis. Het eene blad van Rl wordt door O\' volgens iigesneden en \'t andere blad volgens u gesneden en aan-geraakt. De restdoersnede OÂŽ) wordt

gevormd door5 singuliere stralen. Daar bij de wenteling van v om u k^ steeds door Ublijft gaan, heeft elke rechte door U in dat punt 2samenvallende punten met gemeen: f7is dus dubbel^punt, O\' monotde. De raaklijn r* in U aan k^ is raak-lijn aan OÂŽ; de m.pl. van r* is de raakkegel, die bij Ubehoort. De richtlijn u is een zijner ribben, want alsN \\n U genomen wordt, raakt k^ de rechte u aan, dusr* gaat in u over. De kegel wordt dus door \'t nulvlakvan U aangeraakt volgens Â?. Hij moet nog 5 andereribben hebben, die tot OÂŽ behooren. Deze zijn gemak-kelijk aan te wijzen. Laat toch u in Th op een der 5singuliere stralen ruc, (A; = 1,.. 5) steunen, \'t Nulvlakvan Tk is (m, rx^e) en k^ daarin ontaardt in n-c en eenrechte qk, die door U gaat. De rechten u en v zijn samengevallen (g-e = pe); daar-door ook de punten Tt en Zk en de lijnen qk en p^.De 10 rechten, afkomstig van

regelscharen, blijven. In-dit geval liggen er dus op OÂŽ 21 verschillende rechte



??? lijnen. Zes ervan kan men echter dubbel tellen, nl. de2 aan 2 samengevallen lijnen uit \'t bisextupel ipk^qk). 4. De lijn u bevat ?Š?Šn singulier punt {Si). a. Zij, om den toestand nader te bepalen. Si \'n puntvan Behalve u gaan door alvast 2 andere rechtenvan O\', nl. 2 singuliere stralen, zeg nr> en r^e: Si isdus dubbelpunt. Verder steunt u nog op rge, nc enrse (in Â?). Deze 3 lijnen snijden v in punten Z, waarbijnulvlakken behooren, waarin k^ beslaat telkens uit eensinguliere straal en \'n rechte van de soort p door Si.Zoo zijn de 6 tot behoorende, beschrijvenden vanden raakkegel in Si aangewezen. In dit zestal zijn weer2 sextupels samengevallen, nl.: ns en qz tot ne \'"26 en qi tot >-26. ga en rii tot u^qs\', ps en ns tot ps. Pi en Â?\'35 tot Pi ; Pb en ^34 tot p5. De 2 aan 2 samengevallen lijnen vormden het bisextupel:( ps Pi Pb ri2 f\'ie f2s }( >\'45 f\'35 rsi qe qz qi \\ Volkomen analoge

uitkomst geldt, als Si op a^ ligt.Evenals in 3 liggen er op OÂŽ in deze gevallen 21 ver-schillende rechten.â€? b. Als u bovendien tot L behoort, liggen w, ru enr26 in ?Š?Šn plat vlak, nl. in \'t nulvlak van Si. Nu isSi een biplanair punt: de raakkegel is ontaard in eenvlakkenpaar, bestaande uit genoemd nulvlak en eentweede plat vlak, waarin pa, Pi en p& liggen. Behalvede rechten door Si zijn er nog 9 aan te wijzen; \'t zijnde restdoorsneden van O\' met de vlakken {ti, ps); (m, pi);(m,P5); (ricps); (rifi,P4); ine, po); (Â?-20,^3); {r26,Pi) en(>\'26, Pb). c. Tot \'n bijzonderheid komt men verder, als Si eenvan de punten {Ai en ^2) is, waar a^ aangeraakt wordtdoor de raaklijnen uit A. Zij 11 een willekeurige rechtedoor zoo\'n punt. Behalve op s = SiA steunt u nog



??? op sleehls 2 andere singuliere stralen: Si en Â?2. In \'tnulvlak van (si, v) ontaardt k^ in si en een rechte h doorSi. Een soortgelijke lijn ?2 behoort bij \'t punt (s2, v).Het nulvlak van Si levert als k^ de dubbelrechte s enin \'t nulvlak van (s, v) ontaardt die kegelsnede in s eneen tweede lijn l. Volgens de uitkomsten in II in soort-gelijke gevallen verkregen, vindt men, dat Hs de rechte,die Si verbindt met \'t snijpunt, dat nog vertoontmet \'t nulvlak van (s, v) buiten Si en A. In dit nulvlakliggen s, l en u. Si is dus weer een biplanair punt Deraakkegel bestaat uit \'t vlakkenpaar (s, w) (A, ^2). Inihjz) moet nog een derde rechte van OÂŽ liggen; \'t isnatuurlijk .s, want deze moest dubbel geteld worden.\'tVlak {Si,v) snijdt volgens v en heeft er 2 samen-vallende lijnen volgens s mee gemeen, is dus raakvlakvolgens s en s is bijgevolg torsale rechte. â€” Er liggenop O\' nog 4 andere rechte lijnen, die

verkregen wordendoor snijding met de vlakken (m, h)-, (m, h)\', [l, h) en {l, h). Dat u slechts 3 verschillende punten met B\\-\\- a,gemeen heeft, spreekt vanzelf. Voor v wordt hetzelfdeveroorzaakt doordat v ligt in \'t torsale raadvlak [Si, v)aan i?^ volgens s; v is zoodoende raaklijn aan in(s, v) en in dit raakpunt valt bovendien \'t snijpunt (v, oc). \'t Torsale karakter van s (t. o. van O\') ontstaat door-dat k^ uit \'t nulvlak van Si een dubbelrechte is. Ditdoet zich ook voor, als Si genomen wordt in de puntenBl of Bi, genoemd in Een verschil met \'t voorgaandeis, dat k^ uit \'t nulvlak van (s, v) een aanvullende rechtebevat, die niet door Si gaat. Dit mag ook niet, wanttl steunt nu nog op 3 andere singuliere stralen: si, szen Sa. En in \'t nulvlak van {sk,v), waarbij ?¤;=1,2, 3,ontaardt k^ in Sk en een rechte 4 door ^i. Met u ende dubbel te tellen lijn s zijn dit reeds 6 rechten door Si. ? Hierin komt geen

verandering als u bovendien complex-straal is. Behoort de rechte u door Ai of Az tot L, dan valtZ



??? samen met s, zoodat er slechts 4 verschillende lijnendoor Si tot 0\'hehooren. Wegens de complanaire liggingvan s, h en h zijn er nog slechts 2 andere rechten vanZe worden verkregen door O\' te snijden met devlakken (w, h) en (m, h). De lijn s blijft torsale rechte met (m, s) als raakvlak. d. Daar t^ door St gaat, is = â€žulvlak vanSu De doorsnede {R\\ O\') bestaat uit u (2 maal geteldwegens aanraking), v en 3 singuliere stralen. Behoorttl tot L, dan heeft er aanraking en snijding plaatsvolgens M = y. \'t Aanvullend nulvlak snijdt 0=Â? volgensde singuliere stralen door Si en volgens v. ,5. De lijn u gaat door 2 singuliere punten Si en S2. a. Si en S2 op Noem de uitzonderingsstralen door Si: si en Si, diedoor S2: S3 en S4. Op u steunt nog \'n vijfde singulierestraal 55, die tot (A, a) behoort. Uit \'t voorgaande volgtal, dat Si en S2 dubbelpunten van O\' zijn. Door Sigaan nog 2 andere rechten

van nl. de lijnen h enh, die 53 en aanvullen^ tot de kegelsneden k^ uit denulvlakken van v) en (84, v). Zoo zijn er ook 2 aan-vullende rechten h en h door S2. In \'t nulvlak vanIs P = 55 m; dit brengt mee, dat (.95, Â?) torsaal raakvlak is volgens u. â€” Si op en S2 op a\'\' geeft \'n geheel overeenkomstigresultaat. Een bijzonder geval hiervan is: b. Si op S2 in Al of Ai. Op M steunen geen andere singuliere stralen danen door Si en 55 door S2. Bij \'t nulpunt (ss, v)behoort weer ss Â? als k\\ bij S2 de dubbelrechteVerder gaan nog door S2 de 2 bovenbedoelde lijnen h en h.De vlakken (Â?6,Â?) en (Â?5, t\') zijn torsale raakvlakken, resp.volgens u en S6. Door Si gaan slechts 3 rechten, nl.51, 52 en w, maar de laatste is 4 maal te tellen, wantin 56 zijn samengevallen de stralen 53 en 54 uit (Â?) en



??? daardoor komen ook h en h nog langs u te liggen (enu was al dubbel te rekenen). â€” Nog meer bijzonder isde ligging: c. Si in Bl of Bi (zie I^); Sz in Ai of Az. Op M steunen slechts 2 singuliere stralen: si door Si(samenvalling van si en 6-2) en ss door 82 (samenvallingvan Sa, Si en .ss). De 2 rechten h en k door S2 vallennu ook samen, zoodat door dit punt 3 maal 2 samen-vallende rechten van OÂŽ gaan. Door Si gaan si, die2 maal en m, die 4 maal te tellen is. Torsale rechtenzijn u, Si en ss; de bijbehoorende raakvlakken zijn (Â?5, m),(si, i;) en (s5, v). â€” Drie maal 2 samenvallende rechtendoor een punt van OÂŽ krijgt men ook door in (a) depunten en Si te doen samenvallen: n wordt raaklijnaan in 81=82. Tot samenvalling komen sa en si,Si en Si en verder de â€žaanvullende rechte" uit \'t nul-vlak van (s5, v) met xi. Van meer belang is \'t vol-gende geval: d. Si â€? en Si op

a^. Daar u in Â? ligt, gaat v door A. De waaier (A, a)behoort tot de [1,1] en daar hij afgebeeld wordt in \'tpuntenveld van x, ontaardt OÂŽ in dit vlak en eenquadratisch oppervlak dat v bevat, dus een regel-schaar is. In een willekeurig vlak v door v ligt alsdoorsnede met OÂŽ = Â? een straal uit (A, x), de lijn V en nog \'n tweede rechte l van 01 Deze gaatdoor de snijpunten v) buiten A en vult bedoeldenstraal uit {A, x) aan tot \'t lijnenpaar, dat als k^ behoortbij \'t nulpunt (y, u). Alle beschrijvenden op O\'-\' van desoort l worden zoo door in 2 punten gesneden, allebeschrijvenden van de soort v \'m 1 punt. Door de 2 overige (buiten ?„) snijpunten [v, ??j) gaannog 2 singuliere stralen si en Si. Daar ze ook op usteunen, gaan ze door Si, resp. Si. Ze behooren na-tuurlijk geheel tot \'t Nulvlak vi van (v, 5i) snijdt O*volgens Si en de lijn, die Si verbindt met vi) buiten



??? si; analoog voor (v, Â?2). Bij \'n willekeurig punt van vbehoort \'n nulvlak f, waarin k\'^ een echte kegelsnede is,geheel bepaald door de 5 punten O\'snijdt?„ volgens een kegelsnede, gaande door A, Si, S2 en doorde raakpunten Ai en A2, want hierdoor gaat ook enen deze ligt geheel op Laat tl \'t stralenveld van Â? doorloopen, dan doorlooptV de ster A en \'t tiet met basis Een heel bij-zondere hgging is u = Ai A2. De singuliere stralen sien 52 vallen nu langs Ai A en A2 A, zoodat v \\n A4 samenvallende punten met R^ gemeen heeft. Dit komtdoordat v \'m A raakt aan v ligt nl. in de beide(torsale) raakvlakken aan B^ volgens AAi en AA2.Eenig punt S op u geeft \'n nulvlak v = {S,v), waarinp = -f (y, 3-). Dit bleek in IP. Daar \'t poolvlakvan A door m, dus door S gaat, gaat \'t poolvlak 7:van S steeds door A en de rechten (f, w) vormen duseen kegel met top in A. Deze kegel is \'n ontaarde

0^dus quadratisch, hetgeen ten overvloede ook daaruitvolgt, dat de doorsnede met (S, v) is: Â? (v, t). De kegelsnijdt <z volgens AAi en AA2, zooals blijkt door S inAl en -<42 te nemen. In eiken bundel van \'t net komen i kegels voor, dieechter 2 aan 2 zijn samengevallen. Veronderstel, dat u den waaier (S^, a) doorloopt, dandoorloopt V den waaier (^4, als (jt. is \'t nulvlak vanS\'i.De bijbehoorende oppervlakken vormen een bundeluit \'t net; de basis is: a^ si. Bijzondere standen vantl hierbij zijn: u = SiXi, als Xi een van de 2 punten (Zi en XÂ?)is, waar de op si (in Yi en Y2) steunende singulierestralen aÂŽ snijden; S2 gaat over in Xi Yi en v gaat door\'t singuliere punt Yi. In \'t nulvlak van 5 op Â? ontaardtP in SA en een rechte / door Yu Dit punt is dus detop van \'n kegel, waarin ontaard is. Onder de kegel-ribben zijn op te merken: Yi A, Yi Si, Yi Xi, Yi Ai en Yi A2.



??? u^ raaklijn in Si aan a^. Dan moet v raaklijn zijnaan De doorsnede E^) bestaat uit si en eenderdegraadskromme met dubbelpunt in A. Ze snijdtin Yi ?¨n Yi en in een derde punt, \'t raakpunt van/ot;V is nu de lijn, die dit punt met A verbindt. (OS Â?)raakt aan in Si. Verder geen bijzonderheid, u = SiAi. In dit geval komt Â?2 langs AJii te liggen,zoodat buiten A nog slechts 1 uitzonderingsstraal op usteunt, nl. si. De rechte v heeft in ^ 5 samenvallendepunten met R^ gemeen; ze is raaklijn geworden in datpunt. Dit komt doordat v ligt in \'t nulvlak van Ai,welk vlak R^ aanraakt o.a. in A. wordt door ditnulvlak gesneden volgens v en AAi. Deze rechte maaktdus ook deel uit van (OS x), die voor de rest gevormdwordt door Si Ai, want \'t moet een exemplaar zijn vanden kegelsnedenbundel, die A, Si, Ai en Ai tot basis-punten heeft. De 2 andere lijnenparen, welke in dienbundel optreden, zijn

(AAz; Si Ai) en (ASr, Ai Ai).\'t Eerste wordt uitgesneden door OS die bij u = S\\ Aibehoort en \'t andere door de bij u = ASi behoorende 01In dit geval is 6. de lijn u singuliere straal. In een willekeurig nulvlak v door u wordt de complex-waaier afgebeeld in u en de verbindingslijn \'der punten(y, die buiten A liggen. Als u den waaier {A,oc)doorloopt, krijgt men weer een bundel van quadratischeoppervlakken met basis ^ Az. De kegels, die ^^uit de dubbelpunten der basislijn projecteeren, krijgt menals 0^ voor de gevallen u = AAi en u = AAi. Zij u een singuliere straal, die tot R\\ behoort en inX op a^ steunt. Bij \'n willekeurig punt iV van u behoorteen complexwaaier [N, v), die tot beeld heeft u en delijn l, welke de punten (v, en {v, a^) buiten u gelegen,verbindt; v is raakvlak aan de gezochte m.pl. in N\' = {u, l).In de beide co??ncidenties der projectiviteit {N, N\') heeft



??? # men nulvlakken met de nulpunten tot raakpunten; dezeraakpunten zijn de beide singuliere punten u). Uit een en ander volgt, dat de m.pl. hier een recht-lijnig oppervlak is. \'t Is geen regelschaar (zooals voorM in Â?), want de doorsnede met a bestaat uit a^ enXA; neem toch N=X, dan wordt l = XA. Dem.pl.is dus \'n cubisch regelvlak O\', dat u en a^ tot richt-lijnen heeft. Daar (v, OÂŽ) van den derden graad is,moet Â? in de doorsnede 2 maal geteld worden: er gaan2 bladen van door. (0^ R^) beslaat uit u en elk2 maal gerekend, verder uit a^ en de 2 singuliere stralenvan R*, die op u steunen. â€” Neemt men N in \'t nul-punt van \'t raakvlak in X aan dan wordt l = XF.Hiermee doet zich een bijzonderheid voor, als u een vande 2 singuliere stralen door F is. De aanvullende rechteXF valt dan met u samen, zoodat \'t raakvlak in Xaan(p^ torsaal raakvlak is aan O\' volgens u. Daar

ditzelfdevlak ook torsaal raakvlak is volgens u aan jRj, zal i?*een der bladen van volgens u aanraken en \'t anderesnijden. De rest der doorsnede (0^ R*) wordt gevormddoor aÂŽ en de andere singuliere straal door F. 7. D?? lijn u doorloopt de ster om \'n singulier punt Si. Denk dezelfde ligging als in 4Â?. Dan beschrijft v \'tstralenveld van (rie, ras). Daarbij komt \'t voor, dat vdoor een van de singuliere punten S\' op no buiten Sigaat. De rechten u en v spelen nu precies dezelfde rolt.o. van 0^. Van de 2 punten (f, 7?*), die niet in (v, rie)of (v, ru) vallen, komt er ?Š?Šn in S\' = (f, ne). De lijnpa, die \'t nulvlak van dat punt opleverde bij snijdingmet valt samen met ru. De limietsland van {pa, ric) is dus torsaal raakvlak volgens ne = (Si S\').O\' is dimono??de wegens Si en S\'. Ook kan v bij z\'n beweging door \'t nulvlak van Sidoor 2 singuliere punten gaan, die een van beide ofbeide tot a^ kunnen

behooren. \'t Laatste is al besproken



??? in S*!; ontaardt. Liggen niet beide bedoelde puntenop rt^ dan krijgt men een niet-ontaarde OÂŽ met 3 dub-belpunten. Hun verbindingslijnen zijn torsale rechten.Door de nulvlakken te beschouwen van de punten opu en V, die daarvoor in aanmerking komen, ziet mengemakkelijk, dat door elk der 3 dubbelpunten 4 ver-schillende rechten van gaan. Verder blijkt er opelke torsale rechte nog 1 rechte van OÂŽ te steunen. Bij de co 2 standen van behoort \'n net van opper-vlakken OÂŽ. Immers: alle exemplaren hebben in Si eendubbelpunt, wat neerkomt op \'t geven van 4 punten;verder gaan ze door \'t geen met \'t geven van3\'X.2-\\-l of 7 punten gelijkstaat; eindelijk bevattenze ook Daar deze kromme a^ 2 maal snijdt en door\'t dubbelpunt Si gaat, beteekent \'t gaan door \'t voor-schrijven van 3X3-^1 â€” 4 of 6 punten. In totaalzijn dus gegeven 4 7 6\' of 17 punten, d.i. 2 minderdan

voor \'t bepalen van \'n noodig zijn. \'t Net heefttot basisfiguur q^^^ bundel van 0^\'s uit \'t net te lichten, die door een willekeurig puntZ gaat, moet men alle stralennetten afzonderen, die denbeeldstraal z van Z bevatten. Voor deze is u eenigestraal uit den waaier Si in {Si, z). De correspondeerenderechten v vormen een waaier in \'t nulvlak v van Si mettop in N=(z,v); dit punt is nulpunt van (Si,^). Debasis van den bundel is die van \'t net, aangevuld doorde kegelsnede P uit \'t nulvlak van iV. tot \'n figuur vanden negenden graad. Volgens \'t boven besprokene bevat \'t nel 4 bundelsvan cubische oppervlakken met 2 dubbelpunten; ze be-hooren bij de waaiers van rechten v in v, die hun toppenhebben in de singuliere punten, welke v bevat buiten Si.Er zijn verder 2 stelsels van oo\' oppervlakken met2 dubbelpuiiten, die verkregen worden door u de ribbenvan de kegels (Si, ?¨^J en {Si, a^)

te laten doorloopen.Daar Si op gedacht is, zijn beide kegels quadratisch.



??? De oppervlakken 0\\ die door eenig punt Z gaan en toteen van de 2 laatstbedoelde stelsels behooren wordenopgeleverd door de 2 snijlijnen van zoo\'n kegel met{Si,z)\\ \'t zijn dus stelsels met index 2. De nulvlukkenvan de singuliere punten van y buiten 8i snijden opmeergenoemde kegels, behalve ne en r^Q, elk nog 1 be-schrijvende u in. Hierbij behooren dus 4 oppervlakkenmet 3 dubbelpunten, nl, 2 op u en 1 op v. LaatXi (op Â?2) en Yi de 2 andere singuliere punten opnozijn, Xa (op Â?2) en Fz die op rae- Dan wordt b.v. voor\'t nulvlak van X2 Â? de lijn, die verbindt met\'t punt,waar a^ voor de tweede maal gesneden wordt door dencomplexstraal uit X2 in Een O\' met 3 dubbelpuntenbleek ook te behooren bij f = Ti Yz, Yi X2 of Yz Xi,terwijl bij v = XiX2 behoort n = dus een OS dieontaardt in een regelschaar -f a. De kegels (Si, en (Su n^) hebben ?Š ribben gemeen.Twee ervan zijn no

en rse- De 2 andere zijn 6\'i Ai enSi Az. Ligt u volgens een van deze 2 rechten, dankrijgen we een 0^ met biplanair punt in Ai of Az.Zoo\'n punt, nl. Si, bezit elk exemplaar van den bundel,die behoort bij den waaier {Si,v) van rechten Â?(=Â?);alle exemplaren hebben in Si u tot gemeenschappelijkraakvlak. Twee exemplaren van dezen bundel zijn regel-vlakken, nl. die, welke behooren bij v = ri6 of rzs. B,\\ wordt door v gesneden volgens /Mc en ras en vol-gens" een kegelsnede Is v een raaklijn aan danraakt ze ook aan B* en \'t zelfde geldt dan voor Â?. Destralen, die in^Â? ra& en >-40 genoemd zijn, komen tot samen-valling, eveneens de lijnen ps en pi, zoodat {pa, pi) torsaalraakvlak wordt. Deze eigenschap komt toe aan eenstelsel van oppervlakken O\'^ met index 2. In eikenbundel (Z) uit \'t net liggen er nl. 2 oppervlakken vandeze soort; ze behooren bij de raaklijnen uit N aan l^.Verder

behoort er tot zoo\'n bundel 1 exemplaar metbiplanair punt in Si (opgeleverd door v^NSi) en 8



??? exemplaren met 2 dubbelpunten. Deze behooren bijv~NXi, NXi, NYi of NY2 en bij de 4 rechten u,die op (Si, en Ingesneden worden door \'t nulvlak van N. Ligt Si op dan zijn geheel overeenkomstige op-merkingen van kracht. 8. De lijn u doorloopt een loillekeurige ster 8. Er ontstaat weer een net van oppervlakken OÂŽ; debasis is ^^ a^ ^^ â€žulvlak van Â?\'(nu niet ontaard). De bijzondere exemplaren zijn gemakkelijk aan te wijzen. De bundel door \'n punt Z heeft tot basisfiguur dievan \'t net, aangevuld met \'t beeld k\'^ van den complex-waaier N. Dat \'t geven van deze basis op juist 18punten neerkomt, blijkt uit de volgende optelling:\'t Gaan door a^ beteekent \'t voorschrijven van X 5 -j- J of 7 pp.\'t Gaan door ^^ beteekent \'t voorschrijven van 5 X 5 -f- i â€” 2 of S pp. [^f heeft 2 punten met a^ gemeen],\'t Gaan door k^ beteekent \'t geven van X. 5 7 â€” 5 of 2 pp.[A;2 heeft 2

punten met a^ gn 3 puntenmet gemeen]. \'t Gaan door k\'^ beteekent \'t geven van 2X3 1 â€”Ooi lp.heeft 5 punten met a^ ^^ gemeenen 1 punt met k^, nl. \'t beeld van 5\'iV]. Totaal 18 pp. De doorsnede van \'t net met \'n plat vlak i is eennet van cubische krommen met 7 basispunten; ditzijn de punten (i, a^), en (f, k^). De 21 (ontaarde) exemplaren met 2 dubbelpunten van dit net zijn dusonmiddellijk aan te wijzen. \'tZijn de C^ = 21 verbin-dingsrechten van telkens 2 basispunten, aangevuld metde kegelsnede door de 5 overige. Hieruit volgt, dat decongruentie gevormd door de rechten van de netexem-plaren 21 t??t veldgraad heeft. Tot die congruentiebehoort de ster S en \'t stralenveld iran Â?; immers \'t



??? net in eenig vlak f bevat \'n ontaarde waarvan deverbindingslijn der punten a^) \'t rechte stuk is. Ook\'t stralenveld (y) behoort tot de congruentie. Na afsplitsing van de beide verzamelingen [0,1] blijfthaar veldgraad 19. Wat is de schoofgraad? Een kan een rechte door \'n willekeurig punt Zzenden, als zelf door Z gaat, dus behoort tot denbundel [Z) uit \'t net. De rechten van \'n OÂŽ zijn totverschillende soorten terug te brengen: 1Â?. lijnen u. Hiervan is 1 exemplaar voorhanden,nl. SZ. Als u = SZ, gaan bij willekeurige ligging geenrechten van andere soort door Z. 2Â°. lijnen v. Hiervan gaat er geen door Z, daar zealle in \'t nulvlak van S liggen. 3Â°. singuliere complexstralen, vroeger (in Â§ 2) rie, J\'26,rae, r^f, en Â?\'se genoemd. Ook deze komen niet voor,daar Z willekeurig wordt gedacht, dus niet op of in 4Â°. rechten van de soort pk {Ic = 1, 2, 3, 4, 5). Dezeâ€? kunnen niet door Z

gaan, daar anders u en v elkaarzouden snijden. 5Â°. rechten van de soort qu. Hiervoor geldt \'t zelfde. 6Â°. rechten van de soort ru {k = 1, 2, 3, 4; 1 = 2, 3, 4, 5;Ic < l). Een lijn n-/ is beeld van een regelschaar, bepaalddoor 3 van de 5 op u steunende singuliere stralen; zeis unisecanle van^^^ of a^. Zoo leveren de ribben van kegel {Z,^) een enkel-voudig oneindig stelsel van regelscharen als beelden, dieelk 3 uitzonderingsstralen onder hare beschrijvendentellen, \'t Beeld h^ van den complexwaaier van eenigpunt T snijdt (Z, a^) in 6 punten Q. Hierdoor gaan 6 kegelribben, die oppervlakken It^ lotbeelden hebben, welke door T gaan, want Q is \'t beeldvan QT. Evenzoo gaan er door T nog 4 oppervlakkenR^, opgeleverd door 4 ribben van kegel (Z, a^). \'t Stelsel[R\'\') is dus van index 10. Neem T in 5, dan leert \'t



??? voorgaande, dat er 10 regelscharen jR^ zijn, die z be-vatten {z^\'i beeld van Z) en door S gaan. Dezeoppervlakken snijden {S, z) volgens Â? en volgens eenrechte door S, dus volgens een lijn u. De 3 singulierestralen steunen, evenals z, op u (en op v). En de 10bijbehoorende rechten Vki liggen dus op oppervlakkenvan \'t net. De congruentie der rechten van de net-exemplaren heeft derhalve 11 tot schoofgraad; en zondertmen o??k de ster S af, dan is ze een [l??, lO\']. \'t Bleek, dat bij 2; 10 lijnen behooren. \'t Zelfdegeldt voor elke andere straal uit waaier N in (S, z).Omgekeerd geeft elke u aanleiding tot 10 regelscharendoor iV, die in (S, z) 10 rechten van de soort z uit-snijden. Tusschen de stralen van de waaiers 8 Nin \'t vlak {S, z) bestaat dus \'n verwantschap {10,10).Hun voortbrengsel, een kromme van graad 20 met 10-voudige punten in S en N is de m.pl. der puntenb = (m,

z), waar de correspondeerende oppervlakken b^door (S, z) worden aangeraakt.



??? HOOFDSTUK V. De beelden van de punten en figuren vaneen plat vlak. 1. Het beeld van een puntenveld is. een congruentie [2,2]. Laat S \'t puntenveld van een vlak V doorloopen.De oo2 punten S geven co2 beeldstralen, dus een con-gruentie [p, q\\ uit L. De stergraad p = 2, want dekegelsnede k\\ die den complexwaaier door \'n willekeurigpunt Z afbeeldt, snijdt V in 2 punten Si en en destralen ZSi en ZSi zijn de eenigsten door Z, die hunbeelden in F hebben. Volgens \'n vroegere opmerkingis nu ook de veldgraad q = 2, zooals trouwens directdaaruit blijkt, dat in een willekeurig vlak y geen anderecomplexstralen liggen met beelden in F dan de 2, diedoor \'t nulpunt van y gaan. De complexwaaier van \'tvlak F zelf behoort in zijn geheel tot de [2,2]. Eenwillekeurig punt Z van F vormt geen uitzondering opden stergraad 2. De beschrijvenden van de [2,2] doorZ zijn: de complexstraal van

F door dat punt en destraal, die in dat punt wordt afgebeeld; de beide stralenvallen samen, als Z ligt op de kegelsnede k"^ van V. Voor sommige punten zijn de 2 beschrijvenden on-middellijk aan te wijzen. Voor \'n punt van ^ b.v. zijn\'t de 2 singuliere stralen door dat punt; deze zijn immerso. a. toegevoegd aan hunne snijpunten met F. Hetzelfdegeldt voor de punten van a\'^. Uil een en ander volgt,dat hel geheele regelvlak J??j en de waaier (^1, oc) tot de congruentie behooren. Tot de [2,2] behooren ook de 5 waaiers, die de 3 2



??? punten (F, en {V,nP) tot middelpunten hebben. Eencomplexwaaier met top buiten V behoort tot de [-2.2],als hij afgebeeld wordt in een lijnenpaar, waarvan decomponent, die niet singuliere straal is (V bevat in \'talgemeen geen singulieren straal) in V ligt. Al dezeniet-singuliere bestanddeelen zijn unisecanten XY vanen ^ ??f koorden YY\' van ^ en omgekeerd (IP).Wegens de bovengenoemde 3 2 snijpunten van Fmet liggen er 6 rechten van de soort XFen5van de soort YY\' in F. Deze geven nog 9 waaiersvan de congruentie. De beeldcongruentie is dus de algemeene congruentie [2,2]met een eindig aantal singuliere punten (16). 2. Het stralemeld van V. Beschouwt men F als stralenveld [m], dan blijkt de[2,2] opgebouwd te zijn uit oc2 cubische regelvlakkenRl, alle met dubbelpunt in \'t nulpunt N van F. Dezevormen geen net. Door \'n willek?Šurig punt Z zal eenoppervlak Rl gaan,

als dit een complexstraal van waaier{Z} bevat, die in F zijn beeld heeft. De kegelsnededie bij Z behoort, snijdt F in 2 punten 7\'i en T^. Elkerechte u uit de waaiers [Ti, V) en (Ta, F) heeft als beeldeen Rl door Z, want u bevat Ti of ??a, die de beeldenzijn van Ti Z of Ta Z. Door Z gaan dus 2 stelselsvan 001 cubische oppervlakken; aan de stelsels is gemeen1 exemplaar met dubbelpunt in Z, nl. dat, behoorendbij u = Tl Ti. De 2 bedoelde stelsels zijn geen bundels,maar stelsels met index 2, zooals blijkt als wij bedenken,dat de kegelsnede, die den complexwaaier van \'n puntQ afbeeldt, F in 2 punten TFi en fFa snijdt; hierdoorgaan Â?i = Ti Wi en u = Ti IFa, die elk een oppervlakRl opleveren door Q. Ieder exemplaar van een stelselsnijdt F volgens een lijn u uit waaier (Ti, V) en volgensde 2 stralen uit waaier (N, F), die op u hun beeldenhebben. Neemt men voor u de raaklijnen uit N aan



??? de van V, dan krijgt men 3 exemplaren, die V tottorsaal raakvlak hebben. E?Šn der stralen u van waaier(Tl, V) geeft een oppervlak van Gayley als beeld, nl.M = Tl N. De complexwaaier van V geeft, als m.pl.van rechten n, een stelsel van louter zulke oppervlakken. 3. Beeld van ee)i kromme r" in V. In de [2,2] is opgesloten elk regelvlak, dat als beeldbehoort bij eenige kromme in V. Neem hiervoor eenkegelsnede r^ Daar elk punt van r^ ?Š?Šn beeldstraal alsbeschrijvende oplevert, is r^ enkelvoudige richtlijn van\'t afbeeldende regelvlak. De doorsnede met F bevatdus vooreerst r^. De kegelsnede k"^ van V snijdt r\'^in 4 punten. Hierbij behooren 4 stralen s, die hunbeelden op r^ hebben, dus tot \'t regelvlak behooren.De volledige doorsnede is zoodoende van graad 6 en \'tbeeld een li\'\'. Hierop liggen iO^ singuliere stralen, nl.die, welke behooren bij de 8 snijpunten (r^, Rl) en(>â€?2,Â?).

De 4 punten (s, r^), die niet op van F liggen,behooren tot de dubbelkromme van R^. Als r^ door 1, 2, 3, 4 of 5 singuliere punten gaat,worden er van R^ evenzoovele platte vlakken afgesplitst.Het voorlaatste geval, waarbij R^ is ontaard in eenregelschaar en 4 platte vlakken, komt in anderen vormnog eens ter sprake, als \'t beeld van een R^ onderzochtwordt.. Het laatste geval (r^ door 5 singuliere punten)doet zich voor met de kegelsnede k"^ van V. Dit vlaken de nulvlakken van de 5 punten (F, en {V,a^)vormen de uiterste ontaarding van een R^. Tot dekrommen r^ door 2 singuliere punten behoort als bij-zonder geval (F, 02). Deze kegelsnede bevat nl. de 2snijpunten {V,a% Na afspHtsing van de waaiers, diemet deze punten correspondeeren, blijft er als beeld eenR* over, geheel opgebouwd uit raaklijnen aan inpunten van Dit regelvlak is geheel analoog metJJ*. De doorsnede (R*, F)

bestaat uit r\'^ en de raak-



??? lijnen h en f^ aan deze kegelsnede uit N. Door geheelovereenkomstige beschouwingen als voor \'t singuliereregelvlak R^ gehouden zijn, blijkt, dat er een dubbel-kromme van den derden graad is, gaande door iV, doorde pool F* van F, door de raakpunten Ei en B2 vanh en h en door de nulpunten der raakvlakken aan denomhullingskegel uit I* aan volgens een der 2raaklijn-complexstralen uit F*. Deze 2 nulpunten en depunten Bi en B^ zijn klempunten van B^, de beidebedoelde beschrijvenden uit F* en de raaklijnen h en tzzijn torsale rechten. Analoog met \'t beeld van een r^ zal dat van eenr" (in F) het vlak F snijden volgons r" en volgens de2n stralen uit waaier (iV, F), die de beelden zijn vande punten {r\'\\k\\). Het is dus een regelvlak onderde beschrijvenden zijn 5 n singuliere stralen. Als r" een dubbelpunt heeft, krijgt \'t beeld een dub-belribbe. Ligt dat dubbelpunt in een

singulier punt,dan wordt er van B^" een dubbelvlak afgesplitst. Zoogeeft r\'^ = (??^, F) als beeld een figuur van den twaalfdengraad, bestaande uit 3 dubbelvlakken, 2 ?Š?Šnmaal tetellen vlakken en B\\. Een beeldoppervlak R^" heeft een dubbelkromme, diegaat door de 2 n (n â€” 1) snijpunten van r" met de be-schrijvende uit N, voorzoover deze punten niet op k\\rliggen. Bij een bundel van krommen r" behooren 00\' exem-plaren J?^", die een stelsel vormen met index 2. Wantde kegelsnede, die den complexwaaier van een punt Zafbeeldt, snijdt F in ^ punten; hierdoor gaan 2 exem-plaren van den bundel, die elk een afbeeldend regel-vlak door Z opleveren. Het stelsel der oppervlakkenR^" snijdt F volgens den bundel, die als uitgangspuntdient en volgens een straleninvolutie van graad 2 n metN als middelpunt. Er zijn dus in \'t stelsel 2{2n ~ ??)exemplaren, die F tot torsaal raakvlak

hebben (volgens



??? de co??ncidentiestralen). Overigens is V voor alle exem-plaren een 3 Â?-voudig raakvlak, nl. in de 2 Â? beeldpuntenvan de beschrijvenden door iV. De beeldstralen van den\' basispunten zijn aan alle exemplaren gemeen^ ^ Erzijn 5 oppervlakken, die ontaard zijn in een B^" ^ en\'n plat vlak, nl. die, welke behooren bij de bundel-exemplaren door de singuliere punten van F. Kiestmen basispunten in deze singuliere punten, dan^nt-staan stelsels van oppervlakken waarbij xâ€”1, 2, 3, 4, of 5 is. De waarde x=5 vervalt, als n â€” 2.Zijn\'in dit geval (kegelsnedenbundel) alle basispuntengewone punten van F, \'dan leveren de 3 lijnenparenvan den bundel als beelden 3 oppervlakken welkeontaard zijn in samenstellen van 2 cubische regelvlakken. 4. Bijzondere liggingen. a. V bevat 1 singuliere straal s van Hieropliggen 2 punten Fi en Y2 van en 1 punt vanal Verder snijdt F de krommen en a\'^

elk in nog1 punt: Ta en\'Xa. De 3 singuliere punten Xi, Yi enYi leveren 3 waaiers der beeldcongruentie, die denstraal s gemeen hebben; 5 behoort ook tot den waaiervan F zelf. Van de 9 verbindingslijnen Yk Y, of Xk Yitreden er 3 niet als â€žaanvullende rechte" op, nl. Fi F2,Xi Fi en Xi Fa, daar zij alle langs 5 vallen. Ook X2 FÂ?geeft geen afzonderlijken waaier der [2, 2], daar deze lijnâ€žaanvullend" optreedt in de k^ van F en daar geblekenis, dat elk van de bedoelde rechten slechts in 1 bepaaldnulvlak dien rol vervult. Er behooren dus tot decongruentie slechts 6 waaiers met toppen buiten F. b. V bevat 1 singulieren straal van a. Noem desnijpunten met a^ X, en X2. De punten (F,a^) zijnFi = J-, Fa en F3. Weer zijn er 4 congruentiewaaiers,waartoebehoort, waaronder U, Â?). Geen waaier mettop buiten F wordt opgeleverd door Xi Fi, X2 Fi enF2 Fs. De overige verbindingslijnen geven wel

aanleiding



??? tot zoo\'n stralenbundel. Hierbij is A T^o) aanvullenderechte in den waaier van het nulvlak, bepaald doorA en de raaklijn in A aan c. V bevat 2 singuliere stralen 6\'i = Xi Fi en $2 =X2 Â?2 van Fa = (51,52). Er zijn in dit geval niet 5,maar 5 congruentiewaaiers met top in V, daar de waaiervan V zelf bij \'t nulpunt Fa behoort. Verder zijn ernog 4 waaiers met top buiten V, nl. die, welke afge-beeld worden in een singulieren straal, aangevuld doorXi Xs, Xi F2, X2 Fi en Fi Y2. Geheel analoge op-merkingen gelden, als V 1 singulieren straal van R^ en1 van X bevat. d. V bevat 2 singuliere stralen van x, dus V=x.Bij elk punt van V behoort als beeld de straal vanÂ? door dat punt. Dit levert alles samen den complex-waaier (A, x) op. Verder geeft elk punt van a\' eenwaaier van congruentiestralen. De geheele [2, 2] is dusuit deze waaiers opgebouwd. Ze heeft a^ lot singulierekromme en.A tot

een ge??soleerd singuher punt.



??? HOOFDSTUK VI. De beelden van een regelschaar en van eenigeandere figuren. 1. \'t Beeld van een regelschaar is een vierdegraads-ruimtekromme. Een regelschaar R^ wordt uit den complex gelichtdoor alle stralen te nemen, die 3 willekeurige, elkanderkruisende, rechten u en tv snijden. Het nulvlak van eenig punt Z op ti snijdt nl. tv in?Š?Šn punt T en de beschrijvenden van R^ zijn de ver-bindingslijnen van correspondeerende punten uit de pro-jectiviteit: iZ) TT (T). Men kan u, tv en de aan Â?toege-voegde richtlijn v van den complex als richtlijnen derschaar beschouwen. Daar R\'^ co\' beschrijvenden telt,wordt de m.pl. van hare beelden een ruimtekromme p,die geheel op R\'^ ligt. De graad van p is te vindendoor \'t aantal snijpunten te bepalen met een plat vlak,b.v. een vlak door u. Dit snijdt v in Q, tv in R;s=QR is de beschrijvende, die R^ in v bezit (behalvede richtlijn u). Zij S het

beeld van .s-, dan wordt > doorde m.pl. van S buiten u in dit ?Š?Šne punt gesneden.De complexstralen, die op u hun beelden hebben (dusook op V steunen) vormen een cubisch regelvlak Rl, datdoor tv in 3 punten wordt gesneden. Door deze 3 puntengaan dus 3 beschrijvenden van R\'^ met beelden op Â?,dus in y. Samen met \'t zooeven genoemde snijpunt Szijn dit 4 punten (v, p). De hier gezochte m.pl. is der-halve een ruimtekromme van den vierden graad p*, dieM tot trisecante heeft. Alle andere rechten op R^ van



??? de soort u zijn dan eveneens drievoudige snijlijnen, allebeschrijvenden s enkelvoudige. Daar uit elk punt vanp^ slechts 1 drievoudige snijlijn te trekken is, is R\'^ hetregelvlak der trisecanten van p^. Het gedrag van p*t. o. van de rechten van R^ bewijst, dat ze rationaal is;R^ is \'t eenige quadratische oppervlak, dat door p* gaat. Men kan ook tot p\'^ geraken door te bedenken, datdie kromme, behalve op R^, ook op het cubische opper-vlak 01 liggen moet, dat \'t beeld is van \'t stralermet(m, v). Zij treedt daarbij op als restdoorsnede. Eindelijk is ?Ÿ^ nog te beschouwen als doorsnede vande 2 netten (m, v) en {w, zoodat na terzijdestellingvan a^ en de m.pl. = OfJ moet zijn. Omgekeerd zou men uit \'t gezegde in de eerste alineaeen andere afleiding van, \'t beeld van een bilineairecongruentie (m, v) kunnen putten. Denk toch een wille-keurige rechte tv. Hierop steunen die stralen der

con-gruentie, welke behooren tot de regelschaar (m, v, w).Deze worden afgebeeld op een p*, die tv tot trisecanteheeft. Er zijn dus 3 beschrijvenden van het net, diehare beelden op tv hebben. Het beeld van de {ti,v) isderhalve ee?? 0^. 2. Nadere bijzonderheden. R^ heeft met a^ 4 punten gemeen. Hierdoor gaan4 beschrijvenden s, die afgebeeld worden in die snij-punten, dus / steunt in 4 punten op a^ Evenzoo blijkt,dat / in 6 punten op ^^ rust, nl. in de puntenDe beeldkromme / snijdt a in geen andere punten dande 4 zoo juist genoemde. De 16 snijpunten (/j^ R^) zijnnu ook alle vermeld, want de 6 op tellen elk 2 maalen verder is er \'t viertal op a^. Daar door p* in 8 punten wordt gesneden, telt R^ 8beschrijvenden, die (p^ aanraken. Dit geldt algemeen,want men kan steeds aan een complex denken, die J?^bevat en deze afbeelden met behulp van \'t quadratische



??? oppervlak cpÂŽ. Omdat men het eene of \'t andere rechten-stelsel van B^ tot complexstralen maken kan, zijn erin\'t geheel 16 beschrijvenden, die (p^ aanraken. De kegel van transversalen t = FS, die p^ uitFpro-jecteert, snijdt op B^ natuurlijk de kromme p^ in enverder nog een tweede vierdegraadsruimtekromme X*.Zij L het tweede snijpunt van t met m de rechtevan R^ door L, die niet tot de soort s behoort. Op uliggen 3 punten S : & en De 3 verbindingslijnenFSk snijden s in 5 punten U. Hieruit volgt, dat voorde rationale kromme de beide soorten van rechtenop R^ haar rollen als secantenstelsels hebben verwisseld.Genoemde kegel heeft 3 dubbelribben. Voor zoo\'ndubbelribbe zijn de beide snijpunten met R^ punten vanp^, maar evengoed van zooals o.a. blijkt door debeide componenten der dubbelribbe stuk voor stuk tebeschouwen. Dit levert 3X2 snijpunten (p\\ A^) op.Zoo\'n

snijpunt kan echter nog op \'n andere manierontstaan. De kegelsnede, volgens welke R\'^ aangeraaktwordt door den omhullingskegel uit F, heeft met p^ 4punten Z gemeen. De lijnen, die F met deze puntenverbinden, zijn ribbon van den omhullingskegel en tegelijkvan den vierdegraadskegel (F, p*). In elk punt Z valteen puntenpaar (5, L) samen. Dit levert nog 4 punten{p\\ op. Als .s* en u* de rechten van B^ zijn doorZ, liggen er op s* nog 2 punten L: Li en LÂ? en opM* nog 2 punten S: Si en S2. Dat er hier in \'t vlak(s*, Â?*) slechts 5 verschillende punten van A\'\' p* zijnaan te wijzen, komt doordat dit vlak in Z raakt aanR\'^ en daardoor ook aan de beide vierdegraadsruimte-krommen. In \'t geheel worden 10 punten A\'\') ge-vonden, hetgeen in overeenstemming is met de theorieover de snijding van krommen op een quadratischregelvlak. Immers p^ = p [1, 3) en A-Â? = A (3,1), zoodat\'t

aantal snijpunten is: IX 1 3X3. Er bestaat aan-raking tusschen (s*, u*) en de beide bovengenoemde



??? kegels volgens t = FZ, zoodal (F, p^) en (F, cp\') elkandervolgens 4 ribben aanraken. Het vlak (Â?*, s*) is als raak-vlak aan p^ een bijzonder geval van raakvlakken aandie kromme, zooals elke rechte van de soort w er 3oplevert: de vlakken door m en de 5 lijnen s, die op uhaar beelden hebben; \'t zijn de nulvlakken van depunten (s, v). Neemt men voor u een middellijn van den complex,dan ligt v in \'t oneindige, zoodat R^ een parabolo??dewordt. Maar aan de voorgaande beschouwingen wordtniets gewijzigd. Als M complexstraal is, wordt v = tt. In m heeft mendus 2 samengevallen richtlijnen van B^. Men kan ookzeggen, dat in elk punt N van u het raakvlak aan R^voorgeschreven is. Dit is nl. hel nulvlak v van datpunt, daar dit, behalve Â?, nog een tweede rechte vanB^ door N bevat. Deze tweede rechte is de complex-straal s uit {N, v), die rust op w. In de doorsnede{Bl, B\'^), die

in \'t algemeen uit 3 beschrijvenden s, delijn u en v {2 maal geteld) bestaat, moet n?? u 3 maalgerekend worden, zoodal B^ door ?Š?Šn der bladen vanBl volgens u wordt aangeraakt. Metdoet zich echtergeen bijzonderheid voor, ook niet als men ook voor loeen complexstraal neemt. De vraag rijst, of \'t tweede stelsel beschrijvenden,waartoe u behoort, deel kan uitmaken van den complex.Hiertoe is vooreerst noodig, dat u en w complexstralenzijn. De rechten u zijn de transversalen van 5 beschrij-venden van de soort s, zeg si, s^ en ss. Het is echteraan te toonen, dat daarop slechts 2 andere complex-stralen rusten, dus geen andere dan n en iv. Brengtmen toch een vlak [ji, door met nulpunt in M, dan zalde lijn, die (sg, jÂ?) met (.sa, /x) verbindt, in \'l algemeen nietdoor Si gesneden worden in M, maar in e.en punt M\'.Tusschen de punten M en ilf\'bestaat een projectief ver-band.

Alleen bij de 2 co??ncidenties M=M\' is de genoemde



??? verbindingslijn straal van den complex. Indien in deprojectiviteit [M) % [M\') 3 co??ncidenties optraden, zoudenalle transversalen over Kk tot den complex behooren.In dit zeer bijzondere geval zou er op B^ nog een tweedekromme p\'^ liggen, die ook \'t beeld is van B^, als mendit oppervlak beschouwt als m.pl. van de rechten dersoort M. Deze rechten zouden enkelvoudige, die vande soort s drievoudige snijlijnen zijn van p\'*. De beeld-kromme p\'* is niet de aS die in dit geval bij p* behoort.Want een transversaal t = FS kan op u niet \'t beeldvan u insnijden, daar k\'^ uit {F, u) op t reeds de puntenF en S bevat. Wegens p\' = p(l,3) en p\'\' = p\'(3,l)zijn er weer 10 punten (p^p\'"^). Deze punten zijn toe-gevoegd aan beide beschrijvenden door zoo\'n punt, dussinguliere punten. Het zijn de 10 snijpunten van B^met ^^ a^. De nulvlakken van die punten zijn raak-vlakken aan B^ in hun

nulpunten. 3. Ontaardijig van p^. a. Leg M door F. De transversaal s uit F over ven w is complexstraal en behoort tot B"^. Haar beeldis F. De projecteerende kegel {F, p*) valt uiteen in eenplat vlak (r = (F, p), als p de aan s toegevoegde poollijnis t. o. van cp^, en een cubischen kegel, die Â? tot dubbel-ribbe heeft. Deze dubbelrechte en de kegelsnede (tr, (p^)vormen de kromme X*. De restdoorsnede van den kegelmet B^ is het beeld van dit oppervlak, dus weer een p*.Dat de beeldkromme niet ontaardt al gaat u door eensingulier punt (F) was te voorzien, want bij de meestalgemeene ligging zijn er 10 rechten van de soort u,die zoo\'n punt bevatten. Alleen als u door A gaaf, doet zich een bijzonderheidvoor. In dit geval ligt v in de singuliere straal s*,die A met {w, x) verbindt, is beschrijvende van i?^ enbehoort in zijn geheel tot \'t beeld. Dit bestaat voor\'t overige uit een cubische

ruimtekromme p^, die de



??? beelden bevat van alle andere rechten s van R^. Eenwillekeurig vlak y door v snijdt p^ in \'t beeldpunt vande in v liggende lijn s en in de punten {v, a^). Dezepunten immers zijn als singuliere punten o. a. toegevoegdaan de beschrijvenden s van R"^ door die punten.Evenals v zelf bevat elke rechte van die soort 2 puntenvan p^ en elke rechte s ?Š?Šn punt. Dit geldt in \'t bij-zonder voor s*, zoodat we te doen hebben met \'n be-kende ontaarding der rationale p^: een p^ unisecante. Van de 4 snijpunten der beeldkromme met vallenaf de punten (s*, a^) en van de 6\' met Jf het punt A.De 7 overigen liggen op /3^ Men kan p^ als voortbrengsel zien ontstaan van 5 pro-jectieve vlakkenbundels met assen u, v en v\\ de aan vtoegevoegde poollijn t. o. van fj^j beeld S tochwordt op een beschrijvende s ingesneden door \'t vlak{F, p), als p de toegevoegde poollijn is van s. De lijnv\' nu gaat

door F, omdat v \'m a, ligt en wordt door pgesneden, omdat s de rechte v snijdt. Hieruit volgt,dat {F, p) steeds door v gaat, zoodat S het snijpunt isvan het vlakkendrietal: (m, s), (v, s) en {F, p) door v\'.Fliermee is de projectieve ontstaanswijze van p^ opge-helderd. Ook blijkt hier weer, dat m, v, enz. koordenvan p^ zijn en tevens, dat v\' haar bisecante is uit F. Bij sommige standen van u (door A) wordt v raaklijnaan Dan is v ook raaklijn aan zoodat en p^elkander aanraken. Laat men u de geheele ster A doorloopen, terwijl tcvastgehouden wordt, dan behoort bij de oo 2 regelscharen(h, v, w) een tweevoudig oneindig stelsel van krommen p^,die alle liggen op \'t cubische oppervlak O^. Zij wordendaarop ingesneden door het net van quadratische regel-scharen 01 (de beelden van de stralennetten met w en vtot richtlijnen). Door 2 willekeurige punten van 0\\ gaat1 exemplaar ter

verzameling (/jÂŽ), omdat door die 2 punten1 exemplaar van \'t genoemde net gaat.



??? Het gaan van u door 2 of 5 singuliere punten brengtgeen ontaarding van p^ mee, tenzij u in a wordt gekozen,maar dit komt op \'t zoo juist besproken geval neer,want dan gaat v door A. De ontaarding werd veroor-zaakt doordat een singuliere straal s* uit [A, x) als be-schrijvende van B\'^ optrad. Behoort 5* tot dan isnatuurlijk evengoed p^ = p^-]r unisecante s*; p^ snijdt ^in 4, a^ in 3 punten. b. Als onder de beschrijvenden s van R^ 2 singulierestralen zijn (^i en S2) moet / ontaarden in die 2 lijnenen een kegelsnede Deze toestand wordt verkregendoor voor u en xo 2 transversalen te nemen over si en52. Daar p^ geheel op R\'^ ligt, steunen si en 52 elk in1 punt op die kegelsnede, terwijl zij elkander kruisen.Behooren 5i en tot R\\, dan heeft p^ 2 punten met ^en 2 met a^ gemeen. Dit zijn de punten -f a^)buiten s\\ en 52. Het blijkt hier, dat dit viertal in eenplat vlak ligt. Voor \'t geval, dat si in

Â? en 52 op B^ligt, bevat p\'^ 3 punten van ^^ en 1 van c. Neemt men voor u en w 2 transversalen over 3singuliere complexstralen si, S2 en 53, of wat hetzelfdeis, beschouwt men de regelschaar B\'^ isi, S2, ss), danontaardt haar beeld in die 3 rechten, aangevuld doornog i rechte tot een figuur van den vierden graad. Devierde rechte l is steeds gemakkelijk aan te wijzen.Laat Sk tot Bl behooren. De 6\' punten (/i^, ^3) ^ijn de3X2 punten {sk, Van de 4 snijpunten {R\\ a\'^) liggener 3 op Sk, nl. de punten, waar deze lijnen op steunen.De beschrijvende van R- van de soort u uit \'t vierdepunt op a^ is de aanvullende rechte l. Immers: vraagnaar hel beeld van de punten dier rechte. Dit is eenregelschaar omdat / door 1 singulier punt gaat.En omdat l de singuliere stralen Sk snijdt, behoorendeze tol dus = Dit is \'t geval, waaropin IV^ gedoeld werd bij de bespreking der rechten opeen



??? De tweede mogelijkheid is, dat er van de stralen Sk?Š?Šn tot U, tx) behoort. Van de 10- punten {R\\ligt er weer 1 buiten st, nu op De transversaal uitdit punt over Sk is de â€ž4de rechte". Hiermee zijn alle ontaardingsvormen van de rationale uitgeput, want we zagen achtereenvolgens optreden:p^ 4" unisecante,p^ 2 kruisende unicecanten,3 kruisende rechten transversaal. 4. Eenige andere beelden a. Een p" heeft tot beeld een E^". Bewijs: bij een willekeurige rechte a behoort een be-paalde rechte b als toegevoegde richtlijn t. o. van dencomplex. De congruentie van complexstralen (a, i) heefttot beeld een Bij de 3n punten (p", OÂŽ) behooren3n stralen, die op a steunen en hun beelden op p"hebben. Het bij p" als beeld behoorend regelvlak wordtdus door a in 3n punten gesneden: het is een E^".Dit oppervlak heeft p" tot enkelvoudige richtlijn; onderde beschrijvenden van R^" zijn

2n raaklijnen aann stralen uit waaier U, x). en 4 n rechten van R^ Dezelijnen worden resp. opgeleverd door de punten {p",ip", x) en {p\\ R% b. Het beeld van een R" is een p\'^". Bewijs: zij de beeldkromme p"". Dan is het regelvlak,dat haar afbeeldt, een R^"". Het is echter R", aangevuldmet de nulvlakken van 5n singuliere punten; tochbevat de punten (R\'\\ jm gg^f^ ^^ vergelijking 3x = n-\\- 5n, dus x â€” 2n. c. Een O" wordt afgebeeld op een [2n, 2n]. . Bewijs: O" snijdt de kegelsnede k^ van een willekeurig punt iV in 2n punten. De stergraad der beeldcongruentieis dus 2n\\ want door N gaan geen andere stralen metbeelden op O" dan die door de punten (O", ytÂŽ). Verderis, volgens een vroegere opmerking, de veldgraad aan



??? den slergraad gelijk. De congruentie beval den waaieren \'t regelvlak i?* beide n maal geteld. Bij de5 n punten (O", ff") behooren evenveel waaiers vande [211,211]. d. Een [n, n] uit L wordt afgehe-eld op de punten vaneen \' Laat \'t beeldoppervlak O" zijn. Dit gaat met n bladendoor aÂŽ, daar in elk punt van deze kromme n stralenvan de [Â?, n] afgebeeld worden. Dus is omgekeerd hetbeeld van een [\'2.x, 2^], maar ook de \\_n,n] aan-gevuld met n maal de congruentie [5,5], die bestaatuit alle complexwaaiers met nulpunten op ^ a". Ditgeeft de vergelijking 2 x = n-\\- 5 n, waaruit volgt x = 3n. 5. Toepassingen. a. Gevraagd de doorsnede van een [p, p] en een[2, q] uit L. De genoemde congruenties hebben tot beeldopper-vlakken O^P en waarvoor ^^ een p-voudige,resp. ??-voudige kromme is. Deze levert voor den graadder doorsnede 5pq eenheden. De restdoorsnede [0^\'\',C^i) is dus

een ruimtekromme van graad ^ p q â€” 5 p q= 4pq. Het regelvlak, dat op deze ruimtekrommewordt afgebeeld, dus een I?œ^pi, is gemeen aan de [p,/?]en de [q, q]. Controle: 2 bilineaire congruenties (ff,/;),en {c,d) uitL hebben een R^ gemeen, nl. de regelschaar (Â?, b, c).Dit klopt, want hier is p = q â€” 1, dus 2 pq = 2. h. Hoeveel complexstralen zijn gemeen aan een R"en een [p, p]? Het beeld van de [p,p] is weer een dat metp bladen door ffÂŽ gaat. R" wordt afgebeeld opeen z?ÂŽ", waarop 5n singuliere punten liggen. Van de6pn punten zijn er dus 6> n â€” p X 5 n = p n niet-singulier. Zoo groot is dan ook \'t aantal der ge-vraagde complexstralen.



??? Controle: neem als congruentie de [??, i], die u en ytot richtlijnen heeft en als regelvlak een i?^ j^^et a, hen c tot richtlijnen. Dan p = 1, n = 2, dus \'t ant-woord moet 2 worden. Nu is aan de netten {u, v) en{a,b) een regelschaar S^ gemeen. Deze wordt door cin 2 punten gesneden. De beschrijvenden van S^ doordie 2 punten zijn de gevraagde. c. Hoeveel stralen heeft L met een willekeurig regel-vlak R gemeen? Laat ifl", / en p\' drie richtlijnen zijn van het regel-vlak. Op p" steunt een congruentie [Â?, Â?] van complex-stralen. Deze heeft met de [6, ?¨], die op / steunt, eenregelvlak van graad 2 a b gemeen. En hiervan behoorenweer 2 ab c beschrijvenden tot de [c, c], die met p" corres-pondeert. Hiermee is de doorsnede [L,R) gevonden;zij bestaat blijkbaar uit evenveel stralen als de graadvan R bedraagt. Dit gaat nog door, als de richtlijnen snijpunten ver-toonen. Is b.v. S = dan valt

van \'t regelvlakde kegel {S, p\') af, zoodat de graad is 2 ab c â€” c. Be-doelde kegel heeft echter juist c beschrijvenden met Lgemeen: de rechten, volgens welke hij gesneden wordtdoor \'t nulvlak van S. Voor de doorsnede (L, R) blijvendus ^ a b c â€” c rechten over. Zoo wordt voor elk snij-punt van p" en p\'\' zoowel \'t graadgetal van R als \'t aantalrechten, waaruit (L, R) bestaat, met c eenheden ver-minderd; analoog met a, resp, b eenheden voor elksnijpunt ?’) resp. ip", p\'). Heeft R meer beschrijvenden met L gemeen dan metzijn graad overeenkomt, dan behoort R in z\'n geheeltot L. Controle: als R\'^ 3 beschrijvenden telt onder de stralenvan L, zal volgens het voorgaande R^ uit complexstralenzijn opgebouwd. Dit is als volgt te controleeren. Legover de 3 bedoelde beschrijvenden si, S2 en sa drietransversalen, waarvan er 2 willekeurig gekozen worden



??? [f en q), terwijl als derde genomen wordt de toegevoegderichtlijn p\' van jo t. o. van L. De regelschaar =(si,s2, s3) is identiek met (p, 3,/), maar deze bestaat uitlouter complexstralen daar al haar beschrijvenden totde complexcongruentie (/>, p\') behooren.



??? HOOFDSTUK VII. Afbeeldingen van L, waarbij een waaier een kegel-snede oplevert. 1, Be hoofdeigenschap en haar directe gevolgen. Als hoofdeigenschap van de besproken afbeelding iste beschouwen, dat een waaier uit L afgebeekl wordtop een kegelsnede k^. Hoe de afbeelding verder ookis ingericht en onverschillig of straal en beeldpunt incidentzijn of niet, steeds keeren bijna alle eigenschappen terug.Onmiddellijke gevolgen van de hoofdeigenschap zijn: a. Een puntenveld V wordt afgebeeld op een [2,2],omdat door een willekeurig punt P zooveel beeldstralengaan als \'t aantal punten {V,k\\) bedraagt; verder is:veldgraad der beeldcongruentie = stergraad. b. Een oppervlak O" geeft analoog een [2 n, 2 w],omdat er 2 n punten (O", k\\) zijn. c. Een regelvlak R" heeft een p^" tot beeld, daareen vlak V door de beeldkromme in 2 n punten gesrtedenwordt, welk aantal nl. gelijk

is aan \'t aantal gemeen-\'schappelijke stralen van E" en de congruentie [2,2],die V afbeeldt. 2. Be andere beeldfiguren. Laat O" het beeld zijn van een net uit L. Dan wordt een puntenreeks u afgebeeld op een regel-vlak R". Op \'n willekeurige rechte l steunen immersdie beschrijvenden, welke afgebeeld worden in de a snij-punten van u met \'t beeld O" van het bij l behoorendnet uit L.



??? Een p" wordt afgebeeld op een B"". Dit blijkt doorop de an punten (O", p") te letten. Eindelijk is \'t beeld van een [Â?,Â?] uit L een opper-vlak O"". Want een rechte I heeft zooveel snijpuntenmet \'t beeldoppeivlak als \'t aantal gemeenschappelijkestralen bedraagt van de [n,Â?] en \'t bij l behoorendregelvlak B^. Dit aantal nu is na. 3. De singuliere figuren. Denk 3 vlakken door een punt P. De 3 beeldcon-gruenties [2,2] van die vlakken hebben 76\'(of cc) stralengemeen. Slechts 1 hiervan is \'t beeld van P. De overigezijn aan meer dan 1 punt als beeld toegevoegd, dussingulier. Onderstel, dat \'n singuliere straal r in deafbeelding gekoppeld is aan een Het beeld van een B\\dat 3 singuliere stralen met L gemeen heeft, dus geheeltot L behoort, is volgens i" een p\\ maar bevat o. a. 4 3 krommen dus 4>3b o( b<-, dus h==l. De beelden van een singulieren straal liggen dus opeen rechte d. Alle

rechten d vormen samen een regel-vlak D^, waarop de beelden liggen van alle beschrij-venden "r van het regelvlak der singuliere stralen Een singulier punt D zij aan een regelvlak R\' uit Ltoegevoegd. De m.pl. van P" is een congruentie S =[z,z]â€ž die de beeldstralen omvat van alle singulierepunten, welke samen een kromme vormen.. 4. Samenhang der singuliere figuren. a. Het beeld van oen rechte d is een B", maar ookeen singuliere straal (graad 0), aangevuld door zooveelregelvlakken P" als \'t aantal punten (rf, bedraagt. Dus: een lijn d steunt in ^ punten op Als omge-keerd een rechte ^ maal op rust, moet zij een der



??? rechten d ziin, daar anders \'t regelvlak, dal haar puntenafbeeldt, een graad zou krijgen, hooger dan a. Het oppervlak Df is derhalve het regelvlak der ^-voudige snijlijnen van de singidiere krmnme b. Uit \'t voorgaande volgt direct, dat elke singuliere straal tot - regelvlakken R\' behoort. Omgekeerd is v elke straal, waardoor meer dan 1 oppervlak R" gaat,singulier. Dus: Ry is --voudig regelvlak van Â? v c. Een singulier punt D is in de afbeelding toege-voegd aan een R". Het beeld hiervan is omgekeerdeen p^", maar ook: 2), aangevuld door zooveel rechten rfals \'t aantal stralen bedraagt, dat i?" met R\'^ gemeenheeft. Dit aantal is dus 2 v. En heeft een regelvlakvan graad v dit aantal beschrijvenden met gemeen,dan is \'t een oppervlak daar anders de graad derafbeeldende ruimtekromme te hoog zou uitvallen. Dus: De congruentie Â? is de m.pl. der regelvlakken van dengraad v,

die 2 v rechten gemeen hebben met W,. d. Uit (c) volgt, dat door elk singulier punt 2vrechten d gaan. En gaat door \'n punt meer dan 1 lijn d,dan is dat punt singulier. Derhalve: is 2v-voudige kromme van* . 5. De graden der singuliere figuren {x, y, z, tv),a. Een net [1,1] uit L heeft met elk oppervlak R\'V stralen gemeen. Deze hebben hun beelden in 1 puntvan a^. Dus \'t beeld O\'\' yan de [1,1] gaat met v bladendoor \'?¨\'^. Insgelijks is een v-voudige kromme op \'ntweede\'heeldoppervlak O\'", behoorend bij \'n andere [1,1],In (O", O\'") telt dus voor een stuk van den graadv^iv. De restdoorsnede van den graad a^ â€” v^ w is



??? \'t beeld van de die aan de beide netten gemeen is.Dit beeld is een p^, dus: aÂŽ - 4 Â?2 â€” v\'^W = 4 of tv =-â€” h. Een puntenveld F snijdt elke rechte d in 1 punt,dat afgebeeld wordt op een bepaalden straal van Ejf.De beeldcongruentie {2,2\\ van F bevat dus \'t regelvlakder singuliere stralen. Evenzoo behoort i?^ tot hetbeeld van een tweede vlak F\'; noem dit beeld [2,2\']\'.De doorsnede van [2,2\'] en is een m Dit bestaat uit Rl en de restdoorsnede R^\'^, die de beelden bevatvan de punten der rechte (F, F\'). Deze rechte wordtechter afgebeeld op een E", dus geldt: 8 â€” y = a, waaruit volgt y = S â€” a. c. Een waaier uit L heeft met S = ^ stralengemeen; zijn beeld P steunt dus in Â? punten opHet beeld O" van een [1,1] heeft dan met P op vz puntengemeen, wegens de Â?^-voudigheid dezer kromme voorgenoemd beeldoppervlak. Verder is er nog 1 punt{(y,k-) buiten nl. \'t beeld van

den eenigen straal,dien de beschouwde waaier met de \\_1,1] gemeen heeft.Daar \'t totale aantal snijpunten (O", P) 2 a is, wordt , . ^ 2a â€”18a = vz-\\- 1, dus z =-- v d. Een rechte ti heeft met x punten gemeen.Daaruit volgt, dat R", \'t beeld van m, op R\'J x be-schrijvenden telt. Het beeld [2,2] van een veld F heeft dusmet R" ook a; stralen gemeen, daar immers R^ tot de[2,2] behoort, \'t Punt (t/, F) levert nog 1 straal op,die gemeenschappelijk is aan R" en de [2,2]. En daarde doorsnede van deze 2 figuren uil 2 a stralen bestaat,heeft men: 2a = 1 o{ x = 2a â€” 1. e. In \'t voorgaande is gevonden: ^



??? Uit {2) volgt a<8 en uit {4) of a> 2. Dus a = 3,4, 5, 6 of 7. Volgens (5) is:2 a â€” 1 = v-voud, dus v is onevm. Leg een p^ door 6 singuliere punten. Het beeldvan p^ bevat o. a. 6 regelvlakken R\', zoodat 3a\'>6vof V <C. \'/i a, dus zeker v < 3^/2. Daar v oneven is, heeft men v = 1 of 3. Onderstel v = 3, dan moet 2a~- 1 = 3-voud en tevensvolgens (4) a\'^ â€” 4 â€” 9-voud ziin. Bij substitutie blijktgeen der mogelijke waarden van a hieraan te voldoen. Dus v â€” 1, in woorden: Ee7i singulier, punt ivordt afgebeeld op een waaier uit L.Daar volgens 4^ het regelvlak met 2 v bladen doorgaat, is deze lijn dubhelkromrne voor bedoeld opper-vlak. Op de gebruikelijke wijze vindt men voor haargraad w = 2 x â€” Neemt men in aanmerking, dat (1) x = 2a â€” 1 en (4) tv = a^ â€” 4,dan volgt hieruit a\' â€” 4 â€” 4a â€” 7 oi a^ â€” 4 a-{ 3 = 0. a = 2 Â? 1^4-3] a = 3 o?? 1. De waarde a = 1 was echter

reeds uitgesloten, dusa = 3. Verder wordt nu: x = 2a - 1 = 5 z = 2a â€” 1 = 5y = 8 â€” a = 5 w = a^ - 4 = 5. f. De congruentie \\_z, z]s = [5, 5], omval volgens 4\'alle regelvlakken van den graad v, d, w. z. alle complex-waaiers, die 2 stralen met i??^ gemeen hebben. Bedoeldecongruentie heeft dus een singuliere kromme /j^die nietsanders is dan de dubbelkromme van J?^. Zooals behoortvindt men voor den graad van p in haar beide hoe- 2a â€” 1 a^ â€” 4 (1) x = 2a â€” l (3) 2 =y = 8 â€” a (4) tf =



??? danigheden \'t zelfde getal, nl. 5. Noem deze krommep^. Elk harer punten B is top van een waaier, die totbeeld heeft het lijnenpaar {d), dat toegevoegd is aan de,8 singuliere stralen r door B. Het snijpunt der lijnen dis natuurlijk een punt D der singuliere kromme. Om-gekeerd behooren bij een punt D 2 rechten d, hierbij 2 beeldstralen r met een snijpunt B. Wegens dezensamenhang (1,1) zijn p^ en van\'t zelfde geslacht. Hoegroot is dit? Dat \'t geslacht niet O is volgt reeds daaruit, dathet trisecanten-regelvlak is van ^^ (zie 4"). Was ratio-naal, dan zou \'t regelvlak der 5-voudige snijlijnen vanden graad 8 zijn. Evenzoo is B^ het vijfdegraadstrise-cantenoppervlak p^. Dit volgt uit Als volgt kan blijken, dat ^^ (dus ook p^ van \'t geslacht 1 is. Twee netten uit L hebben 2 cubische oppervlakken 03 en O\'Â? tot beelden. De regelschaar B.\\ die aan denetten gemeen is, wordt afgebeeld op de

vierdegraads-restdoorsnede na terzijdestelling vanDe theorie der doorsnijding van 2 algebra??sche opper-vlakken O\'" en O", wier doorsnede p\'"" uit een pf eneen p\'\' is opgebouwd, leert nu dat hp, -{-2K = q (iÂ?. - O {n - !)â€?, Hierin beteekenen: \'t aantal rechten door eenpunt P, die 1 punt met p" en een ander met gemeenhebben en hq het aantal koorden van door P. We passen dit toe op . , = = Daarbij is = want de kegels {P, p\') en (P, a^)hebben wel 20 ribben gemeen, maar 10 ervan snijdenfli en niet in verschillende punten; op p* liggen nl.de 10 punten D (dus punten van waarin afgebeeldworden de 10 stralen, die P^ met [5,5], gemeen heeft.Verder is q = m = n = 3, zoodat de aangehaaldevergelijking oplevert: 10 2 hg = 5 {3 - 1) {3 â€” 1),waaruit volgt /j, = 5, dus ??] is van \'t geslacht 1. Het



??? is hiermee in overeenstemming, dat door af oo^ cubischeoppervlakken te leggen zijn. L toch omvat oo^ nettenen elk van deze heeft z\'n eigen beeld door a-^. Dateen OÂŽ door af moet gaan, is dus een i5-voudige voor-waarde. 6. Samenvatting. Er is een vijfdegraads singuliere kroinme caf) van \'t ge-slacht 1, toier punten de beelden zijn van complexwaaiers,die samen een [5,5]s vormen. Haar singidiere kromme p^^^eveneens van graad 5 en geslacht 1, heeft een vijfdegraads-trisecantenregelvlak R^, dat als singulier oppervlak optreedten dat omgekeerd p^ tot dubbelkromme bezit. Het wordtafgebeeld op de beschrijvenden van een regelvlak D], datmet 2 bladen door af gaat en omgekeerd van deze kromme\'t trisecantenregelvlak is. Gelet op deze singuliere figuren zijn aangaande debesproken beelden de volgende aanvullingen te geven. a. Een waaier W wordt afgebeeld op

een k^, diegeheel bepaald is door de 5 punten (af, k^), welke debeelden zijn van de stralen (W, S). Hierbij is weer2 = [5,5].. b. Een net N heeft tot beeld een oppervlak OÂŽ dooraf, dat 5 rechten d bevat, nl. de beelden van de singu-liere stralen (iV, c. Een puntenreeks u wordt afgebeeld op eendat 5 beschrijvenden gemeen heeft met R], de beeldenvan de punten {u, IJ^). d. Een punten veld V heeft tot beeld een [2,2\\ die??f omvat. Daartoe behooren 15 waaiers: 5 ervan zijnde beelden van de punten (V, af) en de 10 overige zijnde waaiers, die afgebeeld worden op een A;^, welke eender 10 verbindingslijnen van de punten (V, af) tot niet-singulier bestanddeel heeft (zie 7Â°). Van den waaier inV behooren slechts 2 stralen tot de [2,9\']. e. Het beeld van een regelvlak R" is een p^", die



??? met o^ 5n punten gemeen heeft: de beelden van destralen (E", 2). f. Het beeld van een ruimtekromme p" is een R^",dat onder de beschrijvenden 5n singuliere stralen heeft,behoorend bij de punten (/?", I/\'). g. Een oppervlak O" wordt afgebeeld op een [3 n, S n\\waartoe n maal geteld, behoort, daar elke rechte ddoor O" in n punten wordt gesneden. h. Een congruentie [ji, n] uit L heeft tot beeld eenoppervlak dat met n bladen door ^^ gaat, omdatin elk punt B van de singuliere kromme afgebeeld wordende n stralen, die [Â?, ?i] met den aan B toegevoegdenwaaier gemeen heeft. 7. Ontaarding. Er zijn ook allerlei eigenschappen op te stellen, diebetrekking hebben op ontaarding van beeldfiguren endie voor alle hier bedoelde afbeeldingen geldig zijn.Hier volgen een paar voorbeelden: a. Als een waaier zijn top {R) heeft op de singulierekromme, dan bestaat k\\ uit de 2 rechten d, die

debeelden zijn van de 2 stralen r door R. Ligt de waaiertop in een ivillekeurig punt F van \'nsingulieren straal r, dus ergens op J?^ buiten ?¨], danontaardt k], in een lijnenpaar, dat bestaat uit de aan rtoegevoegde lijn d, aangevuld door een r snijdende koordek van De steunpunten deze koorde zijn de puntenD, die overeenkomen met de beide buiten r gelegensnijpunten van \'t waaiervlak met p^^. Zij omgekeerd k een koorde van de singuliere kromme,K haar snijpunt met B^ buiten en d de beschrijvende vandoor K. Laat verder r de singuliere straal zijn, diemet d overeenkomt en R het punt op p^, dat aan eender steunpunten van k gekoppeld is. Dan ligt er in{r,B) een waaier, die tot beeld heeft d-j-k. Hieruitvolgt:



??? De m.pl. van de niet-singidiere bestanddeelen van ont-aarde waaierbeelden is. de congruentie [5,10], opgebouicduit de koorden der singuliere kromme. b. Indien een rechte u op steunt, ontaardt hetbeeld R^ in een regelschaar, aangevuld door een platvlak, dat gevormd wordt door den waaier, die als beeldbij \'t steunpunt behoort. Is u koorde van de singuliere kromme, dan wordener analoog van R^ 2 platte vlakken afgesplitst, zoodater nog een derde vlak is, gevormd door \'n waaier, dieuit de beelden van de puntenreeks u bestaat. Zijn lig-ging is onder (a) aangegeven. Eindelijk ontaardt R^ in een vlakkendrietal door ?Š?Šnrechte, als u een lijn d is. De 3 vlakken bevatten dewaaiers, waarop de 3 singuliere punten van d wordenafgebeeld en snpen elkander volgens den met d over-eenkomenden singulieren straal r. 8. Eenvoudig voorbeeld ter controle. Dit is te ontleenen aan de

afbeelding met behulp vaneen quadratisch oppervlak cp\\ die in de vorige hoofd-stukken uitvoerig onderzocht is. Aan een straal s wordt als beeld toegevoegd het snij-punt S van de poollijn p van s t. o. v. met de trans-versaal t uit \'t vaste punt F over s en p. Omgekeerdzou men bij S den beeldstraal s kunnen vinden alsdoorsnede van \'t poolvlak u" van S met \'t nulvlak van(t,^), als t = FS. Met \'t oog op de hier bedoelde controle is het een-voudiger op te merken, dat de poollijnen p zelf ook eenlineairen complex (p) vormen. Immers in een willekeurigvlae y ligt een waaier van lijnen p, nl. de poollijnen vanden tot L behoorenden waaier om de pool van v. Ennu kan men S opvatten als beeld van p, ontstaan doorde in Hoofdstuk I besproken afbeelding op den complexip) toe te passen. Bij toepassing op (p) zullen we deze



??? afbeeldingswijze met [A] aanduiden. Omgekeerd kannu uit S met behulp van [A] de lijn p gevondenworden en hierbij de toegevoegde poollijn 5 als beeldvan S. Hiermee is de nieuwe afbeelding [A]* tot [A]teruggebracht. Het beeld van een waaier (5) volgens [A]* is nu blijk-baar identiek met \'t beeld volgens [A] van den waaierip), die uit de toegevoegde poollijnen van (5) bestaat,dus een kegelsnede P. Verder wordt een net {u,v) afgebeeld op een opper-vlak, dat volgens [A] ontstaat uit de die de toe-gevoegde poollijnen u\' en v\' (van w en v t. 0. v. totrichtlijnen heeft, dus op een OÂŽ. Uit de beelden k^ en 0\\ waarvan \'t eerste trouwensin H. II Â§ 1 onder den naam P ter sprake kwam, volgenalle andere. Hoe staat \'t met de singuliere figuren hij Een straal s is singulier, als de correspondeerende lijn p hetin U] is. Bij de afbeelding van den complex (p) vol-gens [A] ontstaat als m.pl. der

singuliere stralen: dep-waaier in Â? en een regelvlak van den vierden graadDj, opgebouwd uit de stralen van (p), die tevens raak-lijnen zijn aan (p^ in de punten van i(p\\ x). Het sin-guliere regelvlak bij [A]* is dus: de complexwaaier omF, aangevuld door een vierdegraadsregelvlak, dat blijk-baar geen ander is dan \'t geen vroeger is genoemd.Wij hebben dus: Jf?? = waaier om F, terwijlJ)^ = jD* -f- p-ivaaier in x. Een punt S is singulier bij [A]*, als het dit is in[J.]. Bij de laatste afbeelding is de m.pl. der singulierepunten opgebouwd uit de (steeds optredende) kegelsnedea^ = i(p\\x) en de derdegraadsdubbelkromme A^vanD*dus ook in [Al* geldt: Als congruentie 2 treedt op de [5, 5], die bestaat



??? uit de rechten s, welke de poollijnen zijn van de stralen pder [5,5], die de waaiers van (p) omvat met toppenop Zoo\'n waaier uit de laatstgenoemde [5, 5] bevat2 singuliere stralen der afbeelding [A], die als toege-voegde poollijnen hebben 2 snijdende rechten van R^.Haar snijpunt, dat waaiertop is van een waaier uit 2,ligt dus\' op de dubbelkromme pl van B^. Deze bestaatuit de van vroeger, aangevuld door de kegelsnedea*^ die als restdoorsnede optreedt bij de snijding van??j met \'t nulvlak van F. Deze doorsnede toch omvatvolgens \'t vroeger gevondene ook 2 complexstralen door F.Naar behooren is de singuliere kromme van S tevensdubbelkromme van R], terwijl de dubbelkromme van D]als singuliere kromme (a^) der afbeelding dienst doet. Het is ten slolte direct in te zien, dat en p^ vijfde-graadsfiguren van \'t geslacht 1 zijn: ze bestaan beideuit een cubische

ruimtekromme en een deze 2 maalsnijdende kegelsnede. Voor \'t overzicht diene:Rl = B\\ waaier {F}-, a*\\ Dl = (door aÂŽ) p-ioaaier in Â?; = A^ a^Hierbij hebben R^, a^ en a de beteekenis, diedaaraan in de vorige hoofdstukken steeds is toegekend. 9, Hoofdpunten en hoofdstralen der afbeelding. Hierop is in \'t voorgaande niet gelet.a. In \'t bijzondere geval, dat een (singulier) punt Haan meer dan 1 waaier is toegevoegd, is het \'t beeldvan oneindig veel waaiers. Deze kunnen geen [2,2] (ofhoogeregraadscongruentie) vormen. Want een R^ zouhierin 4 stralen hebben en de afbeeldende p^ dus een4-voudig punt in H, wat niet kan. Dus:H is het beeld van een [1, ??]. Er kunnen geen 2 (of meer) hoofdpunten zijn. Immerseen B\' zou met elk van de beeldcongruenties [1, ??] 2stralen gemeen hebben, hetgeen zou leiden tot 2 dubbel-punten in de beeldkromme p*; dit nu is onmogelijk.



??? De richtlijnen u en v van \'t bi] H behoorend net makendeel uit van p% want elk punt van u en v is top vaneen waaier, die 2 singuliere stralen moet bevatten. Ditzijn nl. de rechten r, uit wier beelden d het corres-pondeerend waaierbeeld moet bestaan. Hieruit volgt:als er een hoofdpunt is, is de dubbelkromme van\'t sin-guliere regelvlak zeker ontaard. Omdat m tot pl behoortzenden de punten R op u waaiers uit, die samen hettot 2 behoorende net vormen, dat in H wordt afgebeeld.Daar de punten R van v hetzelfde net opleveren, moetdit als bestanddeel der [5,5]. 2 maal geteld worden. De aanwezigheid van H geeft eenige bijzonderhedenin de beeldfiguren. Alle kegelsneden k\'^ gaan door Hen hebben daar 2 samenvallende punten met af gemeen;dit komt doordat de correspondeerende waaier een straalbevat, die als beschrijvende van de meergenoemde [2,1\\dubbel te tellen is. Hieruit

valt af te leiden, dat Hdubbelpunt is van af. De p\\ die een R^ afbeeldt, heeft in H een dubbel-punt. Het beeld van een net heeft H tot kegelpunt. Op de graden der beeldfiguren en der singuliere figurenheeft H geen invloed, want de beschouwingen van Â§ 4en Â§ 5 blijven doorgaan, mits men de [J, 2], die bij Hbehoort opneemt in de congruentie 2 en wel 2 maal.Alleen raag men niet langer zeggen, dat er tusschende punten van af en p] een verband {1,1) bestaat. b. Een (singuliere) straal h is hoofdstraat, als hij op2 puntenreeksen d wordt afgebeeld; hij heeft in dat gevaleen geheel regelvlak {d) tot beeld, dat niet van dentweeden (of hoogeren) graad kan zijn. Immers dit regel-vlak zou omgekeerd op een (4, i) afgebeeld moetenworden, waarvoor niets anders beschikbaar is dan deparabolische congruentie om de as h (opgeleverd doorsinguliere punten op (f/)) en de [i, i], die behoort bijt

eene hoofdpunt, dat mogelijkerwijs op (rf) ligt. Dus:h is toegevoegd aan een plat vlak, gevormd door rechten d.



??? Dit vlak, als puntenveld beschouwd, moet een [2, 2]tot beeld hebben. Deze congruentie bestaat uit de [1,1],die h tot as heeft en de [?, li die toegevoegd is aanhet hoofdpunt, dat blijkbaar op {d) ligt. Uit een enander volgt, dat h niet alleen beschrijvende van R^ is,maar ook deel uitmaakt van de dubbelkromme p]; doorh gaan 3 bladen van \'t singuliere regelvlak. Als bestanddeel van is \'t vlak (d) tweemaal inrekening te brengen, tfet is nl. de m.pl. der rechten c^,waarop h wordt afgebeeld, maar ook wordt \'t opgeleverddoor componenten d van de lijnenparen, die de beeldenzijn van complexwaaiers met toppen op h. Er is slechts 1 hoofdstraal mogelijk, want elke hoofd-straat brengt \'t bestaan van een hoofdpunt met zich. 10. Voorbeeld van een afbeelding met een hoofdpunt. a. Denk 2 vaste vlakken x en (3 en 3 vaste puntenA, B en C, waarvan A in x ligt, doch overigens wille-keurig

is. Een straal s snijdt x in P, (S in Q. Trekuit C de transversaal t over a = AP enb = BQ. Fietsnijpunt S = {b,t) wordt als beeld van ogenomen. Uit-gaande van S kan men omgekeerd S C en S B trekken.Door de eerste lijn wordt a bepaald en door de andere\'t punt Q. Verder is de beeldstraal .9 die straal uit denwaaier van L om Q, wel^e op a steunt. b. Laat s een waaier [N, v) doorloopen. Dan door-loopt a den waaier {A, x) en b een daarmee projectie venwaaier in \'t vlak ^^ door B en n = (v, (3). Hiermeecorrespondeeren 2 projectieve vlakkenbundels om de(snijdende) assen CA en CU. Hun voortbrengsel, eenquadratische kegel, wordt door gesneden volgens hetbeeld van (N, v). Dit is dus een kegelsnede door B endoor \'t doorgangspunt van GA op /x. c. Beschouw een net (m, v) uit L. De waaiers inde nulvlakken v door u leveren kegelsneden Ic^ op, wiervlakken iJt, elkander snijden

volgens een rechte door B



??? en door (m, (3). Deze rechte en een P vormen de door-snede van zoo\'n vlak [j, met \'t beeldoppervlak. Dit isdus een cubisch oppervlak met dubbelpunt in B. De overige beeldfiguren kloppen nu vanzelf met \'t over-zicht in Â§ 6 gegeven. d. Singuliere stralen. 1Â°. Voor een straal s in a is Â? onbepaald; Q is eenbepaald punt op = Als beeldpunt kan men nemen elk punt S op b=BQ. De complexwaaier(X, x) bestaat dus uit singuliere stralen. De beeldenvormen den waaier {B f), als ^ = {B, d). 20, Ook voor een straal s uit waaier {A,va) is aonbepaald, terwijl Q een punt op q=(f3,yA) is. Elkpunt op b = BQ kan weer als beeld dienen. Dus:{A, va) bestaat uit singuliere stralen en wordt afgebeeldop waaier {B, vj), als -/i = {B, q). 30. Voor een straal s \'m (3 is Q onbepaald (op 5),terwijl a de verbindingslijn is van A en (d,s). Alsbeeldpunt S is bruikbaar elk punt op de doorsnede van(C, a) en {B,s).

Hieruit volgt: de waaier {Y, (3) bestaatuit singuliere stralen. Zij worden afgebeeld op de m.pl. van de zooevenbedoelde doorsnijdingslijnen. Dit is een R^, nl. hetvoortbrengsel van de projectieve vlakkenbundels om deassen AC en B Y. B^ gaat door deze assen. 40. Beschouw een straal s uit den waaier in vlakABC^r- Dan liggen a = (Â?, r) en b ook in y, dusS is eenig punt op b. De waaier {Z,r) bestaat dusuit singuliere stralen en wordt afgebeeld op waaier {B, 7). 50. Een straal s uit den waaier om (rf, y) geeftals snijpunten met a en (3 het punt K zelf. Verder isa^AK; b = B K. Daar a en h in y liggen, is detransversaal t uit C onbepaald (in y), dus S eenig puntop x = BK. Dus: de waaier {K, k) bestaat uit singuliere stralen,die alle afgebeeld worden op x



??? e. Singuliere punten. 1Â°. Uit 5") volgt direct: alle punten van x zijnsingulier; elk ervan is toegevoegd aan de stralen van {K, 20, Leg S o^ d = (Â?, (S). C S levert op a = ^ enB S geeft Q^S. Als beeldstraal s voldoet dus elkestraal uit den waaier om S. Dus: alle punten van dzijn singulier. Zij zijn de beelden van het net {d, d\'),als d\' de toegevoegde richtlijn is van d. 3Â°, Als S OT^ y = AC ligt, wordt a onbepaald. Voor skan dus genomen worden elke straal uit den waaierom Q. Loopt S over A C, dan loopt Q over e = (/3, y).Derhalve: alle punten van y = AG zijn singulier,. Zijbehooren als beelden bij de bilineaire congruentie (e, e\');e is de toegevoegde richtlijn van e. 4\'\', Zij S=B; a is bepaald als verbindingslijn mvan A en \'t snijpunt van Â? met B C, naar Q is onbe-paald (in (3). Voor s is dus te nemen elke straal, dieop a steunt. Dus: B is hoofdpunt en toegevoegd aan alle stralenvan

het net (Â?i, m\'). 5Â°. Zij a\' de toegevoegde richtlijn van a, een rechteuit {A,x) en Q^{a\',(3). Trek BQ en uit (7 een trans-versaal over B Q en a. Deze snijdt jB in Danis S een singulier punt, waarbij als beeld de waaier in{Q, a) behoort. Bij draaiing van a om A, doorioopt a\'den stralenbundel {X, va), dus Q loopt over q = (/3, va).De m.pl. van S wordt nu een kegelsnede d^ in {B, q),voortgebracht door de projectieve waaiers in dit vlakmet toppen in B en in den doorgang van A G. In depunten van d\'^ worden afgebeeld de stralen van hetnet iq,q\'). f. Als regelvlak der singuliere stralen is in \'t voor-gaande gevonden: = (Z, cc) (F, (3) {Z, r) {K. U, J\'a),dus de uiterste ontaarding in 5 platte vlakken.



??? Uit een teekening is nu gemakkelijk te overzien, vanwelke punten 2 singuliere stralen uitgaan m. a. w. watde dubbelkromme van is. Men vindt ervoor: = e q-\\-m-\\-m\\waarbij m\' = XZ. Deze 5 rechten zijn de doorsnedenvan de 5 vlakken, waaruit R^ bestaat, voorzoover diedoorsneden niet tot L behooren. Beschouwt men verderde congruentie, die c? e m Â?Â?\' tot singulierefiguur heeft, dan komt men tot: 2 = [d, d\') (e, e\') [q, ?\') ^ X 0Â?. m\'). Al deze beslanddeelen werden inderdaad gevondenbij \'t nagaan van de beelden der singuliere punten.Het net (m, m\') komt 2 maal in rekening, omdat men\'t vindt als m.pl. der waaiers met toppen op m, maarook als m.pl. der stralenbundels, die hun middelpuntenop in\' hebben. Als singuliere kromme der afbeelding werd gevonden: X en y snijden elkander en verder steunt d op x.Uit een punt P gaat 1 transversaal over d en overx en 1 over y

en d\'^ en 2 over d en d^, tezamen 5,zoodat af naar behooren van \'t geslacht 1 is. De m.pl. der lijnen d (de beelden der singuliere stralen)bleek te zijn het vijfdegraadsregelvlak: Dat dit oppervlak inderdaad met \'2 bladen door afgaat, springt direct in \'t oog voor de deelen x, y en d^der singuliere kromme. Dat ook d deel uitmaakt vande dubbelkromme van D] is als volgt in te zien. Deonder {d 3Â°) bedoelde doorsneden van {G,n) en (Zi, .s)steunen op d, daar a en s elkander op d snijden:gaat dus door d. Daar ook [li, f) de lijn d bevat, gaandoor deze rechte 2 bladen van Df. Men kan opmerken, dat ook \'t net (m, m\') niet aanden algemeenen regel ontsnapt: het heeft een O\' totbeeld, al worden alle stralen afgebeeld in B. Immers



??? [m, m\') bevat de waaiers (X, Â?), [Z, 7) en [A, va), dieresp. opleveren [B, {B, 7) en [B, -/j), vormend eenvlakkendrietal door B. 11. Afbeelding met een hoofdpunt en een hoofdstraal. Een voorbeeld hiervan is beschreven door Prof. Dr. Jan de Vries in de Verslagen der K. A."v. W. Dl. XXXIVblz. 5 en volgg. Alle beelden en singuliere figurenblijken weer in overeenstemming te zijn met de in \'tvoorgaande afgeleide eigenschappen. In \'t bijzonderklopt het, dat er een dubbel te tellen plat vlak voorkomtin de m.pl. der rechten, die aan singuliere stralen zijntoegevoegd en dat de hoofdstraal .??-voudig is op hetsinguliere regelvlak. 12. Incidentie van straal en beeldpunt. Als elke straal zijn beeld bevat, wordt een waaierafgebeeld op een kegelsnede. Immers: de beeldkrommeis vlak, heeft in den waaiertop een enkelvoudig punten snijdt eiken straal verder nog in 1 punt, \'t beeldvan dien

straal. Bij dit soort van afbeelding is dus deâ€žhoofdeigenschap" van kracht. Dan geldt daarvoor ookalles, wat in dit hoofdstuk is besproken. Alleen moetmen bedenken, dat op zijn eigen punten wordt af-gebeeld. Hieruit volgt dan vanzelf pl = c)l, zoodat desinguliere kromme dezen rol tegelijk vervult voor deafbeelding en voor de congruentie 2. De in de voorgaande hoofdstukken besproken afbeeldingvoldoet dan ook in alle opzichten aan de eigenschappen,die als algemeen geldig werden gevonden voor afbeel-dingen, waarbij \'t waaierbeeld een k^ is. Zoo is b.v. = een vijfdegraadskromme van \'t geslacht 1, want de kegels (P, a^) en (P, a\'^) hebben 6 ribben gemeen,waarvan er 4 \'m 2 verschillende punten op rusten,terwijl er verder 1 bisecante is uit \'t willekeurige puntP over



??? k onmogelijk. Dit feit en deresp. met en maaktde hier bedoelde afbeeldingen, althans wat de singulierefiguren betreft, eenvoudiger dan de meer algemeene,die in dit hoofdstuk is onderzocht. In dl. XXXIV der Verslagen van de K. A. v. W.(blz. 421 en volgg.) heb ik de verschillende ontaardings-mogelijkheden van nagegaan. Het singuliere regelvlakis daarbij altijd gemakkelijk aan te geven, omdat ii\'hettrisecantenoppervlak van is. Met eenige voorbeeldenvindt men dit nader toegelicht. Dai ook een niet-oiitaardesinguliere kromme mogelijk is, blijkt uit de volgendestelling, die door Prof. Dr. Jan de Vries in een ver-handeling over de eigenschappen der vijfdegraadsruimte-krommen van \'t geslacht 1 bewezen is. (VerslagenK. A. v. W. deel Vlll, 451-457). 13. Stelling. De trisecanten van een p^ van\'t geslacht 1 behooren tot een lineairen complex, terwijl de kegelsnededoor de 5 snijpunten van

een vlak met p^ het nulpuntvan dat vlak bevat. Deze eigenschap zou men ook als volgt kunnen aan-toonen. a. Het trisecantenoppervlak li^ van p^ heeft p^ totdubbelkromme. Denk uit 2 punten P en Q op p^ de 2 mogelijke trisecanten getrokken. Behalve a = PQ iser nog 1 transversaal l over deze i rechten. Op l steuntnog een vijfde triseca^nte van p^. De 5 trisecantenvormen m?Št p^ {2 maal geteld) de doorsnede (EÂŽ, OÂŽ),als OÂŽ het oppervlak van den derden graad is, dat mendoor p^ en l kan leggen. De punten P en Q zijn dubbelpunten van OÂŽ (deraaklijn in P aan p^ is niet complanair met de 2 trise-canten door P), dus OÂŽ bevat ook de lijn a. Onderstelnu, dat de â€žvijfde" trisecante t, die op I rust, niet opa Bij incidentie van straal en beeldpunt zijn hoofdstralen en hoofdpunten natuurlsamenvalling van en



??? steunt. Dan zou er uit 1 punt van a nog 1 drievoudigesnijlijn van p\'" zijri, nl. uit \'t punt {a, R^) buiten P engelegen, en deze snijlijn zou op O\' liggen. De doorsnedezou dan van graad 16 worden. Daar dit nietkan, snijden alle 5 trisecanten, die op l rusten, ook a.Men kan nu een\' lineairen complex L vastgelegd denkendoor de 4 eerstgenoemde trisecanten en een willekeurigevijfde, tv. L bevat het net (a, /), dus ook t. Allessamen zijn er nu onder de beschrijvenden van R^ reeds6 complexstralen aanwezig. Daar dit meer is dan degraad, behoort R^ in z\'n geheel tot L. h. Zij N een willekeurig punt. Trek door N eenbisecante b van p^, die tot toegevoegde richtlijn heeft b\'.Dan is y = {N,b\') \'t nulvlak van JV; dit snijdt p^ in5 punten, waardoor een kegelsnede r^ bepaald wordt.Het oppervlak door p^ en b\' geeft met v tot door-snede b\' Op OÂŽ ligt echter ook 6, welke lijn ysnijdt in een punt,

dat niet buiten kan liggen. Daarbedoeld snijpunt juist het punt N is, is hiermee \'t tweededeel der stelling bewezen. c. Men kan nu gemakkelijk afleiden, dat p^ en R^de sing??liere figuren worden voor de afbeelding, waarbijeen punt S wordt opgevat als beeld van dien straal suit L, welke in S raakt aan de kegelsnede r^ door desnijpunten van \'t nulvlak van S met p^.



??? Stellingen. L Er zijn eigenschappen op te stellen, die gelden voorelke afbeelding van een lineairen stralencomplex op depuntenruimte. IL De stralen van een complex van hoogeren graad kunnenniet volgens een U, 1) toegevoegd worden aan de puntender ruimte door middel van een afbeelding, waarbijelke straal zijn beeldpunt bevat en waarbij het afbeel-dingsvoorschrift op niet-complexstralen toepasselijk is. IIL De manier, waarop H. de Vries de differentieerbaar-heid term voor term van een reeks behandelt, is onjuist.Dr. H. db Vries. Leerboek der differentiaal- en integraal-rekening en van de theorie der differentiaalvergel??kingen.Deel I, blz. 336. IV. In het bewijs, dat H. de Vries geeft van de formulen (n o) = LMiiK^ is de verwisseling der integratie- ^ r (p 2) volgorde verkeerd gemotiveerd. Leerboek enz. (zie St. Ill) Deel II, blz. 114. V. De interferometer van Fadrt en P?Šrot geeft de

fijn-structuur der spectra onjuist aan.



??? Het bezwaar van J. H. Tummers tegen de relativiteits-theorie is niet geheel steekhoudend. Dr. J. H. T??mmeks. La th?Šorie de la Eelativit?Š restreinted\' Einstein et la Logique. VIL De theorie van Brester aangaande de fotosfeer der zon leidt by toepassing op de vaste sterren tot een moeilijkheid. Dr. A. Brestee. Le Soleil blz. 153 en volgg. VIII. Het is niet gewenscht bij het onderwas in de Wis-kunde aan de middelbare scholen en gymnasia te langbij de beginselen stil te staan.
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