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HOOFDSTUK 1

ITERATIE IN DE OMGEVING VAN EEN REGELMATIG
LIMIETPUNT EN IN DE OMGEVINGEN VAN DE ELEMEN-
TEN VAN EEN CYCLISCHE LIMIETGROEP.

1
§ 1 — INLEIDING — DE VOORBEELDEN @ (z) = z? EN ¢ (2) = 7

Definitie — Itereeren is het herhaald toepassen eener zelfde
functionale bewerking op een (of meer) complexe onafhankelijk
Veranderlijke(n) of op een (of meerdere) punt(en) in het com-
Plexe vlak (complexe ruimte); met dien verstande, dat de ne
functionale bewerking (n =2, 3,....) uitgevoerd wordt op de
bij de n— 1e functionale bewerking verkregen functie van die
complexe onafhankelijk veranderlijke(n), respectievelijk op het
(de)Sebiji de:ni— 1= functionale bewerking verkregen punt(en).

Beperking — We zullen ons in dit proefschrift uitsluitend
bezighouden met de iteratie van rationale functies van één com-
plexe onafhankelijk veranderlijke z.

Aanduz‘d-z'ng — Ik stel

2 =@ (2), 23 =0 (2;), ...+, 2o = @ (Zn—1), : - . .

De functies Zyy Zg, Z3, .. .., Zn,.... 2ijn Tationale functies van
Z willen wij deze functies in z uitdrukken dan schrijven we:

7 =@ (2), 2, =@ [p (2)] = @, (2),
=9 lele@)}]=¢lp,(2)] = g, (2).

In 't algemeen

@ = @(Zn—1) = @, (n—2) = @3 (2a—s) = ... = @a (2).

De functie z; is door eenmalige-, de functie z, door tweemalige-
en de functie z, is door n-malige iteratie verkregen.
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Voorts zullen we in het onderstaande een complex getal en
het punt dat door dat getal in het complexe vlak bepaald wordt
met dezelfde letter aanduiden.

Het begrip consequent — Zij a een willekeurig punt in het com-
plexe vlak, dus a een willekeurig complex getal, dan krijg ik na
eenmalige iteratie het punt a;, waarbij a; = @ (a); na tweemalige
iteratie het punt a,, waarbi a, = @ (a;) of wat het zelide is
a, = @, (a); na n-malige iteratic as, waarbi] an = ¢n (a).

a, is de consequent van de eerste orde van a, z0O NOemMen we
an de consequent van de n¢ orde van a.

Het aantal consequenten van de ne orde (n = I, 2....) van
een punt bij iteratie met rationale functies is constant gelijk aan
een.

Mogelijk is dat a, met a of met zekere a; samenvalt, hierop
komen we later terug.

Het begrip antecedent — Als z; = ¢ (z), dan isz = y (z,), waar-
bij de algebraische functie y de inverse functie van ¢ is.

p—1is een der antecedenten van de eerste orde van fals p_1=w(f),
d. w.z. 8 = @ (f—1); zoois 2 een der antecedenten van de twee-
de orde van B, als f—2 =y (f—1) = y2 (B).

De antecedenten van de n¢ orde van f zijn de punten waarvoor
p—n =wyn (f), hun aantal is, als teller en noemer van ¢ poly-
nomen van de graad k zijn, in 't algemeen gelijk aan k®.

Beschouwen we nu allereerst de verzameling (aj) bestaande
uit de successievelijke consequenten van a €n definieeren we
de mogelijke wijzen van convergentie dezer oneindige puntver-

zameling.

Definities
@ — Regelmatige convergentie — LEen oneindige aftelbare punt-
verzameling (a;) convergeert regelmatig tot een punt Xx, indien
met ieder willekeurig klein gekozen positief getal ¢ een getal N,
correspondeert, zoodanig dat voor iedere p > Ne¢
lap“"'x 1 L 15.

b — Onregelmatige convergentic — Heeft de oneindige aftel-
bare puntverzameling (a;) de eigenschap dat er minstens één p
bestaat grooter dan N, hoe groot N ook zij, waarvoor geldt
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|ap— x | < e, hoe klein ¢ ook gekozen is, doch geldt niet voor
tedere p> N lay —x | <e (¢—0), dan noemen we de ver-
zameling (aj) onregelmatig convergent tot x.
¢ — Onesgenlijke convergentie — Is vanaf zekere n
Qn = Gpn41 = QGpi-8 = ....=au+p-——....(p»>oo),
of is

@ (an) = an41, @ (an+1) = Gnt2, - ..., ® (@Gntp—1) = aq

waarbij p eindig is, dan noemen we de puntverzameling (a;) on-
eigenlijk convergent. Het oneigenlijke convergentiepunt is dan
0f ay of de oneigenlijke convergentie punten zijn

An, Aa41;«+ .« oy an-]-p—l-

Eerste Voorbeeld

Zij @ (z) = 2%
Dan is lim z = lim (zp—j)* = lim 22",
n—+o n=+o n-&
Voor z = reti wordt lim z, = lim r2e2i
o B o B o)
dus voor r > 1 is lim z, = 00,
n—+m
€n voor r < 1 is lim z5 = 0.

n-»wx

De consequenten van ieder punt a binnen den eenheidscirkel
naderen regelmatig tot O, terwijl de consequenten van ieder punt
a’ buiten den eenheidscirkel gelegen regelmatig tot co convergeeren,
de punten O en co zijn echter uitzonderingspunten.

Men heeft n.l.:

¢ (0) =0, ¢ (c0) = oo.

Hieruit volgt: het punt O is oneigenlijk convergentiepunt
voor de consequenten van O, evenzoo is het punt co (van den
complexen bol) oneigenlijk convergentiepunt voor de conse-
quenten van oo,

Is daarentegenr = 1, dan is |z [=12(1=1,2. ), miacw.
alle consequenten van een punt a, waarbij |a | = 1, liggen op
den eenheidscirkel.

We moeten nu twee gevallen onderscheiden:
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1°0 is onderling meetbaar met 2=,
2° 6 is onderling onmeetbaar met 2z

Ie geval — 1=1, 6= -2—2::. (p en q onderling ondeelbaar

positief geheel en p < q).
De consequenten van a (@ = ea27) convergeeren in dit geval

oneigenlijk tot een of meerdere punt(en) g (f = ea2ai, waarbij r

een der waarden 0, 1, ... q— 1, eventueel eenige dezer waar-
den aanneemt). :
2¢c geval — 1 =1, 6 = a onderling onmeetbaar met 2.

Ik voer hier en wel uitsluitend in dit voorbeeld een gewijzigde
notatie in, die de behandeling overzichtelijker maakt.

Het punt, waarvoor z = ed, noem ik a; dat waarvoor z =e2ai
noem ik 2_3,, enz.

Bij iteratie krijg ik dus, uitgaande van &, de oneindige aftel-
bare puntverzameling

|

)
2

iy A LA

Deze verzameling (E bezit op den eenheidscirkel ten min-
ste één verdichtingspunt, aangezien men geen twee verschil-
lende geheele getallen n’ en n” zoo kan bepalen dat aan de be-
trekking 2n’a=20n"a (mod 2s) voldaan wordt.

. L A
Zij A een verdichtingspunt. Nu 1s, als Egduaal ontwikkeld

wordt:

P 0,C,CoCq- + - Ck+ v v+ Ckpp o+ Chbptq--- o waarbij ci =oof I.

(Mocht % = e en d geheel, e < 24, dan is

€
- 2d
Cd+41 = CAd428 = + s « :0).

Er is nu een punt a, (ap, = 2"1a), waarvoor

dn,

21 —(,CiCq. .+ CkE;EE3.... (mod ).
2n
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Evenzoo is er een punt iy, (an, = 2™a), waarvoor

dn,

—2—;=O,clc2....ck....ck+plllgl3....(mod 1)
€l een punt ap, (an, = 2ma), waarvoor
%—:f = 0,6y ... €k ..vt Chipe -+ Ckbptq oy . .. (mod 1)
enz.
Hierbij is

n, #n, 4+ 1 of ny5£n, 4 1, enz.
Immers was

L=ng+1,ng=n41,...,n=n,3+1,....enz,
dan zou ¢; = ¢y =¢; =.... dus
dp, = ap, = @p, = .... (mod 2x), wat onmogelijk is

omdat a onderling onmeetbaar met 27 is.

De puntverzameling a, 2a, 2%a,.... kan dus nooit regelmatig

tot een punt of oneigenlijk tot een of meerdere punten conver-
geeren,

Ik beschouw nu de punten Za,, Zay,, Zan,, . ..., deze punten

behooren tot de verzameling (2ia) en convergeeren regelmatig
tot 24,

De verzameling (2a) convergeert dus onregelmatig tot 2A.,

Algemeen: Indien de verzameling (2ia) zich in A verdicht,
dan verdicht deze verzameling zich in ieder punt van de ver-
zameling (Q_if—\) en in de verdichtingspunten dezer laatstgenoemde
Verzameling, zoo deze voorkomen.

De verzameling (21A) kan a priori zijn
1° eindig,
2° oneindig, maar niet == cirkel,
3° » == cirkel.
Door cijfervoorbeelden zullen we aantoonen dat de bovenge-
hoemde gevallen zich werkelijk voordoen.

Cijfervoorbeeld 1 — Voor het eerste geval nemen we A zoo-
danig, dat A meetbaar is met 2z, en a kiezen we zoo, dat de ver-



6

zameling (2fa) zich uitsluitend in A en de consequenten van A

verdicht.
Bij deze onderstellingen krijg ik: de verzameling (2ia) verdicht

e

zich onregelmatig in ieder punt van de eindige verzameling (2!A)
en in geen enkel ander punt.

Zij % — 0,111 bijvoorbeeld.

n n--p
a : I Nt
E—;kandanzhn:O,J,iAz....lklllOO....O 1118005250 010

In de duale ontwikkeling van _237: moeten voorkomen n, n + p,

n+p+q..-- opeenvolgende nullen voorafgegaan door 3 op-
eenvolgende eenen, n, P, q, -.-- zijn willekeurige geheele ge-
tallen, terwijl de cijfergroep A4, ... .4k totaal willekeurig 1is,
k moet echter eindig zijn.

De verzameling (2ia) verdicht zich dan uitsluitend in

ey e S R 2
A 2A (% — 0,11 (mod 1)), 7R (%% — 0,1 (mod 1)),

en in 23A, het punt + 1 van het complexe vlak.

Cijfervoorbeeld 2 — 2 wordt zoo gekozen dat de verzameling

(2ia) zich ugitsluitend in A, de consequenten van A en de ver-
dichtingspunten dezer consequenten verdicht.

Voorts kiezen we A z66, dat in de duale ontwikkeling van%
niet iedere eindige cijfergroep oneindig vaak voorkomt. De ver-

zameling (2ia) kan zich dan niet in ieder punt van den cirkel
verdichten.

De duale ontwikkeling van f—ﬂ maak ik als volgt:

ik neem de groep 10, de volgende groep verkrijg ik door 1 te
vervangen door 0 en 0 door 1, deze groep wordt achter de cerste
geplaatst, ik verkrijg dus 1001, nu wordt op deze groep dezelfde
constructie toegepast als op mijn eerste groep, €r ontstaat dan:
1001 0110. Deze constructie herhalen we oneindig vaak en ik
stel nu:



7

ﬁ:o, 1001 0110 0110 1001....

27
a kies ik zoo dat
k k k

Bij de duale ontwikkeling van =

5— wordt dus een willekeurige
L7T

eindige groep van p cijfers 0 of 1 gevolgd door de eerste 2 cijfers

van de duale ontwikkeling van ;i hierop volgen k (eindig) nul-
=11

—

3 ~Heows A
len, daarop de cerste 4 cijffers van de ontwikkeling van 5 enz.
7T

_ Qnmiddellijk is in te zien dat de verzameling (2ia) zich niet
In 1eder punt van den cirkel kan verdichten. In de duale ontwik-

keling van -:!}; komt bijvoorbeeld de groep 111 niet voor, de ver-

zameling (2ia) kan zich dus in B(%ﬁ— = 0,111) niet verdichten.,
JT

Cijfervoorbeeld 3 — Komt echter iedere eindige cijfergroep in

. P A L '
de duale ontwikkeling van w oneindig vaak voor, dan verdicht
7L

dfi Vf:rzameling (21A) en dientengevolge de verzameling (2ia)
zich in ieder punt van den cirkel.

Immers zij B een willekeurig punt op den cirkel en zij

gb;=0,c1(:2....ck.
Waarbij k een willekeurig natuurlijk getal is.
De ontwikkeling é?—t: 0, ,e5¢5 . ... bevat de cijfergroep
i CrCantaR Cle
oneindig vaak.
Zij nu
fm = Gy, €m+41 = Cq, + + + +, Em} k—1 =Ck.

dan is



2m—1A

2
De verzameling (2iA) verdicht zich dus onregelmatig in b en
daar b willekeurig was, verdicht ze zich overal op den cirkel.

De verzameling (2ia) verdicht zich dan eveneens overal op
den cirkel waaruit volgt dat ook in de duale ontwikkeling van

=0,¢Cy....Ck em+k.... (mod 1).

sk R X B
5 iedere eindige cijfergroep oneindig vaak moet voorkomen.
7

Ik construeer de duale ontwikkeling van 2£-z als volgt, de eerste

groep in m’n duale ontwikkeling bevat achter elkaar geplaatst
alle ondergroepen bestaande uit een cijfer, waarbi ik aan de
nul den voorrang geef, ik krijg dan 01, mijn tweede groep bevat
achter elkaar geplaatst alle ondergroepen (2%) bestaande uit twee
cijfers, waarbij als eerste ondergroep te nemen is 0 gevolgd door
de eerste ondergroep van mijn eerste groep, als tweede ondergroep
0 gevolgd door de tweede ondergroep van de eerste groep en als
derde respectievelijk vierde ondergroep 1 gevolgd door de eerste
respectievelijk tweede ondergroep van de eerste groep. Op de-
zelfde wijze construeeren we de 3¢, 4e,.... ke,.... groep.
Deze groepen worden in volgorde van constructie achter elkaar

geplaatst, en ik kies nu A 266, dat
I II I11

A e el e m— ——
5 — (0,01 0001 10 11 000001 010 011 100 101 110 TTT. ...
7T

4 kan nu bijvoorbeeld zoo gekozen worden, dat

1 I1 I1I
a ™ e, g
5 =0,4....4k00 ggy....ep 0001 101 wywy ..o wg.onn o
waarbij de groepen A4, & ».... willekeurige eindige cijfergroepen
zijn.
Conclusie — Is r =1, 8 = a onderling onmeetbaar met 2z,

dan convergeert de verzameling van de consequenten van a bij
iteratie van ¢ (z) = z* onregelmatig

of tot een eindige op den eenheidscirkel gelegen verzameling
(2iA);

of tot een oneindige verzameling (2iA) en de verdichtingspun-
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ten van deze verzameling, waarbij echter niet ieder punt van

den eenheidscirkel tot (21A) en de verdichtingspunten van (21A)
behoort;

of tot ieder punt van den eenheidscirkel.

Opmerking— De maat van de verzameling (X) bestaande uit
de punten X (x onderl. onmeetb. met 2z), waarvan de conse-
quenten onregelmatig naderen tot ieder punt van den eenheids-
cirkel, is 2.

Bewijs — Nemen we het interval 0— 1. Teder punt Y van dit
interval wordt bepaald door een getal y 0=y = 1. Wij schrij-
Ven y in het tientallig stelsel.

De verzameling der punten Y, waarbij in de ontwikkeling van
de correspondeerende getallen y een bepaald cijfer bijv. 7 niet
00 vaak voorkomt, heeft de maat nul.

Immers, de verzameling der punten Y, waarbij 7 in de corres-
Pondeerende getallen y op de eerste plaats na de komma voor-
komt, heeft de maat s (L 0,7 = X <0,8).

De complement verzameling heeft dus de maat 1%

De verzameling (Y), waarbij 7 niet op de eerste en niet op de
tweede plaats achter de komma in de ontwikkeling der correspon-
deerende y's voorkomt, heeft de maat (v%)*.

Algemeen: Komt in de getallen y 7 niet op de ke, kee, . . . ., ky
Plaats achter de komma voor, dan heeft de correspondeerende
Y-Verzameling de maat (4%)p.

Hieruit volgt:

De verzameling der punten Y, waarbij in de correspondee-
Tende getallen y het cijfer 7 niet oneindig vaak voorkomt, heeft
de maat ny.

Evenzoo heeft de verzameling der punten Z in het interval
0—1, Waarbij de correspondeerende getallen z 0= z = 1 duaal
ontwikkeld worden en waarbij de groep 4,4,. ... 4, (4 =0 of 1)
m die ontwikkeling niet voorkomt, de maat nul.

Om dit in te zien schrijven we de getallen z als volgt:

A ::i\l _{- .“A_E _+_ _{_\g -!- .
2p 22p 23p

Het grondtal js 2P en Aj <20 — |,
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Dezelfde redeneering van daareven geeft nu:

De verzameling (Z), waarbij in de duale ontwikkeling van de
correspondeerende getallen z een willekeurige groep van p cijfers
0 of 1 niet oneindig vaak voorkomt, heeft de maat nul.

Bij iedere groep van p cijfers is er dus een volle dikte E; van
Z, waarbij in de duale ontwikkeling van de correspondeerende z
die groep oneindig vaak voorkomt. Er zijn slechts 2p groepen
van p cijfers.

Beschouwen we de doorsnede van 2p volle dikten dan krijgen
we:

Bij gegeven p is er cen volle dikte I'p van Z, waarbij in de ont-
wikkeling van de correspondeerende z iedere groep van p cijfers
oneindig vaak voorkomt.

Door snijding van de volle dikten Fy, F,, . ... (aftelbaar) krijgen
we:

Er is een volle dikte V van Z, waarbij in de duale ontwikkeling
van de correspondeerende z, elke cijfergroep oneindig vaak voor-
komt.

Dit toegepast op den eenheidscirkel in ons voorbeeld geeft:

De verzameling Vz der punten a, waarvan de consequenten
onregelmatig naderen tot een eindige verzameling (2iA), heeft
de maat nul.

De verzameling Vi’ der punten @, waarvan de consequenten

onregelmatig naderen tot een oncindige verzameling (2iA) en de
verdichtingspunten van (2iA), waarbij (2iA) 4 verzameling ver-
dichtingspunten =/= cirkel, heeft de maat nul.

De verzameling Vz” der punten a, waarvan de consequenten
tot ieder punt van den cirkel onregelmatig naderen, heeft de

maat 2x.

Tweede Voorbeeld

1
z) = —.
§(2) =
1 i Iy, s :
2= = 2o =24 Z3=  .... €0 lim zg = lim z(—2)*,
Z Z n—o n-s o

We splitsen deze functierij in tweeén, n.l. in de rij
(Zﬁn) n= l, 2, 3....,
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en de rij
(Zm.;.;) n= 0, 1, 2, . ea

Z1j a=re’i, r == 1, dan convergeert de verzameling (a,) onregel-
matig tot O en 't punt co.

Voor r> 1 convergeert de verzameling (a2.) regelmatig tot
het punt co, terwijl de verzameling (asa. 1) regelmatig tot O con-
vergeert.,

Voor r < 1 heeft het omgekeerde plaats.

Voorts is ¢ (0) = o, ¢,(0) =0, ¢@;(0) =00, .... enz., en
® (00) =0, @, (00) =00, @;(0) =0, .... enz.

De consequenten van O van oneven orde vallen samen in het
punt co (van den complexen bol), die van even orde vallen samen
met O. Zoo vallen de consequenten van co van oneven orde samen
met O, van even orde samen met co.

Is r =1, dan blijft a; steeds op den eenheidscirkel.

We onderscheiden ook hier twee gevallen.

1° 0 = g, onderling meetbaar met 2x.

De verzameling a, 4a, 16a, .... 22na, . ..., bestaande uit de
Consequenten van a van even orde, nadert oneigenlijk tot een ein-
dig aantal op den eenheidscirkel gelegen punten.

De verzameling — 2a, — 8a, ...., — 2&+1a, .. . ., bestaande
U.it de consequenten van @ van oneven orde, nadert eveneens on-
‘z'geﬂlijk tot een eindig aantal op den eenheidscirkel gelegen pun-
en,

De verzameling, bestaande uit alle consequenten van een wil-
lekeurig punt d, op den eenheidscirkel gelegen, a onderling meet-
baar met 27, nadert dus oneigenlijk tot een eindig aantal op den
eenheidscirkel gelegen punten.

2’ Voor r = 1, 6 = a, onderling onmeetbaar met 2x herhalen
We de in het eerste voorbeeld gedane redeneering nu echter toe-
€past zoowel op de verzameling (227a) als op de verzameling
(—28+73) en krijgen dan:

De verzameling a, — 2a, 4a, .... nadert onregelmatig
of tot ieder punt van een eindige verzameling;
of , " 7 » » oneindige , die echter niet

leder punt van den eenheidscirkel bevat;
of tot ieder punt van den eenheidscirkel.
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De bij het eerste voorbeeld gemaakte maattheoretische opmer-
king is ook hier van toepassing.

§2 — DE NOODIGE EN VOLDOENDE VOORWAARDEN VOOR HET OP-
TREDEN VAN EEN REGELMATIG LIMIETPUNT

Definitic — Ik noem x regelmatig limietpunt, indien er een om-
geving 2 van x bestaat, zoodanig dat de consequenten van ie-
dere z { Q regelmatig naderen tot x.

Bewering — Indien x in 't eindige gelegen regelmatig limiet-
punt is, dan moet
1° ¢ (x) =X,
2° |’ (x)| <1 zin.

Bewijs — Ie voorwaarde — Uit de regelmatige convergentie

van de consequenten van iedere z { £ volgt, dat ¢ (z) in een om-
geving ' van x (2’4 Q) holomorf moet zijn.
Verder moet lim zx = x en lim zx41 = X voor iedere z < Q,

k—wm k=> o
of daar ¢ (zx) = zk+1, moet lim @ (zx) = X.
k—>x

En aangezien ¢ (z) holomorf is in £, is dus p (x) = x.

9¢ voorwaarde — Zij I" een cirkel met x tot middelpunt en geheel
in ' gelegen en zij p (de straal van dezen cirkel) voldoend klein
gekozen, dan is als

lz—x|<seo |za—x|<|z—X | (n voldoend groot).

Op I heeft dus een max. 4, dat kleiner dan 1 is.

@n (2) —X
T

Men heeft nu in I” (cirkel I" heeft een straalp’ = o, iscon-
centrisch met I" en geheel in £’ gelegen)

’ e X”". »
o (2) = gn (9 + (2 — ) @’ () + E57 " (1)
waarbij
' = 1 Pn (7.)-—.\'
‘}011 (x) -—"2:;{/"——""—""'(2 — x)u dz.
I
Waaruit volgt dat
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loa’ (3) | < fl(z—)

Maar ¢, (x) = {@'(x) ID,
dus |¢'(x) | < 1. q.e.d.

Bewering — Is het punt oneindig (van den complexen bol)
regelmatig limietpunt, dan moet voldaan zijn aan

1° ¢ (co) = oo,
2° |@ (00) | > 1.

Bewijs — 1e voorwaarde — Wij stellen
~L Y 1
z' = i, Zsf =]—, dan is z;," =——o
z z, /1
‘7’\?)
' 1 '
en z'ky1 = = (z'w).

)
e (5~
Als Zkx - 00, dan nadert z'yx tot 0.

Hieruit volgt in verband met het voorgaande
£(0) =0 dus ¢ (c0) = 00

¢ voorwaarde — Daar O rLgelmatlg lmuetpunt i1s bij iteratie
van f(z'), moet | (0)]< 1 Z1jn.
Nu is
&)
di P\
& )=

G

' | o(z'
In de omgeving van z' = 0 heeft men ¢ (;;) ““"—“’,('m)

(4

9(0)%# 0 en ¢ (") holomorf, waarbij dus ondersteld wordt dat

P \f—\ in z' = 0 een pool van de me orde heeft.

Nu is

EVOVRRE [T SO

7’2 2 m+1 z'm
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Voor m = 1, z’ = 0 heeft men ¢ (co) = 0 (0).
Voorts is 8 (0) = H’(E],-).z’j

=0
6 (0)

Uit |f'(0) | <1 volgt dus W

< 1, dus [6(0)] > 1 of

|9’ () | > 1.
Voor m > 1 is ' (0) = 0 en is dus altijd aan de 2e voorwaarde

voldaan.

Dat de hierboven afgeleide voorwaarden voor het optreden van
een regelmatig limietpunt noodig en voldoende zijn, toonen we
als volgt aan:

Bewering — Indien ¢ (x) = x, |¢'(x) | <1, dan is x mid-
delpunt van een cirkel Cx, waarbinnen de consequenten van
iedere z { Cx regelmatig tot x naderen. x is dan een regelmatig
limietpunt.

Bewijs — ¢ (z) is holomorf in een cirkel C'x met x tot mid-
delpunt.

Men heeft dus in C'x

9 (z) = ¢ (x) + (z—x) ¢ (x) + (z—x)*1 ().

1 (z) is eveneens holomorf in C’x en zij nu A het maximum

van |1 (z) | op den rand van C'x, dan is wegens

g () + z—x)2(2)

overal binnen C'x

2z, — X
z—X

<|l¢gx|+|z—x]|.A ... .. (1)

Zij C*z de cirkel met x tot middelpunt en straal
1 — |9 (x) |
A

Beschouw ik nu de cirkel Cy, die met C'x samenvalt als r¢v, << re',
of met C% samenvalt indien re7, << re, is, dan volgt uit (1), dat
overal in Cy |z;—x |<k|z—x| O0<k <L

Dus |zn —x | < ke [z—X |
of lim zn, = Xx.

n-s o
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Deze convergentie geschiedt regelmatig, x is dus een regelmatig
limietpunt,

De regelmatige limietpunten bij iteratie van een functie ¢ (z)
zijn dus de wortels & van de vergelijking ¢ (z) —z = 0, waar-
voor [ ¢ (&) | << I is. Tedere & is middelpunt van een cirkel Cg
Waarbinnen de consequenten van iedere z {4 Cr regelmatig tot &
naderen.

Na toepassing van het bovenstaande op de behandelde voor-
beelden ¢ (z) = 22 en ¢ (z) = l,, krijgen we in overeenstemming
ZH

met het in § 1 meegedeelde, dat er byj iteratie van @ (z) = z® twee
1

regelmatige limietpunten (0 en co) en bij iteratie van ¢ (z) ==

geen regelmatige limietpunten optreden.

§ 3 — CYCLISCHE LIMIETGROEPEN

Ik noem de vergelijking ¢ (z) = z de vergelijking E,.
Voorts zeg ik dat x tot Ep behoort, indien x een wortel van
p 1S, terwijl voor iedere qQ<p ¢q(x)Fxis.
Beweringen — g — Is x een wortel van Ep, dan is x eveneens
€eN wortel van Eyp.

Om dit in te zien behoeven we slechts beide leden der gelijk-
heid ¢, (x) — x (k—1) p maal te itereeren.

— Is x een wortel van Ep, dan zijn x, x,, ... ., Xp—1 even-

Cens wortels van E,,

Men heeft n.l g, (x) = x; na eenmalige iteratie verkrijgt men
Fpi1 (\() = 4 (x) of Pp (xl) = X;, €enz.

¢ — Behoort x tot E,, dan behooren de p— 1 wortels x,, . ...,
Xp—1, evencens tot Ep.

Stel x, be

E

hoort tot E, q < p, dan moet wegens (a)en (b) p = nq.
AN permuteert de substitutie ¢ (z) de groep x,, Xg, . ... Xq, Waar-

Uit volgt dat:

xq — -\-3(1 = a0 = -\.n(l = X.

X zou dan echter voldoen, aan ¢4 (x) = x, wat tegen het on-
derstelde is.
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Samenvattende krijgen we dus nu:

De wortels, die tot de index p behooren, verdeelen zich in groe-
pen van p wortels, die cyclisch gepermuteerd worden door de
substitutie ¢(z).

We passen het bovenstaande toe op een geval van onregel-
matige convergentie. Daartoe stellen we:

De verzameling (a;) convergeert onregelmatig tot x (in 't ein-
dige gelegen), echter z46, dat de deelverzameling

@, Gp, Gap «+++» Gapy === regelmatig tot x convergeert voor
iedere a { £, waarbij 2 een omgeving van X is.

Hiervoor is noodig dat
1° gp (x) = X,
2° |9p (x) | <1, immers we houden ons nu bezig met de ite-

ratie van @, (z), waarbij x regelmatig limietpunt is.

Stel x behoort tot Eu, dan moet p = apu.

Nu is

oo )] = 1 (9.9 ()9 (e

dus wegens | ¢'p (x) | < 1is eveneens | g W (x) | < I, waaruit volgt
dat de verzameling

a, au, Gy, - - - - Tgelmatig tot X convergeert voor iedere a { 2.

We onderstellen verder dat geen der getallen X, X,,. ... Xy g,
00 is, @ (z) is dan holomorf in een omgeving ' van x, £, van x,,
£2," van x, enz.

We beschouwen nu de verzameling a;, aui1, @u+1, - - - .

Deze verzameling convergeert regelmatig tot x;.

Men heeft n.L:

De elementen van de verzameling a;, aut1, . ... zijn de conse-
quenten van de eerste orde van de elementen van de verzame-
ling a, ay, ag,, . ..., welke regelmatig tot x convergeert. De ver-
zameling a,, ap+1, - ... moct dan regelmatig tot x; (x; = @ (x))
convergeeren, aangezien ¢ (z) 2" conform afbeeldt op een zekere
omgeving van Xx,, dus een regelmatig convergente verzameling
in Q' overvoert in een eveneens regelmatig convergente verza-
meling.

Voor iedere « { Q geldt dus dat
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de verzameling o

yap ..., Qnp , - - - regelm. tot x convergeert,
e ” LS L THE By Anpiy A5 ¢ T n X s *
o8 » aQz ,0ute, ..., Cop-2 Tyeiy 5 »n Xa » .
- " AQu—-1, Q2p—1, . . ., Ant1)p—1, - - - ” n Xp—1 .
X» X1, Xa, ...., Xu—y behooren tot Eu, bovendien is daar
Pu(x) =@ (x) @' (X)) . ... (Xu—1)
of 'u (x) = @'u(x)) = .. .. = ¢'u (Xu—1).

Ook hieruit volgt dat de 2e voorwaarde | ¢'u (x;) | < 1 inder-
daad vervuld is, immers | ¢’y (x) | is kleiner dan een.

In het bovenstaande is dus bewezen, mede in verband met het
afgeleide in § 2:

Bewering — Indien x — x, behoort tot Eu, terwijl bovendien
19 (%) ... " (xu—s) | <1 is, dan is xg(A=0, 1, ..., u—1)
{niddclpunt van een cirkel C;, waarbinnen de consequenten van
ledere z (7 { Ci) bij iteratie van gu (z) regelmatig tot x; naderen.

€ Broep X, xy, .... Xu—; wordt een cyclische limietgroep ge-
foemd. Het aantal elementen van de groep bepaalt de orde.

_Maakt het punt co deel uit van de cyclische limietgroep, is
bijvoorbeeld Xn = co, dan moet | Xn4+1|, waarbij Xni1=¢(00),
begrensd zijn.,

Bovendien js @ (z) in de omgeving van Xp—; meromorf,

De voorwaarden worden in dit geval;

N=ou(x) i=0, 1, . vooy p—1, doch |@'u(xi) | <1 geldt
alleen glg 17 h is. Voor i =h wordt de 2e voorwaarde
| ¢'u (00) | > 1.

Passen we het bovenstaande toe op het voorbeeld ¢ (z) =

1

dan volgt hieruit dat de punten 0 en co de elementen zijn van
€en cyclische limietgroep van de 2e orde.

§4 — DE FUNCTIE B (2)

Bewm'ng — Indien O regelmatig limietpunt is, en ¢’ (0) 0,
dan stejt de functie
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B (2) = lim _#2(2)_
p—a @ (0)]P
in C, een holomorfe functie voor, die O tot enkelvoudig nulpunt
heeft.
Bewijs — In Co 1s:
2, = zg' (0). (1 + 6Mz),
2o = 2,9’ (0). (1 + ;Mzy),

.............

2o = zp—1 @' (0). (1 + Op—1 Mzp—1),
waarbij M een positieve constante onafhankelijk van z is en waarbij
|6; | < 1.
Nu is in Cg:

l Z | < k IZ lr
|zm| <ke|z|, O0<k<I, en we krijgen:

z, = z¢' (0). (1 4 6Mz),

zo = 2,9’ (0). (1 + 6,'Mkz),

......... Ak |16 | < 1.

Hieruit volgt

Zp r '
——-,———:Zl—l—ﬂMZ 14+ 46 Mkz) ... (1 4 6'p—1 Mkr—1z),
Laten we nu p tot co naderen, dan krijgen we:
Wegens de gelijkmatige convergentie der reeks X | 6'mMkmz |
convergeert het oneindige product II (1 + 6’'mMkmz) en nadert

WZ—(%—)TI-’ overal in Co (behalve in O) tot een van nul verschillende

eindige limiet.

Stellen we voorts B (z) = lim - , dan volgt uit de ge-

pal @ ()1
lijkmatige convergentie tevens dat B (z) in Co holomorf is.

Het punt O is enkelvoudig nulpunt van B (z).

Indien x, in ’teindige gelegen, regelmatig limietpunt is, en
¢ (x) 70, dan is in Cx
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de functie B (z) = lim f-p(—,z);x holomorf,
pe [ (X)]P
waarbij x enkelvoudig nulpunt van B (z) is.
Dezelfde redeneering van daareven doet dit inzien.
Ook het volgende is gemakkelijk in te zien:
Indien 't punt oo regelmatig limietpunt is en | ¢’ (co) | eindig,
dan is in Cs (op den complexen bol) de functie

B (z) = lim iL(E’-oﬂPholomorf.
p—r® Zp

Bewering — Het oneindige product I?EL—‘F-(%” stelt in Cx
je=0 5
(p(x)=x, |¢'(x) | <1, ¢ (x) #0)
¢en holomorfe functie voor, die gelijk is aan B’ (z).
Bewijs — In C, is
(z —x)?

9 (2) = ¢ (x) + (z —x) ¢ (x) +—m—¢'(x) + .
dus

?"(Z)=w'(x)+(z——x)q:'(x) S o8
() il 2y
of z,(x)_l-{—(z x)0N

en %_((J‘?;'l)‘)' = | - (21_1 e x) Bi—1 N =1 -} (Z'——X) ki—lﬂ'g_.]_N,
Waarbij N een positieve constante is onafhankelijk van z (in Cx)
€n Waarbij |6, | en [0'p | kleiner dan één zijn. Het oneindige
Product

a1 4 0'p NkP (7 — x)} stelt dan wegens de gelijkmatige con-
Vergentie der reeks 2|05 Nkp(z—x) | in Cx een holomorfe
functie voor, immers 0 < k < 1.

Nu i d o (D) —x_i=p=t o' [9i ()]

dz [o'(x) P Y

i=0 v (.‘C
De limictovergang (P - 00) die hier geoorloofd is geeft:

) 1= g [9i(z)]
B (z) = A][ W‘Er

Voor 7 — X, is B’ (z) = 1,
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§5 — DE FUNCTIONAALVERGELI]KINGEN VAN SCHROEDER EN ABEL

Zij x regelmatig limietpunt en ¢’ (x) == 0, dan is in Cx

poii () =% ol gpfe@l=x
P @] L &P

Bij limietovergang (p—>oo) krijgen We

B () = o B 1o @1

B(z) is dientengevolge in Cx een oplossing van de functionaal-

vergelijking van Schroeder
Ep(z)]=cE(2).... (S), waarbij Z een onbekende functie en ¢
een constante is.

In ons geval hebben we dus als oplossing

Z(z) = B(2), c=¢ (x).

e symbolisch aan met {B(z), ¢ (0)}.

Deze oplossing duiden W
{ of negatief getal, dan 1s

Zij n een geheel positie
{[B ()] [¢ ()

eveneens een oplossing van (S); zoo ook {a B(z), ¢ (x)}, waar-

bij a een constante 1s.
Alle oplossingen van (

af te leiden zijn, kunnen

{[aB (20, (o' (X)]"}-

plossingen holomorf in Cx, terwijl voor

morf in Cx zijn.

t nulpunt x, respectievelijk de orde

oplossing.

S), die op deze manier uit {B (z), ¢ (x)}
dus voorgesteld worden door

Voor n > 0 zijn deze 0
n < 0 deze oplossingen mero
n geeft aan de orde van he
van de pool van de betreffende

Dat de functie B (z), die in de omgeving van
het punt co optrecdt, indien oo regelmatig limietpunt is en als
| @ (00) | eindig is, in C,, een oplossing is van de functionaalver-
gelijking van Schroeder, kunnen we als volgt inzien:

B (z) = lim (o’ (c0IP
pre@ Zp

Opmerking —
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Dan is B(z) = ¢ (c0) Big (z)} of

1
¥ (o)

Bi{p(z)} = B (z).

In dit geval voldoet B (z) aan (S) als

Z(z)=B(z)enc =

¢’ (c0)’

Bewering — Iedere oplossing van (S), die in Cx holomorf of
meromorf is, kan voorgesteld worden door

{a [B @1 ¢ (3]
Bewijs — (voor ’t holomorfe geval).

Vit (S) volgt £ fo1 (a) | =ctE(z). . LD M
00r z = x krijgen we (1 —ci) & (x) = 0.
Hieruit volgt of c =1 of & (x) = 0.
Nu is in C, 1im @i (z) = x en aangezien de functie & in Cy
1—» @

holomorf ondersteld werd, is

im Ef{gi(z)] =5(x). . . -« « o . o« . (2)

i— @
Voor ¢ =1, volgt uit (1) en (2)
& (z) = Z (x) = constant,

ConFlusie: iedere holomorfe oplossing van de vergelijking (S)
moet in x nul zijn, immers ¢ = 1 is uitgesloten, blijft dus alleen
over E(x) = 0.

tk stel nu £(2) = (—x)o @ (), @ (z) is holomorf in Cx en

D (x) == 0.
: W'c' krijgen dan Z [¢ (z)] = (z—xPcd(z) . ... ... (3)
€TWil tevens £ [ @]l=[p@)—xpdP@E]. ... ... (4)

Uit (3) en (4) leiden we af dat

[T—(;l:"—;_—\] D@D =cP(@). .. ..()
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Laten we nu z tot x naderen, dan geeft (5)

l¢" (x)]»=c.

Danis [p(z)—xP @ [p@@)]=[¢ &P ()
en [pi (2) —x]2 @ [pi (2)] = [ ()] = (2)
gi (2) =X)2 3

of ;ﬁ‘?’T’l)—]ri @ (i (2)] = & (2).

En voor i--oo (deze limietovergang is hier geoorloofd) krij-
gen we
B(z)]r ® (x) = E(2). q.e.d.
Wordt = (z) in Cx meromorf ondersteld, dan geeft een analoog
bewijs, dat ook in dit geval
Z(@z) =al{B(z)}r (a= constant), met dit verschil dat nu n
geheel en negatief is.

De functionaalvergelijking van Abel is

Elp(d)) =Z2(@) + 1, waarbij Z een onbekende functie is.

Neemt men de logarithme van beide leden van de vergelijking
van Schroeder en deelt men daarna door lg ¢, dan verkrijgt men
de vergelijking van Abel.

Hieruit volgt dat de vergelijking van Abel in Cx
e =x l¢® <L ¢(xF0)

geen holomorfe of meromorfe oplossingen heeft.
Een der oplossingen van de vergelijking van Abel in Cx is
Ig B (2) . ; : ‘
b (z) = 2—2. deze oplossing heeft in x een lo arithmisch
() = o) plossing g
punt.

Algemeene oplossing van de vergelijkingen van Schroeder en
Abel in de omgeving van een regelmatig limietpunt.

Het quotient van twee oplossingen van (S), of het verschil van
twee oplossingen van (A), is een oplossing van de functionaal-
vergelijking

Slezl)=&E{g)o o b e e i (I)
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Indien nu X (z) de algemeene oplossing van (I) is, dan zijn
de algemeene oplossingen van de vergelijkingen (S) en (A) respec-
tievelijk B (z).X (z) en b (z) + X (2).

Stellen we nu X (z) = Q {b(z)}, dan is

Xipg@}=20Db{e@)}]1=2{b(2) +1}.

En aangezien X {¢p (z)] = X (2),is 2 {b (2) + I} =2 {b (2)}.

Hieruit volgt dat de functie 2 iedere willekeurige periodieke
functie kan zijn met de eenheid tot periode.

Zie voor een mooie toepassing hiervan de publicatie van Koe-

nigs sub 2 vermeld in het literatuurlijstje aan het eind van dit
Hoofdstuk,

§ 6 — pE runcTim p (z) — AFLEIDING VAN DE FUNCTIONAAL-
VERGELIJKING, WAARVAN p (z) EEN DER OPLOSSINGEN IS

In de hieraan voorafgaande §§ hebben we ons bezig gehouden
met de limietfuncties, die in de omgeving van een regelmatig
limietpunt x (@'(x) 7 0) respectievelijk in de omgeving van het
regelmatige limietpunt co (| ¢'(co)| eindig) optreden.

Wij stellen nu dat voor het regelmatige limietpunt x geldt
?'(x) = 0, respectievelijk voor het regelmatige limietpunt oo
?(0) =00 en zullen in deze § de limietfuncties, die bij deze
Onderstellingcn optreden, behandelen.

Zij O regelmatig limietpunt, dan is dus ¢ (0) = 0. Voorts on-
derste] ik

?(0) =" (0)=....=g¢@=1(0) =0, ¢ @ (0) F0.
In C, heeft men dan:
- T (}j““) (0)
2y =2 W(l"}‘o*\IZ)

(m)
2y = z)m q}-ﬂln—f—z)- (1 4 b, MZI)

of zooals §4 aangeeft:
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(m)
z2=z1¢;!(0)(1+el'hikz). 0<k<I

------------

(m)
In het algemeen: zp = zgl_f—n%%(l + 6'p,—1 Mkr—1z), M is

een constante onafhankelijk van z en | 6% | < 1.
Hieruit volgt dat:

Zp.Zp—1..--Z m!
Zp—1 .. .- 2" (¢ (0)

gpzzmﬂ(l-{- 6 Mz). .. (14 0'p—1Mke—1z)

en bij limietovergang p—> @

s Zpaeovanen Zl_ m! P i mi}:]’ml MLl

p_lm [Zp—1---2,)™ (o™ (0)§ — & imo( + 01 z).

Het oneindige product II (1+ 0'; Mkiz) convergeert in Co
i=o0

gelijkmatig en stelt dus in Co een holomorfe functie voor.
B(z) —z= IT (1 + 61Mkiz) is dus in Co holomorf.
i=0

We krijgen nu:

o Zpitelhans Z m! )p
B (z) = lim : %qﬂm) (0);

p—>® (zp—-l- 2 Ll)m

waarbij B (z) het analogon is van B (z).

Voorts is

Zp41.Zp .-+ m| e+l

[z awﬁmwﬁ-
_Zp!’P(ZH----ZIW(ZH % m! )p m! 1
“Tzp1190@)] - -2 19 @) }]2 (o™ (0)) ¢ (0) {o (z)f™!

en als p—+ 0

m! 1

PO =m0 e £ 7@
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of

Bip@)) = 2O (o) jma g (a).

m!
B (z) is dus een oplossing van de functionaalvergelijking

Elp@] =clo@|nZ()....S

s ) = 2 (g, ¢ =220

cC=——>"enn=m-—1.
m
Op te merken valt dat voor n = 0 (S) in (S) overgaat.

Is in plaats van O, x regelmatig limietpunt
@) =x¢'(x) =" (x) =...=gm—1 (x) = 0, pim (x) =~ 0)
dan krijgen we

B (z) ;;LT [(Zp—1—X). .. (z;— X) @

Waarbij £ (z) in Cy holomorf is.

(zZp—X)...... (zl——x)g m! %p
x)

(™) (

In de omgeving van oo, oo regelmatig limietpunt

(¢ () = 00, ¢ (c0) = ¢ (CO) = .... = glm—1) (o) =
= 0, | ¢ (00) | eindig),
heeft men

B (z) = lim ZP=L:

Dos oy 2P = lokelsly s 2y

o™ (@™ (co)) P
m! '

Waarbij £ (z) in C, holomorf is.

En aangezien

y(m)
pe) =2y () mt Bl (),
m!
voldoet ook hier p (z) aan de functionaalvergelijking
Flo@)=clp@PF@)....()

als = (z) — ﬁ(Z), c m!

=— = — 13
2 (co) en n m -
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Bewering — Iedere holomorfe of meromorfe oplossing van (S')
kan voorgesteld worden door a {B (2 ) o

Is n > 0, dan is de oplossing holomorf.

Voor n < 0, is de oplossing meromori.

Bewijs — (voor het holomorfe geval).
We stellen: O is regelmatig limietpunt, dus
rp(O) — 0,5 (0) =" (0) =- ... (0) =0, gl (0) F O

Elpla)) =c !‘v()i"f"-"
Volgt Zigi(z)} =c le@}™
Aangezien voor z=0, ¢ (z)
ste vergelijking & (0) = 0.
Ik stel nu = (z) = z4 @ (z), waarbij @ (0) 5= 0 en D (z) inCo
holomorf is en krijg dan

(p@)}a@ {¢(@)} =cio@)}292(2)
of¢§q)(z);=c{q1(z)]n-qzqgﬁ(z) ............ (1

(z)....(S)

)
— 0 en @i (z) =0, geeft de laat-

Voorts is ¢ (z) = zm 8 (z), 6 (0) = = )¢06n6 (z) in Co ho-

lomorf.
Substitueeren we dit in (1), dan moet

1 n— | N —
m(n——Q)-Fq:Oenc:?mz A Zm_tmn;@)—‘ ~

Voor een holomorfe oplossing is dus

q=mrenn = (m— 1)r (r geheel en positief).

Vergelijking (1) wordt:

D lp )} =cle (z) | —* zmr D (2)
of 2 @ (z,) = cz™r D (2)

Ook is  z,f @ (zo) = cz,™F P (2y).
En in 't algemeen
22 @ (zp) = 25ty P (zp—1)-
Dus
(zp....7}° P (zp) = CPZRL Zy™r . ... 7%, D (z)
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of

1% Zp ..o 2y

= [zp_l....zl]mf @ (zp) =zmr D(z). . . .. )

c m! m! p(m) (O)

Nu is, aangezien = (z) in C, holomorf ondersteld is,

lim @ (zp) = & (0) = a.
p—w

waarbij it tM;n_qz gq’(m) (O)f'fzg m! ‘:

Hieruit volgt: nadert p tot co, dan geeft (2)
a {p(z)jr= = (z).h.t. b. w.

Algemeene oplossing van de vergelijking (S’) in de omgeving
Van een regelmatig limietpunt.
Het quotient van 2 oplossingen van

tp @) =clp @5 (2)....(5)

voldoet aan de functionaalvergelijking

Elp@b=F(@) ... ... (1)

Deze laatste functionaalvergelijking heeft in de omgeving
van een regelmatig limietpunt noch holomorfe noch meromorfe
oplossingen, immers uit (I) volgt

= {9i(2)} == (z) en hieruit alsi-»co, dat in de omgeving
van dat regelmatige limietpunt = (z) = comstant eindig of on-
eindig is, al naar gelang & (z) holomorf of meromorf in het regel-
Mmatige limietpunt ondersteld 18,

Zij nu X (z) de algemeene oplossing van (I), dan is de algemeene
OPlossing van (S') 8 (). X (z).

P te merken is, dat in dit geval (¢’ (x) == 0, x is het regel-
Mmatige limietpunt) X (z) niet gelijk te stellen is aan 2 {b (z)},
daar b (z) in de omgeving van x niet bestaat.

Irg

ToePﬂSSing van het bovenstaande op het eerste voorbeeld
van §1,

¢ (z) = 2! dus (0) = 0,4 (0) = 0, 9" (0) = 2.
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In de omgeving van O moet dus optreden de holomorfe functie
p (z), die een oplossing is van de functionaalvergelijking
E (22) = 2% 5 (2).
In 't algemeen was

g (z) = lim
p—>®
In dit geval is dus

Pz, e Z
g™ (0)§ [zp—1...2]™

R ol
B (z) = lim - &
p+= IZP_']-' e le
en daar
Zp = 2%p—1, Zp—1 = Z'p—2, €NZ. .. ..
is B (z) = 22

In de buurt van oo hebben we, aangezien

’

g (00) = 00, ¢’ (c0) = ©

@' (00) =2,

de functionaalvergelijking

en als oplossing

£ (z) = lim

pr @
De algemeene oplossing in de omgeving van O is z?. X (z),
en in de omgeving van oo —. X (z), waarbij X (z) een willekeurige

functie is die voldoet aan X (2%) = X (z).

Bijvoorbeeld kan X (z) zijn sin rlg elg z, waarbij voor de loga-
rithme steeds de hoofdwaarde genomen moet worden, terwijl
we als w een complex getal voorstelt

plg w als volgt definieeren

plgw = plg | w | + i@ en waarbij p voldoet aan P =
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37 — OPLOSSING VAN DE FUNCTIONAALVERGELIJKING VAN SCHROE-
DER IN DE OMGEVINGEN VAN DE ELEMENTEN Xj VAN EEN CYCLISCHE
LIMIETGROEP, 20O DEZE ELEMENTEN IN HET EINDIGE GELEGEN
ZIJN EN INDIEN ¢’y (X;) 7 0, WAARBIJ & DE ORDE VAN DE GROEP IS

_ In §3 is afgeleid dat iedere xi, behoorende tot een cyclische
lumetgroep, middelpunt van een cirkel C; is, waarin

[(Pp (Z)—Xi I <k IZ—Xi I

lpup (2) —xi | <kp|z—xi |, 0 <k < I,
als u de orde van de groep voorstelt.

We kunnen nu een met C; concentrischen en in C; liggenden
Tespectievelijk er mee samenvallenden cirkel C’i zoo bepalen dat

voor iedere z { C';
2y i Ciyy, 2 in Cite, . .., Zp—1 in Ciyp—y gelegen is
Zij @' (x;) = 2;, dan is
P'u (Xi) = @ (X)) . @' (Xit1). oo @ (Xidp—1) =a1. 21410« -« Afp—1.
. Of daar voor zekere index 1+ 4 Xj41 = Xo, Xi4+141 = X;, €Nz,
15 9% (x1) = a03;....3{....a—1 = a.

Aangezien we hier te doen hebben met een cyclische limiet-
Eroep moet la| <1 zijn.

; v L) -
De functie B, (z) = lim ﬂ-%)p——)-‘-i- stelt dan in C; een ho-

P> =
lomorfe functje voor, die in Cj een oplossing is van de functio-
Naalvergelijking & {9, ()} =c & (z), waarbij 5 (z) =Bj(z) en
€=a, immers B; o (2)] = aBi(z).

Is nuz 4 ¢4 en ] < u dan is
2j{ Cliyy.

De functie By @i (z)} is nu in C’i holomorf, waarbij

oup {95 (2)} — X it

Bitj {@j (z)} = lim i

p—r@
Voorts is in G
w o oup o) (2)}) — Xi4g
Bi (z) = lim —r
- p-+o Pup (2) — X
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i {zup} — @i (xi) _ doj (2)

=i Z Xi o LR
pp 1
P> Pt
= ai{+j—1 - di4i—2 -+ - aji.
Men heeft dus voor iedere z { C'i en voor iedere j < u
Bi+j l:pj (Z)} = 2i.2i+1 .+ 3i+j—1 B; (z).

Voor j =1 krijgt men
Bit1 | (z)} = ai Bi (z), terwijl voor j=u de zooeven ge-
noemde betrekking
Bi {p, (z)} = a Bi (z) weer te voorschijn komt.

Een functie f (z), die in Co met B, (2), in C, met B, (z), . ...,
in Cy—1 met Bu—1 (z) samenvalt, bezit dus de eigenschap dat

flep(z)] . : : :
"[fc’k(—z)ﬂ i Gt (it=0, 813 S8 == 1) constant 1s. Voor C' 1s
deze constante ao, voor C'1 ay,. ..., voor C'u—1 is deze constante
dp 1.

Aangezien deze constante van cirkel tot cirkel varicert is { (2)
geen eigenlijke oplossing van de vergelijking van Schroeder.

Voor het vinden dezer oplossing zoeken wij eerst de algemeene
uitdrukking van een functie = (z) holomorf of meromorf in alle
punten van de groep en die in iederen cirkel Ci’ de eigenschap

bezit dat f_::f((z_z))_’. — constant, waarbij de constante van cirkel

tot cirkel verandert.

Zij nu Ci" een cirkel, concentrisch met C’i en binnen C' gele-
gen, respectievelijk er mee samenvallend, zoodanig dat als
z { C%, 7 in Clit1, 2Zg in Clige,. .o Zp—1 in C'i;u—1 gelegen is.

Nu moet in C“:

Ele@) _,; Ele@) Elep @) 5
= (2) b Ee (2)) ’ FEloua @)
Hieruit volgt ';':—qu——(f—)—! = Ao 4y Apu—1
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{2 (2)]

OOk. = =101.....1—.
T @]
En ten slotte = {Pup (2)} = {Aody . ... fu—}P = (2).
m 5 . : : Zle(@)} _
Iedere functie = (z), die de eigenschap bezit dat ()

constant in iederen cirkel C’; is dus een oplossing van de ver-
gelijking = {9, (2)} = c 5 (2).

Alle holomorfe of meromorfe oplossingen dezer functionaal-
vergelijking kunnen worden voorgesteld door {ai[Bi(z)]?, an{,
waarbij a; een willekeurige constante en n willekeurig geheel
positief of negatief is.

Hieruit volgt dat de gezochte functie in C’; samen moet vallen
met ao {Bo (z)}7, in C," met a; { B, (z)}71,...., en in C'yu—y met

ap—1 {Bu— (2) "
Terwijl A 4;....uy—y=ale=am=,., B =alp-—1,

Dus n=n;=....=n0u—1 =N,

E (z) heeft dientengevolge alle elementen van de groep tot
nulpunten of polen van dezelfde orde.

Verder is

r— ﬂi-{-lz Biy1 o (2)} ‘“
i-—-

aj B; (2)
en aangezien

: Bit1 {e (2)} = ai Bi (2)
15 dus

We zijn nu in staat de algemeene holomorfe of meromorfe
oplossing van de vergelijking van Schroeder in de omgevingen
van de elementen van de groep te geven.

Hiertoe is voldoende de constanten a z66 te bepalen dat

10211::.__'_—.1#__1.__

Daarvoor is noodig dat:
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a 2 ay
Ia:_"‘ ety — a:‘_l——l,
ado 1 Qu—1
d A e Ju—1
us g, = ap —, @y = Gy > , Qu—1 =
1 e a®al b °a® a.... alu—a.
Terwijl ix = aja}....a%—1 = a

De gemeenschappelijke factor ao in de betrekkingen tusschen
de a;’s kan gelijk een gesteld worden, want het handhaven van
a, komt neer op het vermenigvuldigen van = (z) met een con-
stanten factor.

Ook kunnen we n gelijk aan een stellen, aangezien het hand-
haven van n % | neerkomt op hetin de nde macht verheffen van
= (z).

Nemen we nu voor 4 een der wortels van

A= a

en noemen we B (z) een functie, die
in C,’ met B, (z) samenvalt,

A
» C],’ 7] — B1 (Z) » »
do
. S ’
¢ SR
i - ilZ
" 1 » Ao 511- oAy I( ) " ’
= = H—1
en in C'u—1 . —Bu-1(2z) .
do & ap-—?

Deze functie B (z) is holomorf in de omgeving van ieder element
van de groep en voldoet aan de functionaalvergelijking van
Schroeder:

E{ep(z)} =c 5 (z) want
B {p(2)} = 1B (2).

En aangezien 4, x determinaties heeft zijn er u functies B (2).

Noemen we deze u functies oB (2), 1B(z), ... ., u—1B (z), dan
is de algemeene holomorfe of meromorfe oplossing van de ver-
gelijking van Schroeder voor te stellen door

{ao(iB (2)]0, 1°].

Ook hiervan geeft Koenigs in zijn publicatie (sub 2 van het
literatuurlijstje) een toepassing.



33

GERAADPLEEGDE LITERATUUR VOOR HOOFDSTUK I

Koenigs. Recherches sur les substitutions uniformes. Bulletin des Scien-
ces Mathématiques et Astronomiques. Premiére Partie. 1883.
Koenigs. Recherches sur les intégrales de certaines équations fonction-
nelles.

Annales scientifiques de 1'école normale supérieure. Tome premier, 1884.
Koenigs. Nouvelles recherches sur les équations fonctionnelles.
Annales scientifiques de 1'école normale supérieure. Tome deuxitme.
1885.

Schroeder. Uber unendlich viele Algorithmen zur Auflosung der Glei-
chungen.

Mathematische Annalen. Band II.

Schroeder. Uber iterirte Functionen.

Mathematische  Annalen. Band IIIL.



HOOFDSTUK I1I

INLEIDENDE BESCHOUWINGEN OVER DE VERZAME-
LING E/ — ITERATIE IN DE OMGEVING VAN EEN TOT
DE VERZAMELING E’ BEHOOREND PUNT.

§ 8 — EXISTENTIEBEWIJS VOOR DE VERZAMELING E BIJ ITERATIE
VAN EEN WILLEKEURIGE RATIONALE FUNCTIE ¢(2)

Aanduiding — Ik noem x een primitieve wortel van En indien
x tot Ep behoort (zie §3).

De verzameling van primitieve wortels x van de vergelijkingen
¢n(z) =2z (n=1, 2, ....), waarvoor | @a’ (x) | > 1, noem ik
de verzameling E.

Bij iedere rationale functie @(z) behoort dus een verzame-
ling E.

Bewering — Het is onmogelijk de rationale functie ¢ (z) 200
te kiezen, dat de daarbij behoorende verzameling E leeg is. Hier-
bij wordt g (z) niet lineair ondersteld.

(z)
Q (2

Ik onderstel dat P en Q polynomen zijn van denzelfden graad.
(Mocht dit niet het geval zijn, dan past men op z, en z eenzelfde
homografische substitutie toe). Zij deze graad k, (k> 1).

Voorts onderstel ik dat de vergelijking ¢ (z) — z = 0 de enkel-
voudige wortels x;, Xg, . ..., Xk41 heeft.

Voor het geval dat er meervoudige wortels optreden bewijzen
we het beweerde afzonderlijk.

De vergelijking P (z) —zQ (z) = 0, heeft dus de enkelvoudige
wortels X;, X, .... Xk+1, die in het eindige gelegen zijn aan-
gezien P (z) en Q (z) polynomen van denzelfden graad zijn.

Zij nu Q (z) = aoz¥ + .. ..
dan is als R (z) = P (z) —zQ (2),

g ]

Bewijs — 2, = @ (2) =
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R (Z) = — agzk+l 4 |
, PY RY
en (X)) == =1 — .
: ( l) (Q)Z“'xl y (Q)z—x;
waarbij (.IE) = L(“‘l
Q/z=x, Q (xi)
- gty Qi(z) b S zKehitaean el kL FA]
Buitendien is R (Z) = __zk+1 + i3 — _i:?'; Z— Xj
. I ()1( X1) SOt | S
Waa.l'bl] A1 = R.'(-\'i) (P’ (X i) =9
j=k+1
en 2 A= 1,
i=1
i=k+1 Q) (x;) i=k+1 1
dus Sy — T (T N ] e e &
oy R'(x) o1 o(x)—1 :

¢’ (xi) bepaalt in het complexe vlak een zeker punt dat ik M;

noem. Evenzoo bepaalt g (xi) een punt, dat ik met N; aan-

R'(xi)

duiden zal.

R’ (x1)
Q( Xi)
pondentie van de punten Nj met de punten M;.

Hieruit volgt:

Is |¢' (x5) | < 1, dan ligt Nj in het halfvlak

R.D. van z < — §;
1s daarentegen | ¢’ (xj) | > 1, dan ligt Ni in het halfvlak

R, D. van z > — §.

i=k41 X
Uit de betrekking = KC“?—((—%)-: — 1 volgt dat de reéele dee-
fe1 :

De betrekking ¢’ (x;) = | +———- geeft dus een (I, 1) corres-

len van de k 4 1 getallen I%E ; tot gemiddelde waarde heb-

en daar k > 1 ondersteld is, moet minstens een

be._1
S
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der punten Nj in het halfvlak R.D. van z>—1% gelegen zijn,
waaruit volgt dat er minstens ¢n x is waarvoor geldt

o’ (x) | > 1.
De verzameling E is dus niet leeg.
Bovendien volgt uit het bovenstaande dat het mogelijk is dat
alle punten Nj in het halfvlak R.D. van z > — 1 gelegen zijn.
In dit geval zijn er dus geen regelmatige limietpunten.

Bewering — De verzameling E bevat oneindig veel punten.

Bewijs — Zij X een dubbelpunt van ¢ (z), dus een punt waar
g (x) = x, dan is in de omgeving van X

b)) =x+E—x¢ @ +a—x+....F0
en on(2) = X+ (2 —x) [ P +alp P2 {1+ [P (1
4+ [¢f (X)) + ...... + [¢ (%) Je—e—1} (z — X)a4 ...
of
oa(t) —z={[¢ OP—1} G—%) +
+a [¢ (x)]1 {1 +....}(z—x+....
Is ¢' (x) # 1, dan is x een nulpunt van dezelfde orde van
@ (z) —z als van gn (z) — 2.
Ook voor ¢’ (x) =1 geldt dit, immers dan is
m(z)——z—-—a(z-—-x)ﬂ-}-....
en rpn(z)——z=na(z——-x)ﬂ+....

Is ¢ (x) een primitieve wortel van wre = 1 (r > 1) en is n geen
veelvoud van r, dan is X eveneens €cn enkelvoudige wortel van
beide vergelijkingen.

Is echter n een veelvoud van r en X enkelvoudige wortel van
de eerste vergelijking, dan is X tenminste q-voudige wortel van
de tweede vergelijking, juist q-voudige wortel als (¢ (x)]3—1=1,
d.w. z. als q— 1 een veelvoud van 1 is en meervoudige wortel
van hoogere orde dan q als q— 1 geen veelvoud van 1 is.

Als n een priemgetal is verschillend van r, dan zijn dus de wor-
tels van ¢ (z) —z =10 wortels van gq (z) —z = 0 van dezelide
multipliciteit.

De wortels van de laatste vergelijking, die niet tot de eerste

: . ko —
behooren en wier aantal is ke — k vormen

ne orde (zie §3).

cycles van de
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We stellen nu ¢’ (x)) F1 (i=12,...., k4 1) en zij verder
n een priemgetal verschillend van r.

Voorts kiezen we n z66 dat het punt oneindig geen deel uitmaakt
van een van de cycles van de ne orde. Bij deze onderstelling geldt
dus voor iedere cycle ¥y, Vo, « - -+ ¥n, @'n (Vp) = constant t (p=il;
2, ....,n), met dien verstande dat de constante t in 't algemeen
van cycle tot cycle zal veranderen.

Indien nu geen der constanten t gelijjk aan ¢én is, verkrijgt
men na de beschouwingen over de vergelijking ¢ (z) —z =0
aan het begin dezer § gedaan toegepast te hebben op de verge-
lijking gn(z) —z=0:

ka—k

3 1 1-'.;;:1 1

L3 — — 8 1= 1)
n Eiit 2 prmp—1t =0

g

. § kn —

De eerste sommatie wordt uitgestrekt over de = cycles,

de tweede sommatie heeft betrekking op de k 4 1 dubbelpun-
ten x; van ¢ (z) dus tevens van @n (z).

Duid ik met p (a) het reéele deel van een complex getal a aan
dan volgt uit de laatste vergeljking:

ke—Kk
Ry 3 1 [ =0
1 . Q(t____]) T : 9([¢f (-\1)]“_])_*_ — 1

k41 1 . -
waarbij El 9(['P' GO — I) begrensd is, aangezien

n-»®

- 1 . ~
lim g ( o P —1 ) = 0 als | o' (x) | >1 is, terwijl voor

|9’ (x) | = 1 deze limiet gelijk is aan — } en voor |¢' (x)| <1, — 1
wordt.

We krijgen dus

1 '
— A < }i:Q([q’:(\i)]n_])"{"l<A,£\>0.

Was nu voor iedere t |t | < I, dan verkreeg men, aangezien
bij deze onderstelling
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t—1
ko—k
nE 1 ko —k
nESe\T=T ) 2
Hieruit zou volgen:
kn —k
5 <A,
T T . kn—k
wat onmogelijk is, daar lim 5 = 00.
Ne= 0

Men heeft dus:

Aangezien er oneindig veel priemgetallen n zijn (eventueel
verschillend van r en zoo noodig verschillend van een index n’,
indien het punt oneindig deel uitmaakt van een cycle van de
orde n’) en voor n voldoend groot niet voldaan wordt aan

kn —k
2
It |=1 is, vooropgesteld dat de wortels van ¢ (z) —z =10

enkelvoudig zijn.

Daar echter, zooals in § 15 bewezen wordt, het aantal cycles
waarbij |t |= 1 eindig is, heeft men:

Zijn de wortels van ¢ (z) —z = 0 enkelvoudig, dan bestaat de
verzameling E uit oneindig veel punten.

Ten slotte behoeft de beperkende onderstelling omtrent de
wortels van @ (z) —z = Oniet gemaakt te worden, we zullen
dus algemeen bewijzen dat: de bij iteratie van een willekeurige
rationale functie ¢ (z) (k > 1) behoorende verzameling E uit on-
eindig veel punten bestaat.

< A, zijn er oneindig veel cycles waar de bijbehoorende

We stellen de coéfficienten van g (z) eerst willekeurig.
Men heeft dan:



kn—k
L : 0
Sl e O T AT T
k+1 1
Hieruit verkrijgt men, als
) 1 i I
Xi)] = —_—— —_——
ﬁn [rp ( i)] [‘P’ (Xi)]“— 1 no o (xi) =Ty,
ko —Jk
n 1 k1 1
02 —5+2 fald ()] +H1—==0....()
1 t ] 1 n

Deze vergelijking blijft gelden als voor zekere waarden van i
#'(xj) = 1 wordt, aangezien
n—1

b (1) = ——5—
Uit (a) volgt

kn—k

. I k41 _ 1
nze(t—l)'}'z o (Baly (x))] 41— = =0.
X 1 n

k41
Hierbij is 2 o {Ba [#' (xi)]} begrensd, aangezien
1

lim g {fale’ (X)]} =0, als |¢" (x) | > 1 is,

n=»x0
terwijl voor |¢' (x) |=1 of |¢' (x) | <1 deze limiet — § res-
pectievelijk — 1 wordt.
Dezelfde redeneering van daareven geeft dus, dat er ook in dit
geval oneindig veel cycles zijn, waar de bijbehoorende [t | =1 is.
De bij ¢ (z) (k> 1) behoorende verzameling E bestaat dus
uit oneindig veel elementen.

Opmerking — De iteratie van lineaire functies ¢ (z) kunnen we
terugbrengen tot de herhaalde toepassing
of van een loxodromische transformatie z, = Az, A = hed

h=1, a0,
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of van een hyperbolische transformatie z; = Az, h# 1, a =0,
of ,, , elliptische > z=AzZ, h=1,a = 0
of ,, , parabolische 5 z, =z + B.

In het le en 2e geval bestaat de verzameling E uitsluitend uit
het punt 0, respectievelijk co, al naar gelang h grooter of klei-
ner dan een 1Is.

In het 3e en 4e geval is E leeg.

§ 9 — DE ,,SUITES NORMALES"’ VAN MONTEL

Bij de verdere beschouwingen zullen we van eenige door Montel
afgeleide stellingen omtrent ,suites normales” van holomorfe
of meromorfe functies gebruik maken.

We geven deze stellingen met bewijs hieronder weer.

Aanduiding — Is in hetgeen volgt sprake van een gebied D,
dan moet hieronder verstaan worden een samenhangend gebied
begrensd door een of meer enkelvoudige krommen, d. w. z. krom-
men zonder dubbelpunt en zoodanig dat de functies

x = { (t), y =g (t) (t parameter),

die de coordinaten van de kromme bepalen afgeleiden van de
eerste orde bezitten, die continu zijn.

Met holomorf, meromorf, enz., ,in’’ D, wordt bedoeld holomorf,
meromorf, enz., in het open gebied D, dus holomorf, meromorf,
enz. in en op den rand van ieder gebied D,, dat met zijn rand
geheel in D gelegen is.

Voorts zeggen we dat een rij functies normaal is in een punt x,
indien de rij in een cirkel met x tot middelpunt normaal is.

Een rij functies, normaal in een gebied D, is normaal in ieder
punt x { D en omgekeerd: een rij, die inieder punt { D normaal
is, is normaal in D.

Definitie — Een oneindige rij functies np(z) (n=1, 2, ....)
holomorf (of meromorf) in een gebied D is een ,suite normale”
in D, indien uit iedere willekeurige oneindige deelrij

Dl‘F (Z)J n.’iF (z)l ﬂ.rf (Z), o e s
een tweede oneindige deelr

n’, ¥ (Z)’ n',¥ (Z)’ n'y ¥ (?‘)’ ik LR
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200 gekozen kan worden, dat deze laatste deelrij overal in D
gelijkmatig convergeert, hetzij tot een holomorfe (of meromorfe)
functie, hetzij tot een constante, die oneindig mag zijn.

Bewering — Een oneindige rij functies ne (z), holomorf in D,
terwijl bovendien voor iedere z { D | np (z) | < M is voor iedere n,
is een ,suite normale” in D.

Bewijs — Zij O middelpunt van een cirkel Cr met straal R
en zij D het gebied (O bevattend) dat Cr tot grens heeft.

Zij voorts D; < D het gebied dat door Cp (p << R) begrensd
wordt en waarbij Cp concentrisch is met Crg.

In Cp is dus voor iedere n:

M
n® (2) = Pa, -+ "z 4+ .... - MapzP |- ....,mct|nap|<—R—p-.

Tevens is, als
“RP (Z) = Dapi1 ZPp+1 -

M
=

|aRe (z) | < (%)p ~ dus | "Ry(z) | < e (ewillekeurig klein)
X

als p voldoend groot is. Deze laatste betrekking is onafhankelijk
van n.

Beschouwen we de coéfficiéntenverzameling nap. Het is nu mo-
gelijk een rij indices ny, Ny, ... (N <Ny <ng<....) 200 te
bepalen, dat de rij map, ™ap, . ... een enkele limiet heeft, die ik
met Ap aanduid.

Men heeft n.l.:

|map | << M. Zij Ao een der limieten, dan bestaat er een rij.
Mag, Mag, "o, . ..., die uitsluitend tot A, convergeert.

[k beschouw nu de rij ma,,2a,, vy, . . . . Hierbij is [n®ha, | < IT\;
Dus bestaat er een rij ma,, ™a,, 9, 8"sa,,. ..., die tot een limiet
convergeert, welke ik A; noem.

Op dezelfde wijze kan men uit de suite ma,, Magy, My, My, . . .
een deelrij ma,, My, Ma,, MNaa,, 1ha,, .. .., distilleeren, die tot de
limiet A, convergeert.

Aldus voortgaande krijgt men:

Het is mogelijk een rij indices ny, ny, .... ngq, .

(37 e TPy o S i g o
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te bepalen, zoodat de rij map, nap, ™ap, ... ., aap, . ..., VOOr
q - oo uitsluitend tot Ap convergeert en wel voor iedere waarde
van p.

Ik stel nu

(P(Z)'—_-A0+‘AIZ+A.2Z2+....—;'Apzp—l-,...

Hierbij convergeert de reeks Ao+ Ajz + Ag2® 4 .. .. overal
in D, en wel gelijkmatig, immers

= lim |maapzP + DaapyzP+l £ . ... 4 TapipzPth | 5 g

q->»

en dit heeft plaats voor iedere p > p, (voldoend groot) en voor
iedere waarde van h. :

Dus als Rp (z) = Ap41zp+1 + ..., dan is | Rp(z) | = 2e voor
iedere p > Po.

g(z) stelt dus in D, een holomorfe functie voor, en daar

Ap (p=0, 1, ....)
onafhankelijk van g is, is ¢ (z) ook in D holomorf.
De functierij ne (z), 0@ (2), «+ .+ n® (2), .... heeft in D tot
limiet @ (z) en convergeert in D, gelijkmatig tot ¢ (z), immers:
Zij nqu (Z) =— Tga, + REERY = etats - I‘Iqapzp'
en Sp (z) = Ao + Agz + ... 4 ApzP.

Voor p > po nadert Sy (z) in D’ regelmatig tot S (z), want
de coéfficiénten van het eerste polynoom hebben de correspon-
deerende coéfficiénten van het tweede polynoom tot limiet. Mits
q groot genoeg is, is dus

| Sp (z) — naSp (z) | < & voor iedere z { D,.

En aangezien | Rp(z) —maRp(z)| < |Rp(z) | + |2eRp (2) | < 3e
voor p > Po, Volgt uit ¢ (2) = Sp(z) + Ry (2)
e nyp (2) = 2aSp(z) + DaRy(2)

| @ (z) — np (z) | < 4e overal in D;. (q groot genoeg onder-

steld).
Zooals vanzelf spreekt kan men dezelfde redeneering van daar-

even herhalen voor iedere oneindige suite, die een deelrij is van
de oorspronkelijke.
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De rij np (2) is dus in D, een ,suite normale”.
Beschouwen we nu de gebieden D,, D,, D,,,, ...., begrensd
door de concentrische cirkels Cp, Cg', Cov, . ..., waarbjj

o< <po"....<R, terwijl lim glv) = R.
n=»
In ieder van deze gebieden (en op den rand) is de rij np (z) nor-
maal, hieruit volgt dat de rij n¢p(2) in het open gebied D een ,,suite
normale’’ is.

Wordt het gebied D door een of meer krommen begrensd, dan

beschouwen we ook hier een oneindig aantal gebieden D’, D",
D', ...., waarbij D' < D" < D" .,..< Dterwijl lim D@)=D.

n=»o
We kunnen dit op de volgende manier verwezenlijken.

We laten het middelpunt van een cirkel met straal 4 de om-
trek van D beschrijven. Het gebied, dat we overhouden als we
D verminderen met het gebied dat tot D behoort en dat tevens
door het binnengebied van de cirkels Ca beschreven wordt, noe-
men we D',

Teder punt van het gesloten gebied D’ maken we tot middel-
punt van een cirkel, waarin en op den rand waarvan de functies
ap (z) holomorf zijn. Volgens de overdekkingsstelling van Borel,
kunnen we D’ overdekken door een eindig aantal cirkels. Zij dit
aantal k.

Indien Iy, Iy, Iy, .. . . T de bedoelde cirkels zijn, dan bestaat
er een rij 1'¢ (2), o'¢ (2), ...+, n'® (2), .... genomen uit de oor-
spronkelijke rij, die in I gelijkmatig convergeert tot cen holomorie
limictfunctie.

Uit de suite ‘¢ (z), o' (2), .. .., n'@(2), ...., kan ik een rij

29 (2), 29 (z), ...., o%0 (2), .... lichten, die in I'y gelijkmatig
convergeert, zooals vanzelf spreekt convergeert deze rij eveneens
in I.

Aldus voortgaande vind ik een rij %@ (2), o¥o (z), . ... gelijk-
matig convergeerende in D',
We laten nu & variceren en wel zoo dat

d>8,>0;....>d lim dy=0.

=00
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We krijgen dan de hiermede correspondéerendc gebieden
DEND ST Sescrem

Uit de r1j fo (z) kan men nu een rij ' (z) lichten, die in D”
gelijkmatig convergeert tot een holomorfe limietfunctie, hieruit
een 11j X @(z) overal in en op den rand van D’ convergeerende,
enz.

De rij ¢ (2), ¥@(2), "9 (z), .... convergeert dus in het
open gebied D tot een holomorie functie, de rij ne (z) is dus nor-

maal in D.

Bewering — Een oneindige rij functies ne (z), holomorf in D,
is normaal in D, indien er een waarde a bestaat zoodanig dat
voor iedere z < D en voor iedere waarde vann |np (z) —a | > 9,
waarbij 5 een natuurlijk getal is.

Bewijs — De functie ag (2) -——-——]—_a is holomorf in D.

ng (2)

. 1 . {
Voorts is |ng (z) | < = voor iedere z{ D en iedere waarde

van n.
Volgens de voorgaande stelling bestaat er dus een rij

18 (2), 28(2), ... . g (2), ...,
die in D regelmatig convergeert tot een holomorfe functie G (z).

In D is ng (z) 5+ 0, dus G (z) 5= 0 tenzijj G (z) = 0.

Immers stel G (b) =0, b { D.

Er is dan een cirkel Cp met b tot middelpunt en waarbinnen
b het eenige nulpunt van G (z) = 0 is, zij b nulpunt van de me
orde.

Op Cp heeft |G (z) | een minimum 2 > 0.

Voorts is op Cb [ng (2) — G (2) | < ¢, als n’ voldoend groot is.
Zij ' = 4 —¢, voor & klein genoeg is 4’ > 0.

Beschrijft z Cp, dan moet w = G (z) een kromme beschrijven
die geheel buiten cirkel Ci (O middelpunt en straal 4') gelegen
is, het argument van w = G (z) verandert hierbij met 2am.

oW = ng () beschrijft dan eveneens een kromme geheel buiten
Ca gelegen, aangezien op Cp |ng (z2) —G (z) | <& is. Het ar-
gument van pw = y/g (z) verandert dus ook met 2zm, m. a.w.
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in Cp, worden de functies »-g (z) vanaf een zekere n’ m-maal nul,
hetgeen onmogelijk is, aangezien in D ng (z) 7 0 1s.

In D is dus G (z) 7 0 tenzij G (z) =0.

1
g (2)

Men heeft nu g (z) = a -+
dus als G (z) =£0

1
lim qp (z) = a + = @ (z) holomorf in D.
Is G(z)=0 dan is @ (z) =o0.
De rij ne (z) is dus in D normaal.

Bewering — Een oneindige rij functies ne (z), holomorf in D,
waarbij twee waarden a en b door de functies der rij in D niet
aangenomen wordcn is normml in D.

Bewijs — oy (z) F a, ng (2) F b voor z <D, n=1, 2,3.
en a == b.

I.p.v. a en b kunnen we de waarden O en 1 nemen, we kun-
nen n.l. i p.v. de functies np (z) de in D holomorfe functies

(z) —a
o (2) ~_beschouwen.

]

Zonder aan de algemeenheid te kort te doen, mag ik dus stellen

a=0 b=1,
We zullen nu gebruik maken van de modulaire functie
K (z

’] (?) I{:((,))

waarbij

du du
K g) = I\
) V (1—u?) (1—zuf) o I/(l——ul2 [— (I—2z) u?)

Met behulp van de modulaire functie, die alleen de punten 0, I,
en co tot singuliere punten heeft, kunnen we het geheele complexe
vlak behoudens de punten 0, 1, en co conform afbeelden op het
gebied binnen A’AOBB’ in het y-vlak.
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=28

;)
g
i T A P e 5 G B‘

Deze figuur wordt begrensd door de lijn -+ co, - i// reéele as
de beide halve cirkelbogen en de lijn — 1, 4 o0 eveneens // reéele
as, en is geheel gelegen in dat deel van het g-vlak, waarvoor het
reéele deel van 5 grooter dan nul is. Construeeren we het beeld
van deze figuur t. o. v. een van de zijden dan ontstaat een nieuwe
figuur, die eveneens het beeld is van het geheele z-vlak behoudens
de punten 0, 1 en co.

Op deze wijze voortgaande kunnen we het geheele 5 halfvlak
7 > 0 overdekken door gelijksoortige figuren als A’AOBB’, ont-
staan door spiegeling t. o. v. de rechte zijden en deze rechte zijden
tot gemeenschappelijke grens hebbend en door gebieden begrensd
door cirkelbogen ontstaan door spiegeling t. o.v. de cirkelzijden.
Deze laatste beelden verdichten zich in elk punt van de imagi-
naire as. De modulaire functie is meerwaardig. Is zo 5+ 0, 3£ 1 en
% oo, dan is 5 (zo) in ieder beeld van het z-vlak een volkomen
bepaald punt; kiezen we een dezer punten en beschrijft z uit-
gaande van z, een gesloten kromme om 0 of 1 in het z-vlak, dan
beschrijft » een kromme, die het gekozen punt verbindt met het
homologe, gelegen in die afbeelding van het z-vlak, die naburig
is met de afbeelding waarin 9 (zo) gekozen is en die uit deze laatste
ontstaan kan door spiegeling t.o.v. een der zijden. Welke zijde
men moet nemen is afhankelijk van de keuze van de door z be-
schreven weg in het z-vlak.

Noemen we de figuur A'AOBB’ de fundementale figuur.

Beschouwen we nu de functies ng(z) =9 {ap(z)} en met
conditie dat voor een zeker puntzo, { D 5g (z0) (n=1, 2, ....)
in A’AOBB’ gekozen wordt.

De functies ng(z) (n=1, 2, ....) zijn eenwaardig; immers
een functie element van g () is in het enkelvoudig samenhangend
gebied D overal voortzetbaar, dus ontstaat er door alle voort-
zettingen de in D eenwaardige holomorfe functie xg (z).
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Aangezien voor iedere z { D »g (z) in het y-vlak gelegen is waar
het reéele deel van 5 > 01is, is de rij ng (z) in D een ,,suite normale’’.

Veronderstellen we nu dat de getallen o9 (zo) (n =1, 2, ....)
voor zo 4 D andere limieten hebben dan 0, 1 of oo.

Er bestaat dan een rij 49 (2), 49 (2), ...., Waarvoor

im 19 (zo) = a. (a #0, F 1, en 3 o).
n-—»w

Uit de rij n'g (z) kan men een rij ng (z) lichten die in D gelijk-
matig convergeert tot de limietfunctie G (z), die eindig is aan-
gezien G (zo) = 7 (a) eindig is.

Bovendien is G (z) in D holomorf, als men aan de modulaire
functie alleen de fundementaalwaarden toekent.

Zij D, een gesloten gebied binnen D, dan is de conforme afbeel-
ding van D, (met behulp van G (z)) geheel gelegen in het rechter
halfvlak van het »-vlak.

De grenskromme Iy van deze afbeelding heeft met de imagi-
naire as geen punten gemeen.

Beschrijft nu 2z’ het g-vlak. De functie X = 2 ("), waarbij
de inverse functie van de modulaire functie 2’ = ¢ (X) is, is in
het rechter halfvlak van het 5-vlak holomorf en heeft de imagi-
naire as tot coupure.

Nu is n¢(z) =24{ng (z)} en aangezien lim yg (z) = G (2),

n''—»m

holomorf in D,, convergeert de rij @ (z) gelijkmatig tot een in
€n op den rand van D; holomorfe functie @ (z) = 4 {G (2)}.
® (z) is dus holomorf in D en neemt daar noch de waarde 0, noch
1 aan.

We stellen nu dat de getallen ng (20) geen andere limiet dan 0, 1
of oo toelaten. Zij een der limietwaarden 1, dan bestaat er een rij
0P (zo) die uitsluitend tot 1 convergeert.

Stel pf (z) = 1g 0.9 (2) + 2ai

o , waarbij aan de logarithme de
xl

hoofdwaarde toegekend wordt.

De functies of (2) zijn in D eenwaardig, daar X = pn.¢ (z) in het
X-vlak geen gesloten kromme om O kan beschrijven welken weg
z in D ook aflegt.
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Voorts is voor iedere n’ of (z) % 0 en 5 1 voor iedere z { D,

immers lg o9 (z) F — 2ni en 7 2mi, terwijl lim of (zo) = %
n'— o

Volgens het voorgaande bestaat er dus een tij n*f (z) die in ieder
gebied D; { D en op den rand van D, tot een eindige limiet-
functie F (z) gelijkmatig convergeert, waarbij dus F (z) holomorf
in D is.

De rij pp (z) heeft dus in D de holomorfe limiet

@ (z) = e2i(2F(z)—1],

Waar echter @ (zo) = | moet @ (z) =1 zijn.

Is in plaats van 1 nul de eenige limiet van een 1] n@ (zo), dan
heeft een daaruit te lichten rij van functies 1 — ¢ (z) in D de
limiet 1, de limietfunctie @ (z), die bij de functies o+ (2) optreedt
is dan = 0.

Is de eenige limiet co, dan beschouwen we een rij die

nuq] (Z)

gelijkmatig in D tot 0 convergeert.
De rij o (z) convergeert in dit geval overal in D gelijkmatig
tot 0o. De rij ng (z) is dus normaal in D. g.e. d.

Bewering — Een oneindige rij functies ng (z)i(n=11; 21..5.),
meromorf in D, waarbij drie waarden a, b, en ¢ door de functies
der rij in D niet aangenomen worden, is normaal in D.

(Stelt @(z) de limietfunctic voor waartoe een rij meromorfe
functies ¢ (z) regelmatig convergeert in een gebied D dan moet
voor iedere z { D en voor iedere n’ > N (voldoend groot)

of | (z) —@(z) [ <e

1 =l 1
0@ (2) P (z)

® (z) is dan in D meromorf].

of

< E zijll,

Bewijs — Beschouwen we de rij holomorfe functies

1

o8 (2) = a7 (2)

al
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deze rij is normaal in D aangezien de functies der r1j in D de waar-

den en l uitsluiten.
b—a c—a

Er bestaat dus een rij n.g (z), die in D gelijkmatig convergeert
tot een limietfunctie G (z), die overal in D oneindig kan zijn.

Is G (z) in D niet constant, dan is G (z) daar holomorf en bezit
in D geen of een eindig aantal nulpunten.

Vooriederez <{ D, niet samenvallende met een eventueel nul-
punt van G (z) convergeelt de 1ij o (z) gelijkmatig tot de limiet-

functie ® (z) = a -+ (z)

Voor ieder nulpunt nadert ng (z) (n' - o0) gelijkmatig tot 0,
o (z) nadert daar dus als n’ - co gelijkmatig tot oo.

Is G (z) =00, dan is ®(z) =a, terwijl voor G (z) =0, de 1)
wp (z) in D gelijkmatig tot @ (z) =co nadert.

De rij oo (2) is dus in D normaal.

§ 10 — ITERATIE IN DE OMGEVING VAN EEN PUNT VAN E

Onderstellen we dat O tot I behoort, zij
gn (0) =0, |ga' (0) [> 1.

Aangezien het volgende betoog voor iedere waarde, die n aan kan

nemen, geldt, mits men als n 3= 1 is i. p. v. de iteratie van ¢ (2),

die van gq (z) beschouwt, stellen we eenvoudigheidshalve n =
In een voldoend kleine omgeving 2 van O is:

z1=0(@2)=azF agz*+ ...,
waarbij [a, | > 1 is.
Onder de antecedenten van de eerste orde van z, is er slechts
¢én, die voor z, = 0 eveneens nul is.
De tak van de functie y (z) inverse van g (z), die voor z, = 0
de waarde nul aanneemt is in de omgeving 2 van O een holomorfe
functie van z,, men heeft daar:

1
Z'--"fl e 0171 . < I
dl
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Er bestaat dan volgens §2 een cirkel C; met middelpunt O,
zoodanig dat,indien z, dezen cirkel beschrijft z een kromme C
doorloopt, die geheel binnen C; gelegen is.

Ook het omgekeerde is waar: Beschrijft z een cirkel I'met vol-
doend Kleinen straal en O tot middelpunt dan doorloopt z, een
kromme I'; die geheel buiten I" gelegen 1S.

Verstaan we nu onder D;i de gebieden, die door de krommen
I; begrensd worden en O als inwendig punt bevatten.

g (z) transformeert D in D;, D, in D,, enz.

D, is de geitereerde van de eerste orde van D, D, de geitereerde
van de tweede orde van D, enz.

De gebieden Dj zijn evenals D enkelvoudig samenhangend,;
terwijl D < D;{ D,.... <4 Dn, waaronder verstaan moet worden
dat ieder blad van het in het algemeen meerbladige gebied Di
(Riemannsch oppervlak) geheel gelegen is (incl. rand) in een
blad van het Riemannsche oppervlak Diii.

Duidelijk is dat het zooeven afgeleide blijft doorgaan als men
i. p. v. het cirkelgebied D een willekeurig voldoend klein gebied,
dat 0 als inwendig punt bevat, neemt.

Bewering — In iedere omgeving Q' van eenpuntx < E wordt
iedere waarde, uitgezonderd ten hoogste twee waarden, door
de functies der rij @a(z) aangenomen, hierbij wordt ,00"" als
,waarde”’ meegeteld, m.a.w. de gebieden Dj ontstaan door
iteratie van een voldoend klein gebied D, dat x als inwendig punt
bevat, overdekken op den duur (bij toenemende n) het geheele
complexe vlak, met uitzondering van ten hoogste twee punten,

Bewijs — Zij ¢ (X) = X, |¢" (x) | > 1.

Geldt voor X ¢a(x) =X, |¢'a(x)|>1 dan beschouwen we
de iteratie van ¢q (2) i. p.v. ¢ (z), de bewijsvoering is overigens
geheel analoog.

Onderstellen we nu dat drie verschillende waarden door geen
der functies ¢a (z) in @' aangenomen worden,

De rij in £’ in het algemeen meromorfe functies gn (2) 1s dan
volgens § 9 in dat gebied normaal.

Een rij o, (2), 9n, (z), .... convergeert dientengevolge in
Q' gelijkmatig tot een meromorfe functie @ (z), die echter in
een voldoend kleine omgeving £ van X holomorf is, aangezien
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functies ¢n, (z) daar holomorf zijn wegens ¢n, (x) = x. alle
| @' (x) | moet dan in £ begrensd zijn. Dit laatste echter is
onmogelijk: lim ¢y, (x) = lim [¢’ (x) ] = oo.

ng =—» «w Ny == @
Conclusie: De 11) ¢q (z) is in geen enkel punt van E normaal,
dus ten hoogste twee waarden worden door de functies g (z)
in de bedoelde omgevingen niet aangenomen.

Er zijn dus slechts drie gevallen mogeljk:

1° Twee verschillende waarden worden door de functies gq (2)
in iedere omgeving van een punt van E (dus in iedere omgeving
van elk punt van E) niet aangenomen, m. a. w. itereert men een
omgeving van een punt van E dan overdekt lim D, het geheele

n-—» o
complexe vlak met uitzondering van twee punten, waarbij onder
Dy verstaan moet worden het gebied dat men verkrijgt door
n-malige iteratie van de oorspronkelijke omgeving met behulp
van de functie g; (z) als voor het bedoelde punt x van E geldt
@i (\.) = X.
2° Slechts één waarde wordt door de functies gqn (z) in iedere

omgeving van een punt van E (dus in ieder punt van E) niet
aangenomen, m. a. w. lim D, overdekt het geheele complexe vlak

n -» @
uitgezonderd één punt.
3° Alle waarden worden door de functies in de sub 1 en 2 be-

doelde omgevingen aangenomen; lim D, overdekt het geheele
n -»

complexe vlak.

Ie geval — Bestaan er twee niet samenvallende uitzonderings-
punten dan moet of wel ieder samenvallen met zijn eigen ante-
cedenten of wel ieder van hen valt samen met al de antecedenten
van de eerste orde van het andere punt.

Zijn a, en a, de beide uitzonderingspunten, dan is:

Max“cﬂ(a;)ﬂp () =" () = ... = glk—1)(a;) = 0, ¢ (a;) 7 0,
A = g (ay), 9" (ag) = 9" (ay) = . . . = glt—3)(ay) = 0, o) (ay) F 0.
Ofay =g (ay), 9" (1) = 9" (a)) =...= ‘T(k (ay) = 0, p¥ (1)) 70,
= g (ay), 9’ (a) = 9" (ag) =. . . = glk—1)(ay) = 0, o (a,) 7 0
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Past men een lineaire substitutie toe die a, overvoert in O, a,
in co dan is

of Z, = AZk, of Z, = “ZAI
alle k antecedenten van O met O en alle k antecedenten van het
punt oo met co samenvallen, dus Z; (Z), d. i. de functie die na trans-
formatie van z; (z) = ¢ (z) ontstaat, moet cen polynoom van de
ke graad zijn, die O tot k-voudig nulpunt heeft dus Z;, = AZk

In het tweede geval vallen de k antecedenten van O met het
punt oo en de k antecedenten van co met O samen. Z, (Z) heeft
dus in O een k-voudige pool en aangezien alle antecedenten van

jmmers in het eerste geval moeten

O met het punt co samenvallen moet dus Z, = %

2¢ geval — In dit geval bestaat er slechts één punt a waar alle
antecedenten van de eerste orde (dus dan van iedere orde) mee
samen vallen.

De k wortels van ¢ (z) = a zijn allen = a.

Men heeft dan
a—g(a), ¢ (@ =o" (@) =+i.o= glk—1) (a) = 0, g ® (a) 5 O-

Een lineaire substitutie, die a in oo overvoert, transformeert
g (z) dan in een polynoom.

3¢ geval — Indien ¢ (z) door een lineaire substitutie noch in
Goqd s 1
cen polynoom noch in Z, = 75 getransformeerd kan worden,

dan bestaat er een index i zoodanig dat gj(z) voor iedere j =1
in ieder gebied D dat een punt van I bevat alle waarden aanneemt
m. a. w. Dj overdekt het geheele complexe vlak.

Opmerking — De uitzonderingspunten, die bij iteratie op kun-
nen treden, behooren niet tot de verzameling E.

§ 11 — EIGENSCHAPPEN VAN DE PUNTEN, DIE TOT DE VERZAMELING
E BEHOOREN

Bewijzen we cerst de volgende bewering:
Zij in een gebied D een rationale functie ¢ (z) gegeven en wel
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zoodanig dat het beeld van D, dat is dus de geitereerde van de
eerste orde D; (een in het algemeen meerbladig Riemannsch op-
pervlak) in een van zijn bladen D geheel (incl. rand) bevat, dan
moet in D een punt x gelegen zijn, waarvoor geldt

g (x) =x, |¢'(x) [> 1.

Bewijs — We beelden D, conform af op een cirkel |Z | =1
in het Z-vlak. Het beeld van D met behulp van deze conforme
afbeelding verkregen ligt dan geheel binnen dezen cirkel |Z | =1
en is een enkelvoudig samenhangend, eenbladig gebied.

Er bestaat een (1, 1) correspondentie tusschen de punten van
de kromme C, grens van D, met de punten van C,, grens van D,.
Evenzoo correspondeeren de punten van Iy d.i. cirkel |Z | =1
eenduidig met de punten van I' (grens van het beeld van D in het
Z-vlak). Ook het omgekeerde is waar.

Ten slotte bestaat er tusschen de punten van C; en I3, en van
C en I' eveneens deze eenduidige verwantschap.

Is Z, het beeld van z, en Z het beeld van z dan is Z, = ® (Z)
een holomorfe functie van Z in (I'), d.i. het gebied dat door I
begrensd wordt en geheel binnen den eenheidscirkel van het Z-vlak
(met O tot middelpunt) gelegen is.

(Met iedere Z binnen (I') of op de kromme I" correspondeert een
Z, binnen of op den eenheidscirkel Iy en omgekeerd, voorts is deze
afbeelding conform).

Beschrijft Z I' dan verandert het argument van @ (Z) — Z met 2x.

Men heeft n.l.:

Het gebied (I') ligt binnen een cirkel (p) (straalp < 1 en middel-
punt O), Zij 20 de hoek gevormd door de beide raaklijnen vanuit
een punt van I'; aan cirkel g en de verbindingslijn van O methet
beschouwde punt van I'y de bissectrice van 20, dan is

T
O<0<—2.

Voorts geldt voor een punt Z’ van I' en het correspondeerende
punt Z,' van Iy [z’ = @ (Z')]

arg. Z,! —0 < arg. (Z,' —Z') < arg. Z,' + 0, waarbij we on-
der het argument van Z’ resp. Z,” verstaan de hoek, die de pos.
X-as met de lijn OZ resp. OZ," maakt.

Beschrijft Z uitgaande van Z' I' in positieven zin (het gebied
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(I') aan den linkerkant houdend) dan vermeerdert het arg. van
Z, met 2. Uit de bovenstaande ongelijkheid volgt dat ook het
arg.van Z, — Z met 2z moet toenemen. (Deze ongelijkheid blijft n.1.
gelden als onder de argen van de achtereenvolgens beschreven
punten van I'en I’y verstaan wordt de argen, die door continue
voortzetting uit de argee van Z’ en Z," ontstaan).

® (Z) — Z = 0 heeft binnen I" dus één wortel. Door een lineaire
substitutie, die I’y op haar plaats laat, kunnen we dezen wortel
in O overvoeren.

We stellen nu @ (0) = 0.

De tak van de functie Z = ¥(Z,) (inverse van @), waarvoor
0 = ¥ (0), is een holomorfe functie van Z, binnen I'; en men heeft

P0)=0, |P(Z)|<!1voor |Z |=1en

W (Z,) = Z, ¥ (0) + 52'1 P 0) +....
waarbij
Lo 1 [w(Z)dz,
U= 2nif AR
Iy
1| [®(Z)dZ
Dus | ¥ (0) | =5 f—(/;%-‘—-'— l <1

I
of |®'(0) | > 1.
Vervolgens is:
dz, dz, dZ, dZ
dz dZ, dZ dz’
In het punt Z = 0, beeld van z = x waarvoor geldt ¢ (x) = X,
heeft men:

dz, dz et iy
dz, dz omdat Z, = 0 voor Z = (.
Bijgevolg is
dz, | _ dZ,
dz | dZ
Z =2 X % ias’0

dus is
o' (x) | = | @ (0) | > L. q.e.d.
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Eigenschappen van de punten van E.

1° Ieder punt { E is limietpunt van de verzameling bestaande
uit de successievelijke antecedenten van ieder punt van het com-
plexe vlak met uitzondering van ten hoogste twee punten waar-
van alle antecedenten samenvallen. (Ie of Ile geval vorige §).

Bewijs — Zij x 4 E. Duidelijk is dat de antecedenten van een
willekeurig punt y, niet tot E behoorend, tot een der limietpun-
ten x hebben; immers de rij ¢n (z) neemt in iedere omgeving van
x iedere waarde, behalve ten hoogste twee uitzonderingswaarden,
aan. En aangezien y geen uitzonderingspunt is, is dus x een
der limietpunten van de antecedentenverzameling van y.

Is daarentegen y { E, y = ¢a (y), dan weten we dat slechts
één antecedent van de ne orde van y met y samenvalt, y heeft
dus oneindig veel niet met y coincideerende antecedenten, die
dus x volgens het voorgaande tot een der limietpunten hebben.

Valt y met x samen dan blijft bovenstaande redeneering op-
gaan, hieruit volgt:

Ieder punt van E is een der limietpunten zijner eigen antece-
denten.

2° Teder punt van E is limietpunt van punten van E, m, a. w.
de verzameling E is dicht in zich zelf.

Bewijs — Een omgeving 2van x (x { E), willekeurig gekozen,
bezit steeds, hoe klein zij ook is, een antecedent van x, die niet
met x samenvalt, Zij Xx—m deze antecedent.

Zij verder A—m een gebied zoodanig dat

X—m < Ad—m

terwijl d—m het punt x niet bevat.

Voorts onderstel ik dat in 2 noch in 4 een eventueel uit-
zonderingspunt gelegen is.

Het gebied 4, ontstaan door m-malige iteratie van 4—m, bevat x.

Itereeren we nu 4 n-maal, hierbij kan n zoo groot gekozen
worden dat d—m geheel (incl. rand) in een vande bladen van
4y (4, zal in het algemeen meerbladig zijn) gelegen is.

Dit is mogelijk aangezien 4 x bevat en 4, dus op den duur
(bij toenemende n) ieder punt van het complexe vlak (behoudens
de eventueele uitzonderingspunten) overdekt.
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gman(z) transformeert dus het gebied A—n in een gebied 4n
(in het algemeen een Riemannsch oppervlak) zoodanig dat 4—m
(incl. rand) geheel binnen een blad van 4, gelegen is.

A—n moet dan een punt y bevatten waarvoor geldt:

gntn () =Y, | 9’m+n (y) | > L.

Aangezien 2 willekeurig is verdichten zich de punten van E in x,
dus in ieder punt van E.

Ook hieruit volgt dat de verzameling E uit oneindig veel ele-
menten bestaat.

Noemen we E’ de afgeleide verzameling van E, dan heeft men:

a — E<LE".

5 — Iedere antecedent van een punt van E behoort tot E.

Bewijs — In iedere 4—m (zie sub 2° van deze §), een willekeurige
omgeving van x—m (x { E), ligt een punt dat tot E behoort.

Men heeft dus of x—m behoort tot E en dus tot E4

of X—m is limietpunt van punten van E en dus X—m 4 Ef.

¢ — E’ is perfect.

Bewijs —E'=E + F waarbij F de verzameling van de limiet-
punten van E is die niet tot E behooren.

Dus E"=E' 4 F'.

Is y een punt van F’, dan verdichten zich daar de punten van
F, dus ook de punten van E, m. a. w. y, { E’, dus E"=E’, waar-
uit volgt dat E’ perfect is.

4 — leder punt x van de perfecte verzameling E’ is limietpunt
van punten van E, hieruit volgt dat iedere omgeving £ van x steeds
een of meerdere punt(en) van E bevat m.a.w. lim £2, overdekt

n-»w
het geheele complexe vlak met uitzondering van ten hoogste twee
punten.

¢ — Alle consequenten en alle antecedenten van een punt van
E’ behooren tot E'.

De antecedentenverzameling van ieder punt van E’ is in E’
overal dicht.

Bewijs — Zij x { E’ en x; geen punt van E’. Erbestaat dan een
omgeving 2 van x; waarin geen punten van E’ gelegen zijn.
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Beschouwen we nu die antecedent £€—; (van Q) waarin x ge-
legen is. 23 bevat oneindig veel punten van E. De consequenten
van de eerste orde van deze punten liggen in £ en behooren tot
E, aangezien ieder punt van E (behoudens de punten, waarvoor
9 (x) = X, | 9’ (x) | > 1) tot een cyclische groep behoort, waarbij,
als n de orde van de groep is, ga'(xi) constant is. Hieruit volgt
dat er geen omgeving van x, bestaat waarin geen punten van E
gelegen zijn. m.a.w. X; {4 E.

Zij x { E’ en x— geen punt van E’. Zij 4 een omgeving van x—;
waarin geen punten van E’ gelegen zijn. 4; bevat x en dienten-
gevolge oneindig veel punten van E. De antecedenten van de
eerste orde van deze punten die in 4 gelegen zijn behooren tot
E’, immers alle antecedenten van een punt van E behooren tot E.
Iniedere omgeving van x—i liggen dus puntenvan E’. Dusx—; { E'.

Dat de antecedentenverzameling van x <4 E’ in E’ overal dicht
is, volgt uit het feit dat ieder punt van E’limietpunt is van de
antecedenten van X.

f — Derij ¢ (z), 92(2), .-+ oa(2), .... is in geen van de
punten van E’ normaal.

Bewijs — Zij x { E, dan hebben we gezien (§10) dat de 1i]
¢n (z) in x niet normaal is.

Is x { E’ en geen punt van E, dan is x limietpunt van punten
van E en is de rij gn (2) in x eveneens niet normaal. (zie definitie
normaal in een punt onder ,,aanduiding” § 9).

Opmerking — Heeft x de eigenschap, dat de geitereerden Q,
van een willekeurige omgeving £ van x (hoe klein deze omgeving
ook gekozen is) vanaf zekere index io (voldoend groot) het geheele
complexe vlak overdekken met uitzondering van ten hoogste
twee punten, dan behoort x tot E.

Bewijs — Aangezien x limietpunt is van antecedenten van alle
punten van E, dus van punten die tot E’ behooren, is omdat E’
perfect is, x een punt van E’.

§ 12 — DE STRUCTUUR VAN E

Bewering — De verzameling E' heeft dezelfde structuur in ieder
gebied, dat punten van E’ bevat,
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Bewijs — Itereert men een omgeving 2 van een punt van E'.

De verzameling E’ is gesloten en, op den complexen bol be-
schouwd, begrensd. Het is dus mogelijk een index i, te bepalen
zoodanig dat in £;, de geheele verzameling E’ gelegen is. Zij E'g
de verzameling van die punten van E’ die in £ gelegen zijn.

De geheele verzameling E’ bestaat dan uit de geitereerden
van de iode orde van de punten van E'p.

Is nu de verzameling E’g overal discontinu dan moet de geheele
verzameling E’ overal discontinu zijn.

Is E'g lineair continu dan is ook E’ lineair continu.

Hieruit volgt; weet men a priori dat E’ in een bepaald gedeelte
een zekere structuur heeft, dan is deze structuur dezelfde voor
de geheele verzameling E’.

Het is dus onmogelijk dat E* in een gedeelte lineair continu
en in een ander gedeelte overal discontinu is. Niet uitgesloten
echter is dat er in ieder gebied, hoe klein ook gekozen, dat punten
van E’ bevat, punten van E’ bestaan waartusschen E’ ,bien
enchainé” is en andere punten van E’ waartusschen E’ ,,mal en-

21

chainé’’ 1is.

Bewering — Bezit de verzameling E’ inwendige punten dan is
E’ = complexe vlak.

Bewijs — Zij £ een omgeving van een punt P zoodanig dat
alle punten <2 punten van E’ zijn.

Zij voorts 4 een gebied waarin geen punten van E’ gelegen
zijn. De antecedenten van een punt van 4 behooren niet tot E’,
verdichten zich echter in ieder punt van E’, voorzoover het ge-
kozen punt geen uitzonderingspunt is.

2 moet dus punten bevatten die niet tot E’ behooren wat in
strijd is met onze onderstelling.

E’ moet dus identiek zijn met het complexe vlak,

Voorts zij opgemerkt dat er in dit geval (E’ = complexe vlak)
geen uitzonderingspunten. zijn.

Behandelen we nu achtereenvolgens drie voorbeelden. In het
eerste voorbeeld is E' perfect overal discontinu, in het tweede
continu lineair en in het derde voorbeeld is E’ = complexe vlak.
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1e Voorbeeld (ontleend aan Fatou) — Zij ¢ (z) = 2z® -} 5.

Het punt oneindig is het eenige regelmatige limietpunt. De
wortels van ¢ (z) —z = 0 zijn n.l. punten van E’. Men heeft,
als a en g de wortels zijn

1 -ip”19
S s

F

§— 1—-—i2[/19

dus
¢’ (@) | > len [@" () | > 1.

Voor |z | = 3 convergeert de rij z, z,, . . ., Zn, - . . . Fegelmatig
tot oneindig.

Immers |z, |= |z |*—5=4.

Het gebied G met grenskromme cirkel C, (middelpunt O en
straal 3), en waarin het punt oneindig gelegen is bevat al zijn con-
sequentgebieden en bovendien de kritieke punten co en - 5 van
de functie y (z) = |/ (z—5) inverse functie van ¢ (z).

Zoeken wij nu de successievelijke antecedenten van het gebied G.

Zijn tz_y = + |/ (z—5) en —z—; = — |//(z —5) de beide an-
tecedenten van z (onder -+ /(z— 5) verstaan we de pos. wortel
van z—>5 en onder — |/ (z—5) de neg. wortel van z —5), dan
beschrijven deze antecedenten als z C doorloopt ieder een gesloten
kromme +C_; en —C_,, aangezien C als grens van G beschouwd
de beide kriticke punten bevat.

De consequenten van ieder punt z waarvoor |z | = 3 naderen
regelmatig tot oneindig. Hieruit volgt dat de krommen +C—;
en —C—; geheel in het cirkelgebied C gelegen zijn en met C geen
punten gemeen hebben. +C_;en—C_; hebben geen dubbelpunten,
daar C een enkelvoudige kromme is. Zij kunnen elkaar niet snijden
aangezien +z—j en —z—j inverse functies zijn van een zelfde uni-
forme functie, terwijl op C geen enkel kritick punt van y (z) ge-
legen is.

Voorts liggen beide krommen geheel buiten elkaar,

(Onder het binnengebied van +C—j, bijv, versta ik het gebied
dat door +C—; begrensd wordt en tevens geheel in het cirkelgebied
C gelegen is).

De functie f (z) = -+ |/ (z—>5) is holomorf in het cirkelgebied
Cen op C. Zij z’ een punt in dat cirkelgebied gelegen. Zij 2'—1 = 1 (2),
dan is f (z') in +C—; gelegen, het argument van f (z) — f (2) ver-
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andert n.l. met 2z als z C doorloopt. Dus met een punt z’ binnen
C correspondeert een punt binnen +C_; en omgekeerd.

Het binnengebied van +C—; is dus conform en eenduidig op het
cirkelgebied C afgebeeld.

Op analoge wijze kunnen wij inzien dat ook het binnengebied
van —C—; conform en eenduidig afgebeeld is op het cirkelge-
bied C.

De krommen +C_; en —C—; liggen nu buiten elkaar, want
lag x in het binnengebied van +C—; en op —C—; dan zou ¢ (x)
tegelijk binnen het cirkelgebied C als op C gelegen zijn.

De positieve antecedenten van de eerste orde van ieder punt
z { G liggen in het buitengebied van +C—;. Zoo bevat het buiten-
gebied van —C_—1 alle negatieve antecedenten van de ecerste orde
van alle punten z { G.

Doorloopt z C dan beschrijft ieder der vier antecedenten van
de tweede orde van z een gesloten kromme, die we achtereen-
volgens aanduiden met ++C—g, +—C—2, —=+C—g, en ——Cs.

Hierbij moet onder - — verstaan worden dat eerst de posi-
tieve antecedent van de eerste orde van een punt z genomen is
en vervolgens van deze antecedent de negatieve antecedent van
de cerste orde. (Wat onder ,,positieve’” of ,negatieve” antecedent
in dit voorbeeld verstaan moet worden is duidelijk).

We zien nu onmiddellijk in, na hetgeen hierboven medegedeeld
is omtrent de antecedenten van de eerste orde van C, dat de krom-
men++C—z en +—C_g geen dubbelpunten hebben en geheel buiten
elkaar gelegen zijn in het binnengebied van +C_;. Hetzelfde
geldt voor —+C—g en ——C—2 t.0.v. —C—;.

Door herhaalde antecedeering van C verkrijgen we dus achter-
eenvolgens 2, 2%, 23, ... ., 21, ... . gesloten krommen. Deze krom-
men trekken zich samen en in iedere kromme liggen twee krom-
men als antecedenten van de eerste orde van de beschouwde
kromme. Het gebied G heeft tot antecedent van de eerste orde
het samenhangend gebied van het complexe vlak dat G bevat
en begrensd wordt door +C—y en —C_;.

Het antecedentgebied van de tweede orde van G bevat het
antecedentgebied van de eerste orde en wordt begrensd door de
krommen ++C_g, T—C—g, —+C—2 en ——C_2. Het antecedent-
gebied van de ne orde ligt in het antecedentgebied van de n - 1¢
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orde en bevat het antecedentgebicd van de n — le orde.

We zullen nu het volgende bewijzen:

Nadert n tot oneindig dan is de verzameling van de punten,
die tot geen der zooeven beschouwde antecedentgebieden behoo-
ren, perfect, overal discontinu.

Voor |z | = 11is ¢ (z) = 4. De krommen C—; liggen dus in den

ring begrensd door de cirkels |z | = 1 en |z |= 3. Voor ieder
punt z in den ring gelegen geldt | ¢’ (z) | = |Ez5 =2

Hieruit volgt dat de lengten van de krommen C— (als n nadert
tot oneindig) tot nul naderen. Immers tusschen de differentialen
van de bogen van een kromme C—, en van haar consequent van
de cerste orde bestaat de betrekking

do—(n—1) = do—n | 9" (z) | (z 0p C—n)
dus
1
k

Tusschen de lengten van de krommen C—q en C—n—1) bestaat
dezelfde relatie

do—n < —do—(n—-1).

1
e

of L = 3 s lim 1og =0,
ko N>

Beschouw ik nu het binnengebied van een kromme Cin (C—n
bestaat in totaal uit 28 krommen Ci—y) en neem ik hiervan achter-
eenvolgens de positieve antecedenten. Het pde antecedentgebied
bevat het p + l¢, enz. Geen dezer gebieden is leeg. Hieruit volgt
dat ze een gemeenschappelijk punt moeten hebben.

De verzameling, bestaande uit de gemeenschappelijke punten
die ik verkrijg door alle mogelijke antecedentgebieden te beschou-
wen van de gebieden binnen alle Ci—; noem ik &.

Deze is perfect en overal discontinu.

1° ¢is gesloten. Zij x limietpunt van een rij punten a, #, 7, . . .
die tot & behooren.

Zou x geen punt van e zijn, dan zou voor een zekere waarde
van n x buiten de binnengebieden van iedere Ci—y gelegen zijn.
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Is h de kleinste afstand van x tot C—n dan zou de afstand van x
tot ieder van de punten a, §, . ... minstens h moeten zijn, aan-
gezien de punten a, f, . ... in het binnengebied van C—; gelegen
zijn. m. a. w. ¢ is gesloten.

2° & is perfect. @, een punt van ¢ zijnde, ligt in het binnen-
gebied van een kromme Ci_.

Dit gebied bevat twee verschillende krommen tot C—(u+.1) be-
hoorende. a moet dus in het binnengebied van een van de beide
krommen liggen, stel in het binnengebied van C'—(n+1). In het
binnengebied van de andere kromme C"—4.1) ligt minstens een
punt g van e

De afstand af is kleiner dan de diameter p van Ci_p, welke
laatste tot nul nadert voor n voldoend groot.

3° & is overal discontinu. Ieder tweetal punten a en f van &
kan men aldus insluiten:

Er bestaat een index n zoodanig dat de diameter van iedere
kromme Ci_, kleiner is dan de halve afstand af. a en f kunnen
dan niet in een zelfde binnengebied van een van de krommen
Ci_, liggen, m. a. w. ligt a in het binnengebied van C'—y dan ligt
g in het binnengebied van bijv. C”—s. Hieruit volgt dat iedere
polygoon, die a met f verbindt en waarvan de hoekpunten tot de
verzameling & behooren, een zijde heeft waarvan de lengte ten-
minste gelijk is aan de kortste afstand van twee krommen van C_y.

Aangezien a en f een willekeurig gekozen tweetal punten is,
moet & overal discontinu zijn.

Ieder punt van ¢ is limietpunt van de antecedenten van ieder
punt van het vlak, met uitzondering van de antecedenten van het
punt oneindig. De consequenten van een omgeving van ieder
punt < & overdekken op den duur het geheele vlak behalve het
punt oneindig. Hieruit volgt e= E".

(Zie de opmerking in § 11).

We hebben hier een voorbeeld van het tweede geval van § 10,
waarbij het punt oneindig het eenige uitzonderingspunt is.

2¢ Voorbeeld — o (z) = z* (zie ook §1).

De wortels van gn (z) —z =0 waarvoor |@n(z)|>1 is
(mn=1, 2, ....) liggen overal dicht op den cirkel |z | = 1.

Hierunit volgt dat de verzameling E’=cirkel |z | = 1.
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O en het punt oneindig zijn hier de beide uitzonderingspunten
bedoeld in het eerste geval van § 10; de antecedenten van alle
overige punten hebben tot limietpunten ieder punt van den cir-
Rellizi{=21¢

3e Voorbeeld (ontleend aan Lattes) — Zij z = p (u) (p-functie
van Weierstrass)

en z, = p (2u), waarbij g,=4, g;=0 gesteld wordt.

Nu is aangezien:

p(@0) + 2 (1) = 1%
p”(u) =6 {pu)j*—1g.
en (p’ (u)}*=4{p (W)}*—gp ) —g

e (zhEtl)s
a=i @1y

2
]

Met een punt in het u-vlak, waarvoor 2°u=u (op de periode
na), correspondeert een wortel x van gq (z) —z = 0, waarvoor
geldt @'y (x) = 2n,

x behoort dan tot de verzameling E.

Aangezien g, = 4, gy = 0 is het periodenparallelogram van de
p-functie een vierkant.

Zij 2w de reéele periode.

De voorwaarde 2su=u (op de periode na) geeft als

u=v -4 iw:

(20 — 1) v = 2kao

(20 — 1) w = 2k'w. Ik kies u in het eerste periodenvierkant.

Stel v=2wlk 052 <1,

w=2ou, 0=i<Il.

Alle punten u, waarbij de correspondeerende waarden 4 en pu
in het tweetallig stelsel geschreven een periodieke ontwikkeling
hebben met een periode van n cijfers 0 of 1 en waarbij de perio-
dieke ontwikkeling onmiddellijk na de komma begint, voldoen
aan 2nu=u op de periode na.

Deze punten liggen overal dicht in het periodenvierkant. De
correspondeerende wortels x (x { E) liggen dus overal dicht in
het geheele complexe z-vlak. M.a.w. E’= complexe vlak.
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Opmerking — Bij dit voorbeeld kunnen we ook als volgt rede-
neeren:

z=p(u), z=p(2) en p(2u) =p {p (w)}.

Zij uo, een van de waarden die met z, correspondeert. Met een
omgeving G van z, correspondeert een omgeving G’ van uo; voor
n voldoend groot bevat 20G’ (G', vermenigvuldigd met 22, vanuit
O) een periodenparallelogram, m. a. w. beschrijft z G dan door-
loopt g@a (z) = p (29z) het geheele vlak.

Zo is dus een punt van E’ en aangezien z, willekeurig is, is E' =
complexe vlak.

§ 13 — NADERE BESCHOUWING VAN DE GEBIEDEN, WAARIN GEEN
PUNTEN VAN E' GELEGEN ZIJN

Bewering — Teder regelmatig limietpunt en ieder punt deel
uitmakende van een cyclische limietgroep is middelpunt van een
cirkel waarbinnen E’ leeg is.

Bewijs — Zij x een regelmatig limietpunt, dan bestaat er een
cirkel C waarbinnen en op den rand waarvan voor iedere z geldt
|zg—x | < |z—x |, m.a. w. beschrijft z Cdan doorloopt 2,
een kromme C; die geheel binnen C gelegen is. Itercert men dus
het gebied D met grens C en x bevattend eenmaal, dan verkrijgt
men een gebied D;, dat met grens (C,) geheel binnen D gelegen is.

Zoo ligt Dy consequent van de ne orde van D geheel (incl. grens)
binnen Dy—; en bevat Dpy1.

Mocht D, meerbladig zijn dan ligt ieder blad van D, met grens
geheel binnen een blad van Dy,

De argumentsverandering van z —z; (n =1, 2, 3, ....) is dus
steeds 2z als z C doorloopt.

De vergelijkingen z—gqa (z) =0 (n=1, 2, 3, ....) hebben
in C dus slechts den wortel x.

In C bevinden zich dientengevolge geen punten van E m. a. w.
E’ is in C leeg.

Maakt x deel uit van een cyclische limietgroep, dan is x en
ieder ander punt van de groep middelpunt van een cirkel C; waar-
binnen en op den rand waarvan |zp—x;| < |2z—xi |, waar-
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bij p de orde van de groep en xi ieder element van de groep voor-
stelt.

Vervolgens kiezen we C; zoo klein dat ze onderling geen punten
gemeen hebben.

Doorloopt z C (de cirkel met x tot middelpunt) dan beschrijven
Zy, Zy, + ..., Zp—1 krommen, die geheel buiten het cirkelgebied C
gelegen zijn respectievelijk in de omgevingen van x;, X,, . . . . Xp—1.

De argumentsverandering van z— ga (z) als z C doorloopt is
nul als n geen veelvoud van p is.

Is daarentegen n een veelvoud van p dan is deze arguments-
verandering gelijk aan 2z,

De vergelijkingen ¢ (z)—2z=0 (n=1, 2, ....) hebben dus
geen wortel in C tenzij n een veelvoud van p is.

In het laatste geval is x de eenige wortel, waaruit volgt dat
E" in C leeg is.

Bewering — Beschrijft z een gebied D, waarin geen punten van
E’ gelegen zijn, dan veranderen de limietpunten van de conse-
quenten van z analytisch met z.

Bewijs — Bevat D geen punten van E’ dan zijn in iedere Dy,
geitereerde van D van de ne orde, geen punten van E’ gelegen
m. a, w. geen der functies van de rij ¢, (2), 95 (2), @5 (2) . . . . neemt
in D de waarden y aan waarbij y ieder punt van E’ is. Hieruit
volgt dat de rij ¢, (2), @, (2), .... in D normaal is.

Zij oo, (z), on, (2), .... een oneindige suite gelicht uit de rij
91 (2), @4 (2), .. .. en overal in D gelijkmatig convergeerende tot
de meromorfe functie f(z), respectievelijk een constante.

De consequenten zy,, Zn,, .... van z hebben dan een limiet-
punt A, waarbij 4 = f (z).

Beschrijft z D dan is het mogelijk dat A constant blijft (eindig
of oneindig), maar is dit niet het geval, dan verandert 4 analy-
tisch met z, d. w.z. 4 (z) is een meromorfe functie van z in D.

Convergeert de rij @, (2), @0, (z) . ... in D gelijkmatig tot de
Mmeromorfe functie f(z) dan convergeert de rij

Po,+1 (2), ong41(2), ...
gelijkmatig tot de in D meromorfe functie ¢ {f (2)}.

Algemeen: de 1ij @n,+i(2), ¢n,+i(2), .... convergeert in D

gelijkmatig tot de meromorfe functie g¢; {f (2)}.
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De gedragswijze van de 1ij @a (z) is dus door de convergentie-
wijze van een oneindige deelrij volkomen bepaald.

Hieruit volgt in verband met het voorgaande dat de limietpun-
ten van de consequenten van z { D analytisch afhankelijk zijn
van z.

Aan een punt P, niet tot E’ behoorende, kan men toevoegen de
verzameling bestaande uit alle punten die daar niet toe behooren
en die met P verbonden kunnen worden door enkelvoudige krom-
men, waarbij alle punten van de krommen geen punten van E’ zijn.

We verkrijgen op deze wijze een gebied R waarvan de grens
uitsluitend bestaat uit punten van E’.

E’ verdeelt dus het complexe vlak in twee of meer gebieden
als E’ lineair continu is.

Is E’ perfect overal discontinu dan is R het geheele complexe
vlak behoudens de punten, die tot E’ behooren.

Bewering — Convergeert de rij ¢a (2) in een gebied D, gelegen
in een deelgebied van R, gelijkmatig tot f (z), dan convergeert
deze rij tot f (z) gelijkmatig in het geheele beschouwde gebied R.

Bewijs — We kunnen zonder aan de algemeenheid te kort te
doen onderstellen dat de polen van ¢ (z) punten van E’ zijn.

[Door een homographie kan men n.l. een willekeurig punt
Q { E’ omzetten in het punt oneindig. Alle polen van de nieuwe
functie @ (z) zijn dan punten van E’].

De functies ;i (z) zijn dus in R holomorf, terwijl de rij in R nor-
maal is.

Bij deze gegevens is f(z) in D holomorf.

Convergeerde de rij #n (z) in R niet gelijkmatig tot f(z), dan
heeft deze rij in x (x { R en buiten D gelegen) minstens twee
verschillende limieten A en B.

Er bestond dan, aangezien de rij ¢ (z) in R normaal is, een
deelrij S, uit de rij ¢n(z) gelicht, die in R gelijkmatig conver-
geerde tot de holomorfe functie f; (z), (f; (x) = A).

Evenzoo bestond er een suite S,, die in R tot de holomorfe
functie f, (z) gelijkmatig convergeerde, (f, (x) = B).

In D vallen de beide functies f; (z) en f, (z) samen met { (z),
waaruit volgt dat f; (z) met f, (z) overal In R samen moet vallen.
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Daar bovendien de functies gq (z) in R geen singulariteiten hebben,
moet f, (z) =1 (z) holomorf in R.

Convergeert i. p. v. de 1ij ¢q (z) een deelrij gn, (2), @n, (2), . ...
in een gebied D { R gelijkmatig tot f (z), dan behoeft men slechts
de redeneering van daareven te herhalen om in te zien dat deze
deelrij in het geheele gebied R gelijkmatig tot f(z) onvergeert.

Men heeft dus: De perfecte verzameling E’ begrenst de ver-
schillende convergentie gebieden van het complexe vlak bij ite-
ratie van ¢ (z); in ieder samenhangend gebied dat E’ tot grens
heeft is de wijze van convergentie van iedere oneindige suite die
men uit de rij ¢n (z) kan lichten in de omgevingen van twee wille-
keurige niet samenvallende punten van zoo'n gebied geheel de-
zelfde.

Zij x een regelmatig limietpunt, dan naderen de consequenten
van iedere punt z gelegen in of op den rand van een cirkel C met
middelpunt x en voldoend kleinen straal regelmatig tot x. In en
op C nadert dus de rij ¢n (z) gelijkmatig tot x. Het cirkelgebied
C ligt inclusief rand geheel binnen het gebied Ry dat bij x behoort.
De rij gq (z) nadert dus in Ry gelijkmatig tot x, m.a. w. de con-
Sequenten van ieder punt z { Rx naderen regelmatig tot x.

Rx wordt nu het ommiddellijke convergentie gebied van x ge-
loemd, onmiddellijk omdat Ry samenhangend is d. w. z. begrensd
wordt door een of meer krommen zonder dubbelpunt en (0f) door
punten eener perfecte overal discontinue verzameling.

Onder het fotale convergentiegebied van een regelmatig limiet-
punt x wordt verstaan de som van de gebieden waarin de conse-
quenten van ieder punt z tot een van die gebieden behoorend, uit-
Sluitend x tot limietpunt hebben.

Het totale convergentiegebied bevat dus het onmiddellijke of
Valt er mee samen.

Zonder eenige moeilijkheid is het bovenstaande uit te breiden
Voor het geval dat x een der elementen is van een cyclische limiet-
groep,

Opmerking — Weet men a priori dat E’ overal discontinu is dan

Volgt hieruit dat er slechts één regelmatig limietpunt kan bestaan.
Het regelmatige limietpunt heeft dan tot onmiddellijk = totaal
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convergentiegebied het gecheele complexe vlak behoudens de
punten van E'.

Weet men omgekeerd dat er twee verschillende regelmatige

limietpunten zijn of dat er een cyclische limietgroep bestaat, dan
moet E’ lineair continu zijn en het vlak in twee of meer verschil-
lende gebieden verdeelen.

B
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HOOFDSTUK III

ONMIDDELLIJK EN TOTAAL CONVERGENTIEGEBIED
VAN EEN REGELMATIG LIMIETPUNT.
ITERATIE IN DE OMGEVING VAN EEN PUNT x, WAAR-
VOOR GELDT @ (x) = X, |¢n (x)| = 1.
BESTUDEERING VAN DE CONVERGENTIE VAN DEEL-
RIJEN VAN DE RIJ @a(z) (n =1, 2,....) IN DE GEBIEDEN
WAAR DEZE RIJ NORMAAL IS.

§ 14 — NADERE BESCHOUWING VAN HET ONMIDDELLIJKE CONVER-

GENTIEGEBIED VAN EEN REGELMATIG LIMIETPUNT EN VAN DE ON-

MIDDELLIJKE CONVERGENTIEGEBIEDEN VAN PUNTEN DEEL UIT-

MAKENDE VAN EEN CYCLISCHE LIMIETGROEP VOOR HET GEVAL, DAT
DEZE GEBIEDEN ENKELVOUDIG SAMENHANGEND ZIJN

Bewering — Het onmiddellijke convergentiegebied van een
regelmatig limietpunt x bevat tenminste één kritiek punt van
dien tak van ¢ (z), inverse van ¢ (z), waarvoor y (X) = X.

Bewijs — Zij O regelmatig limietpunt en ¢’ (0)=0. (Was
@' (0) = 0, dan zou O kritieck punt van den bedoelden tak van
v (z) zijn).

Beschrijft z den Koenigschen cirkel C (dus een cirkel met middel-
punt O, waarbinnen de consequenten van ieder punt z regel-
matig tot O naderen) en noemen we 7—1 de antecedent van z,
die voor z = 0 nul wordt, dan doorloopt z—; een enkelvoudige
kromme C_—,, die in zijn binnengebied, dat we met (C—4) zullen
aanduiden, het cirkelgebied bevat. C en C__y hebben geen punten
gemeen. Evenzoo doorloopt z—p¢ een kromme C—_g waarbij

(C—1) { (C—2).
De gebieden (C—,) zijn enkelvoudig samenhangend en bestaan
leder voor zich uit een enkel blad, indien geen dezer gebieden een
kritiek punt van den bedoelden tak van w(z) bevat.
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Nu is als R =lim (C—), het gebied R, het onmiddellijke

n - w

convergentiegebied van O, (zie ook de opmerking eenige blz.
verder) bij de gemaakte onderstelling een enkelvoudig samen-
hangend gebied waarbij met ieder punt z { R een punt z_; { R
correspondeert en omgekeerd met ieder punt z { R correspon-
deert een consequent eveneens in R gelegen.

Beelden we nu R conform af op het binnengebied y van den
eenheidscirkel |Z | =1 van het Z-vlak.

[Dat dit mogelijk is kunnen we als volgt inzien:

Zij fy (Z) een functie die het gebied binnen |Z | =1 conform
op (C—n) afbeeldt. De gebieden (C—n) naderen als n - co
regelmatig tot R, m.a. w. derj fn (Z) n =1, 2, .. .. moet in het
binnengebied van | Z | = 1 normaal zijn; er bestaat dus een on-

eindige deelrij fp (Z) die binnen | Z | = 1 gelijkmatig tot een limiet-
functie f (Z) nadert. Deze functie f (Z) is in het cirkelgebied ana-
lytisch en beeldt dit gebied conform op R af].

Door fn(0) =0 en {5 (0) (n =1, 2, ....)recel te stellen ver-
krijgt men f(0) =0, ' (0) reéel

De oorsprongen en de positieve richtingen van de reéele assen
correspondeeren dus met elkaar.

Met ieder punt Z { y correspondeert een punt z<{ R en om-
gekeerd.

Aangezien een punt z { R slechts é¢én antecedent van de eerste
orde heeft die in R gelegen is en de consequent van de eerste
orde van z < R eveneens in R ligt, heeft men:

met een punt Z { y correspondeert één punt Z, < y door mid-
del van de substituties

f(Z) =2z, @(z)=2z, en f_1(z)) =Z,, waarbij f_1(z), in-
verse van f (z), de functie is die R conform op y afbeeldt.

Evenzoo correspondeert met een punt Z { y één punt Z—1 { 7
na toepassing van

f(Z) =z, Yo (2)'=z—1 en f; (2—1) = Z—1.

De substituties z, = @ (z) en Z—; = y,(z) in het z-vlak wor-
den dus overgevoerd in de binnen y eenduidige holomorfe sub-
stituties

Z,=w(Z), Z—1= ¥ (Z). (¥ inverse van D).
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De functies @ en ¥ voeren y in zichzelf over, bovendien is
@ (0) = 0.

Hieruit volgt Z; = Zefi, of

dZ, 1

Tl

Z =0

en dus zou | @' (0) | = 1, hetgeen onmogelijk is aangezien O regel-
matig limietpunt is.

Het onmiddellijke convergentiegebied van een regelmatig
limietpunt x bevat dus ten minste één kritiek punt van dien tak
van y (z) (inverse van ¢ (z)), waarvoor y (X) = X.

Een kritiek punt van y (z) is consequent van de eerste orde
van een punt waar ¢’ (z) = 0. In het totale convergentiegebied

van een regelmatig limietpunt ligt dus tenminste één punt waar
@' (z) = 0.

Het onmiddellijke convergentiegebied van ecen regelmatig lintiet-
punt — Het is nu met behulp van het voorgaande mogelijk het
onmiddellijke convergentiegebied van een regelmatig limietpunt
nader te bestudeeren.

We denken ons daartoe het Riemannsche oppervlak 4 van y (z)
bestaande uit k boven elkaar gelegen bladen, beantwoordende
aan de k takken van v (z), en vertakt in de Kritieke punten van
deze functie.

Voorts stellen we de straal van den Koenigschen cirkel C z66
klein dat in C geen kritieke punten gelegen zijn, terwijl we in
het regelmatig limietpunt O ¢’ (0) 5= 0 onderstellen.

De punten van 4 waarvan de projecties op C gelegen zijn lig-
gen op k boven elkaar gelegen gelijke cirkels iIC (i=1,2,... ., k).
Doorloopt z de verschillende cirkelgebieden dan beschrijft z—y k
gebieden (iC—) (i=1, 2, ...., k), ieder begrensd door de bij-
behoorende kromme iC—;. We kunnen natuurlijk evengoed zeg-
gen:

Beschrijft z het cirkelgebied (C) dan beschrijven de k ante-
cedenten van de eerste orde van z de gebieden

(1IC—y) (== 1,i2,70.v.; k).
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Een dezer gebieden bijv. (1C—i) bevat het cirkelgebied (C);
(1C—;) en de overige k — 1 gebieden liggen buiten elkaar en heb-
ben onderling geen gemeenschappelijke grenspunten.

Voor den opbouw van het onmiddellijke convergentiegebied
R van O kan ik nu deze overige k — 1 gebieden buiten beschou-
wing laten. (Zie de opmerking in deze §).

Bevat (1C_—;) geen kriticke punten van y (z) dan kunnen we
de voor (C) gedane redenecering op (!C—j) toepassen. Immers
het totaalgebied van 4, bevattende de punten van 1 waarvande
projecties in (1C—1) gelegen zijn, bestaat uit k volkomen gelijke
boven elkaar gelegen gebieden; doorloopt z ieder bedoeld ge-
bied dan beschrijft z—; k gebieden (iC—g). Het gebied ('C—g)
heeft met de overige k — 1 gebieden geen punten gemeén en be-
vat (1C—i). Hierbij zijn de gebieden (*C—i), (*C—g) verkregen
door toepassing van Z—1, dus van dien tak van y (z), die in O nul
is, op het cirkelgebied (C).

Op bovenomschreven wijze voortgaande verkrijgen we de ge-
bieden (C—g), (}C—4), enz., waarbij

(1C—2) { (*C—s) { (*C—a).

Tenslotte ontstaat een gebied (*C—s) dat tenminste één vertak-
kingspunt van 2 bevat, waarbij z de kleinste index is waarvoor
dit plaats vindt.

Zij T dit vertakkingspunt en zijn in (*C—s) geen verdere ver-
takkingspunten gelegen, dan moet T kritiek punt voor dien tak
van w (z) zijn, die in O nul is. In het tegengestelde geval n.L. zou
de tak van g (z), die in O nulis, in (*C—1) holomorf zijn (we kunnen
n.l. onderstellen dat het punt oo een punt van E’ is). M. a. w.
(*C—@+1)) zou dan evenals (*C—) een enkelvoudig samenhangend
gebied zijn, waarbij met ieder punt z { (*C—;) één antecedent
van de eerste orde Z—; { (*C—p41)) zou correspondeeren

[(*C=s) { (*C—tz41)].
Zouden dus in de gebieden (*C—p) n=1, v+ 1, .... slechts
kritieke punten van y (z) gelegen zijn, die voor den tak van y (z),
die in O nul is, niet kritiek zijn, dan zou met ieder punt z in het
onmiddellijke convergentiegebied R van O gelegen

[R = lim (*C—n)],

n-—»w
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slechts één antecedent van de eerste orde z—; { R correspon-
deeren en dus R geen kritieck punt bevatten van den bedoelden
tak van w(z).

We denken ons nu in T de bladen 1, 2, .. .., a (a s k) van 1
vertakt.

Het totaalgebied van 4, bevattende de punten van A waarvan
de projecties in (1C—:) gelegen zijn, bestaat

I° uit een enkelvoudig samenhangend gebied bestaande uit
a boven elkaar gelegen volkomen gelijke gebieden, die zich uit-
strekken respectievelijk over gedeelten van de bladen 1, 2,....,a
van 4 en vertakt zijn in T. Dit gebied dat, ik (C—s) noem, \\ordt
begrensd door een enkele kromme.

2° (als a < k) uit een of meerdere gebieden gelegen in de bla-
dena +1,a + 2, ...., k, die we voor den opbouw van R buiten
beschouwing kunnen laten.

Beschrijft z (C (C—;) dan doorloopt Z—; een enkelvoudig samen-
hangend eenbladig gebied, begrensd door een kromme 'C—(41).
Hierbij is (*C—1) { ("Ce(r41)).

We kunnen ook als volgt redeneeren:

Doorloopt z eenmaal 'C—z dan beschrijven a van de antece-
denten van z (d.z. Z—1 en de a — 1 antecedenten van de eerste
orde van z die met 2—3 op !C—¢ een cycle vormen) de kromme

1C—(s+1).

Met ieder punt z { (*C—y) correspondeeren a antecedenten van
de eerste orde, die in (*C—g+1)) gelegen zijn,

We denken ons nu dat (*C—g41) behalve T geen verdere kri-
ticke punten van w (z) bevat, waarbij we echter het geval dat
({C—(r4+1)) kriticke punten bevat waarin eenige der bladen

a-t+l,a42 ..., K
van 2 vertakt zijn niet behoeven uit te sluiten.

We verkrijgen hier op analoge wijze een gebied (C—(ryy), dat
zich a-voudig overdekt, begrensd wordt door een enkele kromme,
en waarin alle punten van de bladen 1, 2, ... ., a van 1 gelegen
zijn, waarvan de projecties binnen (*C—(r41) liggen. De punten
van A gelegen in de bladen a 41, a 42, ... ., k waarvan de
projecties in (*C—.+1) gelegen zijn kunnen weer buiten beschou-
wing blijven,
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Doorloopt z (C—(z 1) dan beschrijft Z—; een enkelvoudig samen-
hangend eenbladig gebied (C—(r+2), waarbij

(*C—@+1) { (*C—r+2)).
We maken nu de onderstelling dat de gebieden
(C—g4n) n =23, 4, ....,

die we op bovenomschreven wijze kunnen vinden uitsluitend
T als vertakkingspunt hebben (het geval dat deze gebieden kri-
tieke punten van y (z) bevatten die eenige der bladen

a+l,a+2 ...,k

van A vertakken behoeven we ook hier niet uit te sluiten).

In dat geval is R = lim (1C_,) een enkelvoudig samenhangend
n-» o

eenbladig gebied, dat O bevat.

Met ieder punt z { R correspondeeren a antecedenten van de
eerste orde eveneens in R gelegen. Ieder punt van R is met O
door een enkelvoudige kromme te verbinden; de consequenten
van leder punt van zoo'n kromme naderen regelmatig tot O.

We hebben hier een voldoende voorwaarde, waaronder R enkel-
voudig samenhangend is, afgeleid. Zooals § 17 leert is deze voor-
waarde ook noodig, met dien verstande dat het a — 1 voudige
vertakkingspunt T wel gesplitst mag zijn in meerdere vertakkings-
punten van verschillende orde echter moet deze splitsing z66 zijn
dat de totale orde van die vertakkingspunten a — 1 is en dat
door die vertakkingspunten a bladen van 1 verbonden worden.

Opmerking — Dat het gebied R op boven omschreven wijze
verkregen inderdaad het onmiddellijke convergentiegebied van
O is, kunnen we als volgt inzien:

1° ieder punt a { R voldoet aan de voorwaarde dat het met
O door een enkelvoudige kromme verbonden kan worden waarbij
de consequenten van ieder punt van de kromme regelmatig tot O
naderen; immers voor ieder punt e bestaat een index u zoodanig dat

a { (*C—y).
2° ieder punt g buiten R gelegen, waarvoor geldt lim ga (8) = 0,

n—»®
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behoort niet tot het onmiddellijke convergentiegebied van O.

Bewijzen we daartoe eerst dat ieder punt van de grens van
R tot E’ behoort.

Het is duidelijk dat de consequenten van een punt van de grens
van R niet tot O naderen.

Zij P een grenspunt van R. De functierij ¢ (z), ¢,(z), .....
is in P niet normaal, aangezien deze rij in het andere geval nor-
maal zou zijn in een cirkel y met P tot middelpunt.

Waar nu de functierij in het deelgebied van y dat tevens tot R
behoort regelmatig tot nul nadert, zou de rij in het geheele cirkel-
gebied y regelmatig tot nul moeten naderen, hetgeen onmogelijk
15, daar dit in P niet plaats vindt. De functierij is dus in P niet
normaal, dus behoort P tot E’, aangezien bij herhaalde iteratie
van het cirkelgebied y op den duur het geheele complexe vlak met
uitzondering van ten hoogste twee punten (zie § 10) overdekt
wordt,

De grens van R bestaat dus uitsluitend uit punten van E’.

Ligt g buiten R, dan is het dus onmogelijk, f# met O door een
enkclvoudigc kromme te verbinden, zonder de grens van R te
snijden,

M. a. w. de consequenten van ten minste één punt van zoo'n
€nkelvoudige kromme naderen niet tot O, f kan dus niet tot het
Onmiddellijke convergentiegebied van O behooren.

Bovendien komt nu naar voren dat het inderdaad juist is voor
den opbouw van R de gebieden bevattende de punten van 1 ge-
legen in de bladen a +1,a + 2,...., ken waarvan de projecties
b-i'nncn (C), (3C=y), .. o5 (3C=s), (3Cw+y) ..., enz., gelegen
Zn, buiten beschouwing te laten. Immers beschrijft z een dergelijk
gebied, dan doorloopt z—y een gebied dat buiten R gelegen is en
dat dus niet tot het onmiddellijke convergentiegebied van O
behoort.

Ook de gebieden bevattende de punten van 4 gelegen in de

laden 2, 3, ... a en waarvan de projecties binnen
(C), (*C=1), ..., (*Ce(z—1)
Belegen zijn hebben we buiten beschouwing gelaten. Waar echter
C—1) deze gebieden bevat, zijn ze vanzelf bij den opbouw inaan-
Merking genomen,
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Onmiddellijke convergentiegebieden van punten deel witmakende
van een cyclische limielgroep — Zijn X, X4, . ..., Xu—1 de puntén
van de groep.

Beschouwen we de iteratie van ¢, (z) dan is ieder punt x; regel-
matig limietpunt m.a.w. het onmiddellijke convergentiegebied
R; van x; bij iteratie van ¢, (z) = het onmiddellijke (onregel-
matige) convergentiegebied van x; bij iteratie van ¢ (z); ,on-
regelmatig” omdat de consequenten van een punt z { R; on-
regelmatig tot ieder punt van de groep naderen, ,onmiddellijk’’
omdat ieder punt z { R; met x; door een enkelvoudige geheel
in R; gelegen kromme verbonden kan worden zoodat de conse-
quenten van ieder punt van de kromme onregelmatig tot ieder
punt van de groep naderen. In ieder gebied R; moet minstens één
kritiek punt van dien tak van g, (z), inverse van g, (z), gelegen
Zljn waarvoor g, (Xi) = xi.

We onderstellen dat R slechts één kritiek punt van den be-
doelden tak bevat. R is dan enkelvoudig samenhangend en met
ieder punt z { R correspondeeren minstens twee antecedenten
van de pde orde eveneens in R gelegen.

Op analoge wijze als dit voor een regelmatig limietpunt van
@ (z) gedaan is kunnen we de ontstaanswijze van R op het Rie-
mannsch oppervlak van . (z) bestudeeren. Vervolgens ziet

men gemakkelijk in dat de gebieden R,, R,, ...., R.—1 ver-
kregen kunnen worden door R één-, twee-, ...., u— 1 maal te
itereeren,

Hieruit volgt dat de gebieden R; evenals R enkelvoudig samen-
hangend zijn en ieder slechts één kritick punt van den te beschou-
wen tak van wy, (z) bevat.

De verzameling van de consequenten van ieder punt z gelegen
in een van de gebieden R; ligt geheel in het totaalgebied

RULIRIER el S0 i

(de gebieden R; hebben geen gemeenschappelijke inwendige
punten); met dien verstande: ligt z in R;, dan bevat

Ri+1 z;, Rit+, z,, enz.
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§ 15 — OPMERKINGEN OMTRENT HET TOTAAL AANTAL PUNTEN X
WAARVOOR @q (X)= X, | @ (X) [= 1 (N = 1, 2, ....) — ITERATIE
IN DE OMGEVING VAN PUNTEN X WAARVOOR
ga(X) =X, |@a(x)]|=1

Bewering — Het aantal cyclische limietgroepen is eindig en
ten hoogste gelijk aan 2 (k—1).
Bewijs — De kritieke punten van v, (z), inverse van gy (z),

zijn de kritieke punten van y (z) met hun consequenten van
de eerste, tweede, ...., p—1¢ orde.

Men heeft n.L:

Is y een kritiek punt van v (z) dan heeft de vergelijking ¢ (z) =¥
twee samenvallende wortels.

Evenzoo: is y' een kritick punt van y, (2) dan heeft de verge-
lijking gp (z) = " twee samenvallende wortels.

In deze laatste vergelijking heeft men slechts dan twee gelijke
wortels als dit bij een van de vergelijkingen

Pu—1 (x) = Y"
@ (z) = x het geval is.

Hieruit volgt: ieder kritick punt van yy (z) is of kritick punt
van y.—1 (z) of consequent van de u— 1¢ orde van een kritiek
punt van wy (z). Bovendien volgt uit het bovenstaande dat de
consequent van de p— 1¢ orde van ieder kritiek punt van y (2)
kritiek punt van y (z) 1s.

Passen we nu het voorgaande toe op yu—1 (z), dan verkrijgt
men: ieder kritiek punt van yu—1 (2) is of kritiek punt van y u—e (%
of consequent van de u — 2¢ orde van een kritiek punt van y (z),
enz.

Conclusie — De kriticke punten van (z) zijn de kriticke
punten van w (z) met hun consequenten van de eerste-, tweede-,

., p— l¢ orde.

Beschouwen we nu het totale (onregelmatige) convergentiegebied
van een cyclische limietgroep, waaronder we verstaan de som van
alle gebieden bevattende alle punten waarvan de consequenten
onregelmatig (en uitsluitend) tot de punten van de groep naderen.

Dit totaalgebied bevat tenminste één kritiek punt van w (z)
immers in ieder onmiddellijk (onregelmatig) convergentiegebied
van een punt van de groep ligt minstens één kritiek punt van
Y. (z) (u stelt de orde van de groep voor).
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Ieder kritiek punt van v (z) is consequent van de eerste orde
van een punt waar ¢’ (z) = 0.

Het totaalgebied bevat dus minstens één punt waar ¢’ (z) = 0.
Hieruit volgt dat aan iedere cyclische limietgrcep minstens één
punt waar ¢’ (z) = 0 gekoppeld is. De consequenten van dat
punt convergeeren onregelmatig tot ieder punt van de groep.

Nu is het aantal punten waar ¢’ (z) = 0 2 (k — 1), alzoo is het
aantal cyclische limietgroepen ten hoogste 2 (k — 1) en dienten-
gevolge is het aantal punten x waarvoor

Pa(X)=X,|@h(x)|<I],(n=1,2,....)eindig.

Bij het verdere betoog maken we gebruik van een door Prof.
Wolff bewezen bewering, welke we hieronder in extenso weer-
geven. (zie literatuurlijstje aan het eind van dit Hfdstuk).

Bewering — Is voor |z | <1 ¢ (z) holomorf en | (z)| < 1,
en is bovendien ¢ (z) niet lineair, dan is voor ieder punt z binnen
den eenheidscirkel

of lim @n (z) = a, waarbij « een zeker punt binnen den een-

N=p o
heidscirkel is

of lim |g@qn(z) | = 1.

n-rwm

Bewijs — Bestaat er een punt ¢ waarvoor ¢ (¢) = a, dan geldt
voor leder punt z (|z| < 1) lim ¢, (2) = a. Immers voor a = 0

n-rw

volgt dit onmiddellijk uit | ¢ (z)| < |z|, terwijl de bewering
voor a=+0 na lineaire transformatie direct wordt ingezien,

Is echter overal ¢ (z) # z, dan is ook

pn(z)Fz (n=1,2, .,..).

Stel gk (a) = a. a en @ (a) zijn dan twee verschillende wortels
van gk (z) = z.

Wegens | gk (z) | < 1 en volgens het bovenstaande is dan voor
ieder punt z binnen den eenheidscirkel

lim @kq (2z) = a én lim ®kn (z) = ¢@(a).
n w n o

Waar nu de functierij ¢ (z), @,(z), .... binnen |z | = 1 nor-
maal is, is het onmogelijk dat eenzelfde deelrij twee limietfuncties
heeft, m. a. w. voor leder punt z (|z| < 1) zijn de punten

?(2), ¢:(2), ...
verschillend.
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We stellen nu dat derij a, ¢ (a), @, (@) .. .. hetpunt g, | | < 1,
tot een der verdichtingspunten heeft en bewijzen in het onder-
staande dat een binnen den eenheidscirkel gelegen verdichtings-
punt bij de onderstelling ¢ (z) %2z (]z| < 1) onmogelijk kan
optreden.

Er bestaat dan een oneindige 1ij (») zoodat de puntverzame-
ling @y («) het punt # tot eenig limietpunt heeft.

Aangezien de functies @, (z) gelijkmatig begrensd zijn, heeft
men bij gegeven £ > 0 in een cirkel y met § tot middelpunt en
straal < ¢ voor ieder puntenpaar z en z’ binnen y gelegen:

| @n (2) — @n (2) | < & voor iedere waarde van n.

Zijn @, (a) en @, (a) twee punten binnen yen zij »" > », dan is
o= (@)} —@ ()| =] @ () —@(a]| < Ze
Voorts is, daar ¢, (a) in y gelegen is:

| prms (B) — s {0 (@)] <5,
en

|70 (@) — B <

Dus is | @, —, (f) — B | < 4e.

M.a.w. B is een der verdic hlingqpuntcn van de verzameling
oB), @ (B), ...., want @u () F B (n=1, ...) en e is wille-
keurig.

Er bestaat dus een oneindig rij (u) zoodat de puntverzameling
@« (f) het punt g tot eenig limietpunt heeft,

Aangezien de rij holomorfe functies gn () in den eenheidscirkel
gelijkmatig begrensd, dus normaal is, kan men uit de rij ¢y (2)
een oneindige deelrij gp (2) lichten zoodanig dat deze deelri bin-
nen den eenheidscirkel tot een holomorfe limietfunctie gelijk-
matig convergeert.

Daar @o (f) ~ p nadert go ¢ (B)} = @fpe (A} tot @ (f) en
evenzoo nadert

po {ox ()} = ok {oe (B)} tot i (B) (k=1,2,....).
Dus is f(z) = z in de puntverzameling ¢ (f) (k=1, 2, ....),
die zich in g verdicht, dientengevolge valt f(z) overal met z sa-

men, dus voor ieder punt z binnen den eenheidscirkel geldt

pe (2) >
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Is 2" % z dan is ook ¢ (z) # @ (2) aangezien in het tegengestelde
geval gp (2) = @p (z) hetgeen onmogelijk is daar
pe (2') »2' en gp (2) > 1.
Voorts neemt ¢ (z) iedere waarde binnen den eenheidscirkel
aan. Zou n.l. overal binnen den eenheidscirkel

¢ (2) Fa (|a] <1)
dan is daar eveneens ¢, (z) * a.
Wegens de gelijkmatige convergentie van @e (z) tot z en ¢'p (2)
tot één binnen |z | = | heeft men dus als I" een cirkel 1s, die ge-
heel binnen |z | =1 gelegen is, en a tot middelpunt heeft;

P'o (z) dz dz o
‘PQ(Z) = — Z_——— = = L7l.
r

Hieruit zou echter volgen dat @p (2) = a een wortel binnen
I" bezit, hetgeen in tegenspraak is met onze onderstelling.

@ (z) en de inverse functie van ¢ (z) beelden dus het cirkelgebied
eenduidig op zichzelf af; ¢ (z) moet dus lineair zijn.

Is @ (z) niet lineair dan nadert | @n (2) | voor ieder punt z bin-
nen |z| =1 tot één.

Iteratie in de omgeving van een punt x, waarvoor

P P
@ (¥) = 2, @'n (x) = ¢l

(p en g onderling ondeelbaar, geheel, en P << gq) — We gaan nu over
tot de bestudeering van de iteratie in de omgeving van een punt x,

2%, .
Waarvoor gn (X) = X, ¢n’ (x) = €1, om daarna een opmerking
omtrent het totaal aantal dezer punten te maken als n alle moge-
lijke waarden mag aannemen.

Het is voldoende een punt x te beschouwen waarvoor
Pn (X) ==X, (P’n (X) = ],
1 i ¢, o'n (X 271 dan is
Immers 1S @q (X) = X, @'y (X) = eq é

Pnq (X), = X, ?”'nq (X) = 1.
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Voorts stellen we eenvoudigheidshalve n =1, terwijl we
O in x geplaatst denken.
Zij dus in de omgeving van O

z,=@(z) =2+ azt+..., auF 0, u=2.

Beschouwen we nu een blad van de rozet m = a® cos nf; waar-
bij de symmetrieas van dat blad een hoek a met de positieve
reéele as maakt.

We zullen nu trachten waarden voor n, e en a zoodanig te vin-
den dat als z = reild+a) dit blad beschrijft, z; binnen dit blad blijft
en slechts op den rand ervan (in O) komt voor z = 0.

De rand van dit blad (I') is gedefinicerd door:

AL oeni(f+a) — aneni(f4-a) M

—

anenia  gn
of zh— __— ——pni(204-a)
2 2

Is z’ het toegevoegd complexe punt van z, dan is

ane—nia an

AL == = e—ni(20 +a)
. L 4 7
waarb e ) el
oY 2n = 9= 2n

Dus is de vergelijking van I" [d.i. de omtrek van (I')]

- abe—nia ang-tnia
A A e A P n= (),

Zij a positief en oneindig klein en zij

i an p—nia anenia ;
d = 7,72y} — ——7—2,0 — 5— 21"

-~

dan volgt uit

Zy=2tauz* +....

dus Z,B = zB + na,zeta—1 4
€n Zl"":’?"‘f‘a',u?:" =yl e
dus zl’n =z 4+ na"‘z'n-%p—l_}- e BB
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! ! I anenia
d = znz'n 4 na',z'nte—1 |zn — 5
ane+nid , ane—nia
_ zn AL
2 2
ale—nia
-
Of
a_ne—nia
d = nzntwr—lg, (20 ——nr
2
anenia
+ nz’n+#—1a'“[zn —=5 ] oy

waarbij de niet geschreven termen machten van a hebben die
grooter zijn dan 2n +4 u— 1.

Het teeken van d is dus voor ieder punt z op I' gelijk aan het
teeken van

ane—niﬂ
— ’ [
dl=nzn+|u 1 Ap [zn._ 3 :l
nenia|
+ nz'nter—13’, {zn = c :
2108
Voor n = u—1 verkrijgt men:
allc—-nd-
é, = nz*¥a, [z’ﬂ —
9
S
abp—nia
rzn, 7 A
+ nz'%; #{A“——- 5 ]
‘ an
of 8, = nr newi(6+e) {L“‘-z—(‘,—lli(zg-’ra)

n
4+ nrhe—2ni(s+a) a’wg_ﬂ.ni(%-ﬁ-a)

e an o haLe
= nr<emdy, 5 -+ nr*n a’k—enia
Z
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Is nu a, = ge'” dus a’y = ge™™”
dan wordt
4, = nr*®pan cos(na 4 »).

Geven we a een dusdanige waarde dat

g< na +» < 3—;‘— (mod 2mx),
dan verkrijgt men:

Beschrijft z I" dan is het teeken van ¢ steeds negatief, z, ligt
dus steeds binnen I behalve voor z = 0 waar z, = 0 is. (z, ligt
steeds binnen blad (I") van de rozet en niet in een ander blad
omdat z, van z een oneindig kleine grootheid in de macht u = 2
verschilt).

Ieder punt z binnen (I°) ligt nu op den omtrek van een blad
(I'") van een rozet gedifinicerd door rm = amcosné (a, < a)
waarvan de symmetrieas met die van (I") samenvalt.

Zij a>a;>a,>....en (F), (I'), (I'"),.... de correspon-
decrende bladen van de overeenkomstige rozetten, dan bezitten
alle bladen de eigenschap dat de consequent van de eerste orde
van een punt z op den omtrek van zoo'n blad gelegen binnen
dat blad ligt, met uitzondering van z = 0 waarvoor z, = 0.

Passen we nu de door Prof. Wolff bewezen bewering toe, dan
verkrijgen we, in verband met het feit dat voor ieder punt z bin-
nen () gelegen geldt ¢ (z) 5z, dat de consequenten van ieder
punt z binnen (F) tot den rand van (F) moeten naderen, maar
dan is lim ¢, (z) = 0 aangezien de convergentie tot ieder ander

n=» mxm
randpunt uitgesloten is.

De consequenten van ieder punt z van I' (z % 0) naderen even-

€ens tot O.

: Fostendy 3
Uit de ongelijkheid = < ne + » < —;—t (mod 2a)en n = u—1

to] 8

Volgt dat de richting @ willekeurig genomen kan worden in
. . 7T .
#— 1 = n gelijke hoeken ieder groot — en regelmatig om O ge-

Plaatst,
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Met iederen aldus gedefiniecerden hoek a correspondeert een a
(voldoend klein) van een te definieeren rozet waarbinnen de con-
sequenten van z regelmatig tot O naderen (men neme steeds de
grootste a die voldoet).

Neemt a alle toegelaten waarden aan, dan zal door (I') een ge-
bied 4 ,opgeveegd”’ worden dat in de omgeving van O bestaat
uit n = u— 1 gebieden die regelmatig om O geplaatst zijn en
geen gemeenschappelijke inwendige —, noch grenspunten hebben
behoudens het punt O dat grenspunt is van leder gebied.

De raaklijnen aan 4 in O zijn de bissectrices van de hoeken, die
de door de symmetrie-as van (I') beschreven hoeken scheiden.

Het punt O is limietpunt van de consequenten van ieder punt

z < 4.

Zooals men gemakkelijk inziet is de rij ¢ (z), @, (2), . . . . in ieder
gebied 4, dat geheel binnen 4 gelegen is, normaal.

Aangezien deze rij tot nul nadert, bestaat er een oneindige rij
indices (») zoodat ey (z) in 4 gelijkmatig tot nul nadert.

Is v, (z) de tak van y (z) inverse van ¢ (z), die in O nul is, dan
heeft men in de omgeving van O

z=Yo(z) =2;—auzy¢ 4+....,

en men verkrijgt na toepassing van het voorgaande een met 4
analoog gebied 4" waarbij de symmetrie-as van de voor den op-
bouw van A4’ te definieeren bladen van rozetten de hoeken be-
schrijft waarvan de raaklijnen aan 4 in O de bissectrices zijn.

Het gebied 4" komt eveneens in O met n = u— 1 toppen te-
samen terwijl de raaklijnen aan 4’ in O de bissectrices zijn van
de door de symmetrie-as van (I') (voor de verkrijging van 4) be-
schreven hoeken.

De gebieden 4 en 4" hebben in de omgeving van O 2n gemeen-
schappelijke gebieden.

De antecedenten, beantwoordende aan de tak v, (z) van v (z)
van ieder punt z { 4° naderen tot O. De bedoelde takken van de
functies » (z) (n=1, 2, ....) zijn in ieder gebied &’ (&' { 4')
normaal.

Er bestaat voorts een oneindige rij indices (»') zoodat wy (2)
(uitsluitend betrekking hebbende op de takken, die in O nul zijn)
in 4" gelijkmatig tot nul convergeert.
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Bij de opmerking omtrent het totaal aantal dezer punten

P
X (@a(xX) = X, @la(x) =ex )

zullen we voorts gebruik maken van de volgende

Bewering — De takken van de functies vy (2) (yn (z) inverse
van gq (z)) n = 1, 2, . ... zijn normaal in ieder deel van het vlak
dat geen kriticke punten van die takken bevat.

Bewijs — Zij D een gebied waarin de takken van de functies
va(z) (n=1, 2, ....) eenwaardig zijn.

In het complexe vlak bestaat tenminste één punt a waarvoor
@ (a) = a en dat geen uitzonderingspunt is in den zin van § 10
zoodat a ten minste een antecedent van de eerste orde a—y en een
antecedent van de tweede orde a—s heeft die noch met a noch
onderling samenvallen. (Zooals van zelf spreckt wordt ¢ (z) niet
lineair ondersteld).

Men heeft voor n 2= 2 ¢a (a—i) = a, waarbij «—; een der pun-
ten a—p, a—y of a is.

Ligt a niet in D dan nemen de takken van w, (z) (n = 2) de
waarden a—; in D niet aan, immers gold voor

ﬁ (ﬂ '{ D) Yk (ﬂ) = q_j,

dan zou (k ==2) @k (a—i) = f = a, hetgeen onmogelijk is.

De takken van de functies yy (z) zijn dan in D normaal.

Is a { D, dan bestaat er of een dubbelpunt, niet uitzonderings-
punt, a’ (a' = @ (a’), @’ Fa) of een cycle van de tweede orde
(7, y1) (y en y, geen uitzonderingspunten) en een antecedent y—1
van y die noch met y noch met ¢, samenvalt.

Ligt in het eerste geval a’ niet in D, dan redeneert men als bo-
ven, terwijl ook in het tweede geval dezelfde bewijsvoering opgaat
als de cycle (y, y,) niet in D gelegen is, met dit verschil dat dan
?Ok voor n = | de waarden y, ¥, en y—y door de functies vy (2)
In D niet aangenomen worden. Bevat D alle dubbelpunten en alle
Cycles van de tweede orde, dan liggen in D of minstens twee dubbel-
punten (niet uitzonderingspunten) of een dubbelpunt en een
Cycle van de tweede orde waarbij het dubbelpunt en de elementen
Van de cycle geen uitzonderingspunten zijn.

We bedekken nu D door een eindig aantal gebieden en wel zoo-
danig dat jeder deelgebied slechts één van de bovengenoemde
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punten bevat, terwijl het met minstens één van de andere deelge-
bieden een gemeenschappelijk gebied heeft.

In ieder deelgebied zijn de takken van de functies yn ()
dus normaal. Hieruit volgt (door analytische voortzetting) dat
de functieri] Y, (z) in D normaal is.

Bewering — lTeder punt x, waarvoor geldt

Pa () = X, gu’ (x) = ex ™,
behoort tot E’ en is limietpunt van consequenten of consequent
van ten minste een kritiek punt van dien tak van y, (z) waar-
voor y, (X) = x, moet dus, hetzij limietpunt van consequenten,
hetzij consequent zijn van ten minste een punt waar ¢’ (z) = 0.
Bewijs — Zooals men gemakkelijk inziet is het voldoende de
gestelde bewering te bewijzen voor een punt O waarvoor

9 (0) =0, ¢’ (0) = I.

Behoorde O niet tot E” dan zou de rij ¢, (z) in een omgeving
£ van O normaal zijn.

Zij convergeert in deelgebieden van 2 tot nul, dus zou de rij in
het geheele gebied 2 gelijkmatig tot nul convergeeren.

Men kreeg dus in O lim ¢, (0) = 0

N—=po0
en ook
lim ¢, (0) = 0, in strijd met ¢," (0) =1 (n=1, 2, ....). Dus
=%
O { E’,

Vervolgens heeft men:

Was O geen limietpunt van consequenten of geen consequent
van een kritiek punt van y (z), dan was de rij yq (z) in 2 normaal,
dus zou lim ;" (0) = 0 zijn (zelfde reden als boven waarom

n—».0

lim @' (0) = 0 zou zijn), terwijl v, (0) =1 (n=1, 2, ....).

n-»®

Iteratie in de omgeving van een punt x, waarvoor @ (x) = %,
@n’ (x) = e, 0 ond. onmeetbaar met 2n — Bij het verdere betoog om-
trent de iteratie in de omgeving van een punt x

(o (x) = X, @a’ (x) = €19)
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zullen we gebruik maken van eenige beweringen, welke we hier-
onder met bewijs laten volgen.

Bewering — Is P een gesloten verzameling en is geen enkel
punt van P limietpunt van consequenten van een nief tot de ver-
zameling E’ behoorend punt, dan naderen de antecedenten van
de orde n (n == 1, 2, ....) van een punt van P regelmatig tot E’.

Bewijs — In het tegenovergestelde geval bestond er een onein-
dige rij geheele getallen

bl R b s P
en een oneindige deelverzameling

1% of oo unf e

van P zoodanig dat de afstand van de punten
IZ, ZZ, T} nz, vie » e (wln {HZ’ - nE)

tot E’ grooter dan r (r > 0) was,

Onderstellen we dat het punt oneindig een punt van E’ is, dan
zijn de punten pz in het eindige gelegen, hebben dus ten minste
één limietpunt oz buiten E.

Er bestaat dan een oneindige deelrij

1Z, 2Z, ..., %, .... van (nz), die regelmatig tot oz conver-
geert.

Vervolgens is de rij @) () normaal in een cirkel C met middel-
punt ¢z en straal r. Er is dus een oneindige deelrij ¢, (2), die in C
gelijkmatig convergeert tot de holomorfe functie @ (z).

Zij 0 (oz) = of, dan naderen de punten ¢ = P1. (n'z) regel-
matig tot of, waarbij of { P. & behoort dus niet tot E’.

Nu is

of = lim g, (0z), d. w. z.
n -»oo
of is limietpunt van de consequenten van het punt oz, dat niet
tot E’ behoort, hetgeen in strijd is met onze onderstelling.

Bewering — Verdeelt de verzameling van de limietpunten van
de consequenten van de kriticke punten van w (z) het complexe
Vlak niet in twee of meerdere gebieden dan kunnen de limiet-
functies, waartoe oneindige deelrijen van ¢ (z), @, (2), .. .., (in
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gebieden, waarin deze rij normaal is) gelijkmatig convergeeren,
slechts constanten zijn.

Bewijs — We geven het bewijs in drie gedeelten en wel als volgt:

sub @ bestudeeren we de convergentie van deelrijen van de
Tjj @u(z) tot niet constante limietfuncties;

sub 4 maken we een opmerking omtrent de convergentie van de
takken van de functies Ya (z), als de rij @n (z) niet constante li-
mietfuncties heeft;

sub ¢ geven we het eigenlijke bewijs,

a — Z1j in een gebied D de M @a(z) (n=1, 2, ... .) normaal
en convergeert de rij gay (z), @ay(z), .... in D tot de niet con-
stante functie f (z).

Zij voorts het punt oneindig een punt van E’, dan ligt het ge-
bied D in het eindige en dan is de functie f(z) in D holomorf.

Iszo { D en f(zy) = £, dan nemen alle functies ga, (z) vanaf
zekeren rang in de buurt van zy de waarde £ aan. (Zie het in §9
gegeven bewijs voor de tweede bewering).

Men heeft dus: Beschrijft z het gebied D dan doorloopt y = f (z)
een in het eindige gelegen gebied D’ dat geen punten van E’ als
inwendige punten bevat,

In D’ zijn dus de functies $n(z) (n=1,2, .., normaal, in
het bijzonder is dientengevolge de oneindige deelrij Pay 11— a, (¥)
normaal, zoodat men uit deze laatste deelrij een deelrij kan lich-
ten die tot de in D’ holomorfe functie g (y) gelijkmatig convergeert,

Stel @an41— an () = gan (y), dan heeft men
lim gz, (y) = g (y),

N=>5
waarbij de rij indexrij g, een deelrij van de rij ay is.
Z1) voorts @g, (z) = zp,, dan is
8a (2a) = Zgn 4y
Vanaf zekeren rang ligt Zg, in D’ en voor n > n’ (n" voldoend
groot) is

| 86a (26a) — & (28,) | < e.
Bovendien is
g (zg.) — g (V)| <éevoorn >n"
(n® voldoend groot)
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dus | 86a (28,) — g (V) | < 2¢ voor n > n’
en n>n"

Hieruit volgt g (y) = y.

We verkrijgen dientengevolge:

Heeft de functierij @, (z) in D, begrensd door de verzameling E’,
(in ieder deelgebied van een gebied begrensd door E’ is de con-
vergentiewljze van de 1ij ¢ (z), @, (2), . . . . dezelfde, dus we mogen
onderstellen dat D door E’ begrensd wordt) tenminste één niet
constante limietfunctie, dan bestaat er een gebied D’ (eveneens

begrensd door E’) dat consequentgebied van D is en waarbinnen
de functierij @ (z) (n =1, 2, ....) een limietfunctie heeft die
gelijk aan z is.

Maar dan liggen niet alle consequentgebieden Dy (n = 1,2, . .. )
van D buiten elkaar, aangezien er cen oneindige rij consequent-
gebieden Dy van D’ (dus van D) bestaat, die tot D’ nadert.

Men kan dientengevolge een index h vinden (we kiezen de
kleinste, die voldoet) zoodanig dat Dy’=1D’, m.a. w. @n (2)
voert D’ in zichzelf over.

Z1] @n (z) = T (z) en is ¢ (z) de inverse functie van T (z), dan
heeft ieder punt z { D’ slechts één antecedent van de eerste orde
t (z) die in D’ gelegen is.

Convergeeren de functies T, (z) in D’ n.l. gelijkmatig tot z
dan is het mogelijk de indices 1, z66 te kiezen dat de functies
Tao—1 (z), die in D’ normaal zijn, gelijkmatig tot een functie
h(z) convergeeren.

Bezat het punt z { D’ in D’ twee verschillende antecedenten
van de eerste orde z—; en z'—;, dan was

Tha (2—1) = Tau—1 [T (z—1)] = T1os (2).
en Ty (2'—1) = Tyo—1 (2).
Hieruit zou volgen na limietovergang (n - o)
z—y = h(z) en z'—; = h (z)

hetgeen onmogelijk is aangezien h (z) in D’ eenwaardig is.
b — Zooals men onmiddellijk inziet heeft de rij takken van

Y (2) (n =1, 2.----)
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in D’ niet constante limietfuncties, immers ieder punt &< D’
is een van de limietpunten van zijn eigen antecedenten.

Inderdaad: er bestaat een rij functies Pag(Z)n==il5s2 =8},
die in D’ gelijkmatig nadert tot de limietfunctie z (die dus in &
de waarde & aanneemt). De functies ga, (z) nemen dientengevolge
allen in een cirkel met middelpunt & en straal willekeurig klein
de waarde & aan, mits &, voldoend groot is. M. a. w. & is een van
de limietpunten van zijn eigen antecedenten.

Een deelrij van de rij takken van vy, (z) heeft dus in D’ de limiet-
functie z.

¢ — Beschouwen we nu een punt & dat in een niet met I’ sa-
menvallend antecedentgebied van D’ gelegen is. We verbinden
voorts & (een punt van D’) met & door een polygoon zoodanig
dat geen enkel punt van deze polygoon kritick punt, consequent
van een kritick punt of limietpunt van consequenten van kri-
tiecke punten van y (z) is. (Dit is altijd mogelijk zoolang de ver-
zameling van de limietpunten van consequenten en van de con-
sequenten het complexe vlak niet in twee of meerdere gebieden
verdeelt).

De polygoon &' ligt dus in een gebied waarin de takken van de
functies y, (z) normaal zijn.

Zooals we gezien hebben naderen in een omgeving van & zekere
oneindige deelrijen van de takken van wy, (z) tot niet constante
limietfuncties.

In de omgeving van ¢ is dit niet het geval, immers aangezien
¢' geen limietpunt kan zijn van consequenten van niet tot E’
behoorende punten, naderen de antecedenten van & regelmatig
tot E’ (zie voorlaatste bewering); dus tot een verzameling
zonder inwendige punten.

De limictfuncties van de takken van wy (z) kunnen in de buurt
van ¢ dus slechts constanten zijn (de punten van E’).

De functies @ (z) kunnen dus in de gebieden waar deze rij
normaal is slechts dan niet constante limietfuncties hebben als
de verzameling van de limietpunten van consequenten en van
de consequenten van kriticke punten van y (z) het complexe
vlak in twee of meerdere gebieden verdeelt.

Bewering — Behoort het punt x (Pa (X) = X, @n’ (X) = eif, 0
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ond. onmeetbaar met 2z) niet tot de verzameling E’, is dus de functie-
rij @ (z), @5 (2), .... in een voldoend kleine omgeving 2 van x
normaal, dan kunnen de limietfuncties, waartoe oneindige deel-
rijen van de rij en(z) (n=1, 2, ....) in 2 gelijkmatig conver-
geeren, geen constanten zijn.

Bewijs — Het is voldoende de gestelde bewering te bewijzen
voor het punt O, waarvoor geldt ¢ (0) = 0, ¢’ (0) = €i? 6 ond. on-
meetbaar met 2z,

In een geheel in £ gelegen cirkel met O tot middelpunt is

¢(z) =129 +....,

dus @n (2) = zeni® 4 |
Hierbij is @n(0) =0, | (0)| =1 n=1, 2, :
De functies ¢ (z), ¢, (2), . ... zijn in R holomorf; zou een on-

eindige deelr1] @ (z) in £ gelijkmatig tot een constante naderen,
dan moet wegens het bovenstaande deze constante nul zijn.

Maar dan zou lim ¢’y (z) = 0, hetgeen onvereenigbaar is met
n'-»w

g’ (0)|=1(n=1,2,....).

We zijn nu in staat het volgende te bewijzen:

Bewering — Verdeelt de verzameling van consequenten en van
limietpunten van consequenten van de kritieke punten van (z)
het complexe vlak nief in twee of meerdere gebieden, dan behoort
leder punt x waarvoor @u (x) = X, ¢@'n(x) = ¢ié (6 ond. onmeet-
baar met 2x) tot E’ en is consequent of limietpunt van conse-
quenten van ten minste één kritiek punt van dien tak van y, (2),
waarvoor wy, (x) = x, moet dus hetzij consequent hetzij limiet-
punt van consequenten zijn van ten minste één punt z waarvoor

@' (z) = 0.

Bewijs — 1° Zij @ (0) = 0, ¢ (0) == ei% 6 ond. onmeetbaar met
2z, dan behoort O tot de verzameling E’, hetgeen onmiddellijk
volgt uit de laatste en de voorlaatste bewezen bewering.

2° Zij O noch consequent noch limietpunt van consequenten
van een punt z waar ¢’ (z) = 0, dan zijn in een voldoend kleinen
cirkel (C) met middelpunt O de functies y, (z) n=1, 2, ....)
normaal.

Beschouwen we nu den tak van w (z), den tak van w, (z), enz.
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waarvoor y (0) =0, y, (0) = 0, . . . . enz. (aangezien in O ¢’ (0) %0,
heeft iedere functie y;, (z) een tak waarvoor wy, (0) = 0).

Deze takken zijn in (C) holomorf en normaal en kunnen in (C)
slechts niet constante limietfuncties hebben. (Het bewijs dat we
voor de 1ij ¢ (z), @, (z), . ... gegeven hebben is ook hier van toe-
passing).

Voorts kan op dezelfde wijze, als dit voor de functies

@a(z) (n=1,2, ....)

gedaan is, het volgende bewezen worden:

Zij D een gebied waarbinnen de functies y, (z) normaal zijn,
dan is het onmogelijk dat oneindige deelrijen van takken van
Yo (z) (n=1,2,....) tot niet constante functies gelyjkmatig con-
vergeeren, tenzij de verzameling van consequenten en van limiet-
punten van consequenten van de kriticke punten van y (z) het
complexe vlak in twee of meerdere gebieden verdeelt. Men heeft
n.l:

Zij het punt oneindig een kritiek punt van Y (z) (door een ho-
mografische substitutie is dat altijd te bereiken) dan zijn in_D

de takken van y, (z) (n=1, 2, ....) holomorf,
Zij voorts 1 een punt waarvoor (1) =2, @ (1) £ 0, dan
beschouwen we slechts dien tak van y, (z)(n=1, 2, ....) waar-

voor yn(d) =4 (n=1, 2, ....).

Deze rij takken is in D normaal en we verkrijgen ook hier op
dezelfde wijze als daareven een gebied I’ dat evenals D in het
eindige gelegen moet zijn en waarbinnen geen kriticke punten
noch consequenten van kriticke punten gelegen zijn,

Immers was & { D’ een kritiek punt van bijv. v (z), dan zou
in D in strijd met onze onderstelling een punt z moeten liggen
dat consequent van £, dus consequent van een kritiek punt was,

In D’ zijn de takken vany, (z) (n =1, 2, . .. .) dus eveneens
normaal.

Hieruit volgt naar analogic van het bewijs voor de functies
®n (z) dat er ook in dit geval een index h moet bestaan (de klein-
ste, die voldoet), zoodat de bedoelde tak van Yn(z) het gebied
D’ in zichzelf overvoert. Maar dan zou de functie @n (z) het ge-
bied D’ eveneens invariant laten en dus zou de ri]

Pon(z) (n=1, 2, ...,.)
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in D’ niet constante limietfuncties moeten hebben, hetgeen bjj
de gemaakte onderstelling onmogelijk is.

De limietfuncties van ¢, (z) (n=1, 2, ....) moeten dienten-
gevolge bij de gemaakte onderstelling in de gebieden waar deze
rij normaal is, constanten zijn.

Passen we het bovenstaande toe op ons geval, dan volgt hier-
uit dat O hetzij consequent, hetzij limietpunt van consequenten
is van tenminste één kritieck punt van den tak van ¥ (z), die in
O nul is.

Conclusie — Verdeelt de verzameling van consequenten of van
limietpunten van consequenten van kritiecke punten van y (z)
het complexe vlak niet in twee of meerdere gebieden, dan is ieder
punt X, waarvoor ¢ (x)=x, |g /' (X)|=1 (n=1, 2, ....)
limietpunt van consequenten of consequent van een punt waar-
voor ¢’ (z) = 0.

Aangezien x tot de cycle x, x,, ...., Xa—1 behoort, kan het
aantal cycles @, (Xi) = xi, | @a’ (xi) | =1 hoogstens 2 (k—1)
zijn.

Inderdaad: Naderen de consequenten van a (¢ (a) = 0) tot
de punten x;i (@a (xi) = xi, | @’ (xi) | = 1) dan kunnen deze con-
sequenten geen enkel ander punt y (v 7 xj) tot limietpunt heb-
ben,

Men heeft n.l.: lim g, = (xj) (i=0, 1, ...., n—1).

N=»m

Er bestaat dus een oneindige deelverzameling

Clp, apvi.q, ﬂp{ Q4T oo

die uitsluitend tot x, = x convergeert.
@p41, Apiq+l, Bptqibrdls ... nadert dus uitsluitend tot

X, (x; = ¢ (x)),

---------

en de verzameling
ap+:|, ﬂp.{-q_}.n, ﬂp.{.-q,i-r-}-n, e w e nﬂdcrt llitSluitCnd t()t X,

De verzameling (a,) heeft dus slechts de limietpunten

X, .‘Cl, R xn—l~
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Aangezien het aantal punten a (¢ (a) = 0) 2(k—1) is, is
het aantal cycles py(x;) = Xi, | g2’ (xi) | = 1 hoogstens 2 (k—1).

Ieder punt X waarvoor ga (X) = X, ¢'n (x) = e’ (6 o. onmeet-
baar met 27) behoort dus of tot E’ en is dan limietpunt van con-
sequenten of consequent van een kritiek punt van w (z), of be-
hoort niet tot E’. In het laatste geval zijn de takken van de functies
Yy (z) in de buurt van x normaal, terwijl de verzameling van de
consequenten en limietpunten van consequenten van de kritieke
punten van w (z) het complexe vlak dan in twee of meerdere

gebieden moet verdeelen.

We zullen nu het bewijs geven dat ook in het algemeene geval
het aantal punten x, waarvoor ¢a (X) =X, | ¢a(X) | = 1, steeds
eindig is.

Bewijzen we daartoe eerst de volgende.

Bewering — Zij gegeven n functies (g (t) (i="1,72,.2.,7n);
holomorf in een omgeving 2 van to en liggen de punten

H)® (to) (=1, e 1)
op een gesloten enkelvoudige kromme I', dan bestaat er cen punt
to + At { 2 (4t oneindig klein) zoodanig dat ten minste de
helft van het aantal punten (¢ (to - 4 t) binnen (I) gelegen is.

(Onder het binnengebied van I° moet verstaan worden het
enkelvoudige gebied, dat door I" begrensd wordt en dat het punt
oneindig niet bevat).

Bewijs — We onderstellen geen der n functies constant. Men
heeft nu in een kleinen cirkel met to tot middelpunt en geheel
binnen £ gelegen:

¥ (t) — e (to) = ky (t—to)"s + ...
@ (t) — @ (to) = ky (t — to)Ps ...
@ (t) — m)@ (to) = kn (t— to)Pe + .. ..

ki # 0. De straal van den cirkel kiezen we 266 klein dat de
nidt geschreven termen van de tweede leden van de vvrgt‘lijki"gcn
t. 0. v. de wel geschreven termen verwaarloosd mogen worden:

We kunnen nu p; als volgt schrijven:

pi = 28iA;, waarbij A{ oneven en n; =0 is.



95

. ’ ijbehoorende
Vereenigen we verder de functies, waarvan de bij
machten n; van 2 gelijk zijn, i’:ltcer:i ggzgém correspondeert met
T n
Een van de op deze wijze ontsta 250 acht q.
et van 2 o Optr(?;ilt, f}liigcei?Q ?;ein) qwillekeurig,
Vervolgens kiezen we 4t j tangentiaal
dod?r;c?ocgl?rllig dat geen van de punten (i)‘?’l’\(Ig j‘,irt(ze vaf i gaat
: - y I eénke B T
met I" gelegen is, m. a. w. voor gee hetgeen altijd
de raakﬁjn en T in ()9 (to) door e (;" 4; ‘Ltt)’ oneiidig Klein
Mogelijk is aangezien n eindig is. En a‘Zt, of binnen of bui-
ondersteld is, liggen de punten (g (to +
te illekeurig
I{Véfc)lt nu aan de gestelde voorwaarde door het wille

srmenigvuldig ik
gekozen punt t, 4+ At mniet voldaan, dan vermenig
4t met evi waarbij

do —),
p=m(a,+ 5+ + 3

terwijl de a’s nul of een zijn. 1k verkrijg dus het punt
ot o4 rrespon-
Beschouwen we nu de functies (/g (t) waarvan de co
deerende macht van 2 q is.
oor deze functies wordt het argument van
()9 (to + 4 t) — (1) (to)

: ar ge-
1 27) al naar g
rd met 2979 dus met nul of & (mod 2x)
Mg ag nul of een 1S,

€ kiezen nu a

Vermecrdu

L0 S S ’ # 5 )llIltL‘Il
50 mste let van (l'ﬁ. I

(9 (to + 4 t. e¥)
binney, (1) lig

gen, ‘ waarvan de
Beschouwcn We vervolgens de functies e (), Ike functies
e indien ¢ un
COIT“-'SI)UIldccrcmic macht van 2 q-— 1 is, indien zu
VOOrkomcn.

Tet drgument van

(i@ (t 4 4t)— i (to)
Vel’rneerdcrl nu met

(lq.‘\;' 1 4 0(] 2:1 !
2(]"—1:\1!: f— "l[l___l n -.{- ——_-,-—-v— (II] )

-
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Geeft men aan aq—; eerst de waarde nul daarna de waardeeen, dan
worden de punten, die voor de waarde nul binnen (I°) liggen bui-
ten (I') gebracht en omgekeerd.

We kiezen aq—; z66 dat minstens de helft van de punten

i (to + At . e?i)

binnen (7°) liggen.

Door de waarden aq, ag—1, ...., enz. op geschikte wijze te
kiezen, kan men er dus voor zorgen dat minstens de helft van de
punten (e (t + 4 t.e?) binnen (I') liggen.

(Mochten enkele punten (g (to 4 4t.egi) tangentiaal met I’
komen te liggen, dan kan men door het argument van 4 t oneindig
weinig te veranderen er zorg voor dragen dat dit niet meer kan
voorkomen).

Geven we nu het eigenlijke bewijs voor de bewering dat het

aantal punten x, waarvoor g, (X) = X, |ed (X)/sS1 (n=1,
2, ....) steeds eindig 1is.
Bewijs — Zij x een punt waarvoor gy (x) =X, ¢a’ (x) = ei’

(6 ond. meetb. of onmeetb. met 2z, doch # 0).

We onderstellen dat alle punten x, waarvoor het bovenstaande
geldt, in het eindige gelegen zijn.

(Door een homografie, die een punt van E in het punt oneindig
transformeert, kan men dat steeds bereiken).

Zij t een willekeurige complexe veranderlijke, zoodanig dat

P (Z, to) = (A)

en ¢ (z, t) een rationale functie van z en t is en t. 0. v, z van
den graad k.

De wortel van de vergelijking @ (z, t) = ¢a (z,t) — 2z = 0, die
de waarde x aanneemt voor t = tg, i1s holomorf in de buurt van
t, omdat

o :
(%;)t - = 8 (to) — 1 F£ 0. [s (to) = e’].

Met dezen wortel x (t) correspondeert een cyclische groep van
de orde n

X (8), Xp () = @ [x (t), t} ... Xoa (8) = ga—t fx (1), t]
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waarbij 0 @n(z,t) | =s(t) in de buurt van t, een holomor{®
oz z = x(t)
functie van t is.

Voorts is |s (to) | = 1.

Veronderstellen we nu dat we bij iteratie van ¢ (z) 4 cycles
verkrijgen waarvoor

%mi(z)zLx:eiaf(t= 1 W2 e Tey A e
Hierbij stelt i de orde van iedere cycle voor, die tot de beschouw-
de 4 cycles behoort en x ieder punt van iedere cycle.
Door de invoering van de parameter t ontstaan dan 4 holo-
morfe functies s, (t) in de buurt van t,.
[Door de parameter t in ¢ (z) op geschikte wijze in te voeren,

kan men voorkomen dat zekere functies s_(t) constanten zijn.
Is

(2) _Bo+az+....+ axzk
L/ bo + Dz +. ... + bizk

dan voldoet bijvoorbeeld

_act +atz + ... +ak—atzk—1 4 {1 4 (ax — 1) t§ zk.
— 1 4+ (bo—1)t 4 bytz 4=+ ... + bitzk

lis ax = 0 of b, = 0, dan verander ik ap of bq (ap 7 0, bq 7 0)
op de voor ax en b, aangegeven wijzej.
Dan is: ¢ (z, 1) = ¢ (2)

9 (z, t)

1
tn @ (z,0) = zk (cv.?ﬁ alsa, =a;=....=ak=0).

Duidelijk is dat bij een dergelijke invoering van t de functies
S+ (t) nooit constant kunnen zijn, aangezien bij de iteratie van

1

zt of > (=2, 3, ...., k) de bovenbedoelde cycles waarvoor
z

|s| =1 niet voorkomen].

We hebben dus 4 holomorfe niet constante functies sr (t), ho-
lomorf in de buurt van to, terwijl de punten sr (to) op den een-
heidscirkel (0 middelpunt) van het vlak w = s (t) gelegen zijn.

7
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Het is nu mogelijk volgens de vorige bewering t in een voldoend

: : : y ) A
kleine omgeving van t, zoodanig te varieeren dat minstens -2

2
punten s (to + At) binnen den eenheidscirkel gelegen zijn.

De substitutie [z |g@(z, to + 4t)] heeft dan minstens é cy-

clische limietgroepen.
Aangezien het aantal cyclische limietgroepen =2(k—1)is
moet dus 4 begrensd zijn, m. a. w. het aantal punten x waarvoor

oo (X) =X, 9o’ (x) =€, (n=1,2, ..., 6£0)
is eindig.
Waar nu het aantal punten x waarvoor
oo (X) =X, oo’ (x) | <1
of on(X) =X, g’ (x) =1 (n=1, 2, ....)

eindig is, volgt hieruit algemeen dat het aantal punten x waar-
VOOr gn (X) =X, | g0’ (x) | = | eindig moet zijn.

§ 16 — OPMERKINGEN OMTRENT DE LIMIETFUNCTIES, WAARTOE

DEELRIJEN VAN DE RIJ @ (Z) (N =1, 2, ....) IN GEBIEDEN WAAR

DEZE RIJ NORMAAL IS, GELIJKMATIG CONVERGEEREN, WANNEER
DEZE LIMIETFUNCTIES CONSTANTEN ZIJN

Bewering — Ieder punt a, dat limietpunt is van consequenten
van een gebied van het vlak, behoort tot de verzameling van de
limietpunten van de consequenten van kriticke punten van y (z).

Bewijs — Zij D het gebied waarvan consequenten tot a naderen.
a is dus de limiet waartoe een oneindige rij ®1, (z) in D gelijk-
matig convergeert. Is a noch consequent noch limietpunt van
consequenten van een (of meerdere) kritiek(e) punt(en) van ¥ (z),
dan zijn de functies yy, (z) in een cirkel y met a tot middelpunt
normaal. Deze cirkel bevat de consequentgebieden Dy van D
vanaf zekeren rang.

Zij £ 4 D, dan liggen de punten &, voor iedere p > p, in het
cirkelgebied (y).

Zij ook & 4 D en & F£¢,
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Beschrijft z een enkelvoudige kromme, die de punten & en &
verbindt en geheel binnen D gelegen is, dan doorloopt ¢, (z)
een enkelvoudige kromme geheel binnen (y) gelegen waardoor de
punten £, en &, verbonden worden en omgekeerd: beschrijft
z §,8'1, dan doorloopt een bepaalde tak van g, (z) den weg &&'.

De takken van de functies y3 (z) (p=1, 2, ....) als boven
gedefinieerd zijn in (y) normaal. Er bestaat dus een deelrij g, (2)
van yy (z) die in (y) gelijkmatig convergeert tot de constante c.

De functies yu, (z) nemen de waarde & aan in punten &, die
regelmatig tot a naderen.

Men heeft dus & = ¢, doch evenzoo & = ¢, dus moet a of con-
Sequent of limietpunt van consequenten van een (of meer) kri-
tiek(e) punt(en) van v (z) zijn.

Is a consequent van een kritieck punt zonder limietpunt van
consequenten van een (of meer) kritiek(e) punt(en) te zijn, dan
behooren alle antecedenten van a vanaf zekere orde h noch tot
de verzameling van consequenten noch tot de verzameling van
limietpunten van consequenten van kritieke punten.

De gebieden Dj,—n liggen voor p > po binnen cirkels met
Middelpunten de punten a—n en willekeurig kleine stralen.

Een van de punten a—y is limietpunt van consequentgebieden
vVan D en moet dus tot de verzameling van consequenten of tot
de verzameling van limietpuntén van consequenten van kritieke
punten behooren.

@ kan dus geen consequent van een kritiek punt zijn zonder
dat de verzameling van consequenten van kritieke punten zich
daar verdicht, h. t. b. w.

Bewering — 1s de verzameling bestaande uit de limietpunten
Van consequenten van de kritieke punten van w (z) eindig, dan
hebben de functies on(z) (n=1, 2, ....), in de gebieden waar
dc_ 1] g, (z) normaal is, geen andere limieten dan constanten x
(eindig in aantal) waarvoor geldt ga (X)) =X, |’ (x)| = 1.

(n kan hierbij ieder natuurlijk getal zijn). De punten x waarvoor
Pu (X) = x, g’ (x) = eif (6 0. onmeetbaar met 2a), die eventueel
Voorkomen behooren dan tot de verzameling E’.

BCW’.J"S — Is de verzameling van de limietpunten van de con-
Sequenten van de kritieke punten van w (z) eindig, dan geldt voor

7*
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ieder limietpunt a: gn (a) = a, waarbij n ieder natuurlijk getal
kan zijn.

Zij n.l. £ een kritiek punt van v (z) en a een limietpunt van
consequenten van & dan is er een oneindige indexrij 4p zoodat
lim"&; ' —a

P>,
Voorts is dan
Iim §3,+1=¢(a),

p—>®

lim Elp“i-? = @2 (8.), €nz.
p—=>x
De verzameling a, ¢ (a), g, (a), . . .. behoort tot de verzameling
van de limietpunten van de consequenten van de kriticke punten
van y (z) en is dientengevolge eindig. Er bestaat dus een index q
en een index i zoodat gq (a;) = ai.
Men heeft dientengevolge

lim Ezp 4§ = aj
p—rx

en lim Elp + i+ q= 4i.
p—>®

Duid ik nu den tak van vj (z), waarvoor w; (a;) = a, aan met

, i (2)
dan is
lim ;i (&,4i+q) = lim & 4q=a
p—>® p—rw

We zullen nu bewijzen dat het bij de gemaakte onderstelling
omtrent het aantal limietpunten onmogelijk is, dat de consequenten
van een gebied tot een punt x (@q(x) = x) naderen waarvoor

|@q" (x) | > 1.

Hiertoe bewijzen we het volgende:
Hebben de consequenten van een punt z, dat geen antecedent
van a is, tot limietpunt het punt «, waarvoor

pla)=a |@ (a)] >1,

‘dan bezitten die consequenten oneindig veel limietpunten.
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De verzameling van de limietpunten verdicht zich in a.
Bewijs — Alle consequenten van z zijn verschillend.

._(Was dit n.1. niet het geval dan zou z antecedent van een punt y
Zn waarvoor @n (y) = y, maar dan moest wegens de convergentie
van consequenten van z tot « y = a en zou z antecedent van a
N in strijd met onze onderstelling.

.Aangezien @ (z) in de buurt van « holomorf is, bestaat er een
cirkel C met a tot middelpunt en straal r zoodanig dat voor ieder
punt z 4 (C) geldt |z,—a|<k|z—a|, k eindig en > 1.

-Voorts onderstellen we r zoo klein dat er buiten het cirkelge-
bied (C) een limietpunt # van de consequenten van z existeert.

€z¢ onderstelling is gewettigd, immers naderden de consequenten
van z uitsluitend tot a, dan zou | ¢ () | = 1 moeten zijn.

Zij o < 0 < % en z, een consequent van z zoodanig dat
|za—a| <e.
Aangezien | f— a | > p zijn er consequenten van z, die buiten
het cirkel gebied (o) liggen.
—a|=p dan is

[ Y‘.\-}.‘u_al < kQ

IZICt punt z, ., ligt dus in den ring (g, ko).
J 2z, na Zy.n de eerste consequent van z waarvoor
| zp—a| < p.
Da. v ;
f’co ﬂ,dr a limietpunt is van consequenten van z moet er steeds
;"H consequent zijn).
) T ?Jestaat dus een consequent 2y, ., van z; die evenals Z) g 1D
1l Ting (g, kp) gelegen is,
. P deze wijze verkrijgen we in den ring (g, ko) een oneindige
by a1 :
“ameling niet samenvallende punten

Zl-'!-;u zﬁ.’-{-p" 21”-?-;&”! LR

die hetyi:
&n etzn_]. op den omtrek van den ring hetzij erbinnen ten minste
Verdichtingspunt hebben.
Door g, T
OT aan g achtereenvolgens de waarden
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E r
k, @,....k—u,....

te geven, verkrijgt men een reeks zich tot a samentrekkende ringen
terwijl in elken ring een limietpunt van consequenten van z ge-
legen is. a is dus limietpunt van de limietpunten van consequenten
van cen punt z.

Is dus de verzameling van limietpunten van de consequenten
van kriticke punten van v (z) eindig, dan hebben de functies

en(2)in='1, 2, ....)
in de gebieden waar deze rij normaal is, geen andere limieten dan
constanten x, waarvoor geldt @n (x) =X, |@d (X)| =1 (n kan
hierbij ieder natuurlijk getal zijn).

§ 17 — HET ONMIDDELLIJKE CONVERGENTIEGEBIED VAN EEN REGEL-
MATIG LIMIETPUNT VOOR HET GEVAL, DAT DIT GEBIED MEERVOUDIG
SAMENHANGEND IS

Bewering — Is het onmiddellijke convergentiegebied van een
regelmatig limietpunt meervoudig samenhangend dan is de orde
van samenhang oneindig.

Bewijs — Zij O regelmatig limietpunt.

De noodige en voldoende voorwaarde, dat het onmiddellijke
convergentiegebied R van O meervoudig samenhangend is, is dat
de gebieden (C—;), die we in § 14 ingevoerd hebben, vanaf zekeren
rang meervoudig samenhangend zijn.

We denken ons nu dat in het gebied (1C—:) twee kriticke punten
P en Q van v (z) gelegen zijn en wel zoodanig dat in P de bladen
1,2,....p,p+1vandenin Qdebladenp,p+1,....,p +4q
vertakt zijn (p 4+ q = k).

Zooals vanzelf spreekt bevat (*C—) den cirkel (C) om O waar-
van we bij de bewijsvoering in § 14 uitgingen, terwijl voorts opge-
merkt dient te worden dat P kritiek punt van dien tak van vy (2)
is waarvoor y (0) = 0.

Het totaalgebied bevattende alle punten van 1, liggende in
de bladen 1, 2, ...., p+ q en waarvan de projecties binnen
(1C—) gelegen zijn, is tweevoudig samenhangend en wordt begrensd
door twee gesloten krommen I" en I™.
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Hierbij ligt I" geheel in de bladen 1, 2, ...., p van 4, terwijl
I'" in de bladen p + 1, ...., p + q gelegen is.

Iedere weg, die op 4 een punt van I met een punt van I’ ver-
bindt, bevat dus noodzakelijk punten die noch op I" noch op I
gelegen zijn.

Het (de) gebied(en) bevattende de punten van 2, gelegen in de
bladen p +q +1,....,k (als p + q < k is) waarvan de pro-
Jecties in (1C_¢) liggen, kunnen we voor het verdere betoog buiten
beschouwing laten.

Beschrijft z de kromme 'C_; en gaat men uit van een deter-
Minatie van v (z) beantwoordende aan een van de eerste p bladen
van 2, dan worden de p determinaties, die overeenkomen met
deze eerste p bladen, op 'C_: gepermuteerd. Evenzoo worden
de q determinaties van w (z), correspondeerende met de bladen
P+1,p+2 ....,p+qvan i, op 'C_: gepermuteerd, terwijl
het onmogelijk is zoolang z op 1C—; blijft van een van de p deter-
Minaties van w (z) op een van de q determinaties te komen.

Gaat men echter uit van een punt van 'C__; met een van de
P determinaties van  (z) dan kan men met iedere voorafgekozen
fleterminutic, die tot een van de q determinaties van vy (z) behoort,
I dat punt terugkomen door het punt z een op geschikte wijze
§ekozen weg binnen (1C—r) te laten beschrijven.

Onderstellen we nu (en dit is algemeen) dat ieder blad van 2
Met het volgende verbonden is door één enkele vertakkingslijn,
dﬁn volgt hieruit, mede in verband met het feit dat deze vertak-
kmgs]ijnun tusschen de eindpunten in zekere mate willekeurig
8¢kozen kunnen worden en aangezien de twee extreme punten
(Pen Q) van de vertakkingslijn, die het pe met het p - I¢ blad
Verbindt, binnen (C_s) gelegen zijn, dat we deze vertakkingslijn
geheel binnen (C—y) gelegen mogen denken, Hierbij is (C—s) het
tWeovoudig samenhangend gebied, dat alle punten van de bladen
‘]' et p,p+1,...., p-+q van 4 bevat, waarvan de pro-
Jecties binnen (*C—7) gelegen zijn.

Het gebied (*C—@+1) d. 1. het antecedentgebied van de eerste
orde van (1C—¢) waarin laatstgenoemd gebied gelegen is, wordt
egrensd  door evenveel krommen als het gebied (C—-r) grens-
Krommen heeft,

In ong geval wordt (*C—(r4.1)) begrensd door twee verschillende
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krommen die geen van beiden de in (!C—;) gelegen vertakkings-
lijn, die het pe met het p + 1¢ blad van 4 verbindt, snijden. Zoo-
als direct is in te zien hebben deze grenspunten geen gemeen-
schappelijke punten.

Duiden we het samenstel van deze grenskrommen met 'C—@4.1)
aan.

Het totaalgebied bevattende de punten van A, gelegen in de
bladen 1, 2, . ..., p 4+ q en waarvan de projecties binnen (C—(z+1))
gelegen zijn, is een meervoudig samenhangend gebied, dat be-
grensd wordt door minstens 22 krommen en juist 2% als (1C—¢+1))
geen verdere vertakkingspunten bevat (vertakkingspunten die
bladen van 4 verbinden niet behoorende tot de p + q eerste bla-
den van 4 kunnen hierbij buiten beschouwing blijven).

Men heeft n.l.: beschrijft z een van de grenskrommen van

(1C—(z+1))

en maakt de gekozen tak van w (z) deel uit van een van de p de-
terminaties, dan verandert de gekozen determinatie slechts met
een van die p determinaties, echter nooit met een van de q deter-
minaties.

(C—(z+1)) heeft dus een eerste grenskromme waarvan de pro-
jectie samenvalt met de beschouwde grenskromme van (*C—(r+1))
en die gelegen is in de eerste p bladen van 4, en een tweede grens-
kromme gelegen in de q volgende bladen waarvan de projectie
eveneens samenvalt met de beschouwde grenskromme van

(*C—(z+1)).

(1C—(r4+1) heeft minstens twee grenskrommen, (C—(r41)) dus
minstens 22,
Hieruit volgt dat ook (!C—(r+2)) minstens 2* grenskrommen

dus (C—(r42)) minstens 2% grenskrommen heeft, enz.
Het onmiddellijke convergentiegebied R van O heeft dienten-
gevolge de orde van samenhang oneindig.
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§ 18 — HET TOTALE CONVERGENTIEGEBIED VAN EEN REGELMATIG

LIMIETPUNT VOOR HET GEVAL, DAT HET ONMIDDELLIJKE CONVER-

GENTIEGEBIED ENKELVOUDIG SAMENHANGEND IS EN SLECHTS EEN
DEEL IS VAN HET TOTALE CONVERGENTIEGEBIED

Het onmiddellijke convergentiegebied R van een regelmatig
limietpunt is alleen dan tevens totaal convergentiegebied indien
de gebieden (C—:) (zie § 14 en 17) zich vanaf zekeren rang over
alle bladen van 1 uitstrekken, m. a. w. gaat men uit van een
willekeurig punt z < ((C—;) met een willekeurige determinatie
Van ¢ (z) dan bestaan er binnen (MC—z) gesloten door z gaande
krommen zoodanig dat men in z met iedere vooraf gekozen deter-
Minatie van y (z) terug kan komen door z de daartoe ge-eigende
kromme te laten beschrijven. Het onmiddellijke convergentie-
gebied bevat dan in het algemeen k — 1 kriticke punten van
¥ (z). (Zijn de kritieke punten van w (z) enkelvoudig, dan moet
R k—1 kriticke punten bevatten; zijn er echter meervoudige
kriticke punten dan moet het aantal kritieke punten dat binnen
R gelegen is tellen voor k — 1 enkelvoudige kritiecke punten).

Duidelijk is dat voor k=2 het onmiddellijk convergentie-
gebied van ieder regelmatig limietpunt samenvalt met het totale
Convergentiegebied.

Zijn er echter voor k > 2 meer dan twee regelmatige limiet-
Punten dan kan er slechts één regelmatig limietpunt zijn, waar-
Voor R samenvalt met het totale convergentiegebied, omdat het
4antal kritieke punten 2 (k — 1) is.

Opbouw van het totale convergentiegebied D van een regelmatig
limietpunt indien het onmiddellithe convergentiegebied R enkelvoudig
samenhangmd ’s

Duiden we de antecedent van de eerste orde van z, die het
fegelmatige limietpunt tot dubbelpunt heeft, aan met z—i.
.Hﬁt totaalgebied bevattende de punten 1 waarvan de projecties
nen R gelegen zijn bestaat uit:

1" een enkelvoudig samenhangend gebied, dat we met S zul-
le’? aanduiden. Dit gebied moet aangezien in R minstens ¢én
Kritick punt van y(z) gelegen is, zich uitstrekken over ten minste
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twee bladen van 1 en is enkelvoudig samenhangend wegens de
in de §§ 14 en 17 uiteengezette redenen. Beschrijft z S dan door-
loopt z—; het enkelvoudige eenbladige gebied R.

2° Waar D Z£ R ondersteld wordt, is er een of zijn er eenige
antecedenten van de eerste orde van z (z { R) die niet in R ge-
legen zijn, m. a. w. het gebied S strekt zich niet uit over alle k
bladen van 4. Er is dus één of er zijn meerdere bladen van 4 waar-
in gebieden liggen waarvan de punten zich binnen R projecteeren.

Beschrijft z dit (deze) gebied(en), dat (die) dus niet met S
vertakt kunnen zijn, dan doorloopt z—; een of meer enkelvoudige
gebieden R—;, die samenhangend en éénbladig zijn en noch met
R noch onder elkaar (zoo er meerdere zijn) gemeenschappelijke

inwendige punten hebben.
Anders gezegd: Doorloopt z R dan beschrijven z—; en de ante-

cedenten van de eerste orde die zich in R met Z—; permuteeren
eveneens het gebied R, de overige antecedenten van de eerste
orde beschrijven de gebieden R—_;.

Zijn er bijv. a antecedenten die zich in R met z—; niet per-
muteeren en liggen in R geen vertakkingspunten van de met
deze a antecedenten correspondeerende bladen, dan bestaan de
gebieden R—_; uit a eenbladige, enkelvoudig samenhangende ge-
bieden, die noch met R noch onder elkaar inwendige punten ge-
meen hebben.

Beschrijft z ieder tot R—; behoorend gebied dan doorloopen
de antecedenten van de eerste orde een zeker aantal samenhan-
gende eenbladige gebieden R_s.

Duidelijk is dat de gebieden R—g noch onder elkaar noch met
een gebied van R—; noch met R gemeenschappelijke inwendige
punten kunnen hebben.

Doorloopt z het gebied R dan beschrijven de antecedenten van de
tweede orde van z R, —; en f—s. (Alle gebieden R—; tezamen
heb ik ter verkorting :—; genoemd).

We kunnen de voor R—; gedane redencering op R—g toepassen,
enz. en verkrijgen dan:

D =R+%R—-1 4+ R—-2 +...., dus een oneindig aantal gebieden,
twee aan twee geen gemeenschappelijke inwendige punten be-
zittend, en leder voor zich bestaande uit een samenhangend een-
bladig gebied.
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De grens van D, d.i. de verzameling E’ is hierbij lineair con-
tinu en verdeelt het complexe vlak in een oneindig aantal gebieden.

Opmerking I — Ts het onmiddellijke convergentiegebied van een
regelmatig limietpunt meervoudig samenhangend, dan geldt voor
ieder ander regelmatig limietpunt D =£ R.

Bewijs — We hebben in § 17 gezien dat het onmiddellijke con-
vergentiegebied van een regelmatig limietpunt alleen dan meer-
voudig samenhangend kan zijn als er een gebied (C—,) bestaat
zoodanig dat ten minste één van de vertakkingslijnen, die bladen
van (C_,) verbindt, geheel binnen (C—,) gelegen is.

Existeert er nu een tweede regelmatig limietpunt dan kunnen
We ook voor dit punt het onmiddellijke convergentiegebied op de
In § 14 aangegeven wijze opbouwen.

Duiden we de hierbij optredende krommen aan met

F,1F_4, 1 _g, enz.

Aangezien geen van de gebieden (I') met (*C—;) gemeenschap-
pelijke inwendige punten heeft, is het onmogelijk dat alle deter-
Mminaties van y(z) op een van de krommen I” een cycle vormen,
m. a. w. het totale convergentiegebied van dit tweede regelmatige
limietpunt valt niet met het onmiddellijke samen en bestaat dus
uit oneindig veel gebieden.

O{mzcrking 11 — Voorts volgt onmiddellijk uit het bovenstaande:
geldt voor een regelmatig limietpunt D = R, dan is het onmid-

dellijke convergentiegebied van ieder ander regelmatig limietpunt
€nkelvoudig samenhangend.

GERAADPLEEGDE LITERATUUR VOOR HOOFDSTUK 111

—

- J. Wolff. Uber die Iteration derjenigen in einem Gebiete reguliren
Functionen, deren Werte dem Gebiete angehoren,

Mathematische Zeitschrift. Bnd 26.

Gaston Julia. Sur quelques problémes relatifs & l'itération des fractions
rationnelles,

Comptes Rendus. t 168, p. 147,

Gaston Julia. Sur des problémes concernant l'itération des fractions
Tationnelles,

Comptes Rendus t 166, p. 153.

oorts de aan den voet van Hoofdstuk II vermelde ,mémoires’” van
Julia en Faton.



HOOFDSTUK IV

ITERATIE VAN EENIGE KWADRATISCHE RATIONALE
FUNCTIES.

§ 19 — EERSTE VOORBEELD, WAARBI] TWEE REGELMATIGE LIMIET-
PUNTEN OPTREDEN

Inleiding — Bij een rationale functie van de k¢ graad is het aan-
tal regelmatige limietpunten ten hoogste k.

Immers heeft de vergelijking ¢ (z) =2z k + 1 enkelvoudige
wortels, en dit geval behoeven we alleen te beschouwen, want
treden er meervoudige wortels op, dan spreckt het bovenstaande
vanzelf, dan is minstens een dezer wortels een punt van E zooals
we in § 8 gezien hebben.

Bij iteratie van kwadratische rationale functies kunnen er dus
ten hoogste twee regelmatige limietpunten optreden.

We zullen nu in dit Hoofdstuk voor het geval k = 2 achtereen-
volgens vier voorbeelden behandelen; daarbij komen in het eerste
voorbeeld twee, in het tweede één, in het derde geen regelmatige
limietpunten voor, terwijl ten slotte in §21 een voorbeeld gecon-
strueerd wordt, waarbij de correspondeerende verzameling E’ =
complexe vlak.

Behandeling — In de literatuur vindt men meestal de. functie
¢ (z) a priori gegeven; wij zullen eenigszins gewijzigd te werk gaan
en wel als volgt:

Men heeft zooals § 8 aangeeft
P (z)

0@
b — P(2) = R (2) +2Q (2)

Q@ _ kg 1 9

R (z) T z—Xi R'(xi)

a — @(z)=
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k+1 - Q(xi)
d— I 55— =—1
;. R(xi)
R! (x3

Uit bovenstaand stel vergelijkingen volgt, dat het mogelijk is
de onbekende functie ¢ (z) te bepalen als gegeven zijn
1° de k 4+ 1 punten xi,
2° de waarde van ¢’ (z) in k van deze punten.

Voorbeeld — De drie wortels van ¢ (z) = z zijn
:\-1: 1,X2 —_— - l,X3:0.
Voorts stel ik:

0 (-‘h):__l 10 __Q_Eiﬂ_)_:—l—i, dan 1is
R’ (x,) "R (xp)

1 :

¢l () =1 by = R

1 g

en e =l ey el

Dus | ¢’ (x,) | < len|g (x) | <1, Xpen Xy zijn dientengevolge
de regelmatige limietpunten.

3 2 ’
Uit = (—’2,7(i = — 1 volgt ———Q,(qu) = 41, dus @' (x3) = 2.
1 RO (xi) R" (xg)

We hebben voorts

212 = —’]3 : gf(xi) dus

R (z) i Z2-—X| R’ (x3)

0 (z) nat (T G LT

R(z)  (z—1 gulil g
of Qz) = —z*+ 2iz — 1

R(z) 78— 2

Verder is P (z) = R (z) + 2Q (z) = 2iz* — 2z

2iz2 — 2z

zoodat 9 .(z)=— 22 + 2iz — L.
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De kriticke punten van v (z) (inverse van @ (z)) zijn de conse-
quenten van de eerste orde van de punten z waar o (z) = 0.

¢’ (z) = 0 geeft:
(— 22 + 2iz2 — 1) (4iz — 2) — (212> — 22) (—2z + 2i) = 0.

Zijn &, en &, de wortels van de laatste vergelijking, dan is

1 '=—:‘13i -}— &l/go
S L i

en de kritieke punten van ¥ (z) zijn

21:?(51)2‘:‘:‘1/2
2= (&) =—13 12

Voorts weten we (§ 15) dat ieder punt x waarvoor
@a(x) =X, @' (x)| =1
limietpunt is van consequenten van een punt waar @' (z) =0,
mits de verzameling van de consequenten en limietpunten van
consequenten van kritieke punten van v (z) het vlak niel in twee
of meerdere gebieden verdeelt.

Aangezien er bij dit voorbeeld twee regelmatige limietpunten
optreden en het aantal kriticke punten van vy (z) eveneens twee
bedraagt is het uitgesloten dat er behalve x,; en x, verdere pun-
ten x (gn (X) =X, | @'n (x) | < 1) of punten y

(P () =Y, |92y |=1)
voorkomen.

De verzameling van de limietpunten van de consequenten van
1, en A, bestaat uit x, en x, (§ 16); hieruit volgt dat iedere onein-
dige deelrij van @a (2) (n = 1,2, ..... ), in de gebieden waar deze
rij normaal is, slechts gelijkmatig tot x; = I of tot x, = — 1
kan convergeeren.

Alle consequenten van een punt van de imaginaire as liggen op
deze as; de 1ij @, (z) (n = 1, 2, .. ..) is dus in ieder punt van de as
niet normaal, m. a. w. ieder punt van de imaginaire as behoort
tot de verzameling L'

Waar echter ook alle antecedenten van een punt van de ima-
ginaire as op deze as liggen moet E’ = imaginaire as.

(In E’ is de verzameling van de antecedenten van ieder punt
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van E’ overal dicht: E’ kan dientengevolge geen punten buiten de
imaginaire as bevatten).

Het rechter halfvlak is dan onmiddellijk = totaal convergentie
gebied van x, = 1. Het linker halfvlak speelt dezelfde rol voor

Xlz"""].

Men heeft n.l1.: in een voldoend kleinen cirkel C met middelpunt
X, = 1 naderen de consequenten van ieder punt z <{ (C) regelmatig
tot x; = 1. Waar nu de rij @a (z) (0 = 1, 2, ....) voor ieder punt
z (R.D. van z > 0) normaal is (E’ = imag. as), moeten de conse-
quenten van ieder punt z van het rechter halfvlak regelmatig
tot x, = 1 convergeeren.

Het onmiddellijke convergentiegebied van een regelmatig
limietpunt valt alleen dan samen met het totale convergentie-
gebied indien in dit eerstgenoemde gebied k — 1 kritieke punten
van y (z) gelegen zijn (§ 18).

Deze voorwaarde is voor het geval k = 2 steeds vervuld, m. a. w.
het rechter halfvlak = totaal convergentiegebied van x; = + 1.

Dezelfde bewijsvoering van daareven geldt voor het linker-
halfvlak t.o0.v. xg = — L.

Opmerking — Dit voorbeeld is toegankelijk voor een eenvou-
digere behandeling. Men heeft n,l.:

212 —2z o . 3+ 2172
— 22 4 2iz— 1 “ Ta—i(l +1V72)

Hieruit volgt:

De consequent van de eerste orde van het rechter halfvlak =
rechter halfvlak en de consequent van de eerste orde van het linker
halfvlak = linker halfvlak.

Bovendien is g (1) = 1 en @ (— 1) = — 1, dus voor het rechter-
halfvlak is 1 de iteraticlimiet en voor het linker halfvlak is dit —1.

a—a
T z—i(1—72)’

97(7,) —

§ 20 — TWEEDE VOORBEELD, WAARBIJ EEN REGELMATIG LIMIET-
PUNT OPTREEDT

We onderstellen dat de drie wortels van ¢ (z) = Z zijn

x; =0, x,=1¢enx3=—1
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Vervolgens stel ik

Q) _ 1 QG _; - 0(x)
ROz A 1, R%,) 1 danis R'(x,) L

Het punt x; = 0 is het eenige regelmatige limietpunt aangezien
@' (x;) =0, terwijl @'(x,) = 1 —ien
@ (x3) = 1 +1, dus |9 (%5) | > 1 en [ (x3) | > 1.
We krijgen nu

Q(z)i__ l_ i i i _ — 224 2iz + 1

R (z) z z—1 z+1(" B3 :
Voorts is

— 2iz2

P(z) = R (z) + 2 Q(z) = 2iz2, zoodat ¢ (z) —=

(z—1)¥

De kritieke punten van v (z) zijn O en co, immers de punten
waar @’ (z) = 0 zijn O en i en de consequenten van de eerste orde
van deze punten zijn O en co.

Voorts naderen de consequenten van oo regelmatig tot O, men
heeft n.l.

@ (00) = — 2i en de consequenten van ieder punt van de nega-
tieve imaginaire as naderen op deze as regelmatig tot O,

Immers zij z = —ai (a reéel en > 0) dan is

a? 2

ae 28
terwijl ——— < a,

—ai)=—21—2% _
=4y, a1y (@ + 1)

O is het eenige regelmatige limietpunt tevens kritiek punt van
Y (z), bovendien naderen de consequenten van het andere kritieke
punt regelmatig tot O; hieruit volgt dat er onmogelijk nog cy-
clische limietgroepen of punten x waarvoor

@n (X) =X, | ¢'n (x) | = 1
kunnen voorkomen.

Het onmiddellijke convergentiegebied van O valt met het
totale samen en heeft de orde van samenhang oneindig. Het is
n.1. duidelijk dat de consequenten van alle punten binnen de strook,
die ieder punt van de negatieve Imaginaire as en het punt O als
inwendig punt bevat en de breedte & (oneindig klein, doch > 0)
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heeft, regelmatig tot O naderen. Immers de verzameling E’ is
Perfect, de complementverzameling is dus een open verzameling.
Aangezien nu de functies ®n (2z) normaal zijn in ieder punt van de
Negatieve imaginaire as + O, zijn deze functies normaal in de
bO‘v'engenoemde strook. Deze strook, die we met A zullen aan-
duiden bevat de beide kritieke punten en behoort tot het onmid-
fiellijke convergentiegebied van O. In verband met meegedeelde
I §17 moet het onmiddellijke convergentiegebied de orde van
samenhang oneindig hebben.

Het gebied A is enkelvoudig samenhangend en bevat de kriticke
bunten van w (z) en de consequenten van deze punten.

ZinbAL Ayl JarAny e kdd consequentgebieden van A.

Aangezien deze gebieden tot O naderen is er een index 1 zoodanig
dat de gebieden Aj, Ajs1, ....in A gelegen zijn.

Stel @ (z) = T (z). De inverse functies van T (z), T, (z), . ...

zijin holomorf in het gebied B complementgebied van A en vormen
daar een suite normale met constante limietfuncties (zie §15),
Z200dat e antecedentgebieden van oneindig groote orde van B
Oeindig kleine dimensies hebben. De medegedeelde beschou-
}Vingen van § 12 le voorbeeld zijn dus hier van toepassing, I’
1s dientengcvolge perfect overal discontinu.

§ 21 — DERDE VOORBEELD, WAARBI] EEN CYCLISCHE LIMIETGROEP
VAN DE TWEEDE ORDE OPTREEDT

We stellen Xp=1x,=0en x3=—1.
Voorts Q (x,) — 1 Q () = — 1 £ (%), iy
RiGe)) ™ 7 PoRAGr) M S ARAG)E =
Dan jg ¢ (x,) = @' (X)) = @' (X3) = — 2.
Ver\’olgcns is
Q) (1 T e 3 =T
@R ) e e T (= e e )
Hieruit volgt
P(z) = -—2z
dllS 2 f?.’) — 2z
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In de punten &, = }i|/3 en & =—1i73 is ¢'(2) = 0.
Nu is ¢ (&;) = &, ¢ (&) = &,, de kriticke punten van y (z) zijn
dus &, en &,.

Bovendien vormen &, en &, een cyclische limietgroep van de
tweede orde aangezien @)’ (£;) = @' (&) = 0.

De beide kriticke punten zijn dus aan deze cyclische limietgroep
gekoppeld, m. a. w. er kunnen geen verdere cyclische limietgroepen
noch punten x, waarvoor @ (x) =X, | ¢n’ (x) | = 1 optreden.

Voorts merken we op: ledere deelrij van de ri]

en(z)(n=1, 2, ....)
nadert in de gebieden waar deze rij normaal is of gelijkmatig
tot & = }i}73 of tot & = —13i /3.

Waar nu de consequenten van ieder punt z van de reéele as op
deze as gelegen zijn en aangezien hetzelfde ook geldt voor de an-
tecedenten van ieder punt z op de recele as, moet E’ = redele as.

In een voldoend kleinen cirkel met middelpunt &, nadert de rij

Z, @ (2), @4 (2), . ... gelijkmatig tot § = §i}/3
en de rij
z, @ (2), @3 (2), . ... gelijkmatig tot § = — H73.
Aangezien de 1ij @n(2z) (n=1, 2, ....) in het bovenhalfvlak

(I. D. van z > 0) normaal is, heeft het bovenstaande plaats voor
ieder punt z in het bovenhalfvlak gelegen.
In het halfvlak I. D. van z << 0 nadert de rij

z, @y (2), 94 (2), . ... gelijkmatig tot & = — /3
en de rij
z, @ (z), @s(2), - ... gelijkmatig tot & = §i /3.

De consequent van de eerste orde van ieder punt z van het
halfvlak 1. D. van z > 0 ligt in het halfvlak

[. D. van z < 0 en omgekeerd.

§ 22 — VIERDE VOORBEELD, WAARBIJ E’ = COMPLEXE VLAK

De vraag komt naar voren: is het mogelijk een kwadratische
rationale functie ¢ (z) te vinden, waarbij de correspondeerende
verzameilng E’ = complexe vlak?
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Is E'= complexe vlak, dan is de 1ij $n(z) (n=1, 2, ....)
nergens normaal, het aantal limietpunten van de consequenten
van de kritieke punten van y (z) moet dan eindig zijn (zie § 16
tweede bewering) en vervolgens mogen er geen punten X, waar-
Voor g (x) =x, |@n’ (x)| =1 (n=1, 2, ....) voorkomen.

We trachten daarom de functie ¢ (z) z66 op te bouwen dat een
Consequent van ieder kritiek punt samenvalt met een punt van E.

De rj @a(z) (n=1, 2, ....) is dan nergens normaal.

Voorbeeld — Tk stel x; =0, x, = 1, x;, = — 1 en voorts
Q (xi) _ 5.
RE(E
Dan is I A; = — 1, terwijl
QW _ Ay A A _ =t A)i—A,
Riz) = 20 z—al 4 <mEal z (22— 1) :

Stel A, = Ay, dan is

P (Z) = R (Z) -i-' Z Q ({,) ——— | (‘}\l _l_ l)
ZOOdat

z(A; + 1)

z: + A,

@ (z) =

In de punten z = ;- A, is ¢’ (z) = 0 en ik probeer nu A,
%00 te bepalen dat de consequent van de eerste orde van het punt
+ 1//\1 (d. i. een kritiek punt van y (z)) samenvalt met die ante-
Cedent van de eerste orde van X, = 1, welke van x; = 1 ver-
Schilt,

De antecedenten van de eerste orde van x, = 1 zijn de punten

‘I Ay en de consequent van de eerste orde van + /A, is

VA (A 1)

2A,

(met .

D L7 A, wordt bedoeld de positieve wortel van A,).

¢ Voorwaarde waaraan A . moet voldoen wordt dus

U T ) Ajof (A, + 1P =4A2
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Hieraan voldoet A, = 1, maar dan is wegens
SAi=1A=7A=—1
en zou ¢’ (x,) = ¢’ (x3) = 0, dus x, zou evenals x, een regelmatig
limietpunt zijn, hetgeen we juist moeten voorkomen.

De andere wortels van (A; + 1)* = 4A 3 zijn ——%:{: 18—|/7 en

ik stel voor ons voorbeeld
Alz—% 1 g7, dan is A = 3=~—%-— VT
en inderdaad geldt nu
1@ (x,) | > 1, |9 (x2) [ > 1 en [9 (x5) | > .

We zullen nu aantoonen dat de consequent van de tweede orde
van — /A, (d.i. het andere punt waarvoor ¢ (z) = 0) met
Xg— —| samenvalt.

De consequent van de eerste orde van — /A, is

— A (A D)
2A,
dus gelijk aan — A, terwil de antecedenten van x; = — 1 zijn

—1 en —A,

Men heeft dus:

De kritieke punten van w (2) (n.l. de punten -+ A, en —Ay)
zijn dus antecedenten van de eerste orde van punten, die tot E
behooren (de punten X, = 1 en Xz = — 1).

De verzameling van de limietpunten van de consequenten van
de kritieke punten van v (z) is eindig (bestaat n.l. uit de punten
X, = 1 en Xy = 1)

De 1ij @n(2z) (n =1, 2, ....) is dus nergens normaal, m. a. W
E’ = complexe vlak.

De functie @ (z) wordt nu:

A ) o Rt i3 1/7)
2% 4+ Ay 2—§ +ii VT

Uitzonderingspunten in den zin van § 10 kunnen er bij dit
voorbeeld niet optreden en men heeft:

de consequentgebieden van een willekeurige kleine omgeving
van een willekeurig punt van het complexe vlak overdekken het
geheele complexe vlak,

de verzameling van de antecedenten van een willekeurig
van het vlak zijn in het geheele complexe vlak overal dicht.

punt



STELLINGEN

I

‘ Een classificatie van de kwadratische rationale functies uit itera-
tief oogpunt is zeer waarschijnlijk bij den huidigen stand der weten-
schap omtrent de iteratie nog niet mogelijk.

Il

De opmerking van Fatou, dat de iteratie van rationale functies,
Waarbij de correspondeerende verzameling E’ identiek is met het
gﬁheele complexe vlak, van functietheoretisch standpunt van wei-
nig belang is, is m.i. onjuist.

P. Fatou. Sur les équations fonctionnelles. Bulletin de la Société
Mathématique de France 1920, blz, 41.

I11

De ,,plausible’ bewijsvoering, die G. Julia geeft ter aantooning
Van het feit, dat de verzameling E’ bij iteratie van de functies

zk ’ i s
P(z) :W (k=2,3,....) perfect, overal discontinu is, is onjuist.

G. Julia. Mémoire sur l'itération des fonctions rationnelles. Journal
de Mathématiques pures et appliquées, 1918, blz, 102 e.v.

4%

De door G. Julia gegeven bewijsvoering, dat in ieder punt van

de verzameling E’ de rij @ (2), @, (), . . . . niet normaal is, is geheel
overbodig,

G. Julia. Le. blz. 99 en 100,
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De door E. Lindeléf op blz. 122 bewezen bewering is voor uit-
breiding vatbaar.

E. Lindelsf. Le Calcul des Résidus et ses applications a la théorie
des Fonctions (1903), § 58.

VI

Trekt men in een willekeurig punt P van de (reéele) ellips E de
normaal Ny; zij P; het tweede snijpunt van N; met E en N, de nor-
maal in P, aan E; zij vervolgens N, de normaal in P, aan E (P, is
het tweede snijpunt van N, met E) en bepaalt men aldus voort-

gaande Ni (ni=1;2; 55),; dan kan men uit iteratieve overwe-
gingen bewijzen, dat lim N, = korte as van E voor ieder punt P
n—-w

van E, mits P niet tevens op de lange as van E gelegen 18.

VII

H. Grassmann bewijst dat het aantal basispunten van een bundel
van algebraische krommen van den nen graad (afgezien van de z.g.
, noodzakelijke” punten) in het algemeen gelijk 1s aan 1n(n+3)—I
en past dit toe voor het geval n = 3, waarbij eenige van de basis-
punten bijzondere ligging hebben.

De in het Nieuw Archief voor Wiskunde uitgeoefende kritiek
betreffende de toelaatbaarheid van deze toepassing is m.i. niet
geheel gerechtvaardigd.

H. Grassmann. Projective Geometrie der Ebene. Zweiter Band.

Ternires. Zweiter Teil (1927), blz. 248 e.v.

Nieuw Archief voor Wiskunde. Tweede Reeks. Deel XV, Derde
stuk, blz, 286.

VIII

De in veel leerboeken der Natuurkunde voorkomende wiskun-
dige beschouwingen omtrent staande golven verklaren niet al-
doende de in de practijk voorkomende gevallen.



IX

Het is gewenscht bij de berekening der Wiskundige Reserve voor
Pensioenfondsen en voor de Lijfrentenportefeuilles van Levens-
verzekering-Maatschappijen rekening te houden met de zeer waar-
schijnlijke geleidelijke verbetering, die de levenskansen in de toe-
komst zullen ondergaan. Hierbij is een methode, die de veiligheids-
marge geeft door middel van een toegepaste leeftijdsverlaging te
verkiezen boven een methode, die de correctie zoekt in het bezigen
van een lageren rentevoet.

Dr. D. P. Moll. Het berekenen van een veilige sterftetafel voor
lijfrenteniers. Het Verzekerings-Archief, jaargang V, n°. 4.

Dr. A. van Eldik. Proeve eener berekening van generatietafels en
van daaruit af te leiden koopsommen voor loopende lijfrenten en
van koopsommen en jaarpremién voor uitgestelde lijfrenten. Het
Verzekerings-Archief, jaargang IX, n° 3.
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