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INLEIDING.

In dit proefschrift wordt een door R. NEVANLINNA in 1922
gepubliceerd onderzoek naar holomorfe functies met gegeven
asymptotische ontwikkeling vereenvoudigd. Dit was in de
eerste plaats mogelijk, doordat gebruik gemaakt kon worden
van een verder strekkend theorema dan JuLia’s stelling, die
NEVANLINNA bij zijn onderzoek gebruikt.

Dit theorema is door J. WoLFF in 1926 gepubliceerd, en
wordt hier in § 7 uitgesproken.

In de tweede plaats kon voor de uniciteit van de oplossing
als noodige en voldoende voorwaarde de divergentic van
€én enkele reeks, in plaats van die van twee reeksen,
worden gevonden.

In de derde plaats kon de algemeene gedaante der ge-
vraagde functies op vluggere wijze worden vastgesteld dan
in NEVANLINNA'S werk.

Kettingbreukontwikkeling schijnt de natuurlijke voorstel-
ling te zijn van functies, die in het rechterhalivlak holomorf
zijn en welker retel deel positief is. (Zie ook een mede-
deeling van DEnJoy in de C. R. van Jan. 1929),



HOOFDSTUK L

Algemeene eigenschappen van functies w = u 4 vi van
= x + yi, holomori voor x > 0 en waarvoor u > 0 is.

§ 1. De eerste eigenschap, die we van de functies van
bovengenoemde klasse willen behandelen, is de volgende:
Wanneer w = f(z) een functie is, die tot onze klasse

behoort, dan nadert f—c tot een positieve limiet of tot nul,

als z langs de reéele as tot oo nadert.
Dit is een directe toepassing van het volgende theorema

van ScHwartz, dat we bekend onderstellen.
Als @ een functie van onze klasse is, dan is
|w — 2
| — W

w = u+oi=fa) =flx +iy
w = wt+vi=flz)= -+
wy = — i) + vy
zZy = —Xx; + i
Het gelijkteeken treedt din en dan alleen op, als w een
lineaire functie van z is. Beschouwen we dit geval aizonderlijk,
dan hebben we alleen rekening te houden met het < teeken.
Passen we deze stelling nu toe voor het geval, dat z en 2
beiden op de reéele as gelegen zijn, zoodal we ze mogen
schrijven als x en x;. Dan moet
I'w,— W | _x—X
w—w | “x+ %
wanneer we veronderstellen dat x > x; is.

gif’_zl_

lz— 2

waarin



Uit het feit, dat:

lw—w | _u—un
|lw —wi |7 u+u

volgt nu:
L—u  x—x
Lty x4+ x

Deze zelfde betrekking geldt ook, wanneer we 2 punten
z en z kiezen op een willekeurige lijn, die // aan de reéele
as loopt.

Uit bovenstaande betrekking volgt nu wegens het positief
zijn van de beide noemers, dat:

2xuy > 2x4u
of:

iy u 3
— > — wanneer x > X 1S,
x] X

u : - .
= daalt dus monotoon op iedere liin // aan de reéele as,

Daar nu _% altijd positief is moet deze tot een limjet naderen,

die positief of nul moet zijn.
Dat deze limiet ook werkelijk nul kan zijn, zien we aan
de functie w = 2%, die tot onze klasse behoort,

Gaan we bij deze functie de limiet van % opmaken, als

X op de reéele as tot o nadert, dan vinden we hiervoor

x4
lim = = 0,

r=n X

We zien dus, dat we hier wel degelijk het geval, dat de
limiet nul is, in onze beschouwingen moeten opnemen.

§ 2. We willen nu aantoonen dat% op iedere lijn // reéele

as tot eenzelfde limiet nadert, als z langs zoo'n lijn tot
© nadert,
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Bewijzen we daartoe, dat de limieten, die tot stand komen
op de reéele as en op de lijn y = b, dezellde zijn.

De cirkel, gaande door z, = Xp + iy, en ten opzichte
waarvan zi = — X; + iy, het beeld is van 2z, = x; + iy,
nadert tot de lijn x = xp, als z; langs de lijn y =& tot
oo nadert.

We weten nu dat:

| wo—21 | |20 =21
=l e

Daar nu ook
i — Uy 1w—w1l

i+ Uy lwo—wl
zal dus
u — Uy \zo—z1 J

iy | Z— 2|
Stellen we nu dat de bovengenoemde cirkel de lijn y =25
in het punt x =%y —a; y=20 snijdt, dan kunnen we
bovenstaande vergelijking schrijven in den vorm:
u; — U xl-—xo-{—a
Iy -+ Iy X + Xo— a’
Uitgewerkt levert dit wegens het positief zijn van beide

NOEemers:
Xy < a + Xy

u a u
of 2 (1 = ) <o,
X1 Xo/  Xo

Dan volgt hieruit dus
lim <%0
=0 X1 X0
want als x, tot o nadert, nadert a tot nul.
Daar deze betrekking voor iedere x, geldt, zal dus ook:

. fiby Sy i
lim L=< lim =2,
xl:-m 1 X0=CO 0
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-

Op dezelfde manier bewijzen we:

o v o]
lim == lim =0

=0 X1 =00 X0
dus moeten beide limieten aan elkaar gelijk zijn, wat we
wilden aantoonen.

Dat dit bij de functie w = 2* ook klopt is direct duidelijk.

§ 3. Uit het Theorema van ScHwArTZ kunnen we nu
laten volgen:
In een willekeurig punt van het rechterhalivlak zal

| 76) | < zin.

Het theorema van ScHwartz zegt n.l.

wi—w s s Nzl 2
=0 e ’;"(‘}__‘*_—.
w4u—v| |z X — yi|

waarin @'= f(2') en w =u + vi = f(2) = f(x + yi).
Maar dan moet ook

@ —w |

w’—w+2_u
|2’—2z || 22 —z+2x

zijn. (1)

Wanneer we nu 2’ tot z laten naderen, zullen beide leden

van deze ongelijkheid tot een limiet naderen.
Het le lid nadert tot | /() | en het 2e lid nadert tot .
We zien dus dat:
u
/4 -
@<L @
In dit geval volgt uit onze redeneering niet, dat het uit-
gesloten is, dat in vergelijking (2) het gelijkteeken optreedt
bij functies die niet lineair zijn.
In vergelijking (1) treedt alleen het gelijkteeken op wanneer
we met een lineaire functie te doen hebben. Maar we kunnen
hieruit niet laten volgen dat in verg. (2) het gelijkteeken
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alleen optreedt bij lineaire functies, daar we deze uit een
limietovergang verkrijgen.

§ 4. In § 1 hebben we bewezen, dat % tot een limiet

nadert, als x op een lijn // aan de reéele as tot « nadert.
Zij | deze limiet.
Gaan we nu de functie g(2) = s + i = f(2) — [z bekijken.

Deze functie heeft de eigenschap, dat%—» 0 als z langs
de reéele as tot co nadert. Verder moet s overal positief of
nul zijn. We weten n.l. volgens § 2 dat %monotoon dalend

tot [ nadert, als x op de reéele as tot oo nadert, dus dat

/)
L2 =1

X
Voor iedere x van de reéele as is nu
u=lx.

Wanneer u ergens gelijk is aan lx, moeten we met een
lineaire functie te doen hebben en moet dus

g(z) = Iz
zijn, op hoogstens een constante na met reéel deel grooter
of gelijk aan nul. Sluiten we voorloopig het geval:

fR)=z+c

uit dan weten we dat s overal positief moet zijn.
Onze functie g(z) behoort dus tot de klasse.

De functie g(z) moet nu een dekpunt van iteratie hebben
in het rechterhalfvlak dat ook op de Y-as mag liggen.

Het punt o« kan geen dekpunt zijn, want wanneer het
punt oo een dekpunt was, zou het beeld van een punt van
het Z-vlak, gelegen op de lijn x = x,, moeten liggen binnen
het gedeelte van het W-vlak, rechts van de lijn &= Xx,.



Maar dan zou ook J—Ii";l moeten zijn. In dit geval zou
0

echter hm% nooit nul kunnen zijn, daar deze betrekking

X=c0
voor iedere x, zou moeten gelden,

Stellen we nu, dat x; + iy, het dekpunt van iteratie van
onze [unctie g(z) is.

(Dit dekpunt mag ook op de Y-as gelegen zijn, dus x;
mag ook nul zijn.)

We weten dan dat, wanneer 2z gelegen is op de lijn
y =y, het punt g(z) moet liggen binnen een cirkel, die
door z en iy; gaat en den afstand van beide punten, zijnde
%, tot middellijn heeft mits x voldoend groot is.

Hieruit volgt nu:

2@) — iy, P xs.
Het gelijkteeken geldt weer din en dan alleen als 2(2)

een lineaire functie van z is.
Nu moet dus ook:

| 8(2) — i
|

z— Wi <V

Nadert z tot c langs de lijn Yy =y, dan zal dus ook
volgens het voorgaande:

g(z) — l.Vx
Z - 0,
q)( ) Z —_ lyl

§ 5. Om nu iets meer van g(2) te kunnen zeggen, willen
we eerst nog de volgende hulpstelling aantoonen:

Wanneer f(z) begrensd en holomorf is binnen een gebied
G, begrensd door de lijnen y = ax, ¥ = bx en den cirkel
met O tot middelpunt en 7 tot straal en op de lijn y =cx
in dat gebied geheel binnen dien hoek gelegen, nadert f(2)
tot een limiet /, als z tot O nadert, dan zal, wanneer z op
een lijn, binnen dien hoek gelegen, tot O nadert, de functie
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flz) tot [ naderen. Deze stelling is afkomstig van MONTEL.

Ze geldt ook als in het W-vlak een gebied is aan te
wijzen waarin geen waarden van f(z) liggen. De functie is
dan namelijk begrensd op den bol.

Voor het bewijs van deze stelling gebruiken we de vol-
gende uitbreiding van de groote stelling van WEIERSTRASS.

Wanneer in een gebied een rij begrensde holomorfe func-
ties gegeven is, die in een zich in het inwendige van het
gebied verdichtende puntverzameling tot een limiet nadert,
zal de functierij in ieder punt van het gebied tot een limiet
naderen, terwijl de grensfunctie weer holomorf is in dat
gebied.

Hiermee bewijzen we bovengenoemde stelling als volgt:
Trekken we binnen den hoek de lijnen y =dx en y = ex
zoodanig dat
a<d<c<e<b.

Trekken we nog 2 cirkels met stralen r, en r, zoodanig
dat n<rp<r.

We gaan nu in het gebied G’, begrensd door de lijnen
y=dx en y=ex en de cirkels r; en r, de volgende
functierij definieeren:

Deze rij heeft de eigenschap, dat zij in ieder punt van
de lijn y = cx tot een limiet nadert, die voor alle punien
dezelide is. Dan zal de grensfunctie van deze rij holomorf
moeten zijn en dus een constante zijn.

Maar dit wil niet anders zeggen, dan dat f(z) op iedere
lijn door O gelegen tusschen y = dx en y = ex tot dezelfde
limiet / nadert.

Daar nu d en e willekeurig tusschen a en & gekozen
zijn, volgt hieruit dus dadelijk, dat onze functie tot / nadert,
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wanneer z langs een willekeurigen straal eindigende in O
en gelegen tusschen a en & tot O nadert.

Deze stelling geldt ook voor iedere kromme lijn, ein-
digende in O en die geheel gelegen is in het deel van G
begrensd door de lijnen y = (d + ¢)x en y = (e — ¢)x,
waarin ¢ positief en < 1/5(e — d) is.

In het gebied G’ heeft onze functierij namelijk weer een
limiet / in ieder punt van een oneindige puntverzameling,
die zich minstens in een inwendig punt verdicht.

De grensfunctie moet dus weer holomorf zijn en is daarom
gelijk aan /L

§ 6. In § 4 hebben we bewezen, dat de functie ¢(z)
nadert tot nul, als z langs de lijn y = y; tot oneindig nadert.

We kunnen nu met behulp van de in § 5 bewezen stel-
ling aantoonen, dat ¢(z) » 0 als z tot « nadert langs een
willekeurigen halfstraal /;, geheel binnen het rechter half-
vlak gelegen en niet // Oy.

Bewijzen we deze stelling eerst voor het geval, dat de
lijn /; vertrekt van het punt z = iy,.

In dit geval kunnen we 2 lijnen /, en /; trekken, gelegen
binnen het rechter halivlak, vertrekkende van het punt
z = iy; en een hoek ¢ vormende waarbinnen de lijnen /
en y =y, gelegen zijn,

Beschouwen we nu een gebied G”, begrensd door de
lijnen I, en I3 en een cirkel met z = iy; tot middelpunt,
1
zZ— I

afbeelden op het door ons in § 5 genoemde gebied G.

De in § 5 afgeleide stelling leert ons nu, dat als z
langs een. willekeurige lijn, die door z = y; binnen G"”
wordt getrokken, tot oo nadert, onze functie ¢(z) tot nul
nadert,

Daar namelijk het argument van z — {y, gelegen is binnen

dan kunnen we dit gebied door de transformatie w =




10

een hoek @ < m, zal er een gebied van het W-vlak zijn
in de omgeving van de negatieve reéele as, waarin geen
waarden van @(2) gelegen zijn, en mogen we dus MONTEL
toepassen.

De uitbreiding, die we aan deze stelling gegeven hebben,
zegt ons verder, dat ditzelide gebeurt langs iedere lijn geheel
binnen G" gelegen, mits die lijn niet evenwijdig aan de
rechten [, en /; getrokken wordt.

Daar we nu echter geheel vrij zijn in de keuze van de
lijnen /, en /; komen we ten slotte tot de stelling:

De functie ¢(z) nadert langs iedere lijn, die met de X-as

een hoek maakt gelegen tusschen — —;i + ¢ en —g — ¢, tot

nul, hoe klein we ¢ die positief moet zijn ook kiezen, als
z langs die lijn tot «o nadert.

§ 7. In § 3 hebben we aangetoond:
In een punt z van het rechter halivlak is voor iedere
functie f(z) van onze klasse:

fefc=ie
| f(2) | =< =
Passen we dit toe op onze functie ¢(2) dan zal daar bij

deze functie volgens § 6: i tot nul nadert, ook | ¢'(z) | — 0

als z op de in diezellde § genoemde manier tot «o nadert.
Gaan we nu onze functie g(z) weer bekijken. Daar y,; vast
is in de uitdrukking voor ¢(z) in § 4, weten we dus:

(4G —+ 0 als z—
2
dus | 2()| — 0 als z— .

De functie g(z) hebben we in § 4 gedefinieerd als f(z) — [z.
8(2)

Daar nu = en 2'(z) naderen tot nul als z tot oo nadert,
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zullen ook "i(zi) en f(2) naderen tot / als z tot oo nadert.

De stelling, die we in het voorgaande afgeleid hebben,
kunnen we als volgt formuleeren. Zij f(z) een functie van
onze Kklasse, dan zullen, wanneer we z op de in § 6 aan-

geduide manier tot co laten naderen, de grootheden %

y

f(2) en _]_’(zz) allen tot dezelide reéele limiet naderen, die

positief of nul moet zijn, terwijl % monotoon dalend tot

die limiet nadert, als x op een lijn evenwijdig aan de reéele
as tot « nadert. (Zie over deze dingen het artikel van
J. WoLFF in de Ac. d. Sciences van 13 Sept. 1926).

§ 8. We willen dit hoofdstuk besluiten met het bewijs
van de stelling:

Zij flz) een functie van onze klasse met de eigenschap,
dat zf(z) tot nul nadert als z langs een lijn, gelegen bin-
nen het rechter halfvlak tot e nadert. Dan moet f(z) iden-
tiek nul zijn.

Volgens het gegeven is het reéele deel van f(z) grooter

of gelijk aan nul. Dan zal ook het reéele deel van ](1”—)
grooter of gelijk aan nul zijn.
Immers, om uit het punt w = f(z) het punt gy af te

fiz)

leiden moeten we het argument van f(z) van teeken om-

keeren en komt het dus ook weer tusschen — g en + g»

Nu zal volgens onze onderstelling

gl
zf(2)

— o0 als z — o0.
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Stellen we )le_) even voor door z+ vi, dan zal volgens

§ 7 nu % monotoon dalend tot o« naderen als x op een

of andere lijn // reéele as tot o« nadert.
Dan moet uz overal o zijn en dus f(z) =0 wat we aan

wilden toonen.



HOOFDSTUK IL

De functies van de klasse met een gegeven
asymptotische ontwikkeling in het oneindige.

§ 9. Gaan we over tot het onderzoek van de functies,
die de volgende eigenschappen bezitten.

19, De functie w = f(z) behoort tot de door ons be-
schouwde klasse.

20, We kunnen voor iedere n onze functie voorstellen
door de asymptotische ontwikkeling:

1 n 2n\~
w=00+£f}+g;+f:§+...-+§2H-r;+sz‘.(n)
of door
w_a_l_ﬂl_{_ _}_ﬁ + [,ﬂ]_'_-ﬂ 1(2)

2n—1

av‘n—

waarin de a’s zuiver imaginair en de p's reéel zijn, terwijl
¢(z) binnen iederen hoek

—g~+a<argz<;-—a

aan den eisch moet voldoen, dat

lim ep(2) =0 en lim g,-(2) =0

T=m0 Z==c0

als a gelegen is tusschen O en g
We zien dadelijk dat we onze functies hierdoor een
zwaren eisch opleggen, daar de functie 2%, die we in het
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vorige hoofdstuk al eens ontmoetten, niet op een dergelijke
manier in een reeks te ontwikkelen is.

Bekijken we eerst de voorwaarden waaraan de a, en f,
moeten voldoen, om een dergelijke functie op te leveren.

Daar a, zuiver imaginair is, mag ?0 positief of negatief

zijn. Een verandering van a, heeft namelijk een verschuiving
van het W-vlak in de richting van de imaginaire as ten
gevolge. En dit is een afbeelding die het rechter halfvlak
invariant laat.

We zullen nu aantoonen dat g, positief moet zijn. De

functie is een functie, die tot onze klasse behoort.

1
f(2) —ag
' 1
Volgens een voorgaande stellin 7) zal nu ——4———
g g g§7) 2@ — ag)
naderen tot een positieve limiet als we z tot o laten naderen.
Bedenken we nu, dat we f(z) kunnen schrijven als:

22.’1

f1 @ &(2)
ao+z+2;+----+

moet naderen tot lalsztot

1
z{f(z) — ap} P1

dan zien we, dat
co nadert.

Hieruit volgt dus, dat g, positief moet zijn, daar ﬁl
1
positief is.

fr
z
gestelde voorwaarden voldoet, als f#, positief is.

Verder zullen, wanneer g; = 0 is, alle volgende a's en §'s
nul moeten zijn, daar dan z { f(2) — qy} tot O nadert, wanneer
z tot oo nadert.

Maar dan moet f(2) — a; =0 zijn of moet f(2) = a, zijn (§ 8).

Alle volgende a’s en f’s moeten dus nul zijn in dat geval.

We zien hier ook dat ey+~ een functie is, die aan de
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§ 10. Om iets van de volgende o's en p’s te kunnen
zeggen gaan we f(2) in een kettingbreuk ontwikkelen. Hiertoe
schrijven we op:

( 1 ﬂ°+ 2t Pn 82;:-—1(2)).—1

zi’n—l z!nv-l

Werken we dit uit, dan krijgen we iets van den vorm:

' a: r Ef o

Blz+A,+%+E§+§+....+E§}_§

waarin A; en alle a, zuiver imaginair en B; en alle g,
reéel moeten zijn, terwijl By positief is.

We willen het rekenwerk dat we voor het bewijs hiervan
noodig hebben, uitvoeren voor het geval n = 2 en merken
dan op, dat het algemeene geval op een dergelijke manier
te behandelen is.

Schrijven we op

P a1y Po {3_(?-')_"__ (&)—'( Po 63(3))
(z +zz+z3+ z28) \z l+ﬁ1.. ﬁlz~+p’1
dan zien we, dat we hiervoor kunnen schrijven:

) b ay (B taat o)
B 4. 8a(2 a 2, &(2)\* Bz ' B2 ' B
by 1 (ﬂl +ﬁ1;“ glzi)+(ﬁl-lz+ﬁ1 +Bi22) I-Ii ay _:_ Pa l*?3(-"3)

piz * p22 ﬁl 22

Noemen we een grootheid A even o (zlz) als jz"’ 0 als

zZ- o, dan zien we bij unitwerken, dat we dezen vorm
kunnen schrijven als:

z ay ﬁr) l 1
e = )2+ o ()
[ 3 Pz \B? By 22 2*
daar alle termen, die de factor 23 in den noemer hebben, te

schrijven zijn als 0(1) We kunnen dus de uitkomst schrij-

ven in den vorm:



16

Bz + Ay + 2476,
aarin By = - ’=Elz 12}
ULER PL=rps— e
a
A1=—E:2.

Hierin is B; positief, want g, is positief en A; zuiver
imaginair, want a; is zuiver imaginair en f,* regel.

B wordt weer reéel, daar de a, hierin weer tot een even
macht verheven voorkomen. Voor het algemeene geval dat
we aan het begin van deze paragraaf opschreven, kunnen
we nu op dezelfde manier ook aantoonen, dat alle aj in
deze ontwikkeling zuiver imaginair zijn, daar de a, in iederen
term, die optreedt, wanneer we een o’ in de a, en f, uit-
drukken, tot een oneven macht verheven voorkomen, terwijl
bij de p’ deze alleen met even machten voorkomen, zoodat
de g, hierin reéel moeten zijn.

We gaan nu f(z) in een kettingbreuk ontwikkelen in het
geval dat f(z) te schrijven is als:

51_|_01_§_ﬂ,, 53(~)_

“,7
~

Hiertoe schrijven we:

"= = (TR A )

Hiervoor kunmen we volgens het voorgaande schrijven:
pl2) = Byz + A, + 2y AE),

Hierin is B, positief en A, zuiver imaginair. Dat B,
positief moet zijn, volgt ook uit het feit dat By recel moet
zijn en dat, daar @(2){=u + iv} tot onze klasse moet be-

u e eat
hooren, = monotoon dalend tot een positieve limiet moet
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naderen als z tot o nadert. Deze limiet is in ons geval By,
dus moet B, positief zijn.

Daar nu A, zuiver imaginair is, en = monotoon dalend

tot B; nadert, moet ook %—+E—l§~) tot onze functieklasse

behooren en kunnen we deze dus schrijven als:

1
Byz + 04(2)

05(2)

waarin om bovengenoemde reden B, positief is en —}—-ro

als z - oo,
We krijgen dus in dit geval voor f{z) de kettingbreuk-
ontwikkeling:

1
Blz -} Al oy

f(2) = Ay +

1
Bz + 0y(2)

Hierin zijn Ao, A, By en B, functies van ap, a;, f; en fa.
De B's zijn hierin positief en de A’s zuiver imaginair, terwijl
05(2) een functie is, die tot onze klasse behoort.

Op dezelfde manier kunnen we ook

z2n—1 1 San=]
in een kettingbreuk ontwikkelen en vinden dan hiervoor:

1 X
D)=t — - ()
Blz + Al + B;)zﬁ_{'_'j\') + :

i

1
Baz + 04(2)

waarin om bovengenoemde redenen alle B’s positief en
alle A’s imaginair moeten zijn, terwijl 0,(2) een functie van
onze klasse is.
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De eisch waaraan alle a, en f, van onze asymptotische
ontwikkeling moeten voldoen is nu, dat alle A, die we
volgens het bekende rekenvoorschrift uit de a, en f, be-
rekenen zuiver imaginair moeten zijn en alle B, positief
moeten zijn.

We zien hier tevens, dat, wanneer we een kettingbreuk
van bovenstaanden vorm opschrijven, waarin we voor 0.(2)
nul invullen, en de A, en B, aan de bekende voorwaarden
voldoen, we een functie van de klasse krijgen, die aan den
eisch voldoet, dat hij een asymptotische ontwikkeling toe-

£2)
1

laat, eindigende met et

§ 11. Uit de formule (1) van § 10 zien we, dat er meer-
dere functies te vinden zijn, die Dbij ontwikkeling in een
kettingbreuk met n schakels dezelide A’s en B’s opleveren
als f(2).

Omtrent den samenhang van al deze functies kunnen we
de volgende stelling bewijzen:

Zij w = f(z) een functie van de door ons beschouwde
klasse, die bovengenoemde kettingbreukontwikkeling toelaat,
dan valt de waarde w,, die de functie in een gegeven punt
z = z, van het rechter halfvlak aanneemt, binnen of op den
omtrek van een cirkel C, waarvan de middellijn door de
A; en de B;, die in de kettingbreukontwikkeling voorkomen,
volkomen bepaald wordt.

In deze § behandelen we eerst het geval n = 1. De stel-
ling wordt dan:

Zij w = f(z) een holomorfe functie in het rechter halfvlak,
die te schrijven is als:

ag “l" é‘_} +§1*(zi)

waarin de grootheden de ons bekende beteekenis hebben; dan
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zal als z, een punt van het rechter halfviak is, wy = f(2,)
binnen een cirkel liggen, die de liin x = 0 aanraakt in het

by

punt a; en die = tot middellijn heeft.
0

Om dit te bewijzen merken we op, dat we f(2) kunnen
schrijven in den vorm
L [
USSP o
waarin
ze(2)
) = ————
1(2) Pt &(2)
Nu behoort z + 3(z) tot onze functieklasse, daar dit gelijk
1S aan

P
J2) — ay
Maar dan ligt ook #(2) in het rechter halivlak, wat we
al eenige malen gezien hebben.
In het punt z, ligt daarom z -+ #5(2) rechts van de lijn
Xi= Xo.
P

~— - binnen een cirkel die tot straal heeft
2o 1 7(20)

Dan ligt
£y

5y, € de imaginaire as in O aanraakt.
0

Maar dan ligt f(z) binnen een cirkel, die de imaginaire

as in ay aanraakt en tot straal heeft —2‘(2— wat we wilden aan
0

toonen.
Zij a zuiver imaginair,

De functie a, - A1 beeldt, zooals we gemakkelijk in-

<—a
zien, de lijn x = x, af op den cirkel Cy, zoodat in dit geval
met het punt z, een punt van den cirkelomtrek C,; cor-
respondeert.
Omgekeerd weten we ook dat, wanneer f(z,) op den cirkel-
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omirek valt, onze functie f(z) den bovenstaanden vorm
moet hebben.

§ 12. We zullen nu de in § 11 genoemde stelling be-
wijzen.

Hiertoe gaan we aantoonen, dat het punt f(z,) ligt binnen
een cirkel C,, waarvan de middellijn en de ligging afhan-
kelijk zijn van Ao, Ay, By en Ba.

We weten:

e e

B,z + A, +

1
Baz + 02(2)
. : 1
Uit de vorige § weten we, dat A -%-m gelegen
is binnen een cirkel, die de imaginaire as in het punt A

aanraakt en die tot middellijn heeft ——1—

82x0
1
Nu ligt Bizg+A 1+ 5——73
1 e Bz + 05(%0)

T tot middellijn heeft en de lijn x = B;Xq aanraakt in
2X0
het punt Xp -+ AI'

binnen een cirkel C; die

1
Daar nu -—.—— binnen den door ons evonden cirkel
J(zo) — Bo 8

Csy ligt, moet ook f(2o) binnen een zeer bepaalden cirkel
liggen, waarvan middellijn en ligging te bepalen zijn uit
de gegeven A’s en B's.

De cirkel Co raakt de lijn x = Byx, dus moet ook de
cirkel C, raken aan den cirkel C,, wat direct uit de con-
structie van onze C's volgt. Het punt f(z;) komt weer dan
en dan alleen op den rand van C; te liggen als f(z) te
schrijven is als

f2) =Aq+ :

Blz+ Al +

1
Boz + As
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Op geheel dezelfide manier bewijzen we de stelling, die
in § 11 genoemd is.

De C, hebben zooals uit het voorafgaande volgt, de
eigenschap, dat cirkel C, den cirkel C,_; aanraakt. Verder
moet de cirkel C, geheel binnen den cirkel C,_, gelegen zijn.

§ 13. We gaan nu over tot het beantwoorden van de vraag:
Wat is de noodzakelijke en voldoende voorwaarde, waar-
aan de a, en f, moeten voldoen, om een functie te leveren,
die tot onze klasse behoort en waarbij voor iedere 1 een
asymptotische ontwikkeling van genoemden vorm te geven is?

In het voorafgaande hebben we aangetoond:

Een noodzakelijke voorwaarde waaraan de a, en pn moeten
voldoen is, dat alle A, van de kettingbreukontwikkeling
zuiver imaginair en alle B, positief moeten zijn.

Wanneer één van de B, nul wordt, zullen alle volgende
A’s en B’s nul moeten zijn en hebben we dus met een
rationale functie te doen.

We willen nu aantoonen, dat we hier werkelijk ook met
een voldoende voorwaarde te doen hebben.

Daartoe gaan we de kettingbreukontwikkeling nader be-
kijken. Met een asymptotische ontwikkeling eindigende met

Pn + £(2)
z?i’!—]
' 1
f(Z) B AO ¥ - 1
Byz + A, + — it

correspondeert de kettingbreuk:

1
an o 0::(3)

We gaan nu de volgende functierij bekijken:

1
L ey v

+

o 1
Bz T A,
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We merken op dat iedere functie van deze rij gelegen
is binnen het rechterhalfvlak. Dan is er volgens VITALI een
deelrij te maken, die in het rechterhaliviak convergeert tot
een holomorfe functie f(2).

We willen nu aantoonen, dat deze functie werkelijk aan
alle gestelde eischen voldoet. In de eerste plaats ligt deze
functie binnen het rechterhalfvliak, daar iedere functie van
de rij binnen het rechterhaliviak gelegen is.

Rest ons nog aan te toonen, dat onze functie werkelijk
asymptotisch te ontwikkelen is. Hiertoe bewijzen we de
volgende hulpstelling:

Als voor een zekere n geldt:

fe) = Ao+ =

Blz+A1 + Bgz+A2+‘-

1
Bpz + 04(2)

dan kunnen we voor iedere k= n voor f(z) een asymptotische
ontwikkeling geven van den vorm:

+

a, g9\ 2
f@) = a4 BB S,

Om deze stelling te bewijzen merken we op dat we

1

Ant Bnz 4 04(2)

schrijven kunnen als 0,-:(2), waarin on-1(2) tegelijk met
on(z) een functie van de Kklasse is. We kunnen dus onze
kettingbreuk schrijven in den vorm:

1
@& =Rt B r A+
1

tBetoi)

waarin ox(z) weer een functie van de klasse is.
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Door nu het rekenwerk van § 10 in omgekeerde volgorde
uit te voeren, vinden we voor onze kettingbreuk de genoemde
asymptotische ontwikkeling,

§ 14. Met deze stelling bewijzen we nu de in § 13
aangekondigde stelling als volgt: Zij f(z) de limiet van een
uit f,(z) gedistilleerde deelrij.

Uit de constructie van de rij f(2) volgt dan dat we f(z)
kunnen schrijven als een convergente kettingbreuk

(Pv P2 - v v )

waarin de @, fragmenten zijn van de kettingbreuk, waarvan
we uitgingen,

(Ter voorkoming van misverstand zij hier opgemerkt, dat
we met deze schrijfwijze bedoelen, dat we, wanneer we de
schakels van de kettingbreuk, die in ¢, voorkomen, opge-
schreven hebben, die van ¢, moeten laten volgen, daarna
die van ¢z enz.)

We kunnen nu wegens de convergentie van de rij

fa(2) = (@1, @2y« . o @)
voor f(z) schrijven:
f(z) - ([pl) P2« « v o Pn + OH(Z))

waarin 0,(2) een functie van de klasse is.
Willen we nu bewijzen, dat voor f(z) de asymptotische
ontwikkeling
m m\<
00+%+...-+%;+E2”2(m).
geldt, dan breken we de kettingbreukontwikkeling voor
/(z) zoodanig af, dat de volledig uitgeschreven kettingbreuk
meer dan 2m schakels heeft,
De hulpstelling van § 13 zegt ons dan direct, dat f(2)
op de genoemde manier asymptotisch te ontwikkelen is.
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Resumeerende geven nu de volgende stellingen het ver-
band tusschen kettingbreuk en asymptotische ontwikkeling.

19, ledere functie van onze klasse die we asymptotisch
kunnen ontwikkelen, is voor iedere # te schrijven als een
kettingbreuk van 7 schakels, waarbij de laatste schakel te
schrijven is als Baz + 04(2). 04(2) is hierin een functie van
de klasse. Verder is deze functie als een convergente ket-
tingbreuk te schrijven.

90, Voor iedere functie, die als een convergente ketting-
breuk te schrijven is, kunnen we een asymptotische ont-
wikkeling geven, wanneer deze functie tot onze Klasse
behoort.

§ 15. Tot slot van dit hoofdstuk willen we nog laten
zien, dat iedere functie van onze klasse, die door een
asymptotische ontwikkeling voorgesteld wordt, in het in
§ 9 genoemde gebied, door deze asymptotische ontwikkeling
voor te stellen is rechts van de lijn x = ¢, welke positieve
waarde we ook voor ¢ kiezen.

Hiertoe toonen we aan

f(2)

27 >0als z+ »
Z

terwijl z altijd rechts blijft van de lijn x=e Uit onze
asymptotische ontwikkeling volgde de kettingbreuk:

=A —_—
fe) =5t 5t o
waarin o0,(2) een functie van onze klasse is.
1 : N
De breuk Bz +0,) is begrensd rechts van de lijn x =g,

daar het reéele deel van den noemer in ieder geval grooter
dan Bye is, waarin By > 0 is.
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nadert dus tot nul als z, rechts blijvende van de lijn

f2)
z

X = ¢, tot o nadert,

Kijken we nu naar de kettingbreukontwikkeling in § 10
opgeschreven.

Dan zal o,(z) te schrijven zijn als

1
.
A T onni®)

0x(2)
z tot o nadert, rechis blijvende van de lijn x = &, Maar
dan zal uit de manier, waarop we van kettingbreukont-
wikkeling tot asymptotische ontwikkeling kwamen (§ 13),
volgen dat de asymptotische ontwikkeling ook geldt rechts

van x = ¢ wat we wilden aantoonen.

Volgens het voorgaande zal nu tot nul naderen, als
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Onderzoek naar het al of niet bepaald zijn van een functie
der klasse door de gegeven asymptotische
ontwikkeling. Algemeene uitdrukking
voor die functies.

§ 16. In het voorafgaande (§ 12) hebben we aangetoond
dat, wanneer een functie gegeven is door een asymptotische
ontwikkeling

Up EnZ

f(z):ao-{-il-l-zé'{“]'%ﬂ >on

de waarde, die deze functie in een punt 2, aanneemt, ligt
binnen een cirkel C,, waarvan de straal r, afhankelijk is van
de a’s, f’s en z,.

Wanneer nu r, in z, tot nul nadert als n tot c nadert,
zal in dit punt de asymptotische ontwikkeling één enkele
waarde voor f(z,) bepalen.

Gebeurt dit nu in een puntverzameling, die zich in een
inwendig punt van ons gebied verdicht, dan zal er slechts
één holomorfe functie zijn, die tot onze klasse behoort en
die we op de bovengenoemde manier asymptotisch kunnen
ontwikkelen.

We willen nu eerst den straal r, van den cirkel C, be-
rekenen.

Hiertoe schrijven we voor de kettingbreuk

(Ao, Al + Blz, elrtal®s An + BHZ)
even Pa(2) en drukken dan r, uit in de eerste n P'sen Q's

Qn(2)
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van de kettingbreuk, die op hun beurt weer in de d's, B’s
en z, zijn uit te drukken.

Om r, werkelijk te berekenen gaan we de kettingbreuk-
ontwikkeling nader bezien.

We hebben in § 10 gevonden:

pn-—l(z) (Apn + Bpz + 0n(2)) + pn—ﬂ(z)
Qn—!(z) (An + Baz+ Ou(z)) == Qn—2(z).

Hierin schrijven we volgens bovenstaanden afspraak P,(z)
voor P,_(2) (As + Bpz) 4+ P._2(2) en vinden dan

_ Pu(2) 4 04(2) Pp—y(2)
= Qe T 00 Qs

waarin on(z) weer in het rechterhalivlak ligt.

Gaan we nu kijken, binnen welken cirkel f(z,) komt
te liggen.

De polinomen P,(z,) enz. zijn constanten, daar Zp vast
is, waarom we in het vervolg hiervoor alleen P, enz. zullen
schrijven,

0n(29) kan een willekeurig punt van het rechterhalfviak
zijn, waarom we hiervoor even z schrijven.

Dan wordt

fz) =

Y Pn + zpn—l
T9=0Fn O

De straal van den cirkel r,, waarbinnen f(z,) moet liggen,
vinden we nu, wanneer we berekenen op welken cirkel £(2),
als functie van z beschouwd, het rechterhaliviak afbeeldt.
Immers, bij ieder punt z van het rechterhalivlak hoort een
voor f(2,) mogelijke waarde, die uit formule (1) te berekenen is.

Hiertoe berekenen we den straal r, van den cirkel waarop
(1) de lijn x = 0 afbeeldt. Daartoe schrijven we

- pn—l 1
f(Z) ! Qn—l +Qn—1 (Q,-;...]Z + Qn)
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en merken dan op dat r, de straal van den cirkel is, waarop

de functie
1

] § i —
QF) = 5@z T QW)
Hiertoe merken we op dat, wanneer z de lijn x=0 door-
loopt, Q,_1z + Q. een lijn doorloopt, die een hoek met de

imaginaire as maakt, gelijk aan arg Qn—1.
De afstand van de lijn Qu—1z + Q. tot O wordt dus

| Qu | cos arg (Qn—1 — Qn)

en dus wordt de afstand van de lijn Qr,—1(Qn—12 + Q,) tot
O nu gelijk aan

| Q.r: | ] Qn—l I COs arg (Qn—! = Qﬂ)

Maar dit is gelijk aan het Reéele Deel van Q,Q,—
waarbij we onder Q,_; de toegevoegd complexe van Qn—;
verstaan.

De middellijn van den cirkel r, die we zoeken, wordt
dus gegeven door de formule:

L RD(QuQuo).

2rn

de lijn x =0 afbeeldt.

Gaan we nu kijken, hoe LS samenhangt met ——1——.
2r,, 2”:1—1

Daartoe schrijven we:

L RDQ.Qu-1 = RD[{(An + Bn2)Quot + Qu2)Qni] =

2rq :
= RD{(An + Bnz) | Qa1 | + Qu-2Qu-1) =
= Box | Qi—1 | +RDQs-1Qn-2.
Bepalen we nu % dan kunnen we uit deze formule

direct an opschrijven,

Hiertoe bekijken we

1(2) = Ao+ 1

Bz + A; + 04(2)
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J(2o) ligt nu binnen een cirkel waarvan de middellijn
gegeven wordt door:

Dit volgt uit het feit, dat A; zuiver imaginair is.
Maar nu is | Qi(2p) | = 1 zoodat we kunnen schrijven:

1
O Bixp | Qﬁ(ze) |

Ook is L = 0.
2(1

We vinden dus voor r, de betrekking:

2 = Buxa| Qi) | + Bty | Qie) | + .. .. +
+ Baxp | Qi(zo)l-

Zooals we in § 12 reeds opmerkten, komt f(z,) din en
dan alleen op den omtirek van onzen cirkel C, te liggen
wanneer 0,(2) een constante is.

’

§ 17. Uit dit alles volgt nu:
Wanneer de reeks, die we voor _2]“
in een puntverzameling, die zich in een inwendig punt van
het rechterhalivlak verdicht, zal, daar alle termen positief
zijn, r, tot nul naderen in die puntenverzameling, en onze
asymptotische ontwikkeling in die punten één enkele functie-
waarde bepalen,

Daar nu een holomorfe functie volkomen bepaald is door
de waarden, die zij in zoo'n puntenverzameling aanneemt,
zal er slechts ¢én holomorfe functie zijn die we door de
genoemde asymptotische ontwikkeling kunnen voorstellen
en die tot onze klasse behoort.

vonden, divergeert in
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We willen nu het omgekeerde ook aantoonen:

Convergeert de reeks in een punt van het rechterhalfvlak,
dan bepaalt de asymptotische ontwikkeling meer dan een
functie van onze Kklasse.

Hiertoe veronderstellen we, dat de reeks convergeert in 2p.

Dan nadert in dat punt 7, tot een eindige llmiet r,

Vullen we nu in de kettingbreukontwikkeling:

f(Z) = (AO: Al + BIZ’ * sl An + an + On(Z))

VOOI 04(2) eens — A, in, dan ligt volgens het voorgaande
de zoo gedefinieerde functie fn(z) in het punt z, op den
cirkelomtrek C,, waarvan r, de straal is.

Deze rij heeft volgens VITALI een deelrij fn(2), die tot een
holomorfe functie convergeert.

Vervolgens gaan we een andere deelrij f7.(z;) construeeren,
door voor o0,(z) een zoodanig zuiver imaginair getal te
kiezen, dat f7/(z,) juist diametraal tegenover f (z,) komt
te liggen op C,.

Dan kunnen we uit de rij f, zoodanige rangnummers y
kiezen, dat de rij f'y(2) tot een holomorfe functie convergeert.

Bekijken we nu fy(z) en £, (2).

Deze reeksen convergeeren beiden tot een holomorfe
functie. Ze kunnen nooit tot dezelfde holomorfe functie
convergeeren, daar altijd

| f,(20) — f(20) | = 2r, > 2r.

Er wordt dus in dit geval meer dan een functie van de
klasse door de asymptotische ontwikkeling bepaald.

§ 18, Nu we gezien hebben, onder welke voorwaarden
ons probleem meer dan één oplossing toelaat, willen we
nog zien, hoe we in dit geval de algemeene oplossing kun-
nen voorstellen.

Dit vraagstuk kunnen we ook als volgt formuleeren:



31

Welke zijn de functies van onze klasse, die voor iedere
n gelijk zijn aan:
Pa(2) 4 Pa_1(2) 04(2) (1)
Qr(2) 4 Qn—1(2) 04(2)
pn Pn—-l
en

ZQ_r: Qn—-l
naderende breuk van de door ons gevonden convergente
kettingbreukontwikkeling zijn en 0,(z) een functie van onze
klasse is.

waarin
de n% en de (n—1)ste

Kiezen we eerst een vaste z (= z).
Dan kunnen we volgens Oscoop uit (1) een deelrij Ji:
maken, zoodanig dat

_ Py(zo) 1 py—t(zo_?f
= Qe+ QL Ek

voor iedere ¢ van het rechter halfvlak convergeert.
Hiertoe moeten we voor o.(z) de functie z kiezen, die
we, om verwarring te voorkomen, als ¢ geschreven hebben.
Kiezen we nu een aftelbaar oneindige puntverzameling
2002 «+++Zn. ... die zich minstens in één inwendig punt
van het rechter halfvlak verdicht, dan kunnen we een deelrij
y" van y maken zoodanig dat:

wrn o Er@) TPz e o
O Qe F Qe = 6 A
convergeert tot een holomorfe functie.
Hieruit maken we een deelrij 3 die dezelfde eigenschap
heeft in het punt z,, hieruit dan een y”" enz.
We krijgen op deze manier een dubbel oneindig schema
van functies,
Daar de y' rij een deelrij is van de y rij convergeert

ook de rij

Py'(zp) + Py’ _1(20)C

(20 = Gz + Qralzo)t
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Met de diagonaalmethode kunnen we nu een deelrij (/)
van holomorfe functies maken, zoodanig dat deze rij

Py(z) + Pia(2)p(2)

Qdz) + Qi—1(2)¢(2)
overal convergeert, voor iedere vaste ¢(z), die we in deze
rij willen invullen, als ¢(z) een functie van de klasse is.

Om dit aan te toonen gaan we als volgt te werk.

In de punten 2y, zy....2.. ... heeit p(2) achtereen-
volgens de waarden ¢(2g), ¢(21),....@(2n).... Nu zal,
als we in de deelrij y voor de { de waarde ¢(z,) invullen,
de rij y in z, convergeeren. Daar de rij »* een deelrij is van
de rij y zal, wanneer we voor ¢ in het punt z; invullen ¢(z)
en in het punt z, invullen (z;), de rij " in de punten z,
en 2z, COmvergeeremn.

Nu is de rij [ vanaf de 2¢ term een deelrij van de rij 5’
en zal deze dus ook in de punten z,en z; convergeeren.

Zoo verder redeneerend zien we, dat onze diagonaalrij in
ieder punt van onze puntverzameling z, convergeert.

De grensfunctie van deze rij is dus holomorf. Verder
zien we aan de constructie, dat voor iedere Q van onze
klasse onze diagenaalrij convergeert tot een holomorfe functie.

Ook is onze grensfunctie door de gegeven asymptotische
ontwikkeling voor te stellen, daar deze een grensfunctie is
van een deelrij nit de n-rij.

§ 19. Omgekeerd willen we aantoonen dat iedere functie
van onze klasse als limiet van een dergelijke [-rij te schrijven
is. Construeeren we daartoe voor een willekeurige f{z) van
de klasse een rij (/) die f(z) tot limiet heeit.

Voor iedere n is f(z) te schrijven als:

Pn(2) + Pr-1(2) 0a(2)

flz)= Qu(2) + Qn_1(2) 0al2)

dus is zeker f(z) voor iedere [ te schrijven als
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f(Z) = P:(Z) + P{—](Z)O[(Z)-
Qu2) + Qi-1(2)oAz2)

Daar nu alle functies o/z) gelegen zijn in het rechter-
halfvlak, kunnen we uit de rij (/) een deelrij (¢) maken,
zoodanig dat o,(z) tot een holomorfe functie o(2) convergeert.

Nu is voor iedere g

S = Pof@) + Poiz)og(z)
Qg(2) + Qq-1(2)0q(2)

Maar volgens het voorgaande nadert ook de rij

Py(2) + Py_i(2)o(2)
Qq(2) + Qg—1(2)0(2)
tot een holomorfe functie F(2).
Er blijit ons nu nog over, aan te toonen dat f(z) = F(z).
Nemen we daartoe een punt z, vast aan in het rechter-
halivlak.
We weten dan dat

P;(Zn) + P (ZO)E
Qul(2p) + Qi—1(20)¢

een in het rechterhalfvlak gelegen holomorie functie van & is.

Hieruit volgt nu wegens de gelijke continuiteit (continuité
¢gale) van onze functies, dat we bij iedere & een ¢ kunnen
vinden, zoodanig dat:

Pq(20) + Pg—1(20)04(20) _ Palzp) + Py—1(2p)o(zy) S
Qo(20) T Qa—1(20)04(20)  Qql20) + Qqg—1(20)0(zy)
als | 04(z9) — 0(2) | < &'.
Maar nu zal bij iedere ¢ te vinden zijn een E zoodanig
dat | 04(2p) — 0(2p) | < & als ¢ > E.
We zien dus: Er is bij iedere ¢ een E zoodat
Py(2p) + Py—1(zp)0(2)
Qulze) + Qurlzoiolzg) — /0| <& voor ¢ > E
Wegens de gelijke continuiteit van onze holomorfe func-
ties is er nu bij iedere ¢ te vinden een E zoodanig dat:
3
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Py(2o) + Pg—1(20)0(20)
Qufzo) T Quilzootzg) — 70| <
als ¢ > E is, voor iedere z, liggende in een gebied, dat
geheel binnen het rechterhalivlak gelegen is.
Maar dit zegt nu:

fz) = F(2)

wat we wilden aantoonen.

§ 20. We kunnen nu hieruit direct de algemeene uit-
drukking opschrijven voor de functies, die ons vraagstuk

oplossen.
; 2 A4 p:(Z) hirt
Uit de vorige paragraaf volgt dat de rij Qu2) tot een limiet
nadert. Noemen we deze limiet A(2).
P[_.I(Z)
Qr-1(2)
Verder zal voor een £ > 0 ook
Py(2) + kPi-1(2)
Qi(2) 4 £Qi-1(2)
naderen tot een limiet o(2).
De rijen Pfz) en 4(2)Q/2) hebben nu dezelide limiet.
We schrijven dit nu als volgt:

Pyz) ~ 2(2)Q(z)

Ook is: Pr1(2) ® p(2)Qi-1(2).
Hieruit volgt:

Pi(2) 4 kP1-1(2) & H2)Qul2) + ku(2)Qi-1(2).
We weten:

Pz) + kP11 (2) & 0(2)Qu(2) + ko(2)Qi-1(2).
Hieruit volgt:

H2)Qu2) + ku(2)Qi-1(2) 4
0(2)Qu(2) + ko(2)Qi-1(2) i

Evenzoo zal tot een limiet u(2) naderen.

(1)
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Maar dan moet ook

22) + kul2) Qc’{,(‘if)

yi(2) = s
ol2) + hele) Y5

Hieruit volgt nu:

Qi-1(2) ! yi(2)o(z) — A(2)
Qi2)  ku(z) — ko(2)yd2)

Maar dan zal ook

Qui?) | o)) — @)
Qu(z) k(u(z) — o(2))
Om te laten zien dat deze limietfunctie holomorf is moeten
we nog laten zien, dat

uz2) = e(2).

Dit volgt uit het feit dat u(z) een grensfunctie is van de
rij (1) overeenstemmende met &= co en A(z) overeenstemt
met £ = 0.

Volgens het voorgaande zijn deze functies niet aan
elkaar gelijk.

= d(2).

Nu moet ook de rij Pitl2) 45t een limietfunctie c(2)

Pi(z)
naderen want

.P1_1(Z).QI(;) o nu{z)
(2) . Qi=1(2) y(2)

Verder nadert ook QI; (’()) tot een limiet a(2).
e
Ook nadert 242) 1ot een limiet b(2).

P:(Z)
Volgens het voorafgaande is f(z) nu te schrijven als

lim 0(2) + Pg-{(Z)fp(Z)
Qy(2) + Qe—1(2)e(2)
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Maar dan is ook

f(2) = lim Bgl2)
o Q) Q@
Py(2) P4(2)
Daar nu de grij een deelrij is van de [rij kunnen we
deze limiet direct opschrijven:
_ 1+ ¢(2) p(2)
7@ = @) F @) pley

We hebben hier nu de algemeene gedaante van de functie
f gevonden. We krijgen de geheele verzameling door r alle
functies der klasse te laten doorloopen.

Hiermee willen we onze beschouwingen beéindigen.

Voor de toepassing van de eigenschappen van deze
functieklasse op het momentenprobleem van STIELTIES zie
men het artikel van R. NEVANLINNA: Asymptotische Entwick-
lungen beschrinkter Funktionen und das Stieltjesche Mo-
mentenproblem.




STELLINGEN.

L.

Een gevolg van de stelling van Fartou is:

ledere holomorfe functie, begrensd binnen den eenheids-
cirkel is een integraal van LEBESGUE, over den eenheids-
cirkel berekend.

IL

Een uitbreiding hiervan is de stelling:
Een begrensde functie, holomorf in het rechterhalivlak,

die van positieve orde ten opzichte van ; tot nul nadert,

kan geschreven worden als integraal van LEBESGUE over de
imaginaire as.
1.

Wanneer f(x) RIEMANN integreerbaar en ¢(x) absoluut
b

continu en monotoon is op een interval ab, dan is ffdrp,

opgevat als StieLTJES-integraal, gelijk aan de LEBESGUE

integraal ffq:
IV.

Als f(x) RiEMANN integreerbaar en positief is, terwijl ¢(x)
monotoon stljgend is op een interval ab dan is de LEBESOUE

integraal fftp kleiner of gelijk aan de STIELTJES- mtegraalfqu:



V.

De som, die voorkomt in prijsvraag 4 (van 1929) van het
Wiskundig Genootschap, kan dikwijls met voordeel als een
STIELTJES-integraal geschreven worden.

VL

Het is niet mogelijk, op middelbare scholen een strenge
behandeling van de oppervlakkentheorie te geven.

VII.

De behandeling van wortelvormen kan op middelbare
scholen niet streng gemaakt worden.

VIIL

De verzameling van de Transfinite getallen bestaat niet.

IX.

De logica is een hoofdstuk der wiskunde.

X

Het is zeer moeilijk om meetkundig een algemeene defi-
nitie van een irreductibele ruimtekromme te geven.

XL

Het is verkeerd, de Cosmografie als examenvak van het
programma der Hoogere Burgerscholen af te voeren, daar
hierdoor de behandeling van de populaire astronomie ge-
makkelijk in het gedrang kan geraken.

XIL

Het verdient aanbeveling, dat op de middelbare scholen
de hoofdzaken van de radiotelefonie als een belangrijk deel
der natuurkunde behandeld worden.
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