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I. AXIOMATIEK. THEORIE DER AEQUIVALENTIE.
SYSTEEM DER NATUURLIJKE GETALLEN.

Grondbegrip: Verzameling.
Grondrelatie: e (is element van).
Negatie ¢,

Definitie: Indien uit x € a volgt x ¢ b, dan heet a deel-
verzameling van b. Notatie:a < b,b & a. Iser bovendien een
element y € b, zoodat y ¢ @, dan heet a een echte deelver-
zameling van b.

Definitie: Is a < b en b < @, dan zijn a en b gelijk. Anders
zijn a en b verschillend. Notatie resp. @ = b en a £ b,

Axioma 1: Is a = b en a € A, dan geldt b ¢ A4,

Gevolg: In elke relatie mag een verzameling worden ver-
vangen door een daaraan gelijke verzameling. Dientenge-
volge noteeren we een verzameling door zijn verschillende
elementen tusschen accoladen te plaatsen.

Axioma 2: Uit de existentie van a en b volgt die van
{a, b}, mits a # b.

Axioma 3: Existeert m, dan existeert de verzameling van
alle elementen der elementen van m.

Definitie: Deze verzameling heet de vereenigingsver-
zameling van m. Notatie: Zm,

Axioma 4: Existeert m, dan existeert de verzameling der
deelverzamelingen van m,

Notatie: Um,

Oordeels-definitie: Noodzakelijke voorwaarde, waaronder
geldt: 4 (x) is een functie van x, is dat geldt: ¢ (x) is een
verzameling, als x een verzameling is, Functies van x zijn;

a. een verzameling a,

b,



CIRL.X;
amlx;
e. als ¢ (x) en ¢ (x) functies van x zijn: ¢ (¢ (x)).
Qordeels-definitie: ¢ (x, y) is een functie van x en y be-
teekent: indien x een verzameling is, is ¢ (x, p) eenfunctie
van y en indien y een verzameling is, 1S ¢ (x, y) een functie
van X,
Gevolg: Een functie van x is tevens functie van x en y.
Axioma 5: Existeert m en zijn ¢ (x) en ¢ (x) functies van
x, dan existeeren de deelverzamelingen van m der elementen,
waarvoor geldt ¢ (x) € ¢ (x), resp. ¢ (x) 7 ¥ (x).
Notatie:
M () € ()7 TP M) £ 4 (2
Gevolg: Onder de voorwaarden genoemd in axioma 5
existeeren ook:
My (x) e g (x) M (1) = o (x)
immers dit is:

resp. myea m ¢(x);;&¢(x)‘

Myémy ey’

Qordeels-definitie:

My (x)¢ i (x) €0 M (x) 7 3 (x) zijn functies van m.

Qordeels-definitie:
M g (x, ) &4 (x, ) en my (v 1) =+ i (x, ) zijn functies van y.

Gevolg: In bovenstaande [definities mag ¢ door ¢, F
door = vervangen worden.

Stelling 1: Existeert een verzameling m, dan existeert een
verzameling, die geen element bevat.

Bewijs: De verzameling m, .. voldoet.

Definitie: Een verzameling, die geen element bevat heet
nulverzameling. Notatie:0. De nulverzameling noemt men leeg.

Stelling 2: Existeert m, dan existeert {m}

Bewijs: Zij m 7 0, dan voldoet aan het gestelde:

{m, O}x =m*



Is m =0, dan voldoet UOQ.

Oordecls-definitie: Zijn ¢ (x) en ¥ (x) functies van x,
dan is ook een functie van x:

{4 (x),sff(x)% voor ¢ (x) # ¥ (x),
{4 ()} voor ¢ () = 4 (x),

Gevolg: Kies ¢ (x) = b (x) = x, dan vinden we: {x}
is een functie van x. (Het symbool = verbindt steeds ver-
schillende notaties voor hetzelfde begrip.)

Stelling 3: Bij een verzameling A bestaat de verzameling
der elementen, welke element zijn van alle elementen van A.

Bewijs: De verzameling van alle elementen van A, die
een element y bevatten, is:

Ay =9 0)
Zij nu a <A, dan is de gevraagde verzameling:
g =4a:

Definitie: De in stelling 3 ingevoerde verzameling heet
doorsnede van A,

Gevolgen;: 1. De doorsnede van A is een functie van A.

2. De doorsnede van {a, b} sa, b, 1s dus een functie
van a en b, Notatie: [ab].

Definitie: Indien voor elk element a der verzameling m
geldt:

l[a 2'm x ?& a] =0,
heet m normaal.
Definitie: Men zegt, dat m één element bevat als geldt:
le: m 0,
2e: 1S @ em, dan is my -+ 4=0.

Gevolg: Is b # a, danis b ¢ m. Dus m = {a}. Maar dan
is m = { Zm}. Omgekeerd volgt hieruit, dat m één element
bevat, immers:

m # 0 en my »m=0

Stelling 4: Zij gegeven een normale verzameling
M {my, m,, ....}, dan existeert de verzameling van alle
deelverzamelingen van XM, welker doorsnede met ieder
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element van M één element bevat, Deze verzameling
is een functie van M,

Bewijs: De gevraagde verzameling is deelverzameling
van UZ M. De verzameling van alle elementen van M,
welker doorsnede met een verzameling z één element
bevat, 1s:

M[xz] = {Z [xz]} = ¢ (2).

De gevraagde verzameling is dus:
UZMy ()=

een functie van M.,

(Indien niet door haken anders is aangeduid, worden de
operaties van rechts naar links opvolgend uitgevoerd.)

Definitie: De in stelling 4 ingevoerde verzameling heet
productverzameling van M. Notatie: PM,

Gevolg: Is 0 ¢ M, dan geldt PM =0.

Axioma 6: Is M 0 een normale verzameling en is
0¢éM, dan is PM # 0.

Invoering van de natuurlijke getallen en vaststelling
eener orderelatie.

Axioma 7: a. Er existeert een verzameling,
b. Bij elke verzameling m en functie ¢ (x)
existeert een verzameling M met de eigenschappen:
le: me M,
2e: 15 ye M, dan is ¢ (y) e M.
¢. Voor elke zoodanige verzameling M existeert
de deelverzameling A der elementen, waarvan met
behulp van uitsluitend de voorschriften le en 2e kan aan-
getoond worden, dat ze tot M behooren (d.w.z. er geldt
p e M', indien er relaties gelden, allen van de vorm le of
2¢, waaronder voorkomt de relatie p e M),

Notatie: { m, ¢ (m), ¢ (¢ (m)), .. ... 3
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Oordeels-definitie: { m, ¢ (m), ¢ (¢ (m)),..... } is een
functie van m.
Gevolg: De verzameling:

z={0,{o}, {{0}},.....}

Analoog existeert:

Z={ {0} { {0} } ...}

We noteeren Z ook wel als volgt:
{L1+1,14141,....},

{81, 2/ 350 Ly

Definitie: De elementen der verzameling Z heeten natuur-
lijke getallen,

Stelling 5: Is n # 1 een natuurlijk getal, dan is ook Zn
een natuurlijk getal.

Bewijs: De eindconclusie, welke aantoont, dat n een
natuurlijk getal is, is daar n 7 1, van de vorm: p is natuur-
lijk getal, dus ook {p}. Substitueeren we hierin voor {r}
n, dan vinden we: Xn is een natuurlijk getal, dus ook n.
Maar dan moet 2n een natuurlijk getal zijn.

Opmerking: Onder eindconclusie wordt niet verstaan de
laatste conclusie, echter de conclusie, waarin uitgesproken
wordt, dat n een natuurlijk getal is.

Zij p een natuurlijk getal dan existeert volgens axioma
7c:

existeert,

of:

Zy={p+1,p+2,..... b
en dit is een deelverzameling van Z, dus existeert ook:
Zp = Z b Z'p‘

(Is m < m, dan noteeren we m ¢ ook wel verkort
m—m.)

Stelling 6: 1 ¢ Z,

Bewijs: Voor alle neZ',geldt ZneZ dusl ¢ A

Stelling 7: Er is een natuurlijk getal a, zoodat a ¢ raby
a-1e Z'p.
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Bewijs: Was het gestelde onjuist, dan was, daar 1 ¢ £
volgens axioma 7c geen der natuurlijke getallen element
van Z',.

Definitie: Zijn p en g natuurlijke getallen en kan met
behulp van uitsluitend voorschrift 2e g uit p afgeleid wor-
den, dan zegt men dat q grooter is dan p, p kleiner dan g.
Notatie: ¢ > p, p < q.

Gevolg: Is p > g en g > r, dan geldt p > r (transitiviteit
der orderelatie).

Is b< a, dan kan niet b e Z',, daar dan ook a €1t

Isb>a danis b=a-+1 of b>a+1 (of beide), dus
in elk geval beZ’,. Dus:

Z', bestaat uit alle natuurlijke getallen > q,

Zp bestaat uit alle natuurlijke getallen << a.

Daar Z =2, Z', is hiermede bewezen, dat voor elk
natuurlijk getal n geldt of n>a, Of n<a. (m+n is een
verkorte notatie voor Z{m,n}, als {m,n} normaal
is.) Niet zeker is of deze uitspraak juist is voor elk natuurlijk
getal a. Deze zekerheid verkrijgen we door te bewijzen:

Stelling 8: p —=a.

Bewijs: Uit het ongerijmde zien we gemakkelijk, dat uit:

aéZ'patleZ'yen béZ, b + leZ',
volgt a=b. We kunnen dus volstaan met te bewijzen:
péz,.
Als gevolg van stelling 5 geldt:
IHZ 4 2B Y
We toonen nu aan, dat indien geldt:
péZy{p+1,p+2,....}
ook voldaan is aan:
p+1¢Z 1 {p+2,p+3,....}

Wasnl.p+1eZ',41, dan was'p + 1 >p+2 en daar-
uit volgt p>p+ 1. We vinden dit door in het bewijs
van p + 1 > p + 2 overal het natuurlijk getal p te ver-
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vangen door X p. Contradictie. Uit het voorgaande volgt,
dat voor willekeurige p geldt:
péZs.

Toelichting: We kunnen bewijzen, dat p een natuurlijk
getal 1s door gebruik te maken van uitsluitend de beide
volgende uitspraken:

le: 1 is een natuurlijk getal,

2e: is g een natuurlijk getal, dan is ook ¢ -} 1 een natuur-

lijk getal.
Vervangen we in het bewijs overal ,,p is een natuurlijk
getal” door ,,p is gelijk aan het bij p behoorend natuurlijk
getal a”, dan zien we de geldigheid van bovenstaande con-
clusie. (Bewijsmethode der volledige inductie.)

Gevolg:

Stelling 9: Voor de natuurlijke getallen a en b geldt
steeds of a > b, of a< b, of a=b.

Gevolg: Is p > q, dan geldt:

Zg 1s een echt deel van Z,
Z'y 1s een echt deel van Z,.
Notatie:

Frid ks 2o ity
Zy =0,

Theorie der aequivalentie.

Stelling 9a: Existeert m en is ¢ (x) een functie van x,
dan existeert de verzameling, die tot elementen heeft
¢ (¥), indien y e m, wanneer tevens een verzameling M exis-
teert, zoodat voor elke y e m geldt ¢ () ¢ M.

Bewijs: Uit m leiden we af de deelverzameling, die na
transformatie overgaat in een gegeven verzameling z:

m, — (y)z i (2).

Uit M leiden we vervolgens af de deelverzaméling der
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elementen, welke door transformatie uit de elementen van
m ontstaan:

My 5y # o
Dit is de gevraagde verzameling.

Notatie: We noteeren de hierboven afgeleide verzame-
ling m {4 (x)}.

Gevolg: Is m een functie van p, dan is ook m {rﬁ (x)}
een functie van y.

m { ¢ (x, y) } is een functie van y, als steeds x e m.

Definitie: Hebben A en B geen element gemeen en heeft
de productverzameling P {A, B} een deelverzameling
met de eigenschap, dat elk element van A - B element is
van één element dezer deelverzameling, dan heet A aequiva-
lent met B.

Definitie: Hebben A en B een element gemeen en bestaat
er een verzameling C, die volgens de voorgaande definitie
aequivalent is met A en B, dan heet A aequivalent met B.

Notatie: A ~ B.

Definitie: Bovengenoemde deelverzameling van P {4, B}
heet een afbeelding van A op B,

Stelling 10: Hebben A en B geen element gemeen, dan
existeert de verzameling van alle afbeeldingen van A op B.

Bewijs: De verzameling van alle elementen van A4 4 B,
welke element zijn van één element eener verzameling
z is:

A+B) = {2y )V

waarin { ez, xe A+ B. We vragen nu naar de deelver-
zamelingen van P {4, B}, dus naar de elementen van
UP{A, B}, waarvoor i (z) alle elementen van A + B
bevat. Deze 1s:

UPA, B} (o) —a+ B

Definitie: De verzameling UP {4, B}'l'(z): A+ g heet
afbeeldingsverzameling van A op B.



9

Gevolgen: 1. Hebben A en B geen element gemeen, dan is
de noodzakelijke en voldoende voorwaarde voor A ~ B:

UP{A B }yy—a 4 BT O

2. De afbeeldingsverzameling van A op B is een
functie van 4 en B, Dus existeert steeds:

M (x) coih (x)°
Stelling 11: Hebben A en B geen element gemeen, is
A o Benis ¢ eenafbeelding van 4 op B, dan bepaalt ¢ een
functionaal verband tusschen de elementen van A en B,
Bewijs: De verzameling der elementen van ¢, die een
element y bevatten, is:

¢y ex=¥ )

Is y € A, dan bevat ¢ (y) steeds één element van B, Dit is:
b (V) e p=x )

Deze functie legt het gevraagde verband.

Stelling 12: Hebben de verzamelingen A en B geen
element gemeen en bestaat er een functie ¢ (x) met de

eigenschappen:
le: is a € A, dan geldt ¢ (a) =b ¢ B,
. .4 $ (@) =
2e: 1502€A,a1:,ta2,dangcldt¢( )gb’b + b,

3e: is b ¢ B, dan existeert een verzameling a ¢ A,
zoodat ¢ (a) = b,
dan is 4 ~ B,

Bewijs: Volgens stelling 9a existeert A {x, qS(x)} Dit
is een afbeelding van A op B.

Definitie: De functie ¢ (a) heet afbeeldingsfunctie van A
op B.

Gevolgen: 1. Is { A, B, C } normaal, dan volgt uit A ~ B
en B «~C, dat ook A o~ C (transitiviteit der aequiva-
lentie),

2. Uit stelling 11 en 12 volgt, dat bij iedere afbeeldings-
functie van 4 op B, ¢ (a), bestaat een afbeeldingsfunctie
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van B op A, ¢ (b), zoodat indien ¢ (a;) =b, ook geldt
¥ (b;) = a;. De functie ¢ (b) heet de inverse van ¢ (a).

Stelling 13: Is M {my, my, . . . } ~ N{ny, ny, ... },zijn M
en IV normaal en hebben 2 M en Z' N geen element gemeen,
en bestaat er vervolgens een afbeeldingsfunctie n = ¢ (m),
zoodat steeds m co ¢ (m), dan is T M ~ 2N,

Bewijs: De afbeeldingsverzameling van m op ¢ (m) is een
functie van m. Zij deze functie i (m), dan existeert:

M{ ¢ (m) }.
Deze verzameling is normaal, zijn productverzameling is
niet leeg. Zij pe PM { s (m) }, dan is Zp een afbeelding
van ZM op XN,

Stelling 14: Is M ~ NN en hebben M en IV geen element
gemeen, dan is UM o UN.

Bewijs: UM en UN hebben geen element gemeen. Zij
¢ (m) een afbeeldingsfunctie van M op N en i (n) zijn
inverse, Is:

IZM{ My, Mgy « « & } € UM,
dan is:
Uy { ‘f’(ml)tﬁ{’(ma):--'-}fUN-

Deze verzameling kan echter ook geschreven worden:

Ny e Uy
en is dus een functie van u,,. Gemakkelijk is aan te toonen,
dat deze functie voldoet aan de eischen van stelling 12.

Stelling 15: Onder de onderstellingen van stelling 13 is
PM ~ PN.

Bewijs: PM en PN hebben geen element gemeen. Elke
volgens de bewijzen der stellingen 13 en 14 te construeeren
afbeelding van UXM op UZN bevat een deelverzame-
ling, welke afbeelding is van PM op PN.

Stelling 16: Is M normaal en ae PM, dan is a o M,

Bewijs: Een afbeeldingsfunctie is, alsm ¢ M:

axem'
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Ten einde over te gaan tot de behandeling van verzame-
lingen, welke elementen gemeen hebben, bewijzen we eerst
de hulpstellingen 17—19.

Stelling 17: Bij elke verzameling m 7 0 bestaat een deel-
verzameling, die geen element van m is.

Bewijs: De verzameling m, ., voldoet.

Stelling 18: Bij de verzamelingen m = 0 en n bestaat
een verzameling M com, die geen element gemeen heeft
met m en .

Bewijs: Zijr é 2 {m, Zm, £ n}.Dan voldoet P {m, r} }
De functie {x, r} is afbeeldingsfunctie van m op P { m, r} %

Stelling 19: Is m #+ 0 en normaal, dan bestaat er bij
M) My o o o1s } en n een verzamelingm’ met de volgende
eigenschappen:

le: m' is normaal,

2e:  2'm’ heeft geen elementen gemeen met Emen Xn,

3e; m' com,

4e: er bestaat een afbeeldingsfunctie van m op

m’, $(my), zoodat steeds my oo ¢ (my).

Bewijs: Volgens stelling 18 bestaat een verzameling
M o2 m, die geen elementen gemeen heeft met £ men 2 n.
Zij  (x) een afbeeldingsfunctic van M op 2'm. Dan
bestaat de deelverzameling der elementen van M, die door
¢ (x) toegevoegd zijn aan de elementen van m,, n.l.:

n= Mt/t ®)em =@ (my).

Dus existeert:
A oie om0

We zien gemakkelyk, dat R aan de vraag voldoet.

Met behulp dezer stellingen zien we:

De stellingen 11 tot en met 15 blijven juist, indien we de
eisch, dat A en B, resp, M en NN geen element gemeen
hebben, laten vallen. Eveneens de transitiviteit der aequi-
valentie,
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Stelling 20: Tedere verzameling is aequivalent met zichzelf.

Bewijs: Zij gegeven m £ 0, is n com en hebben m en n
geen element gemeen, dan is volgens de tweede definitie
van aequivalentie m c> m. Voor m = 0 is het gestelde een
direct gevolg der eerste definitie van aequivalentie.

Stelling 21: Is acAenpé A, danis A —a + p ~ A,

Bewijs: Zij B ~ A, p ¢ B en hebben A en B geen element
gemeen. Is ¢ een afbeelding, ¢ (x) de bijbehoorende af-
beeldingsfunctie van A op B, dan is:

$—{a¢@}+{p ¢}
een afbeelding van A —a-+p op B.

Definitie: Een verzameling heet eindig, als hy met
geen zijner echte deelverzamelingen aequivalent is.

Definitie: Een verzameling heet oneindig, als hij een
echte deelverzameling heeft, waarmee hij aequivalent is.

Stelling 22: De verzameling Z, is eindig.

Bewijs: Z,={1} is eindig, daar zijn eenige echte deel-
verzameling 0 is. — We bewijzen nu: is Z, eindig, dan is
ook Z, 11 eindig. Onderstel Z, ;1 1s oneindig, dus:

Zp = LECN zp + 1y

waarin Z, + 1eenechtdeelisvan Z, . 1. IsaeZ, 1ena AR
zij verder ¢ (x) een afbeeldingsfunctie van Z,,; op Zp+1
en is ¢ (p -+ 1) =b. Dan is:

2p o0 2p o —— b.
Volgens stelling 21 is dan ook:

Zp ©Zp1—b—(p+1)+a

en dit is een echt deel van Z,. Hieruit volgt het gestelde.
(Indien b = p+ 1 ondergaat het bewijs eenige vereen-
voudiging.)

Stelling 23: Z is oneindig. Voor elke g geldt Z;, o~ Z.

Bewijs: Z'y ~ Z, immers de functie {x} is afbeeldings-
functie van Z op Z;'. Is Z', ~ Z, dan is ook Z'p41 ™ Z.
Immers Z'p 2’5410
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Definitie: Is M o Z,,, dan zegt men, dat M p elementen bevat.
Er is nu overeenstemming bereikt tusschen de uitspraken
» MM bevat één element” en ,,M bevat 1 element’.
Definitie: Is M o Z, dan noemt men M aftelbaar.
Stelling 24: Een eindige verzameling heeft geen onein-
dige deelverzameling,
Bewijs: Is A eindig, B < A oneindig en A = B + C,
dan is:
A=B+C ~B+C,
waarin B een echte deelverzameling van B is. Contradictie.
Axioma 8: Elke eindige verzameling is aequivalent met
een element der verzameling:

YAl e by

Gevolg: In verband met stelling 23 en 24 geldt nu: de
vereenigingsverzameling van een aftelbare en een eindige
verzameling is aftelbaar,

Ten einde de invoering van dit axioma te rechtvaardigen
de volgende poging tot bewijs:

Onderstel er existeert bij een gegeven eindige verzameling
M geen verzameling Zp, die aan de eisch voldoet. Er
geldt dan:

le: M heeft een echte deelverzameling M, ~ Z,.

2¢: Heeft M cen echte deelverzameling M, ~ Z,, dan

heeft M ook een echte deelverzameling:

M1 o Z, 540,
Hieruit volgt voor willekeurige g: M heeft een echte
deelverzameling M, ~ Z,. — Alle deelverzamelingen van
M aequivalent met Z, vormen een verzameling, die een
functie is van Z,. Echter is Z’, een functie van q + 1, dus
daar ¢ + 1 een functie is van ¢, ook van q, dus is ook Z,
een functie van ¢. Dan is echter:

UM, ., zZ,= ¢ (q).
Dus existeert de verzameling:

Z{¥( }



14

Deze verzameling is normaal, dus de productverzameling
existeert. Zij een element ervan: A { T s } . Daar
bij gegeven g steeds 1 element van A g elementen bevat,
bestaat er een functionaal verband a, = x (q), waarin a,
het element van A is met q elementen. We trachten nu uit
A een aftelbare deelverzameling van M af te leiden,
stuiten daarbij echter op de volgende moeilijkheden:

We kiezen achtereenvolgens a,, een element van a,, dat
verschillend is van a,, een element van a; dat nog niet
gekozen 1s, enz. Deze keuze kunnen we tot elk rangnummer
voortzetten en de gekozen elementen tot een verzameling
vereenigen (volledige inductie), we kunnen echter niet
alle zoo gekozen elementen tot een verzameling vereenigen.
Dit laatste zou mogelijk zijn, indien steeds gold: ax—1 < aj.
Trachten we echter A zoo op te bouwen, dat hieraan vol-
daan is, dan stuiten we op een analoge moeilijkheid.

Stelling 25: De vereenigingsverzameling eener eindige
verzameling met eindige elementen is eindig.

Bewijs: 1. We onderstellen, dat de gegeven verzameling
normaal is.

a. De stelling is juist als de verzameling 1 element bevat.

b. De stelling is juist als de verzameling 2 elementen
bevat. Zij dan de verzameling {a, b}. Bevat b 1 element,
dan is aan het gestelde voldaan. Het algemeene geval be-
wijzen we met volledige inductie.

c. Is de stelling juist als de verzameling p elementen
bevat, dan is ze ook juist als de verzameling p + 1 elementen
bevat, We splitsen daartoe de verzameling in:

{al, P i ..,ap} en {a,,.;.;}.

Van deze beide verzamelingen is de vereenigingsver-
zameling eindig, dus is volgens b ook eindig:

Z{ay, ay...., @)+ Z{ ap+1}.
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2. De gegeven verzameling is niet normaal. Zij gegeven:

zoodat er een afbeeldingsfunctie van 4 op B bestaat, ¢ (a),
waarvoor algemeen geldt: ¢ (a;) ~ a;. 2 B is dan eindig.
Zij § (ax) de afbeeldingsverzameling van a op by, dan
existeert A {¢ (a)}. Dan is ZPA { ¥(a)} een verza-
meling, welker elementen de vorm {a, B} hebben, waarin
a€a; en B het aan a door een aequivalentietransformatie
toegevoegde element van by is. De verzameling der elemen-
ten {a, B} met vaste « 1s een functie van a , x (a), dus ook
2 x (@) —a. Dan existeert dus:

(ZA) {2 x (a) —a).

Een element der hieruit afgeleide productverzameling is
aequivalent met X A en is deelverzameling van £ B, dus
ook XA is eindig.

Stelling 26: De productverzameling eener eindige ver-
zameling met eindige elementen is eindig.

Bewijs: Analoog aan het bewijs van de vorige stelling,

Stelling 27: De U-verzameling eener eindige verzameling
met eindige elementen is eindig.

Bewijs: De deelverzamelingen die 1 element bevatten,
vormen cen eindige verzameling U,. Volledige inductie
levert: de deelverzamelingen die ¢ elementen bevatten,
vormen een eindige verzameling U,. Voorts is U, een
functie van g, dus existeert, indien de gegeven verzameling
p elementen bevat:

Het gestelde is nu een gevolg van stelling 25.
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Invoering der hoofdbewerkingen met natuurlijke
getallen en afleiding hunner grondeigenschappen.

Definitie: Zij A {a; , @y, , - . - . , Gy, } een eindige, normale
verzameling, zijn zijn elementen eindig en wel resp. be-
staande uit py, Py .+ .., P elementenen is £ A ~ Z;, dan
heet s de som der natuurlijke getallen py, ps, o ..., Pre
Notatie: s=p, + p + ....+ pr. De verzamelingen A
en a, heeten representeerende verzamelingen.

I

De optelling is altijd mogelijk. Uit stelling 25 volgt n.l.,
dat de definitie een zin heeft.

De optelling is ondubbelzinnig. Immers 1s r % s, dan
geldt niet Z, o~ Z,.

De optelling is commutatief. In de definitie speelt de
volgorde der natuurlijke getallen geen rol.

Stelling 28: De optelling is associatief.

Bewijs: Voegen we groepen der elementen van 4 samen tot
verzamelingen A,, 4, ...., A, zoodat dus:

A=A +4+....+4,

immers A is niet splitsbaar in oneindig veel deelverzame-
lingen. Het aantal elementen van A, is dan !de som
van een deel der getallen p;, het aantal elementen van
A, ..., A; evenzoo. We verkrijgen Zoo ¢ natuurlijke
getallen, die elk de som zijn van een aantal der getallen p,,
zoodat elk getal p; in de partiéele sommen één en niet meer
dan één keer voorkomt., De som dezer g getallen is echter
weer het aantal elementen van A.

Stelling 29: Is r > 5, dan bestaat er steeds een natuurlijk
getal x, zoodat r =5 -+ x.

Bewijs: Zijn A, en A, representeerende verzamelingen.
Zij verder A; o~ Z,, dan bestaat er een echte deelverzame-
ling van A4, : A, ~ Z, . We beschouwen nu A, — A,. Het
aantal elementen dezer verzameling voldoet aan de vraag.

Definitie: Is r = s + x, dan heet x het verschil van r en s.
Notatie: x =r —s.
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Gevolg: De aftrekking r — s is steeds mogelijk indien r > s.

Definitie: Zij A{ap, ,apy s+, .} een eindige, nor-
male verzameling, zijn zijn elementen eindig en wel resp.
bestaande uit py, py, . . . ., p elementen en is PA Zp, dan
heet p het product der natuurlijke getallen py, ps, . . . ., pp
Notatie: p =p; po. . . .pz.

De vermenigvuldiging is altijd mogelijk. Uit stelling 26
volgt n.l., dat de definitie een zin heeft.

De vermenigvuldiging is ondubbelzinnig, Immers is r F s,
dan geldt niet 7, o Z,.

De vermenigvuldiging is commutatief. In de definitie
speelt de volgorde der natuurlijke getallen geen rol.

De vermenigvuldiging is associatief. De juistheid hiervan
bewijzen we als in stelling 28.

De vermenigvuldiging heeft de moduluseigenschap.
Immers 1. p = p.

Stelling 30: De vermenigvuldiging is distributief.

Bewijs: We willen bewijzen:

a (b +by+4....4 by =ab, -+ ab, + . . . . + ab.

We representeeren de getallen daartoe door verzamelingen
A en B{B,, BT Bk}, zoodat B en {A, P B} normaal
zijn. Uit de definitie van gelijkheid van verzamelingen volgt:
P{4,2B}=2{P{A,B}, P{4,B,),..... , P{4, B,}},
waarvan het gestelde een direct gevolg is,

Definitie: Zijn r, s en x natuurlijke getallen en is r =28X,

dan heet x, het quotiént van r en s. Notatie: x —

|~
.

Definitie: Is A {al, o/ visis ,aq} o Z, en normaal en is
Ay Ay ... va; ~ 4y, dan heet a; a,. . . a, de ¢¢ macht
van p, Notatie: pe.

Stelling 31: Is r > s, dan is r -t > s 4 ¢,

Bewijs: Zijn 4,, A,, A, representeerende verzamelingen,
dan is A aequivalent met een echt deel 4, van A4,. Dus:

A+ A ~ A, + A4,
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en dit is een echt deel van A, + A,. Is dus:
A, 4+ A4 o 240
dan is A; + A, aequivalent met een echt deel van
Zr + 1, waaruit het gestelde volgt.
Opmerking: Analoog bewijzen we:

r+t>t.

De overige eigenschappen van optelling, vermenig-
vuldiging, aftrekking en machtsverheffing zijn afgeleide
eigenschappen, d.w.z. eigenschappen, welker bewijs volgt
uit de totnogtoe bewezen eigenschappen (grondeigenschap-
pen) zonder gebruik te maken van de definities van de be-
grippen natuurlijk getal, som en product, dus ook zonder
gebruik te maken van volledige inductie.

De volgende eigenschap, hoewel niet-afgeleid, rekenen
we niet tot de grondeigenschappen:

Stelling 32: Is a > b en bestaat het quotiént van aen b
niet, dan bestaan de natuurlijke getallen n en ¢, zoodat:

a=nb-+c¢ enc<b.

Bewijs: Een natuurlijk getal n heeft o6f de eigenschap
nb > a (eigenschap 1), of de eigenschap nb < a (eigen-
schap 2). Een natuurlijk getal met eigenschap 1 is steeds
grooter dan een natuurlijk getal met eigenschap 2. Zij m
een natuurlijk getal met eigenschap 1. De verzameling Z,
bevat dan een natuurlijk getal p met de eigenschap 2,
zoodat p -1 de eigenschap 1 heeft. Immers 1 heeft de
eigenschap 2. Had nu in Z, steeds p -+ 1 de eigenschap 2
als p de eigenschap 2 had, dan hadden alle elementen van
Zn de eigenschap 2. Contradictie, Nu 1s:

a=pb+c en c<b,
daar anders:
c=b-+d endus a=(pn-+1)b-|d.
We bewijzen nu de eigenschappen der functievorming.
Daartoe echter eerst de volgende hulpstelling:
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Stelling 32a: Het aantal elementen van een verzameling
V is een functie van V.

Bewijs: Zij:
Z*E{Zm Zp 22r ---- }:

Z *x A = Zkr
dan is Z; een functie van V en k = Z,—Z;_; is een functie
van Z;, dus k is een functie van V. (Is V een oneindige ver-
zameling, dan levert deze functie 0.)

Grondeigenschappen der functievorming:

Stelling 33: Zijn ¢ (x) en ¢ (x) functies van x en stellen
$ (x) en ¢ (x) natuurlijke getallen voor, indien x een natuur-
lijk getal is, dan is ook ¢ (x) - ¢ (x) een functie van x in
het gebied der natuurlijke getallen.

Bewijs: 1. Zijn;

A {al, Aoy « + + 4§ 0 Z, Waarin a; o~ Zy,
B {bl, Dayeeie i o Z, waarin by, o Z,

beide normaal en hebben 2 4 en 2 B geen element gemeen,
dan zijn functies van {Z,} resp. a, en b, a, + b, 2p.
2. Zij:

en:

A {alg az, ooooo } oo z, Waarin ay o Zk;

normaal, Dan zijn functies van {Z,, Z,} resp. {a, a},
a, a5 ag, p -+ q.

3. Uit de theorie der aequivalentie volgt: er is een functie
x (x), zoodat:

x( {zp} ) =2p, x( {zp:zq} )=p+q.
4. Z1) Zy = o (k), dan is:
x{o (4 (X)), © (¢ ()} =6 + ().
Opmerking: Bovengenoemde uit ¢ (x) en 4 (x) afgeleide
functie neemt voor elke x een waarde aan. Niet zeker is echter
of, indien x geen natuurlijk getal is, de notatie ¢ (x) + i (x)

een zin heeft. Dit is bedoeld met de toevoeging ,,in het ge-
bied der natuurlijke getallen’’.

1
y
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Stelling 34: Onder de voorwaarden genoemd in stelling
33 is ¢(x)y(x) een functie van x in het gebied der natuurlijke
getallen.

Bewijs: Analoog aan dat der vorige stelling.

Stelling 35: Onder de voorwaarden genoemd in stelling
33 is ¢ (x) — ¥ (x) een functie van x in het gebied der natuur-
lijke getallen.

Bewijs: Zij weer Zy = o (k), dan is ¢ (x) — ¢ (x) het aan-
tal elementen van:

w ($(x)) — @ ($(x)).

Stelling 36: Onder de voorwaarden genoemd in stelling
33 1s ¢ (x) ) een functie van x in het gebied der natuur-
lijke getallen.

Bewijs: We gaan uit van de verzamelingen:

B {by, b, . . ..} Z, waarin by o Z,
cilc,ics ....}C\‘)Z,
waarvoor geldt, dat £ B en C geen element gemeen hebben.

Zij:
arr = P{biu {Cz} }

We leiden dan hieruit af de verzamelingen:

A, {am CTY R }r

AR s e s
en daaruit: B B

A {Al, Az }

Dan zijn functies van x:
JA % () (waarin weer Z; = w (k)),

X N w
en:
E{Ay Ayoi s A )

Zij D de doorsnede dezer beide verzamelingen, dan is

¢ (x) ¥ () het aantal elementen van PD en dit is een functie

van X.
Ten einde eenig inzicht te geven in de wijze, waarop uit
de rekenkunde bekende verzamelingen gevormd worden,
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zullen we enkele dezer verzamelingen afleiden. De gebe-
zigde terminologiec komt overeen met de gebruikelijke.

a. De verzameling van alle n-vouden existeert, daar xn
een functie is van x. Hij luidt:

{2n, 3n,....} =4 (n).

b. De verzameling van alle veelvouden is:

G4, 403),....0
¢. De verzameling van alle priemgetallen is:
G 531
d. De verzameling van alle echte deelers van a is:
Z,. b)) = (a).

e. Vervangen we de elementen van o (a) -+ @ doormiddel
der functie ¥ (x) door de verzameling hunner veelvouden,
dan is:

(w(a) + a) + (w(a) + a){a/s (x)} = y (a)

de verzameling van alle natuurlijke getallen onderling deel-
baar met a.
f. De verzameling:

Z— x (a)

bevat alle natuurlijke getallen onderling ondeelbaar met a.

Uitbreiding van de theorie der aequivalentie.

Stelling 37: Is M{ my, my, . .., m, } een eindige, normale
verzameling en zijn alle elementen van M aftelbaar, dan
is 2 M aftelbaar.

Bewijs: 1. De stelling is juist, als M 1 element bevat.

2. De stelling is juist, als M 2 elementen bevat, We
zien dit alsvolgt:

Z = Z{2x} + Z {2x — 1} (volgens stelling 32),
en dit zijn beide aftelbare verzamelingen.
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3. Is de stelling juist, als M p elementen bevat, dan is
hij ook juist als M p + 1 elementen bevat.

Stelling 38: Is M{my, my, ....}o>Z en normaal en is
my o2y, dan is 2 M ~ Z.

Bewijs:
my oo 4y, My o 2+1‘“Z1’----
oy 4, — 2 = Zkkt1) — Lk(k—1)r + -+ »
2n 2n 2 2
1 1
Nu is:

Zutr) — Zxti—y = 6 (k).
2 2

Dan is M Z{$(k)}, my o ¢ (k) en Z{$(k)} normaal, dus:
IM ~2Z{$ ()} =2

Stelling 39: Is M{my, my, ...} o~ Z en normaal en zijn
alle elementen van M aftelbaar, dan is 2 M o~ Z.

Bewijs: We maken gebruik van de eigenschap, dat
P {¢ (x), ¥ (x)} een functie is van x. (Ditiseen gevolg daar-
van, dat P{ $ (x), ¥ (x)} ontstaan is uit U (¢ (x) + ¢ (x))
door de elementen hiervan een voorwaarde op te leggen.)
Zij M'{T, 2 .} ~Z en hebben M’ en Z geen element
gemeen, dan is de verzameling P {k, Zi} een functie van
k (k is het door een afbeeldingsfunctie van Z op M’ aan k
toegevoegde element). Dus existeert:

OO TN L0, 221 L =

Volgens stelling 37 is Z A ~ Z. De deelverzameling van
2 A, waarvoor geldt & e x is:

LR, (o BFLY, . nee. Y= 2 ()

en is dus aftelbaar. Dan is Z {x(k)} normaal en:
EZ{x(k)}:ZA o~ 7,

waaruit het gestelde volgt.
Gevolg: De productverzameling van een eindige,
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normale verzameling is aftelbaar (volledige inductie).
Zij gegeven de verzameling:

M {m, ¢ (m), $ ($(m)),....},

dan is voor elk element aan te toonen doormiddel van uit-
sluitend de voorschriften le en 2e van axioma 7, dat het tot M
behoort. Dezelfde redeneering toegepast op de elementen
der verzameling Z' levert dan als eindconclusie, dat een
element k tot Z' behoort., We noteeren het met k over-
eenkomstige element van M dan ¢®(m). De notatie der
verzameling M wordt dan:

M{$Om), 4 (m), . .. .}.
Stelling 40: Bij gegeven:

M {m, $ (m), $@(m), . ...},
Ni{n ¢ (), 4®(m), . ...},

P {p, x (0, x?@), .-},
zoodat P geen element gemeen heeft met M en N.

Bewijs: We bewijzen, dat voldoet een verzameling P
van de vorm:

P iAo} {{p} oo}
of bij veranderde notatie:

P {Pr P“):Pm» S Th e }-
Uit M en N leiden we af:

MM, 2M,ZXM,..... -

N3N, ZN,ZZN, .....
We kiezen p, zoodat pé 2 {2 M, £ N,}. Dan isp ¢ z{M,N}.
Door volledige inductie zien we, dat onder deze voor-
waarde P aan het gestelde voldoet. Immers was:

p+td e X {IM,, = 1}, danwas ook p® ¢ 2{ 3 M,, I N}
Stelling 41: De verzameling:

M {m, ¢ (m), $ P(m), ...}

existeert:
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is aftelbaar, mits voor %k 7 [ geldt ¢ ® (m) £ ¢ @ (m).

Bewijs: 1. We onderstellen, dat M geen element gemeen
heeft met Z'. Daar M oo M — m en ¢ (x) afbeeldingsfunctie
is van M op M — m, heeft de functie ¢ (x) een 1nverse ¥ (x).
Zij nu gegeven:

. Q{gr !-"}r
waarin :
AL T b
Dan is:
0=25:c0=x(),
b (1) ZM»,&(x)eQ = x2 (Q),
dus:

{8 ¢ W) =x Q).
De verzameling:
{ {Or m}: X{O: m}’ xX@ {OJ m}, o .}
existeert dan en is afbeeldingsverzameling van M op Z'.

2. Hebben de verzameling M en Z een gemeenschappe-
lijk element, dan volgt de juistheid van het gestelde uit

stelling 40,
Stelling 42: Elke oneindige verzameling heeft een aftel-

bare deelverzameling.
Bewijs: Zi) M oneindig, dan is:

M ~ M,
waarin M een echt deel van M is. Zij ¢ (x) een afbeeldings-
functie van M op M, dan is:

M =M{$(x)}=x (M),

M — M=y (M) # 0.
Echter volgt uit het voorgaande:

M= B{$(x}—x (D)
i1s een echte deelverzameling van M, Dus:

M — M = (M) 7 0.
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Dan existeert:

{4 (@), 4@ (M),....},

een normale, aftelbare verzameling. Een element zijner pro-
ductverzameling is een aftelbare deelverzameling van M.

Gevolg: In verband met stelling 37 geldt, als A aftelbaar
of eindig is en M oneindig:

M+A oM,

Stelling 43: IsA o B< BenB ~ A < A,danis A~ B.

Bewijs: Inplaats hiervan zullen we bewijzen: is A aequi-
valent met een zijner deelverzamelingen A4, dan is 4 even-
eens aequivalent met 1eder zijner deelverzamelingen A,

waarvoor geldt A > A, maw.:uit A+B+C ~ A volgt
A+ B+ C ~A - C.—Voor B=0of C =0 is de stelling
dadelijk duidelijk. We onderstellen nu B 7= 0 en C # 0.
Zij ¢ (x) een afbeeldingsfunctie van A ++ B - C op 4, ¢ (x)
zijn inverse en zij:
Al = A {‘f’ (x)}r
dan is:
A, :A‘b () ed=X (4).

Evenzoo voeren we in 4, = x (4,), enz. Dan existeert:

@ {AI’ Ag, ..... }.
We leiden hieruit af de doorsnede D van a. Zij voorts:
B,=A4 Y (x) e B=X (B),
B, = x (B,), enz.,
Clelf, (x)cC:X(C)t

Cy=x (Cy), enz,
Dan existeeren:
B.{ B, /By s ;
y {C,, (e 1 b
en zijn normaal. Gemakkelijk is aan te toonen:

A+B+C=D+28+2y+ B+C.
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BBy, B oo Y S {By, By By« o x s b
oo By,
B, ~ B,, enz.,
dus:

2B+ B 2B,
Hieruit volgt:

A+B+CoD+ZB+Zy+C=A+C.

Stelling 44: Een deel van een aftelbare verzameling is
eindig of aftelbaar.

Bewijs: Is de deelverzameling oneindig, dan heeft hij een
aftelbare deelverzameling. Stelling 42 levert dan de aftel-
baarheid.

Stelling 45: Is A aftelbaar, dan is 4 {¢ (x)} eindig of
aftelbaar.

Bewijs: Zij y ¢ A {¢ (x)}, dan is:

Ay —y=10)

een deelverzameling der elementen van A, waarvoor ¢ (x)
gelijk is. Dan is:

A P{s@} =4{s ()}
AP NBE) Al )

Echter 4 {z,’; (x)} 1s aequivalent met een element van zijn
productverzameling en dat is een deelverzameling van A4,
waaruit het gestelde volgt.

Stelling 46: Is A ~ B, zijn A en B normaal en is ¢ (x)
een zoodanige afbeeldingsfunctie van 4 op B, dat steeds
a €A aequivalent is met een deel van ¢ (a), dan is ' A
aequivalent met een deel van 2 B.

Bewijs: De verzameling van alle deelverzamelingen van
¢ (a) aequivalent met a is een functie van a, ¢ (a). Dus

existeerts:
A{y (%)}

en:
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Zij p € PA {r,b(x)}, dan is Zp oXAen Zpis een deel
van 2 B, waaruit het gestelde volgt.

Stelling 47: Is V ~ Z normaal en zijn alle elementen
van V eindig of aftelbaar, dan is 2V ~ Z.

Bewijs: We doen aan de algemeenheid niet te kort, als we
onderstellen 0 ¢ V. Een element van PV is dan aftelbaar
en een deel van 'V, Volgens stelling 39 is Z te verdeelen
in aftelbaar veel aftelbare verzamelingen. Dan levert stel-
ling 46, dat een verzameling Z existeert, zoodat:

E'Vooz‘%z.

In verband met stelling 43 volgt hieruit het gestelde.

Stelling 48: Is V o Z en zijn alle elementen van V eindig
of aftelbaar, dan is X' V eindig of aftelbaar.

Bewijs: Zij vy e V en:

¢ i) = vie— [y Z{vy, Vo« o5 Ui},
dan voldoet 2 V {¢ (x)} aan de eischen van stelling 47, dus
ZV {4 (x)} is eindig, echter X Vi{sx)}=".

Definitie: Een verzameling A heeft een grootere machtigheid
dan een verzameling B, indien B aequivalent is met een
deelverzameling van A, echter A4 niet met een der deel-
verzamelingen van B aequivalent is. Notatie: 4 > B, B < A.

Stelling 49: UM > M.

Bewijs: 1.

M ~ (UM), 1

2. Onderstel, dat UM aequivalent is met een deel M
van M. Zij ¢ (x) de afbeeldingsfunctie van M op UM.
We beschouwen de verzameling:

Mx é ¢) (X) = U,.
Dan is er een element x;, zoodat:
uy = ¢ (x,).
Beide onderstellingen x, eu, en x; ¢ u, voeren dan tot een
contradictie.



II. INVOERING VAN NIEUWE GETALSYSTEMEN.

We zullen in dit hoofdstuk voortgaan met het doormiddel
van verzamelingen invoeren van getalsystemen en Zzullen
daarbij steeds de elementen der reeds ingevoerde systemen
correlatief stellen met een deel der elementen van het
nieuw ingevoerde systeem. Deze elementen van het nieuwe
systeem noemen we de correlatieve elementen van het
reeds ingevoerde systeem. Voorts zullen we de hoofd-
bewerkingen en de orderelaties definiéeren en bewijzen,
dat voldaan is aan de volgende grondeigenschappen:

Grondeigenschappen der optelling:

S 1: De optelling is steeds mogelijk.

S 2: De
S 3:4De
S 4: De

optelling is ondubbelzinnig.
optelling is commutatief.
optelling is associatief,

Grondeigenschappen der vermenigvuldiging:

P1: De
P 2: De
P 3: De
P4: De
P5: De

vermenigvuldiging i1s steeds mogelijk.
vermenigvuldiging is ondubbelzinnig.
vermenigvuldiging is commutatief,
vermenigvuldiging is associatief.
vermenigvuldiging is distributief.

Grondeigenschappen der orderelatie:
O 1: Steeds geldt of a = b (lees: a is gelijkwaardig met b),
of a>b, of a < b.

O 2: In bewerkingen en relaties levert vervanging van
een getal door een daarmee gelijkwaardig een met
het oorspronkelijk gelijkwaardig resultaat,

O 3: De orderelaties zijn transitief.

O4: Uit a>b volgt a-}-¢c>b-+c.

05: Uit a>0,b>0 volgt ab > 0.
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Grondeigenschappen der correlatie:

C1: In bewerkingen en relaties in een reeds ingevoerd
systeem levert vervanging der getallen door de
daarmee correlatieve elementen een resultaat corre-
latief met dat verkregen in het reeds ingevoerde
systeem.

C2: Bij elk getal a bestaat een correlatief natuurlijk
getal n > a.

C3: a+0=a.

C4: a.1=a.

(Hierin stellen 0 en 1 correlatieve natuurlijke getallen voor.)

Omtrent het begrip:correlatief stellen we vast, dat we het
steeds transitief zullen onderstellen.

Grondeigenschappen der omgekeerde verbindingen:

V: Bijelk getal @ bestaat een getal a’, zoodat a 4 a’ =0,

Q: Bijj elk getal a 7+ 0 bestaat een getal a’, zoodat
aa’ = 1, (Hierin stellen 0 en 1 correlatieve natuur-
lijke getallen voor.)

De volgende definities gelden in elk systeem:

Definitie: Indien r = s + x heet x het verschil van r en s.

Definitie: Indien r = sx en s % 0 heet x het quotiént
van r en s.

Grondeigenschappen der functievorming:

F1: Zin ¢ (x) en 4 (x) zoodanige functies van x, dat
indien x een element van het systeem is, ook
¢ (x) en ¢ (x) elementen van het systeem zijn
en dat bij gelijkwaardige x ook gelijkwaardige
¢ (x) en ¢ (x) behooren, dan is ook ¢ (x) + ¢ (x)
een functie van x.

F 2: Onder dezelfde omstandigheden is ¢ (x) # (x) een
functie van x.

We zullen ¢ (x) een functiec van de getallen van het
systeem noemen, indien ¢ (x) voldoet aan de voorwaarden
genoemd in F 1.

Ten slotte vereenigen we alle gelijkwaardige getallen
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tot een verzameling, die we getalcomplex noemen. De be-
werkingen met en de relaties tusschen getalcomplexen worden
700 gedefinigerd, dat hun resultaat in overeenstemming
is met dat verkregen na vervanging der getalcomplexen door
representeerende (d. i. tot hen behoorende) getallen.
Grondeigenschappen der complexvorming:
Cv 1: De complexvorming is steeds mogelijk.
Cv 2: De verzameling van alle getalcomplexen bestaat.
Gevolg: Zij deze verzameling C, zi) ¢ een
getalcomplex, g een representeerend getal, dan 1s
c=C Flces dus c is een functie van g. Hieruit volgt
in verband met F1 en F2: Zijn ¢ (x) en # (x)
functies, die een getalcomplex steeds in een getal-
complex overvoeren, dan zijn ook ¢ (x) + # (x) en
¢ (x) o (x) dergelijke functies. We zullen functies,
die aan bovenstaande eisch voldoen, functies van
de getalcomplexen van het systeem noemen,
Cv 3: Zijn ¢ (x) en ¢ (x) functies der getalcomplexen, danis
ook ¢ (x) — # (x) een functie der getalcomplexen.
Cv 4: Zijn ¢ (x) en ¢ (¢) functies der getalcomplexen, dan
is ook i—gg een functie der getalcomplexen.
Van de verzameling van alle getalcomplexen vap het
systeem zullen we ons voorts afvragen of hij aftelbaar is.

Voor het systeem der natuurlijke getallen gelden niet
05, V, Q en Cv 3—4. De begrippen gelijk en gelijkwaardig
vallen samen, correlatief heeft geen zin. Dus vervallen
C 1—4 en komt hiervoor in de plaats: a. 1 = a. De begrippen
getal en getalcomplex vallen samen.

Invoering der aantallen.
Definitie: De elementen der verzameling:

2= {0,{0}, { {0} },-..}

heeten aantallen.
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De definities der optelling, vermenigvuldiging en ordere-
latie zijn eensluidend met de overeenkomstige definities in
het systeem der natuurlijke getallen. De begrippen gelijk
en gelijkwaardig vallen samen; correlatief is een natuurlijk
getal, indien het gelijk is aan een aantal. De begrippen getal
en getalcomplex vallen samen.

De grondeigenschappen gelden, behalve V, Q, Cv 3—4.
Stelling 32 gaat over in:

Stelling 50: Bij gegeven a en b bestaan de aantallen n en
¢, zoodat:

a=nb -+ cenc<bd.

Stelling 51: De verzameling der aantallen is aftelbaar.

Invoering der geheele getallen.

We leiden uit Z' af de verzamelingen:

G {{o, 1} {11}, {2.1},...... i
GitiL 02 R PRt ol RN ans H
waarin 1 # 2, 1¢Z'en 2¢Z'. Zij P{G,, G,}=G.
Definitie: De elementen der verzameling G heeten
geheele getallen.
Definitie:

a1 {623} {1} {02} ={{a+o 1}, {p+4,2} ).

De grondeigenschappen S 1—4 gelden. (Het bewijs ge-
schiedt, zooals in het vervolg herhaaldelijk het geval zal zijn,
door gebruik te maken van de overeenkomstige eigenschap-
pen van het voorgaande systeem.)

De definitie der optelling is gemakkelijk te generali-
seeren tot de definitie van de som eener eindige verzameling
van geheele getallen, waardoor de grondeigenschappen een
meer algemeen karakter krijgen. Om het overzicht niet te
schaden laten we dit echter hier en in het vervolg achter-
wege.
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Definitie:
{{a1},{8,2}} . {{c1}.{4,2} }=
= {{ac +bd, 1}, {ad +bc,2} }.

De eigenschappen P 1—5 gelden.

Definitie:

oD (63 S o T 3,

al naarmate:

a+d§b+c

De eigenschappen O 1—5 gelden.

Definitie: Is a een aantal, dan 1s a correlatief met
{{a, T}, {0,2}} en met elk daarmee gelijkwaardig getal.
De elgenschappen C 1—4 gelden.

Aan V is voldaan bij gegeven {{a, 1}, {b, 2}} door
{ {b 1} {a, 2}} Het verschil tusschen de correlatieve aan-
tallen a en b heeft nu steeds een zin, n.l.:

1@ 1, {6 2}}.

Een verkorte schrijfwijze voor 0 —b is — b.

De geheele getallen, die geen correlatieve aantallen zijn,
zijn dus voor te stellen door — b, waarin b een correlatief
natuurlijk getal is.

Is ¢ (x) een functie der geheele getallen. Zij:

# (@) = o L) 14, 2} )

{C'T} P q‘)(a) Te X2
¢ Z{C’_l_} x 1!

dus zijn ¢ en d functies van a. In verband met de overeen-
komstige eigenschappen der natuurlijke getallen vinden we
de juistheid van F 1—2.

dan is:
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Complexvorming.
Zij a een geheel getal, dan is dit te schrijven als:
{{a,_l}, {0, 5} }, indien a > 0,
en als:
{{0,1}, {6, 2}}, indien a < 0.
We onderstellen a > 0. We beschouwen de verzameling:

{,a+1,....} =4 ().
Is k =4 (a+ k), dan is:

¢ (a) bx) =k= x (k, a).

Dan bestaat dus de verzameling:
Z{{x (a), I} }= A

en is A een functie van a. A is echter het getalcomplex
gerepresenteerd door a. Dan bestaat de verzameling G,
der geheele getalcomplexen behoorend bij a > 0, evenzoo
G, behoorend bij e < 0 en G, behoorend bij a = 0, dus ook
G’ = G, + G, + Gy, de verzameling van alle geheele getal-
complexen. Dus Cv1 en 2 gelden,
Zi) a >0, dan 1s:
{ {a’ 1}’ {0’2} }I[G’a e:]()ez.'x
een functie van a. Voorts is:
a=2 { {arT}j {0,?2} } - (0 ‘I‘_l 7{'_2)3
dus is a een functie van a. Verder is:
{10, 1} {a, 2} }
een functie van a, en daar ten slotte complexen functies zijn
van hun representanten geldt voor a > 0:

—a=¢(a).

We beschouwen nu:

G, {x.! ¢ (x)}
Er geldt steeds, mits a £ 0:

—uz[Gl{xré(x)}qcy]z:,tG'
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een functie van a. Uit de theorie der aequivalentie is af
te leiden, dat de beperking « 7 0 mag weggelaten worden,
Nu is volgens een afgeleide eigenschap:

¢ (@) — ¢ () = ¢ (a) + [— ¢ (a)],

dus geldt ten gevolge van F 2 ook Cy 3.

De eigenschappen Q en Cv 4 gelden niet.

Uit stelling 37 volgt:

Stelling 52: De verzameling der geheele getalcomplexen
1s aftelbaar,

Invoering der rationeele getallen.

Definitie: Is 1 £2, 1 ¢G' en 2¢G’, dan heeten de ele-
menten van het product R van:
G{{x,1}} en (G'—0) {{x,2} }
rationeele getallen.
Definitie:
{a T {62} +{{c1},{d,2} ) ={{ad + 5, T}, {6d,2} ).

De eigenschappen S 1—4 gelden.
Definitie:
(oD 0.3} {{o B {43} - {{a0 T}, (54,3},

De eigenschappen P 1—5 gelden.
Definitie:

Ha 1}, {62} Z {{eT}, {2} },

al naarmate:
>
ad Zz be.

De eigenschappen V 1—5 gelden..

Definitie: Is a een geheel getal:-behoorend tot het ge-
heele complex a, dan is a correlatief met {{a,1},{1,2}} en
met elk daarmee gelijkwaardig rationeel getal.

De eigenschappen C1—4 en A gelden.
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Aan Q is bij gegeven { {q, T}, {6, 2} } voldaan door
{{5 1}, {a, 2} }. Hieruit volgt, dat% voor correlatieve
geheele getallen steeds een zin heeft.

De eigenschappen F 1—2 gelden.
Complexvorming,

Uit { {a, T}, {5, 5} } leiden we resp. af:
aenb,
{a,2q,....,—a,—2a,...} en {b,2b,...,—b,—25,....},
{ {a, 1}, {2a,—1}, voor {—a, 1}, {— 2q, T}, ..o} en
{2}, {26,2}, ...., {—52}, {—25,2},...},

en daaruit:

{{{a f}, {b,_f}_; {{2aq, i}: {2b, 2} },_. 2hoess
{t-a B {-62 ) ({201 (=22} },.... ).

Deze verzameling is een functie van het gegeven ratio-
neele getal. Dus existeert de verzameling V' van al deze
verzamelingen. Zij r ¢ V, dan is:

Z‘V[rx]?go = qf:(f)

een rationeel getalcomplex. De verzameling van alle ratio-
neele complexen is dus:

R{s(M}=R"
Hiermee zijn Cv 1—2 bewezen. Cv 3 bewijzen we door
aan te toonen, dat — a een functie is van a, Cv 4 door aan te

1 . s ein " s
toonen, dat = een functie is van @, waarin a een rationeel
a

complex algemeen voorstelt.

Dus: alle grondeigenschappen gelden.

Stelling 53: De verzameling der rationeele complexen is
aftelbaar.

Bewijs: Bij de ontwikkeling der rationeele complexvor-
ming leidden we af de verzameling V' &> R’, welker elementen
door een functionaalsubstitutic uit R werden afgeleid.
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R is aftelbaar, als product van 2 aftelbare verzamelingen,
dus ook V., Dan is volgens stelling 44 R’ aftelbaar of eindig,
dus aftelbaar.

Ten einde de invoering der reéele getallen voor te be-
reiden eerst nog eenige stellingen over rationeele com-
plexen.

Stelling 54: De verzameling van alle veelvouden van een
rationeel complex bestaat en is een functie van dat complex.

Bewijs: Er is een functie ¢ (x), welke de correlatieve na-
tuurlijke complexen afbeeldt op de verzameling der natuur-
lijke getallen, Deze afbeeldingsfunctie neemt in de rationeele
complexen, die niet correlatief natuurlijk zijn de waarde 0
aan. Zij het gegeven complex a, dan existeert:

R'{$ () .a}.
Deze verzameling verminderd met a en 0 is de gevraagde

en is een functie van a.
Stelling 55: De verzameling der correlatieve natuurlijke

complexen grooter dan een gegeven rationeel complex a > 0
bestaat en is een functie van a.
Bewijs: Zij { {a, 1 } ’ {b_. 2} }een representant van a en zij:

a=nb-+tc,
c< b,

waarin a, b, ¢ en n correlatieve aantallen zijn in het systeem
der geheele getallen. Uit b leiden we af:

{0,5,2b,....}=¢ (D).
Nu geldt algemeen als gegeven is een verzameling V' van
natuurlijke getallen en een natuurlijk getal p, dat de deel-
verzameling van V der elementen > p een functie isvan V'
en p, immers deze deelverzameling is V — [V Z,]. Dit
toegepast op a en ¢ (b) levert een verzameling:

{(n+1)b,(n+2)b,.....}.
Dit is een functie van a en b, dus ook:
{n+1,n+2,....}.
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Daar bijj speciale keuze van de representant (b.v.a en b
onderling ondeelbaar) a en b functies worden van «, is deze
verzameling dan een functie van «. Dit overgedragen op
de correlatieve natuurlijke complexen levert het gestelde.

Gevolg: Zijn gegeven de rationeele complexen a en 8, dan
bestaat de verzameling der correlatieve natuurlijke com-
plexen n, waarvoor geldt na > B, en deze is een functie
van a en f.

Stelling 56: Zij V een verzameling van rationeele com-
plexen > 0 en a een rationeel complex, dan bestaat de ver-
zameling der correlatieve natuurlijke complexen n, waarvoor
geldt dat na grooter is dan een der elementen van V, en
deze is een functie van a en V.

Bewijs: Bij elk complex B ¢ V bestaat de verzameling van

correlatieve natuurlijke complexen > E.De vereenigings-
a

verzameling dezer verzamelingen bestaat en voldoet,

Stelling 57: Zij gegeven een rationeel complex a > 0, dan
bestaat de verzameling van alle rationeele complexen > a,
en deze is een functie van a.

Bewijs: Zij ¢ (a, f) de verzameling der rationeele com-
plexen nf, waarin n een correlatief natuurlijk complex is
en nf > a. Uit de verzameling R’ der rationeele complexen
> 0, welker existentie gemakkelijk is aan te toonen, leiden
we dan af:

R’, { ¢ (a, x) }
De gevraagde verzameling is dan:
ZR {4 (2% }=¢(a)
Uit het voorgaande volgt, dat ook de verzameling der
rationeele complexen < a bestaat, dus ook die der rationeele
complexen > B, indien B < 0. Deze is een functie van

B, x(B). Zij weer R’y de verzameling van alle rationeele
complexen > 0, dan beschouwen we de verzameling:

{R'} + Ry {4 (0} + R {x (—)},
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waarvoor geldt:

{R'l} S {0%: R {'at'(x)} o~ Ry,

R’ {x (—x)} R'— (R'y +0).
Vereenigen we de 3 afbeeldingen, welker elementen steeds
bestaan uit ecen rationeel complex p en de verzameling van
alle rationeele complexen > p, dan vinden we de volgende
stelling:

Stelling 58: Bij elk rationeel complex p bestaat de ver-
zameling van alle rationeele complexen > p, en deze is een
functie van p.

Opmerking: Deze stelling blijft juist, indien we ,,grooter’’
vervangen door ,kleiner’”’, ,grooter of gelijk aan', of
»kleiner of gelijk aan”.

Stelling 59: Bij elke verzameling van rationeele com-
plexen bestaat de verzameling der rationeele complexen,
die grooter zijn dan een element der verzameling, en deze
is een functie van de gegeven verzameling.

Bewijs: Zij gegeven V {ay, a5, ... .} en zij ¢ (x) de ver-
zameling van alle rationeele complexen > x, dan is de ge-
vraagde verzameling:

ZV {$ )},
een functie van V.

Stelling 60: Zijn gegeven 2 verzamelingen rationeele
complexen V{al, foy vie } en W{Bl, Basersieis }, dan bestaat
de verzameling U der complexen, welke men verkrijgt door
bij elke complex a elk complex B op te tellen.

Bewijs: Uit V leiden we af:

V§“1+Bn%+3p””§5 ¢ (B,
Via+BuaatpBy... 0= ¢ (B,

— B — —  —

en vervolgens uit W:

W {r,ﬁ (x)}.
U=2W{s (x)}.

Dan is:
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Opmerking: De stelling blijft juist, als we de som der com-
plexen vervangen door hun product, verschil of quotiént.

Invoering der reéele getallen.
We volgen de methode van Baudetl) en definiéeren:
Definitie: De elementen van:
UR',= S
heeten niet-negatieve reéele getallen,

Definitie: Een majorant van een niet-negatief reéel ge-
tal a is een rationeel complex, grooter dan een der elemen-
ten van a.

Definitie: De verzameling van alle majoranten van a heet
majorantverzameling van a.

De majorantverzameling bestaat ten gevolge van stelling
59. Hij is een functie van a.

Voor de definities van optelling, vermenigvuldiging en
orderelatie, alsmede voor het bewijs der grondeigenschap-
pen S 1—4, P 1—5 en O 1—5 en der stelling van de boven-
ste grens verwijzen we naar de theorie van Baudet. Stelling
60 dient ter vertaling dezer theorie.

Definitie: Een rationeel getal a is correlatief met een niet-
negatief reéel getal a, als de majorantverzameling van a
gelijk is aan de verzameling van alle rationeele complexen
grooter dan het bij a behoorend complex.

De eigenschappen C 1—4 gelden., Voor het bewijs van
Q verwijzen we weer naar de theorie van Baudet, terwijl
F 1—2 bewezen worden analoog aan het bewijs van stel-
ling 60.

Is a een niet-negatief reéel getal, A zijn majorantver-
zameling, dan is UA het bi) A behoorend niet-negatief
reéel getalcomplex. De verzameling S’ al dezer getalcom-
plexen existeert.

De eigenschappen Cv 1, 2 en 4 gelden. Cv 4 volgt daaruit,

dat , fepresentant 1S van:

1) Zie Schuh: Het Getalbegrip, in het bijzonder het onmeetbare Getal.
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U (R', — (ZUA4) {’17}),
een functie van A,

Niet van kracht zijn dus V en Cv 3.

We trachten nu te bewijzen, dat de verzameling der niet-
negatieve reéele getalcomplexen niet aftelbaar is. Daartoe
echter eerst eenige voorbereidende stellingen.

Stelling 61: De verzameling van alle niet-negatieve reéele
getalcomplexen > a bestaat en is een functie van a.

Bewijs: Er voldoet n.l. de verzameling:

S '[ax] iy —— a.
Duale ontwikkeling der niet-negatieve reéele getallen.
We vormen de productverzameling P der natuurlijke
getallen met {0, l}, waarin 0 en 1 niet-negatieve reéele
getallen zijn. Verder vormen we de verzameling:

8 (s A ooot )
waarin 1, 2, . ... natuurlijke getallen, 1, %}, .., niet-nega-
tieve reéele getallen zijn. Zij een element van P:
: {{al.r 1} ’ {02: 2}, ..... },

We leiden hieruit af:

Fi R e, hiernss %

en vervolgens:
{ta, tay +%a,..... }=A

Ten slotte is de doorsnede der majorantverzamelingen
der elementen van deze verzameling een niet-negatief
reéel getal tusschen 0 en 1, indien we uitsluiten a; = 0 voor
alle k en a, = 1 voor alle k. Indien we voorts uitsluiten a; = 1
voor alle k& > I (I is een vast aantal), dan behooren bij 2 ver-
schillende verzamelingen A steeds 2 verschillende niet-nega-
tieve reéele getallen.

Is{by, bgy o o o+ } de deelverzameling van Z, welker elemen-
ten bij de vorming van het product P { s { 0,1 }} gecom-
bineerd werden met 1, dan is A een functie dezer verzame-
ling. Zij deze functie ¢ (x) en zij U’'Z de verzameling, die
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tot elementen heeft 0 en alle deelverzamelingen van Z, waar-
voor geldt dat er een verzameling Z'; bestaat, die er een deel
van is, Dan is:

(UZ—U'Z) {$ ()},
dus omdat U’Z ~ Z, ook UZ aequivalent met een deel der
niet-negatieve reéele complexen tusschen 0 en 1,

Definitie: De verzameling A heet duale ontwikkeling van
het getal a.

Omgekeerd behoort bij elk niet-negatief reéel getal tusschen
0 en 1 een duale ontwikkeling. Zij gegeven a. We passen
dan stelling 56 toe en kiezen voor V' de majorantverzame-
ling van a, voor a resp. &, ..... We vinden daarbij dan
de verzameling:

{4@D @D ...}
waarin ¢ (a, b) de verzameling der correlatieve natuurlijke
complexen n in het rationeele systeem is, zoodat nb > a.
Zij Z, de verzameling van alle rationeele, correlatief na-
tuurlijke complexen. We leiden dan hieruit af:
{Zra: — P (ay %), Zrae — ¥ (ay3),s. 0}
en daaruit, indien het aantal elementen dezer verzame-
lingen resp. Py; Pay « + + + + 1S
{plr Pas e v on }-
We kiezen hieruit de deelverzameling, waarvoor geldt:
Prt1r =2px 11,
waarbij we formeel invoeren p, = 0. De natuurlijke getallen,
waarmee deze elementen correlatief zijn, leveren dan een
deelverzameling van Z, welke een duale ontwikkeling van a
levert,

Gevolg:

Stelling 62: De verzameling der niet-negatieve reéele
complexen tusschen 0 en 1 is niet aftelbaar en is aequivalent
met UZ.

Definitie: Deze verzameling heet continuum, Notatie: C.

Definitie: Is M o C, dan zegt men, dat M de continue
machtigheid heeft,
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Stelling 63: De verzameling der niet-negatieve regele
complexen > 1 heeft de continue machtigheid.

Bewijs: Hij wordt door % op het continuum afgebeeld.

Gewolg: De vereenigingsverzameling van een aftelbare
normale verzameling, welker elementen de continue mach-
tigheid hebben, heeft de continue machtigheid. In verband
met stelling 43 mogen we de voorwaarde ,,normaal” weg-
laten. Uit dezelfde stelling volgt de juistheid voor een
eindige verzameling, welker elementen de continue machtig-
heid hebben. Hieruit volgt weer in verband met de stellingen
62 en 63:

Stelling 64: De verzameling van alle niet-negatieve
reéele complexen heeft de continue machtigheid.

Definitie: Zij 1 ¢ S', dan heeten de elementen van:

$,=8" 4+ (5" —0){x, 1}
reéele getallen.

De verzameling der reéele getallen is dus een uitbreiding
der verzameling van niet-negatieve getalcomplexen. De
begrippen gelijk en gelijkwaardig vallen samen. Een niet-
negatief reéel getal is correlatief met een reéel getal, indien
het representant is van een complex, dat er gelijk aan is.
Een rationeel getal a< 0, dat representant is van het
rationeele complex 4, is correlatief met { — A’, 1 }, waarin
A’ het met A correlatieve, niet-negatief reéele complex is.
De begrippen getal en getalcomplex vallen samen. De
definities der hoofdbewerkingen en orderelatie zijn ge-
makkelijk zoo vast te leggen, dat aan alle hoofdeigenschap-
pen voldaan is, benevens aan de stelling van de bovenste
grens. Ten slotte volgt uit stelling 64 in verband met het
feit, dat de vereenigingsverzameling van 2 verzamelingen
met de continue machtigheid een verzameling met de con-
tinue machtigheid 1s:

Stelling 65: De verzameling van alle regele getalcom-
plexen (getallen) heeft de continue machtigheid.
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